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CAPITULO 1

Introduccion

El modelo dominante y casi exclusivo en las ciencias desde su surgimiento en el siglo XVII
ha sido el modelo determinista segiin el cual: “Un proceso se dice determinista si todo su
futuro vy pasado estdn univocamente determinados por su estado en el momento presente”. en
palabras del matemadtico ruso, pionero de las ciencias del caos, V. Arnold. El determinismo
puede ser subvertido de dos maneras: una, por el azar, es decir, la indeterminacion de un
estado en relacién con los que le han precedido y los que le sucederan: y otra por el caos,
es decir el hecho de que a pesar de que un estado esté determinado no pueda ser objeto de
prediceidn por lo que se podria denominar “la sensibilidad a las condiciones iniciales”.

El azar se opone al determinismo por el hecho de que mientras que la informacién completa
acerca de un sistema determinista se reduce a la serie de ecuaciones que definen su evolucién y
una gerie de condiciones iniciales (valores de sus variables de estado en un momento temporal
determinado), un proceso aleatorio no admite tal compresién de la informacién en una ley
general, y la 1inica posibilidad de deseribirlo es describir todos sus estados o, como mucho,
intentar ajustar dichos estados mediante una ley estadistica.

Por su parte los sistemas cadticos aunque sean deterministas no permiten la prediccién
porque trayectorias que surgen juntas divergen rapidamente borrando el recuerdo de dicho
inicio comiin. En estos casos se separa el determinismo de las ecuaciones que expresa la necesi-
dad de las matemadticas y la predictibilidad que es algo fisico dependiente de las limitaciones
asociadas con nuestra finitud humana. En los sistemas cadticos pequenas diferencias iniciales
se amplifican con el tiempo y dan lugar a diferencias macroscépicas.

En la naturaleza ciertos fenémenos pueden ser modelados por unas estructuras matematicas
que se denominan sistemas dindmicos y cuyo estado viene definido por una serie de variables
que dependen del tiempo (variables de estado) y por una serie de leyes, una dindmica, que
expresan las variaciones de las variables de estado a lo largo del tiempo, y que en los casos
mads sencillos suelen ser un sistema de ecuaciones diferenciales.

La representacion de los sistemas dindmicos se lleva a cabo en un espacio denominado
espacio de fases en el que cada punto define un estado y cada trayectoria una evolucién del
sistema. Los sistermas dindmicos son conservativos o disipativos segin se conserve o no el
volumen en el espacio de fases formade por una serie de puntos que evolucionan al mismo
tiempo. Los sistemas disipativos suelen contar con atractores que son zonas del espacio de
fases que “atraen” las trayectorias que pasan por sus proximidades, contrayendo las dreas
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6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

en el espacio de fases y haciendo converger las trayectorias, de forma que dichos atractores
representan el comportamiento asintético del sistema, es decir, como se comporta éste a largo
plazo, Los atractores cldsicos son:

a) un punto fijo, que sefiala un estado de equilibrio final del sistema;

b) una 6rbita periddica que senala que la configuracion del sistema evoluciona de forma
periddica repitiendo sus estados;

¢} una érbita cuasi-periddica, que da Ingar a un toro en el espacio de fases;

d) un atractor extrafio, atractores muy complejos cuya sensibilidad a las condiciones ini-
ciales impide la predictibilidad a pesar del determinismo riguroso debido a que las trayec-
torias préximas divergen rapidamente, cuya no periodicidad impide que las curvas se
cierren sobre s{ mimas y por tanto hace que no se pueda predecir pero si da informacion
sobre el estado inicial, lo que hace que se puedan distinguir situaciones que en el ori-
gen casi se confundian, y cuya fractalidad exhibe una invariancia a través de distintas
escalas.

Los atractores extranos son el producto de auto-oscilaciones (perturbaciones que no desapare-
cen sino que se mantienen una vez aparecidas en sistemas no lineales mediante un mecanismo
de retroalimentacion) que dan lugar a inestabilidades locales producto de las condiciones de
mezcla en que se encuentran los sistemas que presentan dichos atractores.

Un conjunto fractal es un conjunto “muy raro” cuya dimension es intermedia entre una
linea y una superficie o entre una superficie ¥ un volumen. Son voliimenes casi huecos. lineas
enmarafiadas que casi cubren el conjunto del plano pero sin hacerlo del todo o conjunto de
puntos, “polvos”, productos de la explosion de la recta, Fractales son las curvas que represen-
tan una costa en un plano o la representacion geométrica tridimensional de un copo de nieve,
Estas cxtrafias figuras geométricas gozan de una peculiar invariancia a través de las escalas
que hace que cada fragmento del fractal sea semejante (autosemejante) a cualquier fragmento
més grande e incluso al fractal en su conjunto. La citada autosemejanza es una consecuencia
de que el fractal es el resultado de una aplicacién continua que pliega una y otra vez sobre
si mismo el espacio de fases, dando lugar a veces a una estructura hojaldrada, en capas, y
expresa la continuidad de las fuerzas que producen la dindmica.

Los atractores extrafios con estructura de fractal que son ejemplos de caos determinista
obedecen a dos constricciones: la divergencia de las trayectorias y sn confinamiento en un
espacio determinado donde dichas trayectorias se reagrupan constantemente sin cortarse; la
sensibilidad a las condiciones iniciales son las responsables del estiramiento del fractal y al
confinamiento espacial responde el plegado del mismo. Estas dos condiciones sélo se pueden
cumplir en espacios de al menos tres dimensiones.

Orden y caos establecen entre si un juego complejo més que una simple oposicion. El eaos
surge del orden y un cierto orden puede surgir del caos cuando se dan una serie de circun-
stancias que analizaremos a continuacion. Se puede hablar, por tanto, de un borde del caos ya
que el mismo surge cuando la complejidad de un sistema (medida por su capacidad computa-
cional, es decir, su capacidad para almacenar y procesar informacién) alcanza un maximo,
cosa que sucede en una estrecha zona que separa estados altamente ordenados de estados
completamente cadticos. Del orden se puede pasar al caos (en sistemas no lineales de al menos
tres variables) a través de tres caminos principales que suponen los tres la desestabilizacion
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de regimenes periédicos por perturbaciones que en lugar de amortiguarse y desaparecer se
amplifican: por duplicacién de perfodo, por intermitencias, o por la cuasi-periodicidad.

1.1. La duplicaciéon del periodo

Se presenta al variar cierto pardmetro y supone que se obtienen en la primera bifurcacion
dos soluciones estables que alternan entre sf a lo largo del tiempo, luego cuatro, luego ocho y
asi sucesivamente hasta el caos. Este proceso se ha observado en la evolucidn de poblaciones
en biologia.

El doblamiento de perfodo es una bifurcacién que se da tinicamente en mapas. Por ejemplo,
la més conocida “rutas al caos”, se da en una secuencia infinita de doblamientos de periodo y
es lo que efectivamente ocurre en el mapeo logistica. En esta bifurcacién, cambia la estabilidad
de un punto fijo cuando uno de sus autovalores cruza el valor real —1, y se genera una nueva
solucién con el doble del perfodo del anterior, mientras que la estabilidad de la solucion de
periodo 1 cambia.

La “aplicacién logistica” estd al alcance de cualquicra que posea una calculadora. En
ciertos puntos crfticos de la evolucién de un sistema dindmico generada al iterar la aplicacion
se produce un mecanismo de cascada de duplicacion del periodo que conduee rapidamente al
caos matemético (pérdida del régimen estacionario o periddico). Pero si seguimos la evolucion
del sistema pueden reaparecer en algunos puntos concretos las trayectorias periddicas (el
orden surge espontdneamente del desorden, equivalente al nuevo “orden por fluctuaciones”de
la termodinamica del no equilibrio) para a continuacién volver a disolverse —en una nueva
cascada de duplicacién del periodo— en un completo desorden, y asi sucesivamente. Ademds,
este artificio matematico nos permite mostrar la propiedad mas caracteristica de la dindmica
cadtica: la dependencia sensible a las condiciones iniciales. atin cuando empecemos dos series
de iteraciones con valores muy préximos, al cabo de unas cuantas operaciones podemos obtener
valores numéricos muy alejados entre si, como si de dos valores tomados al azar se tratara.
Lo que es una diferencia que nos parece irrelevante (por pequeiia) entre dos estados iniciales,
se amplifica progresivamente para acabar evolucionando hacia dos estados completamente
diferentes.

1.2. Intermitencia

La transicién mediante intermitencias hacia el caos se produce cnando periodos de com-
portamiento regular del sistema se ven interrumpidos por explosiones cadticas que aparecen a
intervalos de tiempo de duracién aleatoria, intermitencia cs la sitnacion en que lo simple y lo
complejo se alternan constantemente. Por ejemplo, incluso en amplificadores electronicos de
gran precision ocasionalmente se producen cortas descargas de electricidad cstatica. Eso no
se debe a una interferencia externa sino a los resultados de los efectos no lineales dentro del
circuito, produciéndose perfodos de caos. Con la aparicién de relojes atémicos de precisidn se
descubrié que la Tierra sufria alteraciones en su rotacién: el paso del “tiempo”de la tierra no
es perfectamente regular porque de vez en cuando aparecen estallidos intermitentes de caos.
También el cuerpo humano presenta gran variedad de ejemplos de intermitencia. Uno es que
se ha demostrado que un poco de cacs es necesario para que el sistema inmunoldgico funcione
de forma eficiente. Intermitencia no sélo significa que el caos surja del orden sino también que
el orden puede surgir en el caos. Aqui surgen algunas preguntas interesantes: “jAparece el
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caos porque la conducta regular se rompe temporalmente? (O es el orden regular realmente
una ruptura del caos que subyace en la realidad? ;O Lien es esa intermitencia la verdadera
manifestacion de la complejidail cadtica?.

1.3. Cuasi-periodicidad

El caos debido a la cuasi-periodicidad se produce por la interaceion v el acoplamients
o lineal de dos o mis osciladores periddicos que transeurre en el espacio de fase sobee la
superficie de un toveide. Este tipo de oscilaciones aparece como resultade de la interaccion de
dos osciladores que noe acoplan de frecuencias diferentes: un oscilador seria el responsable del
movimiente periddics o lo large del toroide, ¥ ¢ otro en la direecidn perpendicular al mismo,
Cuando las frecuencias de give ¥ traslacion alvededor del toroide toman valores suficientemente
distintos {mimeros irracionales no divisibles entre si) la drbita puede estar dando wvieltas
alrededor del toreide sin pasar nunca por ¢l mismeo punto. Es decir, se obtiene una dindimnica
aperiddica, donde lag drbitas proximas transcurren proximas sin Jdiverger ni converger con el
paso del tiempo.

El espectro de potencia para este comportamiento dindmics muestra picos a log valores
de frecuencias hdsicas, los cuales aparecen a niimeros irracionales no divisibles entre si, v
también se cbservan las combinaciones lineales con nitmeros enteros. El exponente miximo
de Lyapunov tiene valor cern lo tual indica que drbitas proximas al evolucionar en el tiempo
no divergen ni converzen, El mapa estrobosedpico de una drbita cuasiperiddica se caracteriza
por una curva eerrada. La dimensién de correlacién de un atractor toreidal es igual a 2%

Los procesos vitales tambidn tienen gjeniplos de caos determinista, nnos favorables v oiros
desfavorables para la salud. Por gjemnplo, un ritmo cardivce sano implica un ¢ierto cardeter
crritico, signo quizas de'la existencia de un atractor extraio, mientras que una periodicidad
regular suele preceder a un paro del niseulo cardinco. Pero también hay regimenes cadticos
de dicho ritmo que son fatales, come los que acontecen en ¢l fendmeno de la fibrilacion ventric.
ular en el que aungue las partes del corazén funcionan correctamente el misenlo se retuerce
descoordinado e incapaz de bombear la sangre,



CAPITULO 2

Bifurcaciones horquilla y Hopf

2.1. Bifurcacién horquilla

La bifurcacién de horquilla es una bifurcacién simétrica, y por ello se observa en muchos
sistemas que tienen simetria entre una parte positiva y otra negativa, La bifurcacion horquilla
consiste en que un tnico punto fijo se bifurca en tres, uno de los cuales tiene la estabilidad
contraria a la del original y los otros dos la misma, Las bifurcaciones horquilla pueden clasi-
ficarse en dos grupos importantes: subceriticas y supercriticas. La bifurcacién supercritica es
cuando un punto fijo estable se bifurca en dos puntos fijos estables v uno inestable, figura
2.1. Una bifurcacién subcritica es andloga a la anterior pero con las estabilidades y el sentido
cambiados: dos puntos fijos inestables y uno estable colapsan en un punto fijo inestable, figura
22 .

1

Figura 2.1: Bifurcacién horquilla supercritica, donde la curva continua significa que tiene un
comportamiento estable, mientras que la linea punteada indica un comportamiento inestable.
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Figura 2.2: Bifurcacion horquilla suberitica.

El siguiente teorema, debido a Sotomayor, da condiciones suficientes pero no necesarias
para la bifurcacién horquilla.

Teorema 2.1 (Sotomayor). Sea & = f(z,pn), 2 € R®, p € R, con f(zg, up) = 0. Supongamaos
que

.4 Bf(T 3 i
i) AB‘;’—“"J posee un valor propio cero, con v un vector propio por la derecha y w por la

wzquierde. Ademas, ﬂ%ﬂ%u posce k valores propios con parte real negativa yn —k — 1
con parte real positiva (contando multiplicidades).

i)

af(zo, a? 3
’LL'T ( f("‘;:j H’ﬂ)) =1 'LUT ( f(a':t;; P‘U) (1), ’L')) - 01

T (82_{(9:[), o)
W\ amn
Axd

o7 (a3f(::[,, )

(U)> £ (), oy (v, ’U,'U)) #0

Entonces el sistema sufre la bifurcecion horquille en el punto (xg, jto).

2.2. Bifurcacion de Hopf

Como los cambios cualitativos a los que se refiere la teoria sobre bifurcaciones locales
ocurren en un entorno de un punto fijo u érbita cerrada, nos hemos centrado en el estudio de
los puntos de equilibrio no hiperbélicos, es decir, aquellos para los cuales la matriz Jacobiana
del sistema posee valores propios nulos o con parte real nula, pues sabemos por el teorema
de Hartman-Grobman que los equilibrios hiperbélicos son estructuralmente estables. En este
contexto, resulta fundamental el teorema de la variedad central que establece la existencia de
una variedad invariante pasando por el punto fijo (no hiperbdlico) a la cual puede restringirse
el sistema para estudiar la dindmica en un entorno del mismo, andlogamente a como ocurre en
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los sistemas lineales con el subespacio vectorial generado por los vectores propios asociados a
valores propios nulos o con parte real nula. Dicha variedad invariante puede ser representada
localmente como la grifica de una funcién de clase C" y para el caso que nos ocupa, una
aproximacion cuadratica (e incluso lineal a veces) a la misma, es suficiente.

Cuando el punto de equilibrio es no hiperbdlico debido a la presencia de al menos un valor
propio real simple nulo, la restriccién del sistema original a la variedad central es un sistema
de dimension uno en la forma:

&= f(x,p), € R, pe RP, (2.1)

y si es consecuencia de la presencia de un par de valores propios imaginarios pures, dicha
restriecion es bidimensional, siendo el estudio de las bifurcaciones en los sistemas resultantes
mas sencillo que en el de partida, toda vez que los mismos son susceptibles de escribirse bajo
cierta forma estdndar de expresién (llamada forma normal fopoldgica) comuin a todos los
sistemas que poseen un mismo tipo de bifurcacidn.

En el caso de que el equilibrio estacionario sea no hiperbdlico debido a la presencia de un
par de valores propios imaginarios puros para cierto valor del pardmetro del sistema, = .
la restriccidn del sistema original a la variedad central es un sistema bidimensional, el cual
presentara una bifurcacion de Hopf para g = p1g, si se verifica cierta condicion de generacidad,
traducible en que los valores propios A(j) que son imaginarios puros en pg crucen el eje
imaginario con velocidad no nula, esto es:

dReA(p) .
= d_u|,¢=m £0 (2.2)

d

En tales circunstancias, el teorema de Hopl asegura la existencia de algunas soluciones

periddicas bifurcdndose a partiv de jip. La estabilidad de las mismas viene determinada por

una segunda condicién expresada en términos del llamado primer coeficiente de Lyapunov, [,

el cual se deduce en el calenlo de la forma normal topoldgica correspondiente que, expresada
en coordenadas polares, es el siguiente sistema:

¥

donde d esta definido en (2.2), w es la parte imaginaria de los valores propios complejos que
son imaginarios puros en pg, ¥ b y ¢ han de ser calculados a partir de los pardmetros del
modelo.

En estas circunstancias, una condicién suficiente para la existencia de un ciclo limite
estable es que [; < 0, v si [} > 0, el ciclo limite es inestable, En el primer caso estamos
ante una bifurcacién de Hopf supercritica y un ciclo limite estable surge para cada valor del
pardmetro g mayor que pg ¥ lo suficientemente proximo a ¢l En el segundo caso, se trata de
una bifurcacién de Hopf subcritica v los ciclos aparceen antes de que el pardametro aleance ol
valor de bifurcacién.

Entonces, dado un sistema n-dimensional con un equilibrio no hiperbélico para cierto
valor de un pardmetro, podemos encontrar una variedad central pasando por ese punto y
restringir el sistema original a la misma, con lo que el estudio de las bifurcaciones en los
sistemas resultantes de dimensiones uno o dos es menos complejo, una vez calculadas las
formas normales topolégicas equivalentes. Ahora bien, la realizacién de estos cdlculos no es

(du + £1T2]‘r‘
w + ey + br?

Il
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sencilla. En la mayorfa de los casos un tratamiento simbélico del problema resulta inabordable
v hay que recurrir a técnicas numéricas de resolucion.
Formalicemos lo anterior con el siguiente teorema.

Teorema 2.2 ( Hopf (1942)). Considere la familia uni-paramétrica de ecuaciones diferen-
clales

&= F(z,p), (2.3)
con F:R" xR — R" o suficienternente suave. Con un punto de equilibrio (xp, i) y Alp) =
DIF(‘T“Q:;LJ'

(i) Si A(ig) posee un inico par de valores propios con parte real cero, enlonces existe una
curva suave de puntos de equilibrio (z(p), it} con x(py) = zy. Ademdas, los valores propios
M), M) de A(p), los cuales se hacen imaginarios en pg, varian suavemente con el
pardmetro [t

(ii) 8id= 4B iy 28
Entonces de i) y i) ewiste una tnica variedad ceniral tridimensional, pesando por
(o, po) € R® xR y un sistema de coordenadas suave, cuye expansion en serie de Taylor,
hasta grade tres sobre la variedad central, estd dado, en forma polar, por la siguiente
ELPTESION

(dp + lir?)r,
= w+eu+ bre,

SR
|

Si by # 0, entonces eviste une superficie de drbitas periddicas en la variedad central,
las cuales tienen tangencia cuadrdtica con el eigenespacio generado por Alpg), Mpo). St
1 <0 las drbitas periddicas son estables (caso supercritico) mientras que sily > () son
inestables (caso suberitico).

Para caleular el coeficiente [j, consideremos el siguiente sistema

&y = —wpre+ fi(z1,z2)
2 =  wz+ folzr,e)

que se se obtiene del sistema (2.3) al hacer u = pp y hacer un cambio de coordenadas
adecuado.
Sean
R = fl:tl'mm + fl.":m:m: + f2:1x1:cg T f2a:gxgx2|x=xu

Ry = flzlzg(.fimm = flzexz] T fzIJIQ(fE.’M?JI = fi!ﬂ:m)

'_fl:lslf-':], JFQI1$1 S fl:’:g;r:zf?:rzxz l:n::}u

Donde los subindices de las f; para i = 1,2 indican derivadas parciales.
Luego

1 L
ll = -1—6— |:R]_+w—0Rg] ‘

Tenemos entonces, los siguientes cuatro escenarios posibles:
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a. Sid >0, <0.El origen es estable para g < 0, inestable para g > 0, y rodeado por
una orbita periodica estable para p > 0. Esta situacién es mostrada en la figura (2.3).

b. Sid < 0, {1 < 0. El origen es inestable para pu < 0 y estable para p > 0. El origen es
rodeado por una orbita periodica estable para p < 0.

c. Sid > 0,1 > 0. El origen es estable para p < 0 e inestable para p > 0. Ademds, el
origen es rodeado por una orbita periodica inestable para u < 0.

d. 8id <0, >0. El origen es inestable para ;1 < 0, estable para p > 0, y rodeado por
una orbita periodica inestable para ;1 > 0 esto es mostrado en la figura (2.4).

N

/|

>
Nl TR,

/

Figura 2.3: Bifurcacién de Hopf Supereritica: Una drbita periddica estable y un punto de
equilibrio inestable surgen de un punto de equilibrio estable.
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: B i
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e

Figura 2.4: Bifurcacién de Hopf Suberitica: Un equilibrio estable y una érbita periodica in-
estable se funden en un punto de equilibrio inestable.




CAPITULO 3

Analisis de bifurcaciones en el sistema de
| orenz

3.1. ;Qué modela el sistema de Lorenz?

La humanidad y sus civilizaciones han sufrido incontables pérdidas debido a la atmdsfera
que rodea al planeta, siempre inestable e inquieta. Es por ello que desde los tiempos més
remotos, el ser humano ha tratado de predecir el clima con todas las herramientas que ha
tenido a su disposicién. No fue sino hasta que Von Neumann se interesd por investigar el tema
con las primeras computadoras electrénicas, que sc pasé de la etapa de tratar de predecir a
la de tratar de controlar el ¢lima. La década de los cuarentas y cincuentas fueron de las mas
fecundas para la ciencia del control atmosférico. Recientemente, sin embargo, se ha llegado
a considerar que los cambios climatolégicos nocivos para la humanidad podrfan resultar ser
una parte integral v condicién sine qua non para la vida y ecologia del planeta.

Al introducir intercambios de frio v calor a gran escala entre el Ecuador y los polos, y desde
las partes mas bajas hasta las més altas de la atmésfera, los fendémenos climatoldgicos actian
como vilvulas de seguridad ademas de proteger a todas las criaturas vivas formando un escudo
gaseoso contra la radiacién solar y la energia césmica.

El conocimiento de los patrones climatolégicos estd lejos de ser completo y atin cuando son
comprendidos, ninguna explicacién simplificada o esquematizada puede ofrecerse sin notar
que se queda corta en los complejos mecanismos que generan y mantienen la variabilidad
metrercoldgica del plancta. Es por esto gue el clima representa el sistema cadtico por excelencia
en el que los mecanismos de retroalimentacién no lineales generan condiciones impredecibles.
Sin embargo, los cientificos estan descubriendo cémo la teoria del caos puede ayudarlos a
emitir predicciones mas confiables y, sobre todo, a mejorar su comprensién de lo que significa
un sistema extremadamente complejo, lo que resulta paraddgico en cierto sentido, ya que fue
precisamente la meteorologia de la década de los sesentas la que aporté gran parte de los
fundamentos de esta ciencia.

Gran parte del cuerpo de conocimientos que integra la teoria del caos surgid originalmente
del estudio de los cambios climéticos y, de hecho, uno de los primeros descubrimientos que
dan sustento tedrico a esta drea de estudio se debe a Edward Lorenz, quien desarrolld a
principios de la década de los sesentas un modelo simplificado del clima basado en ecuaciones

15
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diferenciales.

Para poder comprender este modelo, resulta conveniente imaginar que cualguier condicién
elimdtica podria ger representada como un punto dentro de un espacio tridimensional. Asi,
por ejemplo, €l eje = podria representar la temperatura mientras que el eje y representaria
la humedad y, el eje z podria referirse a la presidn barométriea, como seaprecia en la figura
{3.1).

Figura 3.1: Condicién climética sepresentada como un punte dentro de un espacio tridimen-
sional.

En este espacio de fases simplificado, un diz soleads estaria representado por el punto A,
unio luvicso por el punte By una nevisea por el punto C. Resulta razonable suponer que ]
clima de hoy estd afectado en gran medida por el elima observado el dia de ayer, el de ayer por
el del dia anterior v asi sucesivamente. De acuerdo con esta lined de razonamiento, es evidents
gque el clima actual influird en el de mafiana y éste en el del dia siguiente. Ahora bien, 5i se van
trazando los puntos correspondientes a las condiciones meteoroldgicas obstrvadas, se obtendria
una grifica mostrande la ruta que sigue el sistema a través del espacio de fases seleccionado
v esto, en teoria, permitiria hacer una proyeecion sobre su comportamiento luture.

Lorens llego bisicamente a las mismas conclusiones p al iv ajustando progresivamente la
interrelacion entre las variables seleccionadas, mejord substancialmente la capacidad predictiva
del modelo que habia desarvollade. Durante algin tiempo, los resultados obtenidos fueron
iguales a los esperados; es decir, las predieciones climdticas del modelo coineidian con el clima
observado. Upa mafiana, sin embargo, Lorenz decidid redondear los resultados obtenidos de
la corrida anterior en lugar de introdueir las cifras completas & su computadora Roval McBes.
El miodelo parecid ignorar-dicha falta de precisién al principio pere muy proote comenzd a
trazar una rita completamente distinta a la que habia venido siguiendo, como lo ilustra la
fignra 5.2

Luego de haber descartado las causas mis obvias de estas diferencias; llegd » la conclusion
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de que se debia haber introducido cifras redondeadas al principio de la corrida, cuyo error
se habia magnificado a tal grado que el diagrama segufa una ruta completamente distinta
a la anterior, Esto planteaba una cuestiéon muy seria sobre la validez de su modelo, pues si
una diferencia de pocas milésimas podia causar que se pronosticaran heladas en pleno verano,
entonces un error insignificante al momento de establecer las condiciones iniciales podria
hacer que el modelo se equivocara completamente, en sus predicciones a corto plazo serfan
tan confiables como tirar una moncda al aire para determinar si el clima del dia signiente
seria soleado o luvioso,

Para trazar las tres ecuaciones diferenciales se requiere de una computadora que simule
tres planos y en donde aparece la figura ya mostrada. En lugar de una simple estructura
geométrica o curva compleja, la estructura conocida como aefractor de Lorenz va emergiendo
conforme se iteran las ecuaciones.

Al proyectarla sobre el plano z — z, este atractor se asemeja a una mariposa, como se
muestra a continuacion en la figura 3.2

Figura 3.2: Mariposa de Lorenz.

Una proyeccion sobre el plano y — z parece una mascara de bitho, como se ve en la figura
3.4.

Finalmente, la proyeccién sobre el plano @ — y se utiliza principalmente para vislumbrar la
tridimensionalidad de la curva, pues parece dos platos de papel sobre planos diferentes pero
paralelos que se conectan a través de una cadena. Conforme se va trazando el atractor de
Lorenz, una cadena se va dibujando desde uno de los platos y comienza a trazar el contorno
de una de las alas de la mariposa, luego se lanza hacia el extremo opuesto y dibuja el centro
para continuar repitiendo este proceso infinitamente. Esto se ilustré en la figura 3.2.

En teorfa, el trazado de la curva deberfa continuar infinitamente pero en la préctica, la
longitud de digitos que es capaz de manejar con exactitud determinada computadora es lo
que limita su definicién v, por lo mismo, su exactitud.

Cuando Lorenz intentaba modelar el comportamiento del clima mediante la conducta
cadtica de los gases, tomé unas cuantas de las ecuaciones conocidas como el sistema de Navier-
Stokes del campo de la dindmica de fluidos y, al simplificarlas, obtuvo el siguiente sistema
tridimensional:
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ity

Figura 3.3: Perspectiva bidimencional del atractor de Lorenz.

Figura 3.4 Mariposa de Lorenz.

& o= fly—z) (3.1}
¥ = r-y-—az (3.2
£ o= ay—ha (3.3)

En gstas ecuaciones, § representa el niimere de Prandil, que cs la relacidn entre Ia viscosidad
de un Auido ¥ su conductividad térmica, con un valor de 10, El pardmetro g representa el
nimero de Raleght, que es la diferencia de temperaturas entre la parte inferior v la superior del
gistema, con un valor de 28, La variable b representa la relacion entre la longitud v la altura
de la caja que se emplea para contener el gas, con un valor de 8/3. La 2 resultante de esta
ecuacion representa la razdn de rotacién del cilindro, y sefiala la diferencia entre temperaturas
én los lados opuestos del cilindro, mientras que z representa la desviacidn del sistema de la
litiea vertical graficada correspondiente a la temperatura.
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Para enlazar el atractor de Lorenz con la realidad se podria argumentar que cada Iébulo
representa uno de los regfmenes climaticos identificados como estable e inestable. Al seleccionar
un punto cualquiera sobre la grafica del atractor, se estaria seleccionando un clima instant aneo
que tiene tanto un pasado como un futuro estrictamente determinista. Sin embargo, al mag-
nificar arbitrariamente cualquier seccion de la grafica se descubrird que la trayectoria que sigue
el sistema por su espacio de fases es una, solo que nunca se cruza o se enciing, auque defini-
tivamente llena el plano sobre el que se le fraza. Esto significa que se pueden seleccionar dos
puntos arbitrariamente cercanos a uno de los lébulos del atractor y al recorrer sus trayectorias
respectivas, se puede observar cualquiera de los tres comportamientos siguientes, ilustrados
en la figura 3.5.

Figura 3.5: Diferencias entre un comportamiento impredecible, debido a la répida divergencia
de rutas, y uno pronosticable, por existir un miniatractor dentro del espacio de face.

Del lado izquierdo se presenta el caso en el que ambos puntos evolucionan de manera
similar y permanecen dentro del mismo lobulo; al centro se encuentra una evolucion parecida
que traslada los puntos hacia el l6bulo opuesto y, finalmente, del lado derecho, se ilustra el
caso en el que log puntos evolucionan de manera diferente: mientras que un punto permanece
en el mismo 1ébulo, el otro se traslada hacia el 16bulo opuesto. Sin importar qué tanto se mag-
nifique la gréafica, la incertidumbre sobre qué trayectoria habra de seguir el punto seleccionado
permanecera.

La figura 3.6 muestra estos dos casos: el primero le permitiria a los meteordlogos realizar un
prondstico climético confiable, mientras que el segundo serfa totalmente incierto, resultando
nuevamente el efecto que puede tener un pequefio error de medicién en las condiciones ini-
clales.

Quiz4 parecerfa que lo mas obvio para reducir o eliminar este problema consistiria en aumen-
tar la precisién de nuestros instrumentos de medicion, lo que en teorfa podria incrementar la
capacidad predictiva de los modelos elaborados. Sin embargo, los efectos de la no linealidad y
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Figura 3.6: Distintog compottamientos posibles de dos puntos arbitrariamente cercanos entre
&f.

de la retroalimentacion frustrarfan tedo intento por aumentar significativamente el horizonte
de predictibilidad. El modelo de Lovenz dnicamente considera tres variables, por lo que se dice
que tiene tres grados de libertad, mientras que los modelos climaticos actuales poseen hasta
un millén de grados de libertad v, sin embargo, su capacidad predictiva tiene un horizonte de
poco Mds O Menos una semana,

Curiosamente, el comportamiento generado porel modelo de Lorenz es virtualmente indistin-
guible de los patrones observados en la naturaleza. 51 un especialista revisara ambas gréficas,
geria incapas de reconocer cudl de ellas es la real v endl la simulada.

El término sensibilidad a las condiciones inicioles es e} concepto que normalmente se emplea
para explicar este tipo de conducta irregular. Fue acufade para describir el fendineno que
hace que pequennos cambios en un sistema recursive se magnifiguen hasta alternar drdsti-
camente los resultados esperados. El mismo Lorenz ided vina analogia que ilustea perfecta-
mente este concepto: el efecto Mariposa. 5i existiera otre planeta idéntico a la Tierra y una
mariposa decidiera batir sus alas en uno mientras que en el otro permaneciera quieta, las
fluctuaciones creadas seirfan magnificando exponencialmente hasta que, eventualmente. los
patrones climdticos fueran distintos en ambos planetas. De esta analogia nacid la idea de
que una mariposa en Hong Kong podria causar un tornado en Kansas. Parece ildgico que un
-efecto tan pequeno pudiera tener consecuencias tan dramdticas pero esto es precisamente lo
gue pretende establecer la teorfa del caos:

3.2. Analisis de estabilidad

3.2.1. Introduccién

Iniciamos esta seccifon con el eileulo de los puntos de equilibrio en el sistema de Lorenz,
Para 0 < g < 1, se observa que el conjunto de puntos de equilibric congiste en el origen,
cuando > 1 surgen otros des puntos de equilibrio, aparte del origen, lo cual sugiere que para
p =1 ecurre una bifurcacion horquilla. No es posible utilizar el teorema de Sotomayor para
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comprobar dicha conjetura ya que el el sistema de Lorenz no cuenta con términos de orden
tres. Es por ello que dividimos el estudio de los puntos de equilibrio en tres casos, para valores
del pardametro u:

1. Cuando 0 < g < 1, el origen es el tnico equilibrio y es estable.

2. Para u = 1 sigue habiendo un punto de equilibrio, el cual es no-hiperbélico y se tiene
que calcular la variedad central, demostréndose que el origen es estable.

3. Y por dltimo, si g > 1, graficamente se abserva que el (0,0,0) es inestable, mientras

surgen otros dos puntos de equilibrio €9 = (:t2\/2(“3_1), i?\ﬁugl},u - l). Para

1 < £ %-?99 se prueba, utilizando el criterio de Routh, que los valores propios son
complejos con parte real negativa por lo cual C) g son estables.

Por tanto, del pasado analisis v de la observacién de que los otros dos equilibrios se colapsan
al (0,0, 0), se concluye que en = 1 ocurre una bifurcacién horquilla, con lo cual se termiua el
andlisis del origen. Posteriormente pasamos a estudiar los otros puntos de equilibrio, de donde
s6lo es suficiente estudiar uno de ellos ya que ¢l sistema de Lorenz bajo la transformacion
(z,y,2) = (—x,—y, z) es simétrico. Se utiliza el criterio de Routh para obtener exactamente
los valores dénde cambia de signo la parte real de los valores propios, se ubica el caso para
el cual los valores propios pasan de ser reales a complejos. Para la bifurcacidn tipo Hopf se
encuentra el valor del parametro para el cual ocurra ésta, para lo cual también se verifica
cudndo los valores propios atraviesan el eje imaginario, después se caleula la variedad central
para encontrar el coeficiente de Lyapunov, y se concluye que la érbita periddica es inestable,
y ocurre una bifurcacién de Hopf suberitica,

3.2.2. Puntos de equilibrio

Para el andlisis de estabilidad del sistema de Lorenz empecemos por encontrar los puntos
de equilibrio de dicho sistema, igualando el campo a cero, recordemos estas ecuaciones.

& = 10(y—x) (3.4)

¥y = pr—y-—zxz (3.5)
5

2 = e 3.6

Z 1, 3 (3.6)

De (3.4) obtenemos que y = z, sustituyendo este resultado en (3.5) obtenemos por un lado
que r = 0 y por otro z = g — 1, Ahora si sustitulmos esto en (3.6), obtendriamos para z = 0,
z = 0. Por lo tanto tendriamos que (0,0,0) es un punto de equilibrio. Si sustituimos z = u— 1
v & = y en (3.6), encontramos que x = i?aﬁi‘ﬂ#

dos puntos de equilibrios que son:

Cip = (iz\/——g(”; l}:ﬂ\/L”; - 1)

, entonces tendriamos que existen ofros




22 CAPITULO 3. ANALISIS DE BIFURCACIONES EN EL SISTEMA DE LORENZ

3.2.3. Variedad central y bifurcacion horquilla en el origen

Si observamos Cy s en el valor de p = 1 se colapsan al origen, quedando un 1inico punto
de equilibrio: (0,0,0}. De donde se puede asumir que ocurre una bifurcacién horquilla. Esto
no se puede comprobar con el teorema de Sotomayor, ya que el sistema de Lorenz no cuenta
con términos de orden tres, por lo cual se encontraran los valores propios, y se hara variar
el pardmetro de bifurcacién p, y observemos qué pasa con la estabilidad de dicho equilibrio.
Para analizar el origen, tendremos que calcular la matriz Jacobiana del sistema y evaluarla
en el origen, por lo cual obtenemos:

-10 10 0
Df(xsy1 Z): =2 o
y = -8
-10 10 0
A=Df(0,0,0) = =1 0
0 0 -3

Calculemos los valores propios, encontrando la ecuacidn caracteristica, de la signiente forma

| 4 —AI|=0@(,\+§>(,\2+11/\+1U—10n)=0

i —1144/121-40(1— g
Entonces, los valores propios son, Aj s = ——@ ¥ A3=— %. Pasemos a estudiar los
valores propios Aj g para el caso en que 0 < g < 1. Observe que,

M4+1IA4+10-10u=0 = ,u,=%()\+1](/\+10}.

Observando la figura 3.7 es facil concluir que si 0 < g < 1 entonces A2 < 0.Comeluimos
entonces que

A1
Ag
Az

= E* =R®

A A
wiee o ©

Bajo estos argumentos podemos concluir que (0,0,0) es un nodo estable para 0 < p < 1,



3.2. ANALISIS DE ESTABILIDAD

23

Figura 3.7: p = {5 + 1){A + 10)

Ahora bien, si g = 1, de nuevo por la figura 3.7, conclubmos que Ay = 0 y Az < 0, por lo tanto,

Al =

Ay =
Ay

0} = E°

4}

Il

R

Rﬂ

Entonees, para p = [ el origen e unn punto de eguilibrio no-hiperbilico, por lo tanto ne
se puede utilizar ¢l teorema de Hartman-Grolman (Apéndice A). Por tanto, para conocer
la estabilidad de (0,0, 0} tendremos que caleular la variedad central, lo que nos ocupard méas
tiempo, por lo cual haremos un paréntesis antes de calewlar dicha variedad. Para ver qué ocurre
cuando g > 1, observemos la figura 3.8 y concluyamos que

Figura 3.8: g = s=(A + 13(A + 10)
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AL > 0} = B = R
ABi & O T
Az = -3

Entonces, para u > 1 tenemos que el origen es un punto de equilibrio tipo silla.

Ahora regresemos al caso ;1 = 1, y encontremos la variedad central W _(0) apéndice (B}, para
terminar con el andlisis del origen, dar una conclucién a cerca de su estabilidad y si ocurre
alguna bifurcacién. Empezaremos encontrando los vectores propios, para A; = 0 tenemos
Av; = 0 de donde,

—-10 10 0 1
1 -1 0 vz | =0
0 0 *% V13

Desarrollando lo anterior tenemos el siguiente sistema de donde obtendremos el vector propio
"

—10v1; + 10v1z = 0 (3.7)
uy—vi2 = 0 (3.8)
Buyg
1% —
3 (3.9)

de donde se observa rdpidamente que el primer vector propio es

1
v = 1
0
Para encontrar el siguiente vector tomemos en cuenta el siguiente valor propio A» = —11, de
aqui que de (A — A T)ve = 0 obtenemos,
1 O U a1
I 48 @ 199 =0
0 0 % Va3
de donde se obtiene el sistema signuiente
U1 + 10w = 0 (3.10)
vgy + 10wes = 0 (3.11)
281:
“’;“ = 0 (3.12)

Como (3.10) y (3.11) son la misma ecuacidn y vgg = 0, otro vector propio serfa
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Para tener la matriz P, la cual serd nuestra matriz cambio de base, sélo nos falta v, el que

obtendremos del valor propio Az = —%. Entonces, si desarrollamos (A — Azl}vy = 0 tenemos,
% 10 0 va1
1 ';' 0 V32 =0
0] 0 0 U333

22 ;
- ;‘“ +10ws = 0 (3.13)
Hu
vs1 + ——332 =0 (3.14)
de donde, w33 es libre, escojamos vy = 1, de (3.14) vy = —5—”&?@ sustituimos en (3.13) y
haciendo unos célculos sencillos tenemos,
0
=] 0
il
Entonces, la matriz cambio de base es
1 —10 0
faG = | 10
0 0 1
con
L10
= L,
Ph= ] =y 57 B |a
0 o 1
v es tal que
0 0D 0
P'AP=|0 -11 0
0 0 -3
El siguiente cambio de coordenadas nos permitird rotar los espacios E* y E€,
x Uy 1 —-10 0 wy wy — 10w
Yy =P wo — 1 1. g = wy + wa
z s 0 01 w3 wy

Ahora, por otra parte, tenemos

P 1 AL 10,
i 5 77+ Y
wy P 2
. =l _ 11 _ 1
we S Y = =3t 41 0 1y == -7z + 7Y
ws & z
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entonces, de lo anterior ténemos el sistema siguiente,

uy = -"]:-.'12-4* Ey
11 11
| L
wy = —ﬁiﬁ'i' ¥
ey =
si v silo si tenemes el sistema,
= gy — 1y
=+
E = 1y

Ahora derivemos wy e ¥ Wi, para obtener el sigtema en las nuevas coordenadas, sustituyamos
primers las derivadas en 2,y,2 del sistema de Lorenz y de las ecuaciones anteriores para
obtener el sistema deseado, Empecemos por derivar wy, de donde obtenemas.

wy = la:l-ﬂ

1 = R
gwy | Jgr Ay
dt — 1ldt 114t

B sustituimos el valor de % ¥ % del sistema de Lorenz en la ecoacidn anterior v despuds
sustituimes los valores de x,y, z del cambio de coordenadas junto con un poco de dlgebra
legamos al siguiente valor de wy,

Uy = —lgw;wa. i E}Wzlﬁ;

1] 11

Si realizamos el mismo procedimiento pero ahora para ws tenemos que
. 121 1 10
Wi = e T gy £ 1] Lets
Entonces, para wy tendriamos
Wy = .
@ =g

de donde si sustitufmos & del sistema de Lorenz y simplificamos obtenemos
; a
wy = w'f‘— Durnwe — gw;] - lﬂw§

Por lo tanto tenemos el nuevo sistema en términos de la matriz cambio de base,

uw = —%wﬂféa + %MWS
wy = =1liwy=— ]-lfu.?; wy + -}%-wgw;
Wy = -gu.r;g, 4 w? — Qg — lﬁu%
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Entonces, el sistema anterior lo podemos reescribir de la siguiente manera
. 10 100 -
w; = Q0w — ﬁwlws aiid iwgwg (3.1-.’.))
(3.16)
o -11 0 wa —{-Tuuwg + %wgm
= + (3.17)
Uy 0 —% wa -wf - Qe — lDwg

Entonces, para ¢l sistema anterior definimos la variedad central como:
WEL(0) = {(wy, w2, ws) : wo = hy(wy) y wz = ha(uw1) para [un| <6}
Para § > 0 donde h1{0) = 0, hy(0) =0, Dh(0) =0, Dha(0) = 0. Hagamos

A =10
=41 0
- (T 4)
0 -3
f[w;,wg._ w;g) = —%%wlum = %u’g’wa

- 10
s Lo R
glwy, wa, wg) = 4
w} — Quwqwy — 10w3

hiy (wy) aw? + agw? + -+

ha(wi) = brwd +byuwf + -

Ahora sustituyendo en la ecuacién en derivadas parciales para hi(wi) y ho(w;) dada por la
ecuacién homologica

Dh(wy) [Awy + f(ws, h(un))] = Bhlwy) — glw, h{wy)) = 0

Dhy (wy) hi(ws)
[ Auwn + flwy, wa, ws) ] - B —glwi,wg,wy) = 0
Dhg('wl) }.’.g{wl)
2a1wy + -
[—%wi(blwf o)+ B (bywi + - Wajw? + - }] =
2wy + -
(1 g =iy + o) Bilamed o Yook o)
: - = 0
0 —§> ;
3| bywi+ - w? — 9w (mwd + -+ ) — 10(agwf + -+ )?

Desarrollando lo anterior v tomando en cuenta sélo los términos de orden tres legamos a

llaltu% + llagw? + lllblw:i" + O

Il
o

Sbiw? + $bawt —wf — 9w} + O + -+
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Entonces, si resolvemos el sistema para ay, as v b, by tenemos que

1lla; = 0 = a =0
(3.18)
ST RIS P P 31 3.19)
BT T e (%
(3.20)
8 3
O 1 = 0 =% bp=2
3+ 178
(3.21)

8
§bz+9a.1 = 0= ba=0

de (3.19)
1 3
llag = ——b S
i Tl N
por tanto, concluimos lo siguiente
; 3
we = hyi(w) =aew? +apud .. = —ﬁmﬁ + O(w})
3 ;
wg = ha(wy) =bwi+bwd+.. = gw‘f + O(wh)

Ahora el comportamiento de las soluciones sobre W (0) del sistema dado por (3.15) y
(3.17) estd determinada por la ecuacién diferencial sobre E°.

Il

wy Aw + flwr, ha(wr), ha(wz)), wy € E°, |wi| <e.

=1 = }?wlhﬂwl) a5 %hl(wl)hg(iul)
= —Buwy (fud) + 120 (—&wd) (Bud) + -
= 5wl - () () vl +-

Entonces, graficamente se representaria como en la figura 3.9, Entonees, conclufmos que las
soluciones sobre la variedad central son estables, por lo tanto, el origen para el valor de =1
es estable.

Hagamos un recuento de lo que se hizo en esta seccién para poder dar una conclusién. Para
0 < p < 1 el origen es un equilibrio estable, pero cuando g > 1 el (0,0,0) es inestable. Al
mismo tiempo que los equilibrios €y 9, antes de colapsarse al origen, para 1 < u < % generan
valores propios que tienen parte real negativa por lo cual estos equilibrios son estables. Este
iltimo argumento es hecho basdndose en el criterio de Routh, el cual se desarralla en la
siguiente seccién. Entonces de lo anterior podemos concluir que en el valor de 4 = 1 ocurre
una bifurcacién horquilla, la cual se muestra en la figura 3.10.



3.2. ANALISIS DE ESTABILIDAD 29

a0, .3

thy = —3Bwf - (2

=
=

1

1 } (7:?_44) “»"Tr.

Figura 3.9: Comportamiento de las soluciones sobre W_.(0)

3.2.4. Bifurcacion de Hopf

Ahora pasaremos a estudiar la estabilidad de Cy, el estudio de Cq se omitird ya que, como
probaremos lineas abajo, el sistema de Lorenz es simétrico bajo la transformacién (z,y, z) —
(—x, —y, z), entonces sélo bastard estudiar C;.

Considere la transformaciéon T : R? — R3, dada por T'(z,y,2) = (—z,—y, 2), y el sistema de
Lorenz

W= f(w),
( x ) ( fi(w) ( 10(y — ) )
dondew= | ¥y |y flwy=| falw) | = | pr—-y—2z |.Sea alt) = (2(t),y(t). 2(¢))
z fa(w) ay—F

solucion del sistema de Lorenz, entonces debemos probar que 7'(a(t)) también es solucion del
sistema de Lorenz, es decir, debemos probar que

d
7 (T(e(t))) = F(T(eA1)))-

Observe que
4 1 00 & ~ —fila(t))
d—;(T(ﬂ(f)))=DT(ﬂ(ff))a’(t)= 0 -10 v |=| =u |=| —=faih) |.
0 01 ' t)
Por otre lado, observe ahora que
N(T(aft))) fi(==(8), —y(t), 2(t)) ~hie(t))
FT(at)) = | £(T®) | =] fal-z),-y(t),2(t) ~fala(t)) | .
f3(T(a(t))) Fa(—x(t), —u(t), 2(8)) fa(a(t))

concluimos entonces que el sistema de Lorenz posee la simetria dada por la transformacion T

Observe que el equilibrio C; = (2@#——1 + 4, 2\/%,3 -1+ -1+ ,u) solo estd definide para
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T - o

Jex] i

Figura 3.10: Bifurcacidn tipo horquilla

valores de j¢ > 1, Utilizando el paquete Mathematies se encontrd numéricamente que para
g > 1 pasaba de tener valores propios reales negativos a complejog ¢on parte real Hegativa
v peosteriormente complejos con parte real positiva. De lo anterior se sospecha gue pudiera
tener una bifurcacidn tipo Hopl: para obtener exactamente los valores dénde cambia de signo
la parte real de los valores propios utilizamos el criterio de Routh Apéndice (D). Encontremos
P(A) para €. Empecemos ¢ andlisis evaluando la Jacobiana

~10 100
Df{zaz)=| p-%2 =1 -z

¥ & =%
en )
~10 10 0
5= Df(Cr) = 1 -t -2fAyeTER
TEE afivTER -
Entonces desarvallande |§ — Af| = 0, se tendrvia que:
~10 A 10 o |
1 1-h -33/TFE =0
NS ST EEN VS e £ l

Desarrollando este determinante y con un poco de dlgebra obtenemos la ecuacion caracteristica
sigiiente,
5. a1 80 Bu. 160
MR AN === =D
A Mg ) =)
De lo eusl tenemos que ag = 1, a1 = %1 as = § + %{i, ag = 4P(p— 1) ycomo p > 1
tenemos que a; = 0, para ¢ = 0.. .., 3, v sdlo nos faltaria verificar que by, 7y = 0. Para lo cual
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es suficiente mostrar que aja — apag > 0, para entender mejor el criterio observe el apéndice
D. Entonces ajas — agaz > 0, lo cual se ve rapidamente del siguiente desarrollo

41 80 = 8pu 160
E('g"i'?)— 3 (,M—*l))[]

aplicando una dlgebra adecuada obtenemos que para los valores de gt < % cumplen con que

ayas — apaz > 0. Entonces con el criterio de Routh encontramos que para 1 < p < % los
valores propios tienen parte real negativa, por lo tanto podemos decir que Cy es estable para
estos valores de .

Como P()\) es de orden tres tenemos tres raices, pero nos interesa saber cudndo este
polinomio pasa de tener todas sus rafces reales a tener una real y dos complejas. Para esto
tenemos que hacer P'(\) = 0 y encontrar sus dos raices, que serd donde P(A) alcanza un
minimo o un maximo. Aunque sélo nos interesa donde aleance el minimo ya que como P(A)
es una cibica, el minimo es el candidato para que toque primero el eje A, por el hecho de que
utilizando el paquete Mathematica 4.1 se encontrd el resultado anterior, que a continuacion
se verificard geométrica y analiticamente. Empecemos con el analisis, entonces tenemos

82 8
P'(X) =3)\% + ?\ - g(,u + 10)
Ahora, teniendo en cuenta el discriminante, comencemos con el anélisis geométrico.
b — dac

Como los valores propios estan dados por

~bt VB2 — dac
Ma=—g—

tenemos que

1. Sib% —4ac >0 P'()\) tiene dos rafces reales, lo cual significa que P()) tiene dos puntos
criticos, un méximo y un minimo que, gréficamente, tendriamos lo que se observa en la
figura 3.11.
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P{x)

Figura 3.11: & contra P{\}

2. Si b — dae = 0 P'(X) tiene una raiz real por lo cual podemos decir que P(A) tiene s6lo
ur ptte eritico, véase la figura 3.12.

PA)

=

Figura 3.12: A contra: P{X)
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3. Si b? — dae < 0 no tiene ninguna raiz real, obsérvese la figura 3.
1g g

Figura 3.13: Ninguna raiz

Como nos interesa averiguar cudndo el polinomio pasa de tener tres rafces reales a tener
una real v dos complejas, griaficamente lo que quisieramos encontrar es cuando Aa estd sobre
el eje A, véase la figura 3.14.

P(A)

Figura 3.14: A contra P(A)

Como s es donde P/(A) = 0, y alcanza un minimo P(\), evaluemos P{A2), pero antes
calculemos Ap.
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Como i &
P/(X) =3X3% + T A+ 5+ 10)

tenemos que

Lol oo

a=3, b=—, ¢==(p+10)

entonces

A £+ /4412 - 32(u + 10)
2 —
6

de donde obtenemos R
Ag = -y - -'é-wgﬁl -T2

Ahora, calculemos P(Ag), entonces tendriamos
41 8 1
P(2) =M+ SN+ 2 (410 da + 2 (u= 1)

igualamos P(Az) = 0 y resolvemos para pu, y obtenemos p = 1,34562, que es precisamente el
valor de p a partir de el cual los valores propios son uno real v dos complejos.

Como lo hablamos dicho anteriormente, los valores propios complejos pasaban de tener
parte real negativa a tener parte real positiva, entonces podia ocurrir una bifurcacién tipo
Hopf, lo cual pasaremos a analizar,

Ya conocemos el polinomio caracteristico de D f(C;):

41 80  8u 160
3 2 = =
D S A+ A{ 3 i 3 )—I— 3 (,u. 1) =0

Del cual nos interesa averiguar el valor del parametro p para el cual ocurra la bifurcacién
tipo Hopf, es decir, cuando un par de valores propios tengan la forma Ay 5 = +iwy. Es decir,
los valores propios estén colocados en el eje imaginario como se muestra a continuacién en la
figura (3.15).

Figura 3.15: Aj g =1 éwp
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Entonces tendriamos que

A=iwge C=AB, B>0

donde -
A= ey
80 B
B=—+ —
IR
160
C= T{# ~&)

Por lo tanto de C'— AB = 0 con un desarrollo algebraico sencillo obtenemos p = 4%, entonces

para los valores de 1,34562 < u < 51—799 un par de valores propios atn no atraviesan el cje
imaginario, pero justo en el valor de 1 = %1 un par de valores propios estdn en el ¢je
imaginario, y para valores de g mayores un par de valores propios atraviesan el eje imaginario.
lo que se habia observado numéricamente. A continuacion se verificard analiticamente que, en
efecto, atraviesan el eje imaginario. Con la férmula para la derivada en los sistemas en R?,
o/ (g) 1a cual nos dird si los valores propios atraviesan el eje imaginario v en que direccidn lo
hacen, sélo tendremos que ver si a’(uy) # 0. Véase en el Apéndice E v la ecuacién E.5 para
el céleulo de la velocidad de cruce, para mas claridad del siguiente desarrollo.

Utilicemos en el sistema de Lorenz dicha formula.

& 10y — 10z
I W = YT
3 -8z + ay

Ya sabemos que los otros dos puntos de equilibrio son

Cip= (f\?%(,ﬂ.—l i fa/g(u— 1), u-l)

Si recordamos la matriz de derivadas parciales y la evaluamos en C;, recordemos gue solo se
hard para este punto de equilibrio ya que es simétrico al punto Ca, entonces tenemos

-10 10 0"
Df{z,y,z) = -2z =1 —x
y z -3
-10 10 (0
A(p) = Df(Pi,p) = ! -1 —y/§—=1)
Vie-1 fie-1n -3
Ahora definamos

a(p) = —tr(A(y))

blu) = C(p)

elp) = —det(A(n))
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donde
[AG)] = -10(3+8(e-1)-10(-8+ & -1))
()| = —10(3p) ~10 (-2 + §u)
|A()] = -20(F)n

Por lo tanto &/(u) = 160,

biy)

By}

Entonces 5 {u) = % de aqui gue

E+iu-1)+%

Sn+3

Wad(f) e+
2(G+wh)  2(5+wd)

Recuerde el polinomio caracteristico siguiente

al(pg) =

41 B0 B 16()
P i W, R ool O (ot O Sh i FR | (O
' 3 (3 3) 3 fa=1)i=0

Entonces Ay = —-% ¥owp = Hf% -+ Ef, por o tanto si e =1 tendriamoes:

(i) = %[—%+EU} = '%2 z_t(j_
T () B

Entonces i g > 1 tenemos que a'(pg) > 0, por lo tante los valores propios atraviesan el eje
inaginario de izquierda a derechi, eomo se muestra grificamente 4 continuacion:

i
L r L
L 4 -
134562 < p < 430 =0 >3

Figura 3.16: Seguimiento de los valores propios cuando atraviesan el eje imaginario
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Ahora, si evaluamos I f(Cy, 1) donde p = i{%’ tendriamos

=10 10 g

o fe02

D (Cy ) = . =1 —2/ %57
902 ] 8
2 2 —%

De aqui que los valores propios estarian dados por

|Dg(Cr,p) = AL =0

—-10-A 10 0
L -1-A -2 gr:’? =10
2,82 2,82 _8._)
Entonces, los valores plopios sericm uno real y dos imaginarios puros, de donde se verifica el
hecho de que el valor de g = coloca los valores propios en el eje imaginario. Donde dichos
110

valores son A; = —— ¥ )\33 = i . Encontremos la variedad central para calcular el
coeficiente de Lyapunov, para esto traf.lademos el punto de equilibrio al origen con el siguiente

cambio de coordenadas.

902
g=%1 +2 ==
a2
— g
y=x2 57
z=1x3+ il
T
entonces el nuevo sistema estd dado por
giley, ai2g) = —10 (2 %"%Hcl) +10 (2 92 4y
ga(z1,22,23) = -24/ %2 +F (2 L2+ .'::1) — 23 — (2 2 .rl) (%5 + 23)

(21!90 1-:12'1) (2 %“l?g-l-fzg) -—%(%—I—I;g)

Del campo anterior tenemos la matriz de derivadas parciales siguiente,

gal@y, x2, 23)

B = D@, e, 3) = 1 —x3 | _9 9;_1_?4 iy
2 Qt} +a9 2 + 1 _g
Ahora evaluemos B en (0,0,0)
-10 10 0
B(O,U, 0) = 1 —J —92 9:??}'.
9 90 9, /902 s
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Entonces los valores propios son

de lo anterior tenemas que los vectores propios son los siguientes, Para X = -4 seria

ETNED

H = Uy 3t
¥

1

de la misma manera para Ay = 4,/ &'i nos quedaria

_ BEOWIE11d ﬁTﬂ?ﬂ]

mms?h;m

vy = . fﬁ-{zs&—m‘ TE0
i+ a1E )

1

Para Ay = —4, /4124 tendriamos

i 1li
123{ — ddin/5+ /418

vy = = £ {288-+14/3000)
=i aHd e

Ahora sea
P = (Im(vs) Refva} n)

Entonces tenemos que P seria

E‘@ _mg;% & Imﬁéi‘% _15\{%
= -“'-'"{f_-’g _“ﬁ{% +10,/38 i@
1

1] I

v Q@ = P quedariu de la siguiente forma

3‘““; P m#ﬂi}i @?@'g
i AT

G= % - g,ﬁm 41547

T i E il

= b
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Por lo tanto @Q.B.P serfa la matriz por bloques siguiente

0
0 =4/ 0

.B.P= 110
Q 4/l o 0
41

Como el coeficiente de Lyapunov estd dado por:
L Em i en
a= wa R
16 1 24y

de donde wy es el nimero que acompafia a la parte imaginaria, Ry, Ry son las derivadas
parciales de gy(x1,x2, 23), ga(1, T2, T3), 93(x1, @2, @3). La variedad central estd dada por la
siguiente forma

w(t) = h{z(t), 22(t))

y por lo tanto
ah oh |

— g

W= =2+
521 . C?zg

donde
w=h(z1,22) = alz'f + agzizo + (13?:% 4o, (3.22)

de los cuales sélo escojemos los términos de orden 2.
Ahora sea el cambio de base

z1
&= Z9
i
Calculemos
21
2 Z9

; = 190,/ 3 110,/ 48 \
33 19 ¥ \ 133 128 | .
-15y/155sw + 5y 34+ (‘ 155 T 459 2

- T fa18
PZ n /s, .8 /5. | ﬁlu\;m_i_l“v’rﬁ B}
3 \/ 1558 3 \/ 123°1 17 153 =2

\ w+ 22




4t) CAPITULO 3. ANALISIS DE BIFURCACIONES EN EL SISTEMA DE LORENZ

De lo-anterior obienemos ) sistema

o= By asrteVmet 150 LT
L ufm, w0/ 0/E

e = Sy T e V™ 17 153

W o= w+am

Ahora, multipliquemaos la matriz inversa por nuestro campeo

gl{yhym yﬁ:‘
Q- | galw, y2 ¥3)

galvn. 3, ¥)

esto, para defisiir las funciones, en términos de nuestras nuevas variables , que nos ayudarin
a encontrar la variedad central:

fuls, )
fwtah Z‘J?Tﬂ}

Faaley, 22 w)

de donde con un desarrollo algebraico obienemos
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20550151/ 590" 5004730wz;  106400v/2000:3

fiile, 22, w)

1958939 17630451 158674059
].552003254, f %wzz T71496902122 1 ! % z%
17630451 158674059 158674059

284835375uw? 32691?75»/%31031 4604792522
148879364 35260902 158674059

faz(z1, 23, w)

59770wzs ~ 1099876+/20002129 874304023
17630451 158674059 158674059

7920w?  24041/2090wz; 50540027  161690wzy
47779 430011 11610297 430011

faa(z1, 20, w)

113810/ 2122 880840023
11610297 127713267

sustituimos lo anterior en la ecuacién w = h(z1,22) = a1z} + asz129 + agz + -+, y
lactorizamos el resultado obteniendo

_ 505400  dlay  fTI0 \ o ( 8808400 JTI0  dles)
11610297 © 3 Vi9® )17 \ 1a7713267 ~ "V 19 2T T3 | 12
N 113810/ 47 g /U0, 4oy, [TI0 ) ,
11610297 9 AT g 199 ) *2

Si resolvemos, obtenemos los valores de aj, ay, a3

3854108200
. 15121479148641
433485190, /1%
“2 = 368816564601
267231260800
gy =

T 166336270635051
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Par lo tanto tenemos gue la ecuacion de la variedad central es

3554108200, 483485190,/ 5% 267231260800

e : s 3
\#12) = e rotasedl” T 36RST6A6601 %Y~ T66336270635051 2

Ahsra definimos

Gy = fuls.z, hiz2))

'z

f!‘.!{ﬁl- 2, }}{Zh ZE”

para obtener el cocficiente de Lyapunov, recordemes que By v Ry se expresan de la siguiente
MANera.

Gy, Gy, 8°Ga #G,
Rl - ‘:;Eir{givzﬂ} + E{ﬂ:i’_ﬂ:‘ + m[zh@} + -ﬁ[zh_az}
_ 86, &G, e 526,
Ry = E{az‘[zi‘“}e’i'—zﬁ{z"ﬁhaTg-{‘”'*“‘m{‘*“”ﬂ“gg{*“*ﬂ
8*G, 8y R

&G,
_E-*—z'ff‘zl' %}Tzf"(zl: )+ ?j;lf{h. ?A}Ey[%zz}

SBustituyvendo 2 = 0,2 = 0, By, Bz on la cenacidn

tEnemos que

a-= (,00936297

Entonces por lo anterior concluimes que la orbita periddica es inestable, ¥ ocurre una bifur-
cacitn de Hopf Suberitica, la cual se muestra en &l diagrama de la figura 3.17.
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It

Figura 3.17: Bifurcacidn de Hopf Suberitica: Un equilibrio estable y uba drbita periodica
inestable se funden en un punto de equilibric inestable.
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CAPITULO 4

Familia de Sistemas Tipo Lorenz

4.1. Introduccién

Motivados por la frecuencia con que aparvecen los sistemas no lineales en o naturaleza
asi como en los procesos industriales se empezaron a estudiar dichos sistemag, en un principio
eran pocos Jos sistemas ne lineales conocidos pero fueron surgiendo sistemas tales como el
de Duffing, Lorenz, ete, los cuales en Tugar de servir para entender el comportamiento de log
sisternas no lineales dejaron mds dudas de estos; por lo cual era importante tener un repertorio
mis amplio en el cual apovarse, asf que los investigadores, en su afin de entender a los sistemas
no lineales, empesaron a modificar loy sistemas ya conocidos para tratar de descubriv otros,
tal &5 el caso del sistema de Lorenz, para el cual daremos una familia de sistemas, a la cual
Hamaremos Familin de sistemas tipo Lovens, motivados en la aparicidn de los sistemas de
Chen y il
En el siguiente capitulo obviamente se tendrd que dar la definicidn de sistemag tipo Lorens,
se verificara que efectivamente el sistema de Lorens cumple con &sta definicion asi come
también el de Chen. Se dard una definicién para la Forma éandnica de los sistemas de Lovens
weneralizados, Cuatre lamas con el fin de demostrar que existe un cambio de coordenadas lineal
que transforma el sistemna generalizado en une forma candnica. Y por dltimo se buseardn nds
sigtemnas tipo Lovenz uniende con una recta el sistema anterior con ¢l de Chen.

4.2. Sistemas tipo Lorenz

Serfa raro empezar la presente seceidn sin antes dar 1o definicion de Sistemas tipo Lorens
por 1o cual se dard a continuacidn

Definicidén 4.1. Diremos gue el siguiente sistema en RY,

g 0
F= 4.0 r+zi | 0 0 =1 )= (4.1
0 2 & & :



46 CAPITULQ 4. FAMILIA DE SISTEMAS TIPO LORENZ

Iy

a1l a ;

conz=1| 22 |,sERyA= ( a;l a:z ), con valores propios A1, Ao € R tales que

i
T3

X2 > AL > =Ag >0,
es un sistema tipo Lorenz.

Observe que el sistema (4.1} se puede reescribir como

ayj;p a1e O 1 0 ap ey + ayaws 0
&= ay; e 0 o +&1 | —x3 | = a1y + agera + | —BiZs | .
0 0 Ag I3 Ia )\3.’1?3 Ty
es decir,
Ty = and; + 6127
dp = apTy + ap¥y—I1T3
T3 = Agmzy + @ide

Estariamos algo mal si habldramos de Sistemas tipo Lorenz y el sistema de Lorenz no cumpli-
era con esta definicién, por lo tanto, verifiquemos que electivamente el sistema de Lorenz
cumple con lo anterior, as{ como el de C'hen, el desarrollo para el sistema de Lii se omitira.
Consideremos los siguientes sistemas.

Edward Lorenz(1962)

& aly — z)
¥y = ex—x2—y
2 = ay—bz

Con los siguientes pardmetros: a = 10, b= %, c=28

Guanrong Chen{(1999)

& = aly—z)
= fe—-p—=ug—oy
Z = zy—bz

a=235, b=3, ¢=28

Jinhu Lii(2002)

i = aly-2)
i = —zz—cy
2 = gzy-ba

2=2938, b=38; e¢=15

Recuerde que estos valores de los pardmetros son los cldsicos donde ocurre el atractor extratio.
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Entonees para los sistemas anteriores verifiguemds gug —Ap > Ay > —As > [, en nuesizo
sistema de Lovrenz la matriz A4 serfa:

-t n
{7 1)
Ahora caleulemos los valores propios, para esto encontreinos el diseriminante syudados de
tr{A), 14] ¥ usemidslos en la frmmla general:

trid) = —{a+1), |Al=a~-nc
Entonces el polinomio caracteristico es:
Marla+ A+ (a~ac)=0

Y el diseriminante nos gueda:

D= {a+1)*~4{a - ac)
De donde con un simple desarvollo obtenemos

D={a—-1)"+4dac>0
Paor 1o tanta los valores propics quedarian:

—{a + 1)+ {a = %+ 4ac
M= =0

2

_ ={a+1)= yle = 1)* + dac
= 2

A <D

8
= —h= = £ {j
Ag 3
Y asl el sistemna de Lovenz cumple con la definicion. En el sistema de Chen la matriz A es
S 1 8 i1
. ( c=u ¢ )

Encontremos los valores propias, para esto caleulemes el diseriminante ayudados de #0(A4), | A
y usémoslo en la fdrmula general.

tr(d) =e—u, |A] = —ac—-alc—~a)=a* - 2ue
Entonces ¢l polinomio caracteristico es;
M—(e—a)d+(a®* - 2ac) =D
Y el discriminante nos gueda:

D = (¢ ~af — 4{a? - 2ac)
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desarrollando obtenemos
D =¢®+al6e—3a)>0

Por lo tanto los valores propios son de la forma;

- — Al e —
}\1=(C a)++v/(c ;t.) 4(a Za,c}>0

AQZ(C'Q)“V/[—‘:_;)E“4(GZ—2ac) "

0

Azg=-b=-3<0

De esta manera el sistema de Chen cumple con la definicién de sisternas tipo lorenz asi como
también el sistema de L. A continuacion se da una definicién méds para la Familia de sistemas
tipo Lorenz, la cual se presenta enseguida.

Definicién 4.2 (Forma candnica de los sistemas de Lorenz generalizados).

A 000 0 0 —1
= 0 A& 0 Jz+((1, =1, 0)2){ 0 0 -1 )z
0 0 Az L. 7 {0
)
donde z = | 2z y 7€ (—1,00)
z3

Diremos que un sistema de Lorenz generalizado es no trivial si tiene al menos una solucidn
que no converge al origen, ni al mfinito ni tampoco o algin ciclo limite.

En el camino que seguimos para enconirar un cambio de coordenadas lineal que transforme
el sistema generalizado en una forma candnica, con la suposicidn de que agzas; > 0 (los
coeficientes a9, ag1 Tecuerde gue corresponden al bloque A dado en la ecuacién (4.1}, cuando
dicha ecuacién representa al sistema de Lorenz), por el hecho de tratarse de los sistemas tipo
Lorenz, porque por ejemplo si tuviéramos aiz2ag; < 0 tendriamos que decir sistemas Tipo Chen.
Tendremos que dar los siguientes cuatro lemas para lograr nuestro cometido. Este primer lema
es la via para encontrar la parte lineal del sistema candnico, aungue serd indispensable dar
un segundo lema para este propdsito.

: : - A 0
Lema 4.1. Seqn A = ah. Y y A= ( .8t vy Y ve son vectores propios de A,
az; ap 0 A

con sus respectivos valores propios Ay, Ag, entonces vy = ( z:; ) Y g = ( 162 ) son veclores
propios de A con sus respectivos valores propios Ay, Ma.
Demostracidn. Sabemos que Av; = \jw para i =1, 2, por demostrar que

Aug = Mg para i=1,2

Ahora como

e (3 2)(3)-(3) =0 ) 1(3)
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Con el lema siguiente, como se dijo anteriormente, es suficiente para lograr la forma

canonica de los Sisternas de Lorenz generalizados en su parte lineal.

Lema 4.2. Sea P = (v1,v3) tal que P~1AP = ( }g}] ){\] ) entonces
A
= = &
P=(5 1)
es tal gue
A 00D
P'AP=| 0 x O
0 0 Az

- ~1

Demostracion. Como P = ( g) (1) ) tenemos que,
e e Pl g A D P 0
aP=(5 1)(0 % )(0 1)

_[PtA B PO _ (PP 0N _ )Bl
- 0 Az I 0 Ny )T 0

0
Az
0

0
0

Az

El signiente lema serd el que nos ayude a encontrar la forma candnica de la parte no lineal,

Lema 4.3. Considere el sistema

z=Jz+ kuc{;zﬁ-fz

z € R, J, M € M3xs(R), ¢f € R3, ko € R, entonces, el cambio de coordenadas w

transforma (4.2) en
= Jw+ (cow)Mw

Demostractén. Sea

" = k:]z

Si derivamos lo anterior y sustituimos (4.2) obtenemos

= Jw + cyuwMw

(4.2)

k{],?:

Este es el ltimo lema gue se dard para lograr la demostracion del teorema que se enun-

ciara al final de la demostracion de este lema.

Lema 4.4, Sia12a21 > 0, entonces Ay —aj; >0
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Demostracidn, Sea
A= &y1 43 )
az) a9
Caleulomos los valores propios, para esto avudémonns de tr(A), |A], D
-I‘-I"{‘A) = S e ) Iﬁ.l = My 0y — dapilyg
Entonces el discriminante se puede encontrar desarrollando
D = (tr(4))* —4]4|

de donde se obtiens
D = (am — a1 )* + daigan

por lo tante los valores propios son

_ {an +am) | (e —au)? + depan
A= +

2 2
D aqui gue
- ) 3
e (g = an) + u’(ﬂzzz a1 )* + darzan 50
[ |
Recuerde el siguiente sistema generalizadn;
4 g 0 0
:1':=({] }G) g4+ D0 =1 |z con AeER (4:3)
3% 01 0

Enseguida se enunciard el tevrema que se ha venido mencionando a lo largo de esta seecidn

Teorema 4.5. Considere el sisfema no frivial de Loreng generalizade (4.3), tal que siapay >
{} entonees existe un cambio de coordenadas lineal z=Tz que transforma (4.5} en la siguiente
forma candnica.

A 00 O =1
& 0 Az O z—l—{( 1, =1, ﬂ:}z} 0 o =1 |=
0 0 Az P D

2
donde 3 = ( 2y ) R = e

25
Demostracion. Sea el cambio de coordenadas
= '_ﬁ_l.zu ;I.':}Ez
Derivando el cambio de coordenadas obtenemos.

=
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Si sustitufmos & dado en (4.3) y usamos A y B para facilitar los cdlculos obtenemos
i=P APz+P 'z/BPx

Ahora de los lemas (4.1) y (4.2) tenemos que

Ao 0D
PAP=[ 0 M D
0 0 X
Encontremos P = (v, v2) tal que
0 a =1
sP 'BPz=(1, -1, 0)z| 0 0 -1 |z
L = M

Como buscamos una matriz P entonces

(2]
A'L'] == /\11)1._ " = ( - )
e

ayy 612 v\ _ (Ao
ag) G2 U2 A
Entonces desarrollando tenemos

ajpvng = (A1 — anjvn

5 @y
1 —
AL —ay

Ahora calculemos el otro vector propio.

De aqui que

22

ayl a1 v\ _ }\2"1’21)
ag) @ L) Aty

Entonces, de lo anterior tenemos

V21
Avg = dova vy = ( )

aiave = (Ag — an Jvsy

12
vy = ) 0
vy ( s ) ap #

De aqui que la matriz P es,

P x1a12 [a G S] )
o1(A —a11) oe(As —an)

v el vector propio es
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Donde o y as son constantes que habremos de determinar para que se cumpla (4.4)
== . =1
Definames B, Py P .

% 0 —
B=(0 0 -1 :(bg ‘?}1)
v 1. @ .
— 0

doudeblz(_l) b;:(O l).Sea.
s PO
P~(5 1)

¥ 1
= P~ B
5 _( 0 l)

Entonces

de lo cual se obtiene

|

o — 0 P
Bp_(gp . )

Ahora usaremos el hecho de que z = Pz.

7 P 0 2z ayap agayp 0 2]

zz | = zg | = ar(M —an1) aa(re—ann) 0 Zy
0 1

T3 z3 0 0 1 25

De lo cual sélo nos interesa x;.
@] = ajaizz) + aga2 = (a1, 0aa, 0)z

De lo anterior se puede observar que ag = —cvp, esto para que vaya adquiriendo la forma de
(4.4).

Dejemos lo anterior por un momento, veamos que pasa com P~'5; y baP. Primero deter-
minemos el |P|, P~L.

iPI = t‘75'1”2(312()\'2 = a'l'l) = (’5](12‘3]2(}‘1 i a‘ll)

De donde se tiene
|P| = enomara(Aa — Ar)

p-1 1 ( ag(Ae —a) —ﬂzﬂ-l'z)

- 1Pl \ —oa(M —a11)  anar

Entonces

P = 5 az(A2 —a11) —o2a12 ) ( 0 ) _ 1 ( 012 )
[P| \ —aa(A1 —an) agann =1 |P] \ —mais
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Ahora

i Mg - i
o= (8 1)( 000 o)< o= i)

de agqui que

nP BP = (oqarz, oae, U}'E(FEF P_nl l)

u n -&:;-E
:cﬂ-'j_lﬁ'_ﬁ = {&lﬂm Badtia, U}* 0 0 -3
(M —ayy) Ga(ds - an) ]

Como anteriormente también se observa que oz = —ay, v entonces podemos factorizar de la
siguiente manera.

— 0 0 -1
P BP=-lj?i3{1, -1, o)zl 0 o =1
& 5 0
donde g
o aifdi-ena) Pii=an) o _ejeip{la-daii-an)
A= "‘Elrg[rr)' oo = ! T

I

B = —oileau) . _(Plla-an} o ajesr(dy= o))

ayy ayz

Entonces necesitamos gue

Bo=—of(he— M)A —an) =1
B = |
i (A= A2)( A1 = an1) {4.5)

La ecuacidn (4.5) estd bien definida ya que (A — Ag) = 0 por la definicion (4.3}, (A —ayy) > 0
por el lema (4.4).

B o= of(de-A)Ma—an)= m (A2 = M)} (A2 —any)
= ==

Tomemas A — Ay = € > 0, entonces

A=y —a (4.6)
Sustituyendo (4.6) en 7= —fffﬁrﬁ« tenemos:

=g s Ap=— —E

Ao &[Eﬂn

T = =1+ Il_:-aﬁ

Como Ay —ayy > 0 por el lema (4.4), de aqgui que T > —1. |
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4.3. Como encontrar mas sistemas tipo Lorenz.

La motivacion para esta seccidn como ge dijo en la introduccidon de este capftulo es tener
méas sistemas no lineales que fuesen cadticos. Velvamos a considerar de nueva cuenta los
sistemas de Lorenz, Chen y Lii que ya fueron mencionados anteriormente.

Edward Lorenz(1962)

& = aly—x)
U = er—%r—y
2 = gu—bz

Con los siguientes pardmetros a = 10, b = -g-, c= 28,

Guanrong Chen(1999)

i = aly—7)
y = (e—a)z—zz-cy
2 = ay-—bz

a=35 b=3, ¢=28

Jinhu Lii(2002)

T = aly—a)
y = —xz-cy
2 = my—bz

=236, =38, e=15

Trataremos de encontrar una recta que una el sistema de Lorenz (py) con el sistema de
Chen (p1), graficamente esto se ve de la siguiente manera.

bl
-‘I=P1“ﬁu
3_ '/pl
8
E: 7o
3‘|
0 85 a

Figura 4.1: Recta que une al sistema de Lorenz y Chen

Entonces la parametrizacién de la recta es

qloe) = po+ alpr — po)
gla) = (10,8) + (25, %)



o

4.3. COMO ENCONTRAR MAS SISTEMAS TIPO LORENZ.

Cugndo estamos en el sistema de Lorenz tenemos py = 9(0) = (10, }) ¥ cuando estamos en
el sistema de Chen tenemos py = g(1) = (35, 3) entonces gla) = (10 + 25, § + 1a)

Ahora los coeficientes en i de x, y para el sistema de Lorenz son (¢, — 1), entonees (28, —1),
para Chen son (e — 35 e} (=7.28). Entonces

o+ alpr = po)
(28 — 350, —1 + 20a)

whoe)
()

Sisterna en general

= (10+ 25a)(y - x) (4.7}
= (28— 30a)ew—xz + (-1 -+ 200y (4:8)
i o= g (3—;‘5) " (4.9)

y o€ 0,1

Ahora verifiquemos gue ¢l sistema dada por (£.7), (4.8) y (4.9) cumple con la definicién .
es decir cumple que es un Sisterna fipo Lorenz, ademas observe que éste se puede reeseribir
EOmo;

& — (10 + 250) (10 4+ 25a) 0 T 00 0 z
¥y | = (28 — 35a) (=1 +20a) ] i +:r({} 0 -1 ¥
z 0 0 - {4 z 01 0 z

Para que lo anterior cumpla con la definicion 4.3 solo falta verificar que —Ay > &) > =Ay > 0,
para lo cual haremos uso del paguete Mathematica; el cual se usard para dar una conclusion
geométrica. De la ecuacion anterior se observa rdpidamente que la matriz 4 es

ao [ ~110+250) (104 25q)
g {28 — 35¢) (=1 + 29a)

Para la cual los valores propios son

Aia= (~11 +da & V1201 1 2372a — 5840?)

-

Grafiquemos —Az, A ¥ —Ag, locual se abserva en la figura 4.2
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30

=1 it -

. i i

10+

alpgha

Figura 4.2: Graficas de —Aa, A1 vy — A3, los cuales aparecen en el mismo orden, de arriba hacia

abajo.

Entonces graficamente se observa que para o € [0,1] los valores propios son positivos,
Con lo cual se concluye que el sistema en general dado por (4.7), (4.8) y (4.9) es un
sistema tipo Lorenz. Lo cual nos lleva a la siguiente pregunta, jpara toda «, es posible
llevar el sistema antes mencionado a la forma candnica?. La respuesta es dada por la figura
4.3 De la figura anterior se observa que para a € [0, ,8) el sistema puede ser llevado a la forma

aond . S
280 T

200 - R

100 4

504 b

alpha

Figura 4.3: & contra (10 + 25a)(28 — 35a).

canénica, mientras que para los valores de e € [,8, 1] esto no es posible,



CAPITULO 5

Sistema de Duffing

5.1. Introduccion

La ecuacion de duffing es una ecuacién diferencial para modelar un oscilador de doble pozo
tal como el sistema mecAnico magneto-eldstico. Este sistema consiste en una viga colocada
verticalmente entre dos imanes, con el extremo superior fijo, y el extremo inferior libre para
oscilar.

fuerza barra
periddica / flexible
-
e ——

imanes

Figura 5.1: Oscilador mecénico de Duffing

La viga, serd atraida a uno de los dos imanes, y dada una cierta velocidad oscilard sobre
ese iman hasta que la {riccién lo pare. Cada uno de los imanes crea un punto fijo donde la
viga puede venir a parar sobre ese iman y permanecer en equilibrio. Sin embargo, cuando
el sistema entero es sacudido por una fuerza periddica, la viga puede saltar hacia atrds de
un imén a otro de una manera aparentemente al azar. Dependiendo de que tan grande sea

la fuerza que sacude, no puede haber puntos fijos estables y ningin ciclo fijo estable en el

57
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sistema, Este sistema se puede modelar matemditicamiente por la ecuacion,

&z dx ;
S ba&? — 24 a® = Feos(it)

Sepiin lo demostrade por Moon y Colmes (1979). Esta cenacidn se conoce como la ceuarion
de Duffing,

5.2. El Oscilador de Duffing Controlado por el Sistema Unifi-
cado

El titulo de la presente seccidn sugiére una forma de controlar el sistema de Duffing, eso
significarfa que se pudicra manipular un sistema cadtics, pero realmente lo gue se tiene e una
forima de pasar del sistema de Duffing al sistems unificado (que por supuesto es cadtico) v
viceversa, va con esta aclaracidn pareciera gque no ge avanza mucho, pero si ge guisiera gue el
sistema de Duffing tuviera cierta propiedad del sistema unificads, se pudiera obtener via una
transformacion lineal, loque se pudiera tomar como un cievte tipo de control hacia el siziema
de Duffing.

El familiar oscilador de Duffing puede ser controlado por el sistema eandnico de Lorenz y
Chen: Agqui, una similar coneccion entre el eseilador de Duffing v el sistema wnificado puede
ser encontrado:

Teorema 5.1. El oseilador d¢ Duffing puede ser coniralads

d*x, dx :
_{ﬁ_;-: -+ P-Ed- + (-‘Eﬂ.-fi = l)ag = —uzy (5.1)

con el pardmietro g = 11—4a y el controlador dindmico retroalimentads u (ecuacidn {5.7))
satisfactorio

%‘ = Agtt 4+ €(hs + 50a + 20022 — Aa(15002 — 6150 — 269) (5.2)

es un difeomorfismo con el sistemu unificado, vig lo siguiente transformacion lineal:

x

= 5.3
£ 1.-"{2_15 (5.3)
(5.4)
dry _ (25a+ 10)(y — =) —
Fra NGT {5.3)
[5.6)
2

w = (2Ba+10)z - % + 1500* — 6150 — 260 (57)

Alternativamente, el sistema {5.1) puede ser transformado en el sistema unificado usando
¢l pardmetro jp = mr‘;i—;—gm y ¢l eontrol dindmico retroalimentade

di  Agu+ e{dg + 50 + 20)a?
dt /—150a® + 6150 + 270

15.8)
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con {u siguiente transformacion lineal:

b

% v 26( 15067 + 6lha + 270) (5.9)
(5.10)
doy _ (25a+ 10)(y — 2) ot
di (—150a® + 615a + 270)v/2¢ :
(5:12)
250+ 10)z — & r
: “1{50&"* + 615a aﬁ.z?t}‘ (5.13)

u con el siguiente recsealamiento del liempo:

t = @y =15002 + B15a + 270, {(5.14)

Demostreidn. Lo que haremos para la demoestracion de este teorema sofd pasar del sistema
de Duffing al sistema candmieo de Lorenz: es decir, encontear &, ¢ ¥ 2 del sistema mencionado
al iiltime. Entences de (5.3) tenemos

&= 24
de agui que
&= ‘-.&;I‘d

i TR +:E£E{y =% _ (a5 4 10}y - 2)

Ahora de {5.5) tenemos

VIS

T T

de donde tenemos devivando
V2R
= -
25 + 10
Para simplificar 1as operaciones hagamos el cambio de variables w = —150a” + 6150 + 269
¥ & = 250 + 10 entonces de la ecuacidn anterior tenemos

§= al (\.-""2-5 (—-m:d- - _u% - {E:!:f; £ 11}.1..-:)) +aly —x)

Sustituyendo w, p1, w. 4 ¥ g obtencmos

g = ¥E(~(ez-

L

H—duhaly=-x)
14

T - w) e - (65 - V) +aly — =)

w2,
Il

—\% (—{z:c— g; —HE = (11 —da)(y - £) - % +§-) +aly — )

o= —.-rz+§§+%—{ll-dq]ly—h{ll--‘ln'}a:—g—:+§+{25ﬁ+lﬂ]y~[25u+lﬂ}w
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De la ecuacién anterior, podemos llegar a ¢ del sistema unificado
U= —zz+ (28 —35a)z + (29a — 1)y

Por 1iltimo de (5.7) tenemos
2
ut+Htw
e
a
de donde derivando obtenemos
du E( zdx
_datw
o
Si sustituimos 5.2 y @ del sistema de Lorenz en la ecuacion anterior se tiene

Z= -;- (Agu + €(A3 + 50a + 20)23 — A3(—w) + za(y — )

Ahora si en lo anterior sustituimos u, 23 tenemos

) i :.IT2 2
8= (Ag(az = w) + e(Ag + 50c + 20);— +w + zaly — r))
€
de la ecuacidén obtenida se tiene desarrollando

i = 1(adgz— X% + 150020 — 6150 — 26923 + 24 + 250a”

+10z2 — 150X3a2 + 615aA3 + 269)3 + zaly — x))
De donde se obtiene la Gltima ecuacion
=Mz +ay

Ahora como las ecuaciones

x = 2z

JE
_ Z
Y = mmaqi0tT

2
ut W
z = ¢

son la inversa, ademés es suave v diferenciable concluimos que existe un difeomorfismo entre
el oscilador de Duffing v el sistema candnico de Lorenz y Chen.
Otra manera de demostrar el teorema es la siguiente. Hagamos el mismo cambio de vari-

ables.
w = —150a% + 6150 + 270

a 25c + 10

1l

Ahora de la ecuacién (5.9) tenemos
T = zgv2ew

a la cual si tomamos la derivada con respecto a  obtenemos

dr dag
t’}T_H — WV?ELU
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donde
gy B . _ ay/u(y — )
g 'i—‘g - 71:; B w\/gfn
de aqui que
dz _ avwly — x)

— = ——V2ew=aly—x) = (250 + 10)(y — x
= -2 =( - )

De la ecuacién (5.11) tenemaos
1./ doy
== Zlwv2e ) 42
V=G ( dt )
derivando lo anterior con respecto a ¢ tendriamos

dr
dy wy'2e ¢ (?zd) 2 du
8  a de do

Para simplificar el desarrollo calculemos por separado d(:JI )
d( L ;
—~——f-£--( - ) _ —uzd - p.%i‘— — (22 — L)y
di T =k,
di Vu
Ahora s lo sustituimos en % obtenemos
dy  wy/wv2e dzg 3 dax:
% = ———— | —uzy — p— — (ezg— L)zgq| + —
do a a by = Lo + 5

para facilitar los cdlculos desarrollemos lo anterior por partes

d az — % ( @ ) azT a’
urd = == —
w v 2ew wyv2ew 2wy 2ew

dzq (11 = 4u) (m(y - :c:]) _ a1l —da)(y — )
" at Vv wv2e ) wy/wv/2e

( 2 1) ( z? 1) i z8 T
&g — rg = . n— = -

% & 2ew V2ew 2wy 2ew A 2ew
Entonces tendriamos que

dy wvw2e | azz a(ll —da)(y — =) dr
— = ——— gy — <Pt
df av we !

w w

de aqui se tendria sustituyendo w y a,

% = —z2z+ 22— (11 - 4a)(y — =) + (25 + 10)(y — z)
= —zz+ 28z + 350x — y + 29ay
= —zo+ (35004 28)x + (290 — 1)y
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Ahora despejando z de la ecuacidn {5.13) nos queda

Si derivamos abienemos

Entonces
1 Agtitef A+ 500+ 2002

§ & Ve

HE
il

e a
Aate + (g + S0a -+ 20)x3

31 lo multiplicsmos por w tenemos

du 1 x2 _ x?
E@-w = m[lg; (az - '2—) +€lAg + Bla+ Eﬂ}m]
Io cual nos lleva a 4 ,
L N, SRy
dﬂw Agaz+ 5o 3 4 5 &
]
d (%) i
Entonces a 2
Eg = & (}uaz + Eﬂai— + 1022 + zaly — &:})

De donde con un simple desarrollo se obtiens

s

e

7 32+ Ty

De la misma manera que la demostracion andloga tenemos

£ o= gy 2ew
& [%‘w@) + &

z {-am.- + %“;)

el cual es un campo suave y diferenciable, por fo tanto el difeomorfismo sé da. |

Y

il

&



CAPITULO 6

Conclusiones

Como este trabajo es un poco extenso hay que tener en cuenta que la conclusién se hard por
capitulos. El primer capitulo se tomo como introducién del presente trabajo de el cual se
desprende que el modelo dominante y casi exclusivo en la ciencias desde su surgimiento en el
siglo XVII ha sido el modelo mecanicista y determinista. El determinismo puede ser subvertido
de dos maneras: una, por el azar, v la otra por el caos. Por su parte los sistemas cadticos aungue
sean deterministas no permiten la prediccién por que trayectorias que surgen juntas divergen
rdpidamente borrando el recuerdo de dicho inicio comin. En la naturaleza ciertos fendmenos
pueden ser modelados por unas estructuras matemdaticas que se denominan sistemas dindimicos
y cuyo estado viene definido por una serie de variables que dependen del tiempo (variables de
estado) y por una serie de leyes, una dindmica. La representacion de los sistemas dindmicos
se lleva a cabo en un espacio denominado espacio de fases en el que cada punto define un
estado y cada trayectoria una evolucién del sistema. Los sistemas dindmicos son conservativos
o disipativos, los sistemas disipativos suelen contar con atractores. Los atractores clasicos son:

a) Un punto fijo.

b) Una drbita periddica.

¢) Una orbita cuasi-periodica.
d) Un atractor extraiio.

Un conjunto fractal es un conjunto “muy raro "cuya dimensién es intermedia entre una linea
y una superficie o entre una superficie y un volumen. Los atractores extranos con estructura
fractal que son ejemplos de caos determinista obedecen a dos construcciones: La divergen-
cia de las trayeetorias v su confinamiento en un espacio determinado, la sensibilidad de las
condiciones iniciales son las responsables del estiramiento del fractal y el confinamiento espe-
cial responde el plegado del mismo. El caos surge del orden y un cierto orden puede surgir
del caos. Del orden se puede pasar al caos a través de tres caminos principales que supo-
nen los tres la desestabilizacion de regmenes periddicos por perturbaciones que en lugar de
amortiguarse y desaparecer se amplifican: Por duplicacién de periodo, por intermitencias, o
por la cuasi-periodicidad. En el segundo capitulo se abordan los tipos de bifurecaciones que
serdn utilizadas. La bifurcacion hoquilla es una bifurcacion simétrica, la cual consiste en que
un tnico punto fijo se bifurca en tres, las bifurcaciones horquilla pueden clasificarse en dos
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grupas hnportantes: Subcriticas y supercriticas, Se enuncio un teorema debido a Sotomayor,
el cual da condiciones suficientes pero no necesarias para la bifurcacidn horquilla,

Teorema 6.1 (Sotomayor). Sea £ = flz p), s € B®, p g R, con f{zg. o) = 0. Supongamos
que
i) Eﬂﬁﬂl posee un walor propio cero, com v un vector propic por fa derecha y w por la

izgquicrda. Ademuds, Eﬂ%ﬂ;ﬁﬂ posee & valores propios con parte real negative yn =k = 1
con parte real posiliva (contande multiplicidades).

ii)

7 { Of(xo, pa)y _ . 7 {9 F(ixo. o) -
w (T) =0 w (-—"—W {'1-._1;}) =1l

8 f (g, 8z,
w' (——-éﬁu%—ﬁ{u}) #0, w' (a—fg-;T—m{v, 1:,1;}) )

Entonces el sisteme sufre lo bifurcocion korguilla en el punts (g, o).

Mo es posible utilizar el teorema de Sotomayor para comprobar dicha conjetura ya que el
el sistema de Lorenz no euenta con términos de orden tres, Por lo eual se hace an andlisis
Geométrico v algebraieo, para concluir que ocurre una bifurcacion horguilla.

Posteriormente se aborda la bifurcacidn Hopf para lo cual nos hemos centrado en el estudio
de loz puntos de equilibrio ne hiperbélicos . En este contexto, resulta fundamental el teorema
de la variedad central, dicha variedad invariante puede ser representada localmente como la
grifica de una funcidn de clase ¢, Cuando el punte de equilibrio es no hiperbolico debido a
la presencia de al menos un valor propio real simple nulo, la restriccidn del sistema original
a la variedad central es un sistema de dimensién uno, v si-es consecuencia de la presencia de
un par de valores propios imaginarios pures, dicha restriccidén es bidimensional, en el caso de
que el equilibrio estacionario sea no hiperbdlico debido a la presencia de un par de valores
propios imaginarios pures para cierto valor del pardmetro del sistema, g = pg, sl se verifica
clerta condicidn de generalidad, traducible en que los valores propios Alp) que son imaginarios
pures en iy crucen el eje imaginario con velecidad no nula; esto es:

= dBe{p)

d o

|sisn # 0 {6.1)
En tales circunstancias, &l teorema de Hopf asegura la existencia de algunas soluciones peridedi-
cas bifurcdndose a partiv de ug. La estabilidad de las mismas viene determinade por una
segunda condicion expresada en términos del Hlamade primer coeficiente de Liapunov, l;, una
condicion suficiente para la existencia de un ciclo Iimite estable es que [y < 0, vei ) =1 &
¢iclo limite &5 mestable. En e) primer caso estamos ante una bifurcacion de Hopl supereritica,
en el segundo caso, se trata de una bifurcacién de Hopf suberitica, formalicemos lo anterior
con el siguiente teorema:

‘Teorema 6.2 { Hopf (1942)). Considere la familin uni-paramétrica de ecunciones diferen-
ciales _

&= Flz. ), 6.2)
o F: B™ % B — B" o suficientemente suave. Con un punto de equilibrio (xq, po) o Alg) =
D Flzo,u),



(i) &i Alpg) posee un dnteo par de velores propivs con parte real cevo, enfonces eriste una
curve suave de puntos de equilibrio (w(p), o) con 2(gn) = 2. Adernds, los valores propios:
M), Mp) de Alp), los cuales se hacen fmagimarios en gy, varien suwovemenfe con el
pardmeiro u,

i) Sed = ‘i—%ﬁﬂlﬁ=ﬂn # 0, enfonces gristé wna tinice verizdad central tridimencienal,
pasande por (o, o) € B x B y un sisteme de coordenadas suave, cuya ezpansion en
serie de Taylor, hasta grade tres sebre la variedad centrol, estd dade, en forma polar,
por o siguiente erpresiin

o= (:.f.u & 1;?‘2}3", E‘ = G ﬁI‘E.

Sily # 0 entonces eriste una superficie de drbitas peviddicas en la variedad centrof, las
cuales tienen tangencia cwadrdtioa con el vigenespacio generado por M), Mpw). Si
fy < 0 las drlitas periddicas son estables fcaso supercrilico) mientras que i) = 0 son
inestables (easo suberitico).

En el tercer capitulo se inicia con el caleuls de los puntes de equilibrio, dado por resultade
tres equilibrios. Se divide €l estudio del punfo en tres casos, para valores del pardanetro .

1. Cuando 0 < p < 1, ¥ se tiene que e un equilibrio estable.

2. Para g = 1 el punto de equilibrio es no-hiperbolico v se tiene que caleular la vaviedad
central. Y se obtiene que el origen es estable.

30Y poraltimo, =i g > 1, graficamente se observa gue el equilibeio es silla-nodo.

B¢ ebseva que ¢l sistema de Lorenz baje la transformacid {2,y 2) =+ (= —y, 2) es simétrieo,
se utiliza el criterio de Routh para obtener exactamente los valores dénde cambia de signo la
parte real de los valores propios, se ubica el easo para el cual los valores propios pasan de ser
teales a complejos. Para la bifurcacidn tipe Hopf se encuentra el valer del pardmetro para el
eual oeurra ésta, se caleula la variedad central para encontray ¢l coeficiente de Liapunov, v se
coneluye que la drbita perigdica es inestable, y ocurre una bifurcacidn de Hopf suberitica.

Gran parte del cuerpo de conocimientos gque integra la teovia del caos surgio originalmenty
del estudio de los cambios climdticos v, de hecho, uno de los primeros descubrimientos que dan
sustento tedrico a esta drea deé estudio se debe a Edward Lorenz. Cuando Lovenz intentaba
miodelar el comportamiento del clima mediante la conducta cadtica de los gases, tonid unas
cuantas de las ecuaciones conocidas como el sistenia de Navier-Stokes del campo de la dindmiea
de fluidos v, al simplificarlas, obtuvo el signiente sistema tridimensional:

£ = My—=z)
§ = prey-—az
2 = wp—-bz

En estas ecuaciones, d representa el ndmers de Prandil, con valer de 10, El pardametra p
representa la diferencia de temperaturas entre la parte inferior y la superior del sistema,
con un valor de 28, La variable b representa la relacidn entre la longitud 3 la altura de da
caja que se emplea para contener el gas, con una diferencia entre temperaturas‘en los lados
opuestos del cilindro, mienbras que ¢ representa la desviacidn del sistema de la linea vertical
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graficada correspondiente a la temperatura. En esta primer subseccién aparte de la pasada
introduccién se calcularan los puntos de equilibrios, se estudia la estabilidad del origen como
lo sugiere el nombre de la subseccion, para esto se recurrird a argumentos tanto graficos como
algebraicos. Después de todo el andlisis se llegd a la conclusion de que las soluciones sobre la
variedad central son estables, en la tiltima subseccién sélo se analizé el punto de equilibrio €
ya que previamente se verifico la simetria del sistema de Lorenz. El andlisis de dicho punto
de equilibrio nos hard recurrir al uso de el paquete Mathematica 4.1, para tener una idea
numérica acerca de los valores propios, de nueva cuenta recurriremos tanto a lo Geométrico
como a lo algebraico asi como a los criterios de Routh y de la derivada (velocidad de cruce
en la bifurcacién Hopf). Se calculé el coeficiente de Lyapunov de donde se concluird que la
orbita periddica es inestable, y ocurre una bifurcacién de Hopf Suberitica.

En el capitulo cuatro motivados por la frecuencia con que aparecen los sistemas no lineales
en la naturaleza asi como en los procesos industriales se empezaron a estudiar dichos sistemas,
los investigadores, en su afan de entender a los sistemas no lineales, empezaron a modificar los
sistemas ya conocidos para tratar de descubrir otros, tal es el caso del sistema de Lorenz, para
el cual dimos una familia de sistemas, a la cual llamamos Familia de sistemas tipo Lorenz.

Resumiendo brevemente el Gltimo capitulo, se dijo que la ecuacion de Duffing es una
ecuacion diferencial para modelar un oscilador de doble pozo tal como el sistema mecanico
magneto-eldstico. Este sistema consiste en una viga colocada verticalmente entre dos imanes,
con el extremo superior fijo, v el extremo inferior libre para oscilar. Se demostro que oscilador
de Duffing puede ser controlado por el sistema canonico de Lorenz y Chen, para éste teorema
se dieron dos demostraciones.Al fin y al cabo este trabajo sdlo aborda una parte de todo lo
que se puede estudiar acerca de este sistema (Sistema de Lorenz}, que es muy estudiado en
mucha de la bibliografia existente, por lo que invito a los companieros lectores a complementar
el presente trabajo.



APENDICE A

Teorema de Hartman-Grobman

Un buen inicio en el anélisis de sistemas no lineales es encontrar sus puntos de equilibrio
e investigar el comportamiento de las soluciones que inician cercanas a cada uno de ellos, Sea
zy un punto de equilibrio del sistema no lineal @ = f(x). Expandiendo en series de Taylor
alrededor de xg el campo vectorial f, obtenemos

& = Df(zo)(x — 20) + %(93 —20)" D f(=q)(@ — z0) + -+
Luego, se sigue que el sistema lineal
&= Dflzy)(z — xq) (A1)
es una buena aproximacion del sistema no lineal
&= f(z) (A2)
alrededor de @ = 2y. Haciendo el cambio de variables £ = & — zp, (A.1) se transforma en
€ = Df(20)é (A.3)
Diremos que (A.3) es la linealizacidn de (A.2).
i Qué podemos establecer acerca de las soluciones de (A.2) basades en nuestro conecimiento
de las soluciones de (A.3)% Los teoremas de Hartman-Grobman y el de la variedad estable,

dos de los resultados mds importantes en la teorfa local de sistemas dindmicos, responden
dicha pregunta.

El teorema de Hartman-Grobman es un resultado muy importante en la teorfa cualitativa
local de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Establece que, bajo ciertas condiciones, en la
vecindad de un punto de equilibrio g, el sistema no lineal (A.2) tiene la misma estructura
cualitativa que su linealizacién (A.3).

Diremos que un punto de equilibrio xy del campo vectorial f es hiperbélico si Df(zg) no
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tiene valores propios con parte real cero.

Considere los sistemas no lineales & = f{z) v # = g(x). Divemos que son fopoldgicamente
equivalentes si existe un homesmorfismo gue manda érbitas de un sistema en el ofro, y s tal
gue preserva el sentide de las mismas, Si sdemis es tal que preserva la parmnetrizacion del
tiempo, entonces diremios que son fopoldgicamente conjugados,

Teorema A.1 (Hartman-Grobman), Sea g un punto de equilibrio hiperbdlico del campo
wectorial f. Entonces e sistema no lineal & = flz) p su Hnealizacidn £ = Df{zg) son
topoldgicamente conjugndos..

=== _JIIUs

= flz) i = (Df (o))




APENDICE B

Teorema de la Variedad Central

B.1. La Variedad Estable

Comsidere €] sistema no lineal
&= flz) (B.1)

conz € B™, F: I/ C R™ — B™ un campo suave. Sea oo € I7 un puite de equilibrio de (B.1}
Si el equilibrio #s hiperbslico, el teorema de Harbman-Grobman nos tesuelve el problema; ya
que ¢l comportamiento de las soluciones cercanas a X, es topolégicamente equivalente a las
del sisteman lineal.

¥ = [Df{zo)ly (B.2)

Sea A = Df(zolnus, A Agco | Ay sus valoves propios (pueden ser reales, complejos ¥
estar repetidos).

Teorema B.1. 1) §i Rel\i) = 0 parg eada ¢ = 1,2, -+ n entonees el equilibrio wg es
agintdticamente estable en forme local. Es ltipe atractor local {Sumidero).

2) Si Re(M) = 0 pava cada § = 1,2, - .1 entonces el eguilibric @y es inestable. Hs tipe
repulsor local (Fuenie).

) 8¢ Re(\) = 0 pava alyun §, y Re(Ay) <0 para alpin k # i entonces el equilibrio xy es
inestioble. Es un punto tipo silla,

Clasifiquemes ahora los n vectores propies de A, {vy,ve,000 voai )} son vectorss propios
{inclugive, generalizados) tales gque sus respeetivos valores propios tienen parte teal negati-
va, mientras que {uy.tz, -+ iy2} son vectores propios-inclusive generalizades, tales que sus
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respectivos valores propios tienén parte real positiva. Observe que #iy + 1z = n.

i f vy 5 "y
L
4 5 ;
Ay >
)lz L Ul F
= S R
H ] % 5
1
J'lrl Us
& o
\. L Und 3

Sean B = (v vz, svm) = {8101 4 sava, ¢+ | Sniti |81, 82,0+ 8a € R, el espacio gen=
erado por {wp.ve, -+ oo}

E" = {uy,ug,> -+, unz) = {s1m1 + 82ty 4+ F spatimafsy, s2, - | Suz € R} es'el espacio genet-
ado por {uy, g, - uga}.

Teorema B.2. 1} E¥ gy EY son subéspacios vectoriales de R,
2) E* y E™ son invariantes hajo el flujo de

4= Df(zoly (B.3)

Es deciv, st 2 € E®, a = ¢ v w, entonces lu solucion de (B.3) wlt; 2) es tal gue p(t.z) €
B8 parg cadat & R,

&) 8iz€ EF = plt; 2y 0 cuando i — 400
}) Site BY = pltyz) — 0 cuando t — —co.

E* v E" son lamados espacios estable e inestable respectivamente,
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B # B
I;,V u fFu

/ E*#£0D

7= Df(zoly

meEF
b= ()

Figura B.1: £* y E"

Analizaremos el caso en el que el punto de equilibrio es no-hiperbdlico. En este caso
las cosas se complican pues aparece un nuevo subespacio vectorial invariante en el sistema
linealizado § = D f(xp)y, lamado espacio central, E, en donde de entrada, no se sabe cdmo
es el comportamiento de las soluciones que nacen en E°.

Asociado al espacio central existe, para el sistema no lineal = f(z) una variedad invariante,
llamada la variedad central, donde el comportamiento de las soluciones que nacen en ella, no
es conocido a prior:.

B.2. Teorema de la Variedad Central
Teorema B.3. Considere la eccuacion diferencial

= f(z)

con £ € R", y xg un punta de equilibrio no-hiperbdlico. Entonces existen wvariedodes invari-
antes, estable e inestable, Wi (o) y Wit (zq) tangentes a B y E" en xg, respectivamente.
Ademas existe una variedad invariante central, WS (2p), tangente a E® en xg. W (zq) y
Wit (@0) son tindcas, mientras que W (xg) no necesariamente es nica. dim(E®) = dim(W*),
donde a = s, u, c.

El teorema de la variedad central nos garantiza la existencia de la variedad central, pero
no nos dice como calcularla.
Ademads no sabemos cémo determinar el comportamiento de las soluciones sobre la variedad
central.
Para el caleulo de la variedad central considere la ecuacion diferencial:

z = F(z)
z€ R® F:R" — R", z = 0 un punto de equilibrio no hiperbélico y E* = @ (< W¥%(zg) = 0).
Sean E® = (vy,vg,-+ ,Um) ¥y ES = (wy,wa, -+ ,wn2) donde vy,vs, -+ , vy son asociados a
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valores propios con parte real negativa, mientras que a wy, ws, - - | Wya, los asociados a valores
propios con parte real ¢ero,
E*
S
Sea P = (wy,wa," "+ ,Wy2,¥], V2, Ut ) |2 matriz cambio de base.
Sea @ = DF(0), luego
= (4 )issn ] )
el i % F = ( g
Q ﬂ [;B:‘ RypENg

donde An;un: posse los valores propios con parte real cero y By, wn, posee los valores propios

con parte veal negativa. = — ( :: ), e R ye R,

P (1) e (3)

1((:8))-40

(ﬁ) = P li=P 1 {Qz+ Fsfz) 4}
= PYQu+ P B (z)+

- ra(5) e (r(3)
= (‘3 g)(:)+ﬁg{:¢,y}+m
(% )*(sen)

Az + flay)
By + gl y)

g

E=T-

"'-—-'f
|

=,
i n
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Definicion B.1. Pare el sistema

& = Az +flzy) .
{ u = By +g(z,y) .
definimos la variedod central como
We. = {(z,y)| y = h(z), K{0) =0, Dh(0) =0, [z| < €}
COM € PEQUETLO.
El problema ahora es como calcular la funcién h(z). Entonces
d d ;
= W0) = 2 (h(a(®))
= Dhiz)z
By + gz, y) = Dh(z)[Az + f(z,y)] pero y = h(z)
Bh(z) + g{x, h(z)) = Dh{z)[Az + f(z, h(z))]
Dh(z)[Azx + (=, h(z))] — Bh(z) — g(z, h{z)} =0 (B.5)

La ecuacién anterior también es conocida como cenaciéon homologica. E] signiente teorema
establece condiciones para determinar la estabilidad sobre la variedad central.

Teorema B.4. El comportamiento de las soluciones sobre W _(0) del sistema (B.4) estd de-
terminado por la ecuacidn diferencial sobre E°

= Ax+ f(z,h(z)), z€ E°, |zl < e

T
we (0)
\\ / . !
0 B

Figura B.2: Comportamiento sobre W (0)
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APENDICE C

Formas de Jordan

;Qué ocurre si nna matriz no es diagonalizable?. Es decir, si no es semejante a ninguna

matriz diagonal. La idea es buscar una matriz semejante “lo més diagonal posible”. Justa-
mente la forma de Jordan representa dicha matriz.
Sea A € Mu(R) y pa(A) = (A — M)™(A = Ag)™ o+ (A = A)™, con 370, r; = n, su poli-
nomio caracteristico con r; la multiplicidad del valor propio A;. Sea s; el niimero de vectores
propios que aporta el valor propio \; : 1 < s; < 1 (s; es llamada multiplicidad geométrica del
valor propio A;). si Aj es real, entonces aparecen en la forma de Jordan bloques de la forma

A 1

donde ¢l tamafio del bloque depende de la multiplicidad geométrica s;. Por otro lado, si
Aj = aj + if3;, entonces aparecen en la forma de Jordan bloques de la forma

D I
D; 1
D; I
D
donde D; = @y P e 1 0 y 3 > 0, y de nuevo, ¢l tamano del bloque depen-
' B a g 1

derd de s;.

Diremos que v # 0 es un wector propio generalizado de A correspondiente a A; si, para
algin valor de k, con k =1,2,--- ,rj, se satisface

(A= XD =0



76 APENDICE C. FORMAS DE JORDAN

Proposicién C.1. Si A € My(R), entonces existe una matriz P no-singular tal que J =
P~LAP tiene uno de los siguientes tipos

aiwe ot 0 SO I ¢
1)J—(0 ;\2),)\]%}\2 H)J-(O )\u)

. )\0 1 N - X —,ﬁ
m)J‘(D /\o) w)J_(ﬁ n),ﬁ}ﬁ

donde Ag, AL, As, 0, B € R.

Proposicién C.2. Sea A € M3(R), enfonces existe una ,matriz P no-singular tal que J =
P~LAP tiene uno de los siguientes tipos

MO0 0 A 0O
1) = 0 A O it)J = 0 Ag O
0 0 Az 0 0 A
Ag 10 Ay O 0O
1) = 0 M O w)J = 0 Ag O
0 0 M 0 0 XN
M 10 A 1D
v)d = 0 M O vi)d = 0 Ag 1
0 0 X 0 0 Ao
a —3 0
vit)J=| 8 a 0 |,B8>0
0 0 N

donde Xg, A1, Ao, Az, 0, DER

El método antes descrito puede generalizarse para obtener la {orima candnica de Jordan
de cada matriz. Nosotros no haremos esto, pero sugerimos una generalizacion. Aungue no
demostraremos este resultado siempre es posible determinar el ntimero de unos arriba de la
diagonal en la forma candnica de Jordan de una matriz de A de n x n.



APENDICE D

Criterio de Routh-Hurwitz

D.1. Criterio de Routh

Considere el polinomio

n—1

P(z) = apz™ + a12™ " + - + @p—12 + ay

Formemos el siguiente arreglo con los cocficientes de P(x)

1° ap ag a4 -
2 a; Az a5 a7
3° by by by by
4° C] €a €3 g
5°  dy dy d3 dy-e-

n—1° e ex ez €4--
W h B B Jen
n+1° g1 g2 g3 94--

Donde
] ag — apasy
bp=——"—
@

a4 — apas

3)2:

@]

a) g — apia
by = ——————— etc.

ay

_ biag —ayb;

S
bias — aiby

cg = T, ete.

Clbg — f)] oy
= 1

6]

1

7
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Teorema D.1. El polinomio P(x) tiene todas sus raices con parte real negativa si y sifo st

gy = 04=0,1,8 - .y b 20,0 >0 a>0.
Ejemplo D.1.
Pix) = ugl‘z + @t A
1 ag ez
i ap D
S
133
B} = ——— =
1 & az
Condiciones:
ag > 0
ap > 0
ag. > 0

Ejemplo D.2.
P{z']l = ﬂ{}$3 + ﬂiitg =+ o4 a3

1% ag az 0
22 .y g 0
T by e

4% oy

@yda — apily
i :

by =

Condiciones:

1%
iz — apds

3
N R
(e Bl i B

Ejemplo D.3.
P(z) = apz* + a12® + aze® + azr + a4

1* &g @ g

2* ay by 0

3 b bk D

4 g 0

5 d

bEEﬂIE‘Z_mﬂﬂS1
a1

by W88 _

iy
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- b10—3 = a[bz
a E]l 3
e
(i’]—-C]zibz—{L;
(&}
Condiciones:
a; = O,‘?:l,'~',4
bhh > 0
e > 0
g > 0

D.2. Criterio de Hurwitz
Considere el polinomio
P[:‘:) = gga” + 3133“_1 + -1+ 1T 1 Qn

Construyamos la matriz

ay a3 a5 ar 0
ay az a4 ag 0
0 a1 a3 as 0
A=|0 a ar a4 0
An—1 0
Qo
Sea A; el menor principal de A, de orden i, es decir,
] a3 faj
ag az a4
At' — 0 @ g
i1
Gi-2 ai imt

Teorema D.2. El polinomio P(x) tiene todas sus rafces con parte real negativa si y solo si
@G S 0i=01y - B AIS0i=1,2 1 —1.

Observacion: Los dos criterios son cquivalentes.
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APENDICE E

Célculo de la velocidad de cruce en la
bifurcacion de Hopf

Daremos una férmula para cdleulo de la velocidad de cruce en los sistemas en R?, la cual
nos dird 1 los valores propios atraviesan el eje imaginario y en que direccidn lo hacen, adlo
tendreras que ver si a'(ug) # 0.

Consideremos & = f{z. u), 2 € B%, 4 € B tal que Df{P(ug)); donde P = P{g) es un equilibrio,
tigne i par de valores propios en el eje imaginario. Entonces

PiA) = MNiapd+bgh+e
PLRY = (k=2 2%+ wf)
P(A) = 3 =2pA 4w — A

Domde ag = "J'n:p_. I!J'g. sz ‘-"Ltl. g = —lfp}&. Entonces

{ ) el ) TH3(pe)
Alja) Hian

Tal gue

{ﬂ{#u} = 0

Blpo) = wo
Ahora
PiA(g)) = A% = tr(A(E))N? + Clp)A — det{ A(u)

Hagamos

alp) = —tr(A(g))

blp) = Clw)

efp) = —det{A(u))
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Donde
tr(A(uo)) = Mo

|A [Ii-u)|

,\gw%
entonces P(A(u1)) = A2 + a(p)A® + b(u)\ + (i), v asi tenemos

() +8(1)* + alw)(a(w) +iB(1)? + blu)(a(u) +iB(1)) + e(u) = 0

donde
a(po) = —Xo
blpo = wf
e(po) = —Xowd

Derivando con respecto a ¢ tenemos
Ha+if)2 (@ +if") +d(a+iB)® + 2ala+iB) (e’ +if') + b/ (e +i8) + b(e' +i8) +¢ =0

si = g, po coloca los valores propios en el eje imaginario.

a = 0, ¢ = —Xwd
6 = Wiy (,I." = W
a = - A(} 3 br =
b = wh o =7

Entonces

3(—uw) (&’ +iF) + a'(—wd) + 2(=Xo) (o) (e’ + i) + ¥ (iwp) + (W)(a' + i)+ =0

{ -3 —wiad' + 22qual +wia' +¢ = 0

Il
o

—Sw%,ﬁ; — 2Awoey + blwp + wgﬁ"

—2uda + 2w = wla' —¢

2;\0&)0(1’-1—2&)8)3? = b’wg
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Ahora utilizando la regla de cramer obtenemos

w%a’ — C; 2/\0(.;.'0

,( ) o 2w
cv = :
Ha —Zw[’, 2\own
2/\[] Zwq
(E.1)
(E.2)
2wp(wia’ — ) — 2hgwob’
/ 0
o () =
(o) —4u?j — 4&)0,\%
(E.3)
2wg(wia' — ¢ — Aob')
o(po) = 0 .
—dwolw? + A3)
(E.4)
! % A ]
+ Aob (o) —
) = & (140) + Aob' (o) — wia'(po) (E.5)

2()\% —l—m%)

Ahora ya tenemos una férmula para caleular la derivada en sistemas de tres dimensiones gue
nos permitird saber cnando los valores propios atraviesan el eje imaginario.



S4APENDICE E. CALCULQ DE LA VELOCIDAD DE CRUCE EN LA BIFURCACION DE HOPF
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