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Introduccion

Los cristales liquidos son medios anisotropicos ¢ inhomogéncos que se
caracterizan por poseer un eje optico vy es gracias a éste que adquieren propiedades
oOpticas especiales que los distingue de la fase solida y la liquida isotropica. En trabajos
anteriores se han hecho estudios teoricos de cristal liquido confinado en un capilar con
condiciones de anclaje fuerte y escapada radial; siguiendo estos resultados surge este
trabajo al estudiar el mismo sistema pero ahora con condiciones de anclaje débil. Es
importante mencionar que el material considerado fue el SCB; éste se escogié debido a
que es cristal liquido nematico a temperatura ambiente (22.5°C - 35°C) y en la practica

puede resultar comodo trabajar con €l.

El trabajo realizado en esta tesis es presentado por etapas en donde cada una de
ellas ocupa uno de los cuatro capitulos y la etapa anterior es la antesala de la siguiente,

siendo el cuarto capitulo la esencia del trabajo.

El primer capitulo habla sobre las generalidades de los cristales liquidos,
comenzando por la historia, continuando con el andlisis de sus componentes
estructurales, seguido de la clasificacion y las propiedades de cada una de las distintas
mesofases, para finalizar con la descripcion de una teoria microscopica para estos

interesantes materiales.

En el segundo capitulo se estudia el confinamiento de estos materiales dentro de
un capilar cilindrico (~10pm diametro) de material dieléctrico. El sistema es

estacionario, considerandose como condiciones iniciales escapada radial y como



condiciones de frontera el anclaje fuerte o débil, llevandonos esto a un estudio analitico

v cuantitativo de las configuraciones para el angulo de anclaje final con la pared del

contenedor.

En el tercer capitulo el sistema es similar al tratado en el capitulo dos pero la
diferencia se basa principalmente en que ahora se aplica un gradiente de presion en los
extremos del capilar con el fin de que el material fluya, convirtiéndose en un sistema
dinamico. De igual manera se obtienen las configuraciones para el angulo de anclaje
ademas los perfiles de velocidad que dependen directamente de este angulo. Se calculan
de manera explicita las configuraciones para el caso de anclaje fuerte con el fin de hacer
comparaciones pues este tipo de anclaje es un caso particular del caso anclaje débil en el

que el angulo puede variar indistintamente.

En el capitulo 4, ademas de lo expuesto en los capitulos anteriores, se hace pasar
a través del capilar campos opticos con el fin de estudiar la propagacion de éstos en el
material. Se encuentran los modos TE y TM para guias de ondas rectangulares y
cilindricas conductoras huecas v para guias de ondas no conductoras en cuyo interior se
encuentra un cristal liquido nematico para finalmente encontrar las configuraciones que
nos llevaran a determinar cuales son los efectos que se producen sobre estos campos

debidos a este material.



Capitulo 1

Fenomenologia de los cristales liquidos

1.1 Cristales liquidos

Comunmente la materia suele presentarse, a presion y temperaturas ordinarias,
en tres estados o fases: solida, liquida y gaseosa.A Cabe distinguir la fase solida de los
fluidos porque en estos ultimos sus propiedades fisicas no dependen de la posicion ni de
la orientacion en que se observe al material.

En 1888. el botanico austriaco F. Reinitzer (1857-1927) descubri6 que el
compuesto organico benzoato de colesterol poseia algo parecido a dos puntos de
fusion'. El primero a 145 °C, la temperatura de fusién ordinaria, donde ¢l ya fludo
cra turbio pero perfectamente liquido, y el segundo punto a 179 °C en el que el fluido se
hacia totalmente claro. Este tipo de observaciones fueron corroboradas igualmente por
el fisico aleman O. Lehmann (1855-1922) quien ademas observo que, aparte de ser
translicidos, los materiales de este tipo poseian una propiedad tipica de los solidos
cristalinos, la birrefringencia (este fenémeno consiste en que un rayo de luz incidente al
atravesar el cuerpo considerado se desdobla en dos rayos luminosos). Esta propiedad
indujo a Lehmann a denominarlos cristales liquidos a pesar de que conservan la imagen
caracteristica de cualquier liquido, es decir, fluyen, forman gotas, se derraman, ctc.

Después, Friedel en 1922 propuso denominarlos estados mesomorficos o mesofases,



debido a que la fase cristal liquida aparece como un estado intermedio entre el solido y

el liquido; los clasifico en tres tipos de mesofases: nemdtica, colestérica'y esméctica.

Basta hacer una breve descripcion de las distintas fases para comprender por qué

un cristal liquido es una nueva fase de la materia:

Cristal: En esta fase, las componentes estan dispuestas de tal modo que sus
centros de gravedad ocupan los nodos de una red periddica tridimensional.
Presentan orden de largo alcance.

Liquido: En esta fase, al contrario de un cristal, no existe ningun tipo de orden
posicional de los centros de gravedad de sus componentes a largo alcance, solo a
muy corto alcance.

Cristal liquido. Macroscopicamente fluyen como un liquido isotropico, pero
microscopicamente sus moléculas presentan un orden orientacional apuntando
en promedio en una misma direccion, aunque no presentan un orden posicional
puesto que sus centros de masa no se encuentran ordenados como en un sélido
cristalino. Presentan orden a largo alcance como los cristales solidos que se

manifiesta por sus propiedades anisotropicas.

La asimetria molecular de los cristales liquidos tiene una consecuencia muy

importante®®!. La disposicion de los miicleos y los electrones sigue una distribucion

compleja dentro de 1a molécula. Es necesario tener en cuenta que las moléculas tienen

libertad de movimiento, de este modo, cuando se acercan a distancias comparadas con

las dimensiones moleculares, las nubes electronicas son las primeras en entrar en

contacto mediante una fuerza intermolecular repulsiva. Esta repulsion no soélo produce

el alejamiento de las moléculas sino que también provoca el desplazamiento relativo de

las nubes electronicas respecto a sus micleos. Podemos considerar esta distribucion

como la de un dipolo eléctrico, cuyo eje coincide con ¢l eje largo de la molécula. Asi



podemos decir que la molécula de cristal liquido crea un campo a su alrededor
induciendo la formacion de dipolos en las moléculas vecinas. Las moléculas se situaran
a una distancia en la que las fuerzas atractivas y repulsivas estén equilibradas de modo
que la configuracion relativa de las moléculas sea la mas estable y la mas favorable
desde un punto de vista energético. Por lo tanto, es de esperar que las moléculas tiendan
a adoptar una configuracion en la que mantengan sus ejes dipolares paralelos o en
planos caracteristicos paralelos. La peculiaridad de este tipo de materiales es que la
orientacion de las moléculas en una direccion privilegiada, definida como vecror
director, afecta el comportamiento de los rayos luminosos en ¢l material, cambiando su
intensidad, color y direccion de propagacion. Esta direccion privilegiada se conoce
como el eje Optico y coincide con el eje dipolar de la molécula. Una propiedad
fundamental de los cristales liquidos es que pueden presentar birrefringencia, es decir,
poseen doble refraccion: la luz incidente (no polarizada) se divide en dos rayos
linealmente polarizados que viajaran con distinta velocidad segin se encuentren
paralelos o perpendiculares al vector director, lo que origina una diferencia de fase entre
ambos. Si el material tiene un solo cje de anisotropia, la birrefringencia puede
formalizarse asignando dos indices de refraccion diferentes al material para las distintas

polarizaciones.

1.2 Componentes estructurales

Hasta el momento, todos los experimentos realizados con cristales liquidos
indican que ¢stos consisten de moléculas organicas, las cuales son rigidas en su centro y
flexibles por los bordes, ademas de que sus centros de masa son capaces de moverse
libremente dentro del contenedor v la orientacion colectiva de todas ellas da origen a un

orden orientacional macroscopico”’.



Los cristales liquidos son altamente anisotropicos pues una o varias propiedades
fisicas dependen de la direccion en que se estudien, asi que para obtenerlos es preciso
construir un sistema cuyos componentes sean moléculas organicas que tengan un alto
grado de anisotropia. Las moléculas de cristal liquido pueden presentar dos tipos de
anisotropia*):

e Anisotropia de forma, que es la debida a la forma que presentan las moléculas,
que a su vez pueden ser:

v' Calamiticos: hace referencia a moléculas alargadas en forma de barra.

v' Discoticos: hace referencia a una estructura molecular plana en forma de

disco.

A los compuestos que presentan estas fases comunmente se les llama
termotropicos, puesto que su caracteristica principal es que son estables en un
cierto rango de temperatura. La Figura 1.1 muestra ejemplos de estas formas.

o Anisotropia de solubilidad, la presentan las moléculas que sélo son capaces de
formar cristales liquidos cuando estan mezclados con algin solvente. En este
tipo de compuestos la concentracion de la solucion es muy importante para
determinar si la fase cristal liquido es o no estable. Al tipo de compuestos que

presentan estas caracteristicas se les llama liotropicos.

a) CALAMITICA b) DISCOTICA

Figura 1.1: Diagrama cjemplar de cristal liquido calamitico y discético.



Hoy en dia se conoce una gran cantidad de compuestos organicos que poseen
varios puntos de fusion asi como propiedades anisotropicas. Desde el punto de vista
molecular tales compuestos estan formados por moléculas de unos 20A. Una de las
estructuras quimicas mas comunes que presenta un cristal liquido es la presencia de
anillos bencénicos rigidamente enlazados. En la Figura 1.2 se muestran ejemplos
clasicos de cristales liquidos. En general, toda clase de molécula que satisface el patron
de la Figura 1.2d (dos anillos aromaticos para-sustituidos rigidamente unidos por algin
tipo de enlace A — B) da lugar a mesofases. Esta ultima descripcion corresponde a
moléculas para las cuales sus sistemas anillados eslabonados con los grupos terminales
y cadenas laterales presentan forma alargada (calamiticos) que son los cristales liquidos

mas comunmente estudiados.
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Figura 1.2: Ejemplos de moléculas organicas que son cristales liquidos: a) p-azoxianisol (PAA), b) p-
metoxibencilideno p-a-butilanilina (MBBA), ¢) 4’-n-pentil 4-cianobifenilo o 5CB, d) estructura general

de una clase de nematégenos. Todos del tipo calamitico.

Un modelo a seguir para la descripcion de un cristal liquido calamitico o
discotico es considerar ¢omo variable la direccion promedio en que apuntan los ejes de

las moléculas, el cual se conoce como eje dptico y se representa por el vector director fi.



1.3 Clasificacion de las mesofases

Dependiendo de su estructura molecular, los cristales liquidos pueden pasar por
una o mas de las distintas mesofases antes de volverse un liquido isotrépico o un solido
cristalino. Estas transiciones pueden producirse, como ya se menciond, por cambios en
la temperatura (termotropicos) o por cambios en la concentracion (liotropicos), pero
también pueden clasificarse en términos de la simetria que presenten!”’. Los liquidos
isotropicos con moléculas esféricas simétricas son mnvariantes frente a transformaciones
de simetria rotacional O(3), y traslacional T(3); en consecuencia el grupo total de un
liquido isotropico es O(3) x T(3). Pero si la temperatura de este liquido disminuye,
usualmente ocurre el rompimiento de la simetria T(3) lo cual corresponde a la transicion
de liquido isotropico a solido. Para un liquido formado por moléculas anisotropicas, al
disminuir la temperatura se observa que primero se rompe la simetria rotacional O(3), lo
que resulta en la formacion de un cristal liquido. A las mesofases en que se ha roto la
simetria rotacional pero que conservan la simetria traslacional, se les llama nematicos
que son los estudiados en este trabajo. Existen por supuesto otras mesofases que
exhiben otras simetrias, como las que solo exhiben simetria traslacional T(2) a las
cuales se les llama esmécticas, y las que unicamente exhiben simetria traslacional T(1)

se denominan fases columnares".

Actualmente se tienen identificadas mas diez mesofases diferentes y existen
alrededor de seis mil sustancias liquido cristalinas; las mesofases mas estudiadas se

discuten a continuacion.



1.3.1 Nematica

La palabra nematico proviene del griego vnua que significa hilo, aludiendo a la
estructura en forma de hilo observada en los materiales nematicos. Esta es la mas
desordenada de las fases liquido-cristalinas y la mas cercana a un liquido isotropico
puesto que los centros de gravedad de las moléculas carecen de orden posicional aunque
siguen un orden orientacional pues las moléculas se mantienen apuntando en promedio
en una misma direccion fi, ain cuando cada una de las moléculas tiende a vibrar
térmicamente en torno al director (Figura 1.3). Tienen ademas perfecta simetria
rotacional en torno a i, poseen simetria cuadrupolar lo que significa que los estados il y
— fi son indistinguibles (esto significa que un nematico es considerado centrosimétrico).
La fase nematica ocurre solo en materiales aquirales, esto es, en materiales que no
distinguen de derecha ¢ izquierda en una reflexion especular, lo que da lugar a que cada
molécula constituyente es idéntica a su imagen en un espejo. Esta mesofase debe su
fluidez a la facilidad con la que las moléculas pueden deslizarse unas sobre otras

manteniendo su paralelismo!®!

Figura 1.3: Diagrama ejemplar de la mesofase nemética.



1.3.2 Colestérica

La fase colestérica es localmente igual a la nematica. Los centros de gravedad de
las moléculas estan completamente desordenados mientras que sus orientaciones se
concentran preferentemente en torno a un eje marcado por el director . Sin embargo,
¢ste no es constante en el espacio (como ocurre en la fase nematica), pues adopta una
configuracion helicoidal donde el director tiende a girar espontaneamente en torno al eje
perpendicular'®**! (Figura 1.4). El giro puede ser derecho o izquierdo dependiendo de la
conformacion molecular, pudiendo tener quiralidad izquierda o derecha. Una
caracteristica importante de la mesofase colestérica es el paso p de la hélice (pitch) que
se define como la distancia que requiere el director para dar una vuelta completa a la
hélice. Debido a la equivalencia entre fi y —fi, el sistema es periodico con periodo

espacial L igual a la mitad del paso, L = %.

<
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Figura 1.4 Diagrama que muestra la mesofase colestérica. Nétese que el director cambia v tras un periodo

espacial L = g vuelve al inicio (teniendo en cuenta que fi y —fi son indistinguibles).

1.3.3 Esméctica

Desde el punto de vista estructural se puede decir que los cristales liquidos

esmécticos son los més ordenados debido a que tienden a ordenarse por si mismos en
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capas bien definidas. En el conjunto de cada capa, las moléculas estan orientadas en una
direccion determinada. Al igual que los nematicos, las moléculas son capaces de vibrar
en torno a la direccion del director fi pero con la diferencia de que no pueden moverse
de la capa en que se encuentran. Existen varios tipos de cristales liquidos esmécticos,

pero son tres tipos de esmécticos los mejor estudiados'®: A, By C.

Esméctico A: La estructura es en capas de espesor equivalente a la longitud de
las moléculas. Dentro de cada capa, los centros de gravedad de las moléculas no
guardan orden espacial, es decir, en cada capa el fluido se comporta como
bidimensional. Opticamente el fluido es uniaxial (existe una direccion privilegiada) v
ello se debe a que las moléculas guardan una orientacién perpendicular al plano de cada
capa (Figura 1.5a).

Esméctico C: Se conservan las propiedades del tipo A, excepto la tltima pues la
orientacion molecular ahora forma un cierto angulo con respecto a la normal al plano
esméctico. Esto se traduce en la existencia de dos direcciones privilegiadas, una siendo
la propia de la orientacién molecular, y la segunda la de la perpendicular a la capa. Asi,
el tipo C se llama biaxial (Figura 1.5¢).

Esméctico B: Este tipo difiere de los A y C en que las moléculas muestran dentro
de cada capa una cierta estructura periddica y una mayor y excepcional rigidez en
comparacion con los tipos anteriores. Aqui las moléculas tienden a arreglarse dentro de
un plano en un patrén de hexagonos y se dice que exhiben orden orientacional de
ligaduras de largo alcance (Figura 1.5b).

Otros tipos de cristales liquidos esmécticos también se identifican por su
orientaciéon y se denominan D, E, F, G, etc., pero sus estructuras estan ain poco

estudiadas.

11
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Figura 1.5 Diagrama donde se muestras las distintas mesofases esmécticas.

1.3.4 Discotica.

Dentro de los cristales liquidos discéticos hay dos fases'"™: la fase columnar es

la mas simple, consistiendo de discos acomodados uno encima de otro formando

columnas; las diferentes columnas constituyen una red bidimensional (Figura 1.6a) v la

fase nemdtica que consiste en un arreglo de discos con orden orientacional pero sin

orden traslacional de largo alcance (Figura 1.6b).

a) Fase columnar

b) Fase nematica

Figura 1.6: Diagrama ilustrativo del tipo discotico.

12



1.4 Modelos microscopicos para cristales liquidos nematicos

El estudio tedrico de los cristales liquidos se inicio con Onsager en 1949, quien
formulé una teoria mecanico estadistica de un sistema de varillas duras cuando éstas son
infinitamente largas y el sistema esta infinitamente diluido. El demostré que en este
limite particular el sistema presenta una transicion orientacional de primer orden
pasando de una fase isotropa a baja densidad a una fase nematica a alta densidad.
Posteriormente, Maier y Saupe en 1958 propusieron una teoria alternativa que atribuia
la transicion orientacional a la presencia de un potencial de interaccion atractivo y
anisotropo. Esta alternativa abrié la discusion sobre si la existencia de las mesofases se
debe al cardcter anisotropo de la molécula o si necesita una interaccion atractiva para
producirlas!' 7,

Trabajos posteriores de simulacion han demostrado que un potencial puramente
repulsivo puede dar cuenta de la existencia de mesofases. En particular, se han obtenido
por simulacién la fase nematica, la esméctica A y la columnar, entre otras que aun no s¢
han encontrado en la naturaleza. También se ha demostrado que en sistemas
bidimensionales pueden existir mesofases. Toda esta evidencia ha de apoyar la idea de
que cualquier mesofase, ya sea real o tedrica, puede ser obtenida mediante algun

modelo de molécula dural®!.

1.4.1 Parametro de orden

Onsager se planteé el problema de estudiar estadisticamente un sistema de
varillas duras (cilindros) de longitud £ y didmetro D en el limite de gran longitud y baja
densidad. Si p es la densidad, esto es, el numero de varillas N dividido por el volumen

13
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2.2 Energia elastica de Frank - Oseen

Debido a que las dimensiones de las moléculas de un cristal liquido (~5A x
20A) son mucho menores que las dimensiones tipicas de sus contenedores (= 1pm —
10um), es posible describir las deformaciones del cristal liquido usando una teoria de
medio continuo, la cual permite dejar de lado los detalles de su estructura molecular.
Asi pues, para construir esta teoria, un posible punto de partida es especificar la energia
libre del sistema y dado que se supone que el sistema se encuentra en equilibrio a
temperatura 7', entonces la energia libre a considerar es la energia libre de Helmholiz™

El estado deformado del cristal liquido puede describirse completamente por el
director, esto es, se puede obtener la energia a través de las posibles deformaciones de
éste. Como es usual, las ecuaciones de equilibrio que contendran a fi y sus derivadas, se
obtienen minimizando la energia libre. Es importante tener en cuenta que sélo aquéllas
soluciones asociadas con la energia minima representan las soluciones fisicamente
relevantes.

El alineamiento molecular promedio del cristal liquido en el punto r queda
determinado por el director:

n=n(r) talque A-A=1 (2.1)

En esta descripcion la densidad de energia libre, /. depende de fi v sus derivadas,
representadas por VA, y se denomina densidad de energia elastica de Frank-Oseen; ésta
es:

f = f(@,Vn) (2.2)

La energia elastica total se¢ obtiene integrando la densidad de energia f sobre el

volumen } ocupado por el cristal liquido y esta dada por:

F= f f (8, Vit)av (23)
4
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Se supone que la muestra de cristal liquido es incompresible, que /' = f;, = const.
(o bien /= 0) en ausencia de fuerzas, y en caso de una orientacion inducida /= 0,
ademas como 0 y —Ti son indistinguibles f'es funcion par de fi y debe ser invariante ante
rotaciones.

Para obtener una expresion para la densidad de energia / que contenga las
distintas deformaciones elasticas, se escoge un sistema de coordenadas rectangulares

con ¢l eje z en la direccion del director en un estado sin deformacion, esto es,
n, = (0,0,1) (2.4)

Se tienen 6 posibilidades de curvatura asociadas a 3 deformaciones de i,
(Figura 2.2). Estas pueden obtenerse mediante un desarrollo en serie de Taylor de las

componentes de fi = (n,, n,, n,) alrededor del origen; con fi - fi = 1, se sigue que

on;
V(@ - §) = 26V - i = 2¢;mm;; = 0, (ni_}- :-5%) (25)
]

donde e;, conj = 1,2,3 son los vectores base, y ademas se cumple que

Asi, la densidad de energia libre para cristales liquidos nematicos toma la forma (en

notacion vectorial)”:

1 1 1
f — EK]_(V‘ ﬁ)Z +§'K2(ﬁ' V X ﬁ)Z +"2—K3(ﬁ XV X ﬁ)z
(2.7)
1
5KV (- V)@ + (V- d)i]

donde K, K> y K; son las constantes de esparcimiento, de torsion y de pandeamiento,

respectivamente, y K, es la llamada constante de superficie eldstica debido a que entra
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en la expresion de la energia libre del cristal liquido como el coeficiente de un término
de divergencia, el cual puede ser transformado en una integral de superficie por el

teorema de la divergencia.

An, . An
' — = s » X,
Any E o &
=1 n i = n |
' H H |
1 Y . | \' >V
' AY ¥ i Ay ¥
v Ax - AK
b. 4 X
a) Splay b) Twist c) Bend

Figura 2.2: Deformaciones posibles para fi.

2.3 Condiciones en la frontera y tipos de anclaje

Tenemos que la energia elastica total esta dada por

F= f f(n,va)dVv
14
1
— E[[!ﬁ(v-ﬁ)2 + K,(fi- VX ) + K3(f X V X i)? (2.8)

14

—K,V - [(R- V)& + (V- B)&]]aV

Para obtener las ecuaciones de equilibrio es necesario que se cumpla que la

variacion de F'sea cero, esto es:

OF =0 (2.9)
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Las ecuaciones de equilibrio que resultan de esta condicién son las ecuaciones de

Fuler-Lagrange™, las cuales pueden escribirse, considerando que fi = fi() = f =

f (H,:—:;), cOmo:

i} af af i :
E‘I_j a0 ""é‘g = 2.10)
(%)

2.3.1 Anclaje fuerte

El anclaje fuerte es una condicion en la frontera asociada con un angulo
especifico fijo bajo ¢l cual las moléculas del cristal liquido se adhieren a las paredes del
contenedor™*!. Si se da un tratamiento mecanico (pulimento) a la superficic de la placa
de modo tal que las moléculas se orientan paralclamente a ésta, entonces las condiciones
se denominan planares. También es posible obtener por la aplicacion de ciertos
quimicos {surfactantes) un alineamiento de las moléculas perpendicular a la superficie,
en cuyo caso se les denomina condiciones homeoirdpicas. Es posible inducir también
ambas condiciones al mismo tiempo, llamandose condiciones hibridas si se tratase de

dos placas de vidrio que contienen entre ellas al cristal liquido" (Figura 2.3),

> 0000000000 ===
h TESSsmmsmmsmms Swufdepdis

, 0000000000 ..

e | ot (o

P ————— et

Figura 2.3: Condiciones de anclaje fuerte: a) por aplicacion de surfactantes, b) por superficies pulidas, ¢)
hibrido,
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En el caso de anclaje fuerte, se considera que la intensidad de la interaccion del
cristal liquido con la superficie del contenedor es infinita asi que el término de energia
elastica superficial caracterizado por la constante elastica K, se vuelve irrelevante
cuando se compara con la intensidad de dicha interaccion por lo que la energia elastica

preserva solo los términos de volumen y adopta la forma'”":

1
F= Ef[ﬁq(v- )2+ K,(f -V X )2 + K3(0 X V x )] dV (2.11)
|4

2.3.2 Anclaje débil

La condicion en la frontera del tipo de anclaje débil implica que la interaccion
del cristal liquido con la pared del contenedor es finita y que por lo tanto la orientacién
de las moléculas en la superficie interna del recipiente no necesariamente sca

homeotrépica o planar™*!. Esta condicion en la frontera puede expresarse por la

siguiente ecuacion:
afs  _of
E-i-a—'gbj: 0, enS (2.12)
ox.

donde f'es la densidad de energia clastica en el volumen del cristal liquido asociada a
los tres tipos de deformaciones caracterizadas por las constantes elasticas K, K> vyK;y
Js es la densidad de energia de interaccion con la superficie que incluye la energia

clastica superficial del cristal liquido.
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2.4 Texturas del cristal liquido nematico SCB en un capilar

Debido a que la orientacion de los cristales liquidos esta determinada por el
vector director M, primero estudiaremos las distorsiones que este vector puede tener
debido a la interaccion del cristal liquido con la pared del contenedor que en nuestro
caso es un cilindro de paredes rigidas de radio R y longitud L, por lo que utilizaremos

coordenadas cilindricas para la descripcion de f:

n = (n,,n,,n,) (2.13)

Una de las posibles configuraciones que el nemético puede adoptar es la
denominada de escapada radial™, la cual puede realizarse a basc de aplicar un
tratamiento quimico especifico a la superficie interna del contenedor. En esta
configuracion la orientacion de las moléculas de cristal liquido es en promedio
perpendicular (o preferencialmente perpendicular) a dicha superficie, dependiendo de lo
adecuado del tratamiento inicial dado a la pared, y esta orientacion promedio cambia
gradualmente hacia el interior del contenedor hasta que las moléculas quedan ordenadas
paralelas al eje del cilindro, dando la impresién de que escapan por el eje. El angulo
especifico que forme el director con la pared interna del contenedor depende de las
condiciones experimentales en que ésta se prepard, estas condiciones determinan la
forma en que las moléculas se fijan a las paredes y a su vez permiten especificar el tipo
de condiciones en la frontera que se deben considerar en ¢l calculo tedrico. Los dos
tipos de condiciones en la frontera que consideraremos aqui son las llamadas
condiciones de anclaje fuerte v de anclaje débil.

Si hacemos coincidir ¢l ¢je z con el eje del cilindro vy suponemos que la

orientacion del nematico ocurre solo en el plano r — z, y que ademas ésta es solo
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funcién de r, entonces no habré dependencia de la coordenada angular ¢, v i tomara la

forma:

fi = (send, 0, cosd) (2.14)

que es unitario puesto que il - i = 1. Aqui, 6 = 6(r) es el angulo que forma el director

con ¢l eje del cilindro (Figura 2.4).

Figura 2.4: Cilindro relleno de cristal liquido nematico con configuracion de escapada radial.

2.4.1 Ecuaciones de equilibrio mecanico

La condicion en la frontera de anclaje fuerte en la superficic cilindrica asi como

la orientacion del director en el eje del cilindro quedan expresadas como sigue!':
T
6r=0=0 , Or=R)=7 (2.15)

Tomando en cuenta la expresion para el director en la Ec. (2.14) obtenemos:

2

s (Al . 2 (df 1 "
(V-0)* = (EF) cos“0 + ;(E) senfcosf + —Zsen 7}

f. 2
(M-Vxn)*=0 (2.16)

de\?
(fi X V x fi)2 = ('cF) sen2
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Sustituvendo en la Ec. (2.11), definiendo K =% y realizando algunos calculos

) E

llegamos a que la expresion para la energia libre elastica total para este sistema es:

RT/d6\* -
F= rrLKlf (5) (cos?*8 + Ksen?8) +r—2—sen f|rdr + LK, (2.17)
0

Cambiando a la variable adimensional x = %, la ecuacion de equilibrio, de acuerdo con

la Ec. (2.10), se obtiene de:

d af af
- _,._a (d_e) —=5=0, (2.18)
dx
donde fes la densidad de energia libre elastical'”:
d dgy? 1
— —_] = =iy 2 2 i 2
f f(g'dx) nLK, [x (dx) (cos“8 + Ksen?0) + xsen 6 (2.19)
Finalmente la ecuacion de equilibrio es:
29 1 /d6\?
v 2 2 ol e _
P (cos“8 + Ksen?0) + > (dx) (K — 1)sen28 (2.20)

+1(d9) 20 + KsenZ0 1
% (cos“0 + Ksen )—ﬁsenZB—O

Cuando la condicion en la frontera es de anclaje débil, la interaccion superficial

se puede describir a través del potencial w, dado por'”:

1 i
ws =5 Wgysen?¢p = 5 Wycos?6 (2.21)

24

. r T o
de energia por areal’!

En este caso la condicion de configuracion de escapada radial se mantiene tal

que enx = 0

Hx=0)=0D (2.22)

La interaccion entre las moléculas de la superficie del cristal liquido y la pared



donde ¢ es el angulo que el director forma con la normal a la superficie del contenedor,
esto es ¢ = 90° — 0, v Wj es una medida de la intensidad de la interaccion en unidades

de energia por areal’.

En este caso la condicion de configuracion de escapada radial se mantiene tal

queenx = 0:

B(x=0)=0 (2.22)

La interaccion entre las moléculas de la superficie del cristal liquido y la pared

del cilindro contribuye a la energia libre superficial tal que:
1
Fs = —IQ]V- [fx (Vx i)+ 6a(V-f)]aV +EJ-Wgsen2¢dS (2.23)
v s

asi la energia libre total es:

1
F=F, +F; =§f{fq(v-ﬁ)2+K2(ﬁ-Vxﬁ)2+K3(ﬁxVxﬁ)z}dv
1’4

(2.24)
- e " il
—K.,,fv [Ax (Vx 1)+ a(v-f)ldv + E]Wgcoszﬂ ds
v s
la cual puede expresarse como:
Rlrdoy? | 1
F= rrLKlf (—) (cos*8 + Ksen?0) + —ZsenZB xdx
o |\dx x
(2.25)
K4
+ mLK,ac0s%0 + nLK, (1 ~ F)
1

de donde la ecuacion de equilibrio que resulta es:
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" - i W g :
-d?f(cns @ + Ksen*@) +-2-(&;) (K — 1)sen2@

{2.26)

1/d8 1
g bt 2 L) p—— g=0
+x(dx) (cos*@ + Ksen“@) g2 senz

La Ec. (2.12) establece 1a condicién en la frontera con anclaje débil en la superficie:

&, U _ : "
ax

donde f'es la densidad de encrgia elastica libre total y /; es la densidad de energia libre
superficial que incluve la interaccion con la superficie:

K
fs = nLK,0cos*8 + nLK, [1 = E:') (2.2B)

Aplicando la condicion en la frontera, Ec. (2.27), se llega a que:

de %u‘senzﬂ l

— [ e— 1

dxle., cos?0 + Hsen"-ﬁ'l

{2.29)

x=1

lo que significa que cuando el anclaje es debil el angulo cambia segun esta ultima
relacion y depende del parametro adimensional o, el cual ahora mide la intensidad de la
interaccion del cristal liquido con la pared del cilindro, es decir, entre mavor sea el valor

de este parametro mas fuerte sera ¢l anclaje a la pared. o tiene la formal™"

B N (2.30)
L

Asi, la ecuacion de equilibrio (2.26) junto con la condicion en la frontera (2.29) deben
resolverse simultancamente para encontrar las configuraciones del cristal liquido para

un valor dado de o
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24.2 Resultados

En nuestro cstudio consideramos el cristal liqguido nematico 4’-n-pentil-4-
cianobifenilo (5CB), cuyas propiedades se muestran en la Tabla 2.1.
Usando el método de disparo (Apéndice A) resolvimos las Ecs. (2.26) y (2.29).

En la Figura 2.5 se muestran algunas configuraciones para f(x), para diferentes valores

de o

Cantidad S5CBa26°
Viscosidades (Pa s)
m 0.0204
, 0.1052
o 0.0326
M2 00,0060
Ya 0.0777
Ya=1 =1, -0.0848
a8y (00060
oy -0.0812
() -0.0036
@y 00652
- (L0640
g -0.0208
Constantes clasticas (M)
K; 62 = 1077
] 8 39 - 10"
K, 82 10"
Tension superficial (N m™)
y 326 = 10°
Constantes dieléetnicas
& 18.5
£, T
Eg =€ —€ 11.5
Anisotropia magnética
Ay (sin unidades) en el S] 143 = 10°
¥ en el egs 1.14 = 107
Densidad (kg m™)
p 1020
Volumen especifico (m” kg™')
v=1/p 9.8 = 107"
T 34.5C

Tabla 2.1. Propiedades del cristal liquido SCB a 26°C
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Configuraciones para 6(x)

B0 -

ox)

Figura 2.5: Configuraciones para f(x) para distintos valores de o.

De la grafica puede verse que en x = 1, para distintos valores del parametro o, el
valor de x = 1) en la ordenada va cambiando, su valor aumenta conforme aumenta .
Cualitativamente esto ocurre debido a que entre mayor sea la intensidad de interaccion
con la superficie (o —+ co) mavor sera el angulo de anclaje (¢ —» 907), hasta alcanzar la
condicion homeotropica; v por el contrario, si la intensidad de interaccion con la pared
es débil ¢l angulo de anclaje es menor. Cuantitativamente estas conclusiones se
desprenden de la expresion de la condicion en la frontera para la resolucion de la
ecuacion diferencial pues se relaciona con la derivada del angulo, Ec. (2.29), que a su
vez puede relacionarse con la funcion tangente, de modo que entre mas grande sea o
(que es el valor predominante pues las funciones seno y coseno son periodicas v nunca
toman valores mayores a | v K es una constante) mayor es el angulo, v entre menor sea

¢l valor de o menor sera el angulo de anclaje.
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Capitulo 3

Nematodindmica

3.1 Dinamica de fluidos

El estudio del movimiento de fluidos (liquidos y gases) constituve lo que se
denomina dinamica de fluidos. La teoria del medio continuo es la teoria fundamental en
que se basa la dinamica de fluidos pues tal como su nombre lo indica, esta teoria
considera al fluido como un medio continuo, esto es, siempre se supone que cualquier
elemento de volumen pequeiio del fluido es suficientemente grande para contener un
numero elevado de moléculas ain cuando hablamos de elementos de volumen
infinitamente pequefios (fisicamente), es decir, muy pequefios en comparacion con el
volumen del cuerpo o sistema en consideracion, pero grandes comparados con las
distancias entre las moléculas. Con esta teoria se puede considerar que las demas
propiedades del fluido (como densidad, velocidad, ete) pueden considerarse

continuas'!

La descripcion matematica del cstado de un fluido movil se efectia con
funciones que dan la distribucion de ciertas cantidades fisicas, tales como la posicion r
(en general, funcion de x, y, z). la velocidad v(r,t), la densidad p(r,t). la presiéon

P(r,t) v las fuerzas en general F(r,t).
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Consideremos un elemento de volumen de un fluido dV = dxdydz como el de la

Figura 3.1 moviéndose en el espacio con una velocidad v.

z4  dV=dvdvd:

y e

»Y

X

Figura 3.1: Elemento de volumen de un fluido moviéndose a velocidad v(r,t) en el espacio.

Para los liquidos la ecuacion de continuidad es

V-(pv) = —— (3.1)

La ecuacion de movimiento para este elemento de volumen es

¥ % (3.2)
Pac =" '

la derivada % designa la varacion respecto del tiempo de la velocidad de una particula

fluida determinada cuando se mueve en el espacio y no la variacion respecto al tiempo

de la velocidad del fluido en un punto fijo del espacio. Dado que v = v(r, t) entonces

W_W+V
rramlri Ul B3)
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La fuerza F puede tencr su origen en varias fuentes tales como el gradiente de presion
- AP la fuerza viscosa Fy;s v las provenientes de campos externos (eléctrico, magnético,

optico, etc.). Asi, de las Ecs. (3.2) v (3.3) la ecuacion de movimiento para el sistema es

av
7] [-é? + (V- ‘I.T}‘If] = —AP + Fyic + Foxr (3.4)

Dejando de lado las otras fuerzas externas v considerando solo los términos de
gradiente de presion vy fuerza viscosa, la formulacion de la ecuacion de movimiento para

¢l fluido estara completa cuando podamos decir la forma de esta ultima fuerza,

Para un liquido isotropico entre dos placas (Figura 3.2)

Ya % Y=
=% F——
—
—
—
- f'f \'; = u
* X

Figura 3.2 Liquido moviéndose enire dos placas.

la viscosidad esta dada por la siguiente relacion'"!

L. 35
r o (3.5)

donde n es el coeficiente de viscosidad. Los esfuerzos de corte se ilustran en el

elemento de volumen de la Figura 3.3
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esfuerzo =

Figura 3.3 Esfuerzos actuando en planos opuestos de un elemento de volumen de un fluido.

La fuerza viscosa Fy,, puede escribirse en términos del fensor de esfuerzos

FYis = —

d
dx ] dﬂﬁ

fuerza
area

Sk

(3.6)

o expresa la parte del flujo del impulso que no se debe a transferencia directa de

impulso con la masa del fluido movil (la derivada implica suma sobre indices

repetidos). Finalmente la ecuacion de movimiento queda

av, dv, AP  Baug
e E*“ﬁ(ﬁ)} AT

con el tensor de esfuerzos

ﬂvﬂ l‘jl:-"':‘r
e (FE+55E)

(3.7)

(3.8)

Las Ecs. (3.7) v (3.8) forman la base para estudiar la hidrodinamica de un fluido

isotropico. La fuerza viscosa F, es la derivada del tensor de esfuerzos el cual a su vez

es la derivada espacial de la velocidad por lo que la ecuacion 3.4 puede escribirse
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ov

1 1 1
+ (V- V)v=-=VP +—nV3v+—f (3.9)

Esta es la ecuacion de Navier — Stokes para un fluido incompresible.

Consideremos ahora que el flujo se da dentro de un capilar cilindrico. Aplicando

un gradiente de presion en los bordes y paralelo a su eje, es posible inducir un flujo de

[17,21]

Poiseuille tal que el fluido adopta el perfil de velocidades que se muestra en la

Figura 3.4.

Figura 3.4: Fluido de viscosidad n que fluye estacionariamente por un tubo cilindrico de radio R y
longitud L.

En las secciones (3.2) y (3.3) estudiaremos el flujo de Poiseuille en dos casos
distintos, primeramente el caso hidrodinamico con un liquido isotrépico y un segundo

caso con un liquido anisotropico como el cristal liquido nematico 5CB.

3.2 Hidrodinamica

Consideremos un fluido de viscosidad 7 que fluye estacionariamente por un tubo
cilindrico de radio R y longitud L (Figura 3.5), con un flujo como el de la F igura 3.4. La

viscosidad esta dada por
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F
s A __ esfuerzo cortante (3.10)
_av deformacion
dr

con /' la fuerza viscosa

dv

F = A — 2 Ldv 3010
=-7n 5-—-7](1‘.’.’7‘)-‘1—; ( )

Tomemos un elemento de volumen de fluido de radio r a lo largo del ¢je del cilindro de

radio K.
(v LN\
I A A )
H,\ k : = T
\\;

Figura 3.5: Cilindro de radio R y longitud L por el que fluye un fluido de viscosidad 1.

debido a que suponemos que v disminuye al aumentar r, la fuerza / debida al gradiente

de presion y que empuja al elemento de fluido de radio r es:
F'=(P+AP)A-PA

= APA
= rAP a
En estado de equilibrio
F=p
esto es,
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dv =
= —_—= AP
n(2nrl) Pty

dv AP
ar L’
Integrando respecto de »
rfﬂdu AP (T
—dr = —— | r'dr’

w dr 2nk J,

AP

v(r) — vy = —4;}-er

Al determinar vy en r = K con la condicion de no deslizamiento en la superficie,

v(R) = 0, nos queda

AP 2
vp = T R (3.13)
cntonces
rz
U(T’} = 'I?ul:l - F} (3.14)

ésta es una ecuacion cuadratica en r. La grafica de v(r) s¢ muestra en la Figura 3.6.

Y

X =

i
R

Figura 3.6: Grifica esquemdlica de la velocidad para un liquido isotropico.
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3.3 Nematodinamica

Nematodinamica es el término utilizado para el estudio de la hidrodinamica de
cristales liquidos, en particular, la mesofase nematica. Estudiaremos el flujo del cristal
liquido nematico SCB (Figura 1.2 ¢) en un cilindro circular. Esta sustancia es en
particular de las més utilizadas porque el rango de temperatura a la que es un cristal

liquido resulta mas favorable al momento de experimentar con ¢l

Como se planteé en el Cap. 2, supondremos que la reorientacion del nematico
ocurre en ¢l plano r — z y que solo es funcion de r. Con esto, el director i no tiene

dependencia en la coordenada ¢b. por tanto, segun la Figura 3.7 el director tiene la forma

fi = [sinf(r), 0, cosd(r)] (3.15)

con @ defimdo en la misma figura. Supondremos también que el flujo se da a lo largo

del gje del cilindro, esto es, en la direccion del eje z

v(r) = (0,0, 2,(r)) (3.16)

Ambos campos vectoriales satisfacen condiciones de frontera en la pared del

cilindro, anclaje débil para i v no deslizamiento para v:

1
ﬁ _ 'E!’ISEHZH ] wx=1)=0
dxly-, cos?8+ Ksen39|
x=1

(3.17)

Con x = r/R. Suponemos que el cnstal liquido adopta una configuracion de escapada
radial, situacion en la cual el director en el eje del cilindro es paralelo a éste, v después
su inclinacion aumenta gradualmente hasta quedar anclade en la pared.
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La ecuacion de movimiento para fi v el campo de velocidad v pueden ser

escritos de la forma'® (la suma es sobre indices repetidos)

dn; 1
#"'5(55:”: By )n, + = ('5:: nyn Iy (G, v, — 0;vy)
(3.18)
af
+ ("sm ninm)a__
1 m
Y
dv;, dp 1.0
_‘d‘t— _EI_;—-Z-AB (nihj+nj'h;)
'Esx—,(ﬂf ! +ﬂ“"‘“t)
(32.19)

-—%axf;x! [(l_[ij + l—lik) n - ”1! Ty — nj[ﬂ.l] + m;—v

d
4otz (1+A) a—q(mmuﬂ + nynyvy )

1
+§(a5 +a, — g — 2;1) (n,n;n;nmv,m)

En estas ecuaciones, 4 v y; son coeficientes cinéticos; y; tienc dimensiones de
viscosidad muentras que A= —k/ B8 la razon de dos viscosidades nematicas, v es
adimensional. o}, 3,0y, &5 v o, son los coeficientes de Leslie, f es la densidad de
energia libre total, p es la presion y p es la densidad de masa. h; es el campo molecular

v esta dado por

1 5f
hEE},—i{'ﬁim n;nm) o (3.20)

donde % es la derivada funcional, [y esta dado por:

aF

o OF L oF
=3

(3.21)
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81:1 av}

L : : 1 .
La parte simétrica del gradiente de velocidad es el tensor vy = 5 (E + a_x!)‘ La energia
]

clastica esta dada para nuestro caso como:

1
F =_f[K1(V-ﬁ)2+Kz(ﬁ-V><ﬁ)2+K3(ﬁXVXﬁ)2
2 3 (3.22)

—K,V - [6(V- )+ i x (Vx fA)]]aV

Y

Figura 3.7: Cristal liquido en un capilar con flujo de Poiseuille con condiciones de frontera de anclaje
débil.

La energia superficial esta dada por
_ 1 2
FS — ELW&COS Bd.s (3.23)

Debido al flujo, hemos de agregar un término mas a la energia, el referente a la parte

nematodinamica, la cual tiene la forma:
1
L f v2dV (3.29)
2 1’4

Sumando las expresiones dadas por las Ecs. (3.22), (3.23) y (3.24), desarrollando
términos ¢ introduciendo la variable adimensional x = -}E , las ecuaciones de equilibrio

de Euler—Lagrange son:
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2

d*e x? /d@
-d?xz(coszﬂ + Ksen?#) + T(_d__x) (K — 1)sen28

df il
+ x (—) (cos?6 + Ksen?8) — =sen28 (3.25)
dx 2

YzR dvz

e —c0s20,) =0
2K, e (cos28 — cos26;)

b =

dv, R? dPx+ b ]
dx g(@)| dz2 R%*x

(3.26)

donde v, es la viscosidad, y » es una constante de integracion que tomaremos como

cero para valores finitos de v, en x = 0. Desacoplando ambas ecuaciones' | obtenemos

para 6
d*6 x? (do\*
Exz(coszﬂ + Ksen?8) + -Z_(E) (K — 1)sen28
af 1
+x (—) (cos?0 + Ksen?8) — —sen2f 220
dx 2
AYZ 3
— ——x(cos268 — cos268,) = 0
FIOM )
¢l ultimo término es debido a la parte hidrodinamica, donde cos26, = —:—: yK= -§—3
1
Para v, se tiene:
5
v, = Ay f — s (3.28)
== T2 ) 96() .

donde se han utilizado las condiciones dadas en la Ec. (3.17). A es un importante

parametro adimensional en términos del gradiente de presion definido como:

AL e — (3.29)
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y con dimensiones de velocidad se define el parametro

2K,

— (3.30)
Ry,

L)
ademas
1 2 3 2 2
g(@) = E[Zalsen Ocos“0 + (a5 — ay)sen“d + (ag + az)cos*0 + a,]  (3.31)

g(8) es la viscosidad dependiente de la posicion™"), pues 8 = 8(x): su valor sera més
grande en la frontera del cilindro que en el eje. Para anclaje débil se tiene que 6(x)

satisface las condiciones de frontera

de ) osen2f ,
Z
=0) = - o] e (3.32)
Bfpessijy=it ' dxly-; c0s5%6 + Ksen260
x=1

donde

B0 " (3.33)

Ky K

La ecuacion diferencial (3.27) se resuelve para #(x) con las condiciones en la frontera

(3.32) usando el método de disparo, para diferentes valores de oy A.

Las soluciones 8(x) que especifican las configuraciones que el nematico adopta
dentro del cilindro se muestran en la Figura 3.8. Los perfiles de velocidad v, (x)
calculados de la Ec. (3.28), correspondientes a los distintos valores de A y o

considerados se muestran en la Figura 3.9.
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Configuraciones para &(x) parac=4

Figura 3.8: Configuraciones para 6(x) como funciéon de x = r/R para o = 2, 4 y valores positivos y
negativos de A. El parAmetro ¢ mide la intensidad de anclaje a la pared interna mientras que A mide la
intensidad del flujo a través del gradiente de presion.
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Configuraciones para 6(x) parac=8

180 o
170
160 e BB i
E - i B R A LR
150 & .
140 i SO, . -A=-125

180 -

170

160

:i:: ‘j_.,.-“ '“‘-w-,‘_\ —m A= -12.5

1403 PEA— g =10

s3] y; _i_.- “-._:?_‘ ...... A=-T5H

- - . iy

-t £ @ | nnimemERE —— s A= 25

— ;g o \ e A= 2 5
§ 90 N fff‘#_ﬂ'r’____._“--:?—.:‘f’ A=0

30__ ! & e A= 2.5

:g_ﬂ ...... A=5

503 ---------- A=T15

wlif & T T e el e A=10

s — =125

20 -

10 -

0 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figura 3.8 cont.: Configuraciones para 6(x) como funciéon de x =r/R para ¢ = 8 y 6 — oo y valores
positivos y negativos de A. El parametro ¢ mide la intensidad de anclaje a la pared interna mientras que A
mide la intensidad del flujo a través del gradiente de presién.
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Se pueden tomar cuantos valores se descen, aqui se tomaron cuatro valores
distintos para ¢ y once valores para A como ejemplos. También, se ha considerado un
valor muy grande (infinito) para ¢ que es ¢l valor que ésta toma cuando se trata de un
anclaje fuerte, para comparar configuraciones y observar como para distintos valores
finitos de este parametro, ain para los mismos valores de A, las configuraciones son
distintas y, conforme aumentamos ¢l valor de o, las curvas para 6(x) se van cerrando al
angulo maximo de 90°. Es interesante ver que cuando ¢ — 0 la condicion en la frontera,
Ec. (3.32), es cero, es decir, el nematico no adopta la configuracion de escapada radial
porque las moléculas del cristal liquido no quedan ancladas a la superficie. Una vez
obtenidas las configuraciones #(x) se calculan los perfiles de velocidad v,(x) con la
Ec. (3.28) correspondientes a los distintos valores de A y o considerados. Los resultados

se muestran en la Figura 3.9.
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2,0

v,/AV,

Configuraciones para v,/Avg para o= 2

-2,0 T
0.2

T T
08

Figura 3.9: Perfiles de velocidad como funcién de x = r/R para o = 2, 4 y valores positivos v negativos
de A. El pardmetro ¢ mide la intensidad de anclaje a la pared interna mientras que A mide la intensidad
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v /AY

0.5 S

Configuraciones para v /Avy parac=8

=

v IAY

C.0 —

-0.5

Figura 3.9 cont.: Perfiles de velocidad como funcién de x = r/R para 6 = 8 y 6 — oo y valores positivos
v negativos de A. El parametro o mide la intensidad de anclaje a la pared interna mientras que A mide la

intensidad del flujo a través del gradiente de presion.
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Es importante tener en mente la relacion que guarda 6(x) con v,(x).
Recordemos que la ecuacion (3.27) nos arroja las configuraciones para el angulo que
forma la molécula con la superficie segin las condiciones de frontera impuestas (de
anclaje débil y flujo nulo en la pared). Por otro lado, al ser A negativa indica un
gradiente de presion negativo (Figura 3.8) es decir un flujo hacia la derecha, por ¢l
contrario si A es positivo indica un gradiente de presion positivo y el flujo es hacia la
izquierda; tomando esto en cuenta, y observando las graficas para los perfiles de
velocidad, se puede ver que éstas no son simétricas y esto puede explicarse
precisamente debido al flujo inducido por el gradiente de presion, puesto que, por la
condicion de escapada radial, al material le es mas facil fluir en una direccién que en
otra debido a la inclinacion de las moléculas. Si se toman distintos valores de ¢ con A
de la misma magnitud pero signo opuesto, ha de verse que en las configuraciones para
flujo para gradientes negativos, el director puede rotar en angulos mayores a los 90°
disminuyendo después para alcanzar el angulo definitivo en la pared, mientras que para
gradientes positivos el angulo aumenta poco a poco hasta alcanzar el angulo final en la
superficie. Es visible en las configuraciones para €(x) que para valores mayores de o el
angulo tiende a 90° (caso anclaje fuerte). Los perfiles de velocidad muestran una
desviacion del flujo parabolico tipo de Poiseuille debido a la viscosidad dependiente de

la posicion g ().
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Capitulo 4

Campos Opticos en guias de ondas

4.1 Guias de ondas

Consideremos ahora la propagacion de ondas electromagnéticas en el interior de
tubos huecos de extremos abiertos o guias de ondas, como la mostrada en la Figura 4.1.
Supondremos que éstas tienen la misma seccién transversal en toda su longitud y que
estan hechas de un conductor perfecto, entonces E = 0 v B = 0 en el conductor mismo:
esta propiedad define las condiciones en la frontera (en la pared interior), que a saber

son:

(4.1)

Figura 4.1: Guia de ondas.
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Consideremos campos clectromagnéticos que se propagan a lo largo de la guia
de ondas v fijemos el eje z en esa direceion. También supondremos campos armonicos,
representados por ondas planas. de manera que las expresiones de los campos deben
incorporar el factor exp[i(kz — wt)). La constante de propagacion a lo largo del gje z.
k, dara informacion sobre el tipo de propagacion (si hav o no atenuacién, las
velocidades de fase v de grupo. etc.), para nuestro estudio interesa solo el caso de & real.

los campos pueden escribirse como!***°;

E(x,3,2,0) = Eo(x, y)exp [i(kz - w0)] -

B(x, v,z t) = Bo(x,y)exp [i(kz — wt)]

Supondremos que no existen fuentes de campo en el interior de la guia (cargas v
corrientes independientes o inducidas por el campo eléctrico presente) por lo que J = 0,

Estos campos deberan cumplir las ecuaciones de Maxwell

a)V-E=0 c]?xli:—?—

at
{4.3)
1 dE
b 'i’ L] = ﬂ d R
)V-B )VxB 37
El problema consiste en encontrar B, v By tal que los campos, Ecs. (4.2), satisfagan las
ccuaciones de Maxwell, Ecs. (4.3), junto con las condiciones en la frontera, Ecs. (4.1).
En general las ondas confinadas no son transversales por lo que para que las
condiciones en la frontera se ajusten a nuestros calculos debemos incluir las
componentes longitudinales /. v B., asi pues

(4.4)
By = B,i + B,j + B,k

48

Por convencion se llama modo TEM (Transversal Electromagnético) a la situacion

donde ambos campos son transversales a la direccion de propagacion, k.= B.= 0, modo
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donde cada una de las componentes es funcion solo de x ¢ y. Al sustitwir en las Ecs.

(4.3¢) vy (4.34) obtenemos:

dE, 2 0B, W
a) a; — ikEy = iwB, d) T ikBy = —i—Ey
dE 5 p dB W
b) ikE, "a_:= iwB, e) ikB, —EE =—i—E, (4.5)
dE, 0E, _ B, @B, | w
T oy =0 e

Resolviendo para k. £y, B. v B, en términos de las componentes longitudinales se ticne:

i dE, 0B,
a)E, = 5 (k +w )
@ dx dy
=) -
i dE, 0B,
B)E, = (k £ )
O L (4.6)
c
i dB, w ﬁ'B,)
e (E)z_kz(k dx c%ay
c
- i dB;, w dE,
d)gy—'(_cg)?-_kz( ay '@ By)
c
Sustituyendo las Ecs. (4.6) en las Ecs. (4.3a¢) v (4.3h) obtenemos:
i T N,
[—a—xii-aﬁ-i-(?) *—k]Ez'—_ﬂ‘
8% 0% Nt (4.7)
i i e e [ | == J =
[ﬂx2+ﬂy2+(c) k]Bz 0

Por convencion se llama modo TEM (Transversal Electromagnético) a la situacion

donde ambos campos son transversales a la direccion de propagacion, £.= B. = (), modo
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TE (Transversal Eléctrico) cuando solo el campo eléctrico es transversal, £, = 0, y

modo TM (Transversal Magnético) cuando solo el campo magnético es transversal, B;

= (), (véase la Figura 4.2).
E E
B
o
a) b) c)

Figura 4.2: Modos transversales: a) Electromagnético, b) Eléctrico, ¢) Magnético.

Los modos TEM no pueden ocurrir en una guia de ondas hueca y para probarlo

tomemos £. = 0 en la ley de Gauss, Ec. (4.3a), para tener

Oy O3 o (4.8)
dx dy

y si B. =0, la ley de Faraday, Ec. (4.3c), queda

OE, OE, _

ax dy (4.9)

Asi, el vector Eg en la Ec. (4.4) tiene divergencia cero y rotacional cero, entonces puede
escribirse como ¢l gradiente de un potencial escalar que satisface la ecuacién de
Laplace, pero por la condicion en la frontera sobre E, Ec. (4.1), se requiere que la

superficie sea equipotencial, y como la ecuacion de Laplace no admite maximos ni
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minimos locales, esto significa que el potencial es constante en la guia y por lo tanto, el

campo eléctrico es cero, es decir, no existen ondas TEM.

4.2 Guia de ondas rectangular hueca

Ahora hemos de encontrar los modos TE y TM en una guia de ondas
rectangular, como la que se muestra en la Figura 4.3. Para ello, necesitamos resolver las

Ecs. (4.7) proponiendo para los campos eléctrico y magnético la forma:

¥, (x,y) = X(x)Y(y) (4.10)

Figura 4.3: Guia de ondas rectangular.

Como se establecio en las Ecs. (4.1), para un conductor perfecto las condiciones en la
frontera son:

aynxE=0 ; b)n-B=0 (4.11)

donde n es un vector unitario perpendicular a la superficie, lo que nos lleva a:

E,=B,=0 enx =0 a

(4.12)

Il
Il

Ey
Ex=E,=By,=0 eny=0b

51



4.2.1 Modos TE

En los modos TE, E. = 0y B. # 0, por lo tanto hemos de encontrar la expresion

para B.. La segunda de las Ecs. (4.7) es:

g= @8 wy?
2 —
ﬁ'l-a—yz-f-(?) —k]Bz-—O (4.13)
y de la Ec. (4.10) se sigue que
B, = X(x)Y(y) (4.14)

Sustituyendo en la ecuacion para B,

gk LB [(“’)2 k2l xy =0
0x?2 ? B ] N

dy? o
Dividiendo por B.
10%°X 10%Y [w\2
x5 et (5) —K =0
luego haciendo

(%)2 —k? = k2 + k2 (4.15)

obtenemos las ecuaciones para X(x) y ¥()

13%X
— e s
4) X 0x2 iy
) (4.16)
10°Y
ot ol NN |
b) 7357 = %
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Asi, la solucion para X(x) es

X(x) = Asenk,x + Bcosk,x (4.17)

Las condiciones en la frontera dadas por la Ec. (4.12) requieren que B, y también i—i{-

(segun la Ec. (4.6c)) se anulen en x = 0 y en x = a. Aplicando la primera de ellas en

x = 0 se obtiene 4 = 0, de modo que
X(x) = Bcosk,x (4.18)
Al aplicar la condicién en x = a se obtiene
ky=— (m=0,12,..) (4.19)
entonces la solucion para X(x) es

s
X(x)= BCOSTX (4.20)

Siguiendo un procedimiento similar para ¥(y) obtenemos

nm
ky = T (n =1.1,2, ) (4.21)
la solucion para ¥(y)
nm
Yy)= DcosTy (4.22)

Con estos resultados obtenemos finalmente la expresion para B.
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B.(x,y) = B,cos (_mﬂ_;-r x) cos (R?K y) (4.23)

donde B, es una constante.

4.2.2 Modos TM

En los modos TM, B.= 0 v E.# 0 por lo que hay que encontrar la expresion para

I.. De la primera de las Ecs. (4.7) tenemos:

@ 8 nd
F.‘[_2+E_E+(?) —k*|E;=0 (4.24)

de 1a Ec. (4.10) se sigue que

E, = X(x)Y () (4.25)

Sustituyendo en la Ec. (4.24) vy siguiendo un procedimiento similar al de la seccion

anterior, obtenemos que las ecuaciones para X{x) v ¥(y) son:

19X

gy BT Res
Xoxz K
(4.28)
1%y _ 5

donde kZ v k3 estan relacionadas por la Ec. (4.15). La solucién para X(x) es:

X(x) = Asenk.x + Bcosk,.x (4.27)

Las condiciones en la frontera dadas por la Ec. (4.12) indican que £.=0Oenx=0yen

x = a por lo que se debe cumplir que X{0) = 0, por lo tanto 8 = 0, de modo que



X(x) = Asenk,x (4.28)

Al aplicar la condicion en x = a se obtiene

kx e (m =12 ...) (4.29)
entonces

mmn
X(x)= Asen7x

(4.30)
Siguiendo el mismo procedimiento para ¥(y)
nm
ky = 5 (n=012..) (4.31)
y
nm
Y{y) = Csen?y (4.32)
por lo tanto,
o sl (433
E,(x,yv) = Eosen( = x) sen ( ; y)

Una vez obtenidos los valores para k. v &, de la ecuacion (4.15) podemos

obtener la constante de propagacion que resulta ser la misma para ambos modos (TE y

T™):

- |- )

Por ofra parte, la frecuencia limite a la cual la onda se vuelve imaginaria se le llama

Jrecuencia de corte, esto es, una frecuencia wy,y, tal que wpy < v esta dada l:,01.125]:

Wmn = CT (E)z + (2) (4.35)
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Asi, en términos de la frecuencia de corte, £ es:

la velocidad de la onda esta dada por:

cw c

(4.36)

—w—
e

mientras que la velocidad de grupo es:

4.3 Guia de ondas cilindrica hueca

\/wz——wmzz\/ @
“ -

n)2

(4.37)

(4.38)

Para analizar las propiedades de transmision de una guia de ondas cilindrica

(Figura 4.4) conviene utilizar un sistema de coordenadas cilindricas. Las ecuaciones

correspondientes a las Ecs. (4.7) en estas coordenadas son!***!

(4.39)

Para resolverlas aplicaremos las condiciones en la frontera adecuadas a la geometria

cilindrica y se obtendran las distribuciones del campo electromagnético dentro de la

guia. De la figura 4.4 se puede ver que para un conductor perfecto E es cero para toda

¢ en la frontera, es decir, en » =a. Asi mismo para los modos TE, £. = 0 en todos los
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puntos interiores y para los modos TM, £. # 0 con excepcion de la frontera donde £. = 0
para toda ¢ ya que no puede haber componente tangencial de campo cléctrico en el

conductor.

Figura 4.4: Guia de ondas cilindrica.

Siguiendo un procedimiento similar al de la Seccion 4.2, la Ec. (4.10) en este

caso toma la forma

Q(r,¢) = R(NP(p) (4.40)

Al sustituir la Ec. (4.40) en cualquiera de las Ecs. (4.39) se obtiene

(DH(GR) R 9%® w2 T -
rar\ ar +r_26qb2+[(?) B ] ==
Tomando
W
2N g2 _.2
(c) k ¥ (4.41)
dividiendo por  y multiplicando por * se obtiene
r262R+raR+162¢ 22 = §
Rorz "Ror dagz VT =
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Tomando a m” como la constante de separacion obtenemos

1040

I
Ea¢2+m =1

(4.42)

reg?R raR
S L 22 _mi=10
R Cpag FT

La segunda de las Ecs. (4.42) es la ecuacion diferencial Bessel cilindrica. La solucion
para ®(¢b) es

D(¢p) = Acosmgp + Bsenmg (4.43)

De la ecuacion para R(r) se obtiene
R(r) = Clm(yr) + DNy (yr) (4.44)

La funcion de Neumann (funcion Bessel de segundo tipo, N,,) ticne una singularidad en
r = 0, pues tiende a menos infinito cuando su argumento tiende a cero. Dado que seria
imposible tener un campo de magnitud infinita en el centro de la guia donde r = 0,
entonces /) = 0 para toda m. Por otra parte la geometria del problema exige que m sea
entero, puesto gue cada vez que ¢ aumente en 2 se debe obtener el mismo valor para
el campo. Esta condicion de periodicidad (o univaluamiento) indica que es suficiente
elegir de las funciones cosm¢ v senmg dadas en la Ec. (4.43) a una cualquiera de
ellas. segun la referencia que se elija para ¢ = 0°. Usando solo la funcion cosmd la

solucion para () es
O(r, ¢) = Aol (yr)cosme (4.45)

con A, una constate.
Una vez conocidos B. para los modos TE v k. para los modos TM. las demas

componentes del campo se obtienen a partir de las ecuaciones de Maxwell:
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ﬂ-) Er-_ﬂ;_kg ar ra¢
¢
—i dB, kﬂEz)
by E¢—m2 2(m ar rap
o (4.46)
i 0B, w OE,
%) B‘"'%Z__kz(k ar  cir a¢)
[
_ E w JE,; kﬂﬂz)
@) By _E;_k,_('c? ar Trop
C
4.3.1 Modos TE
De la Ec. (4.45) tenemos que B. ¢s:
(4.47)

B (r, @) = ApJm(yr)cosme

De la Ec. (4.46b) v del hecho de que para los modos TE se cumple que £. = 0, se

obtiene la condicion en la frontera, en r = a

—i dB,
E¢,T=ﬂ i mz 2 & al" lr—a - ﬂ {4.48}
ok )
por lo que
dB, i
-a_" = Agy/ m(}’r)cﬂm‘ijlr:a =0 (4.49)
T hia

En general Agycosme +# 0. luego debe cumplirse que

Jm()ly=q =0 (4.50)
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La naturaleza oscilatoria de la funcion Bessel permite tabular los argumentos para los
cuales la funcion vale cero. En la tabla 4.1 se muestran algunos ceros de la funcion

Bessel.

m=0| 2405 | 5520 | 8.654

m=1|3832|70i6|10.173

m=2|5136 | 8417 | 11.620

Tabla 4.1. Raices de la funcion Bessel.

Estas raices dan origen a la nomenclatura de cada uno de los modos de propagacioén en

la guia; asi denotando con k,,,, a las raices (y1)p, de J " (yr) = 0 como

¥Ya = Kmn

(4.51)
entonces para los modos TE,,, se tiene
..
4 A (4.52)
Sustituyendo en la ecuacion (4.41) encontramos que
2 2 2

J et a?

Siguiendo un criterio similar al que se aplico a las guias rectangulares, se deduce que no

habra propagacion en la guia a partir de la frecuencia en que k£ sea puramente
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imaginario. Dicha frecuencia de corte se obtiene igualando la iltima de las Ecs. (4.53) a

CCro:

la velocidad de la onda es;

i1
=== =
ke

4.3.2 Modos TM

En este caso B. = 0y k. esta dada por la Ec. (4.45)

E;(r, @) = Aglm(yr)cosme

La condicion en la frontera que debe cumplirse es

Ez'r:a =0

de manera que de la ecuacion (4.58) se tiene que

Eylymqg =0= J(¥r)lr=a

{4.54)

(4.55)

{4.56)

{4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)
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Siguiendo un procedimiento similar al que se hizo para los modos TE, designemos con

Tmn @ las raices (yr)m. para los cuales /;,, (yr) = 0

Ya=Tmn = Y=

entonces de la Ec. (4.41) se sigue que

2 2
i) Tmn
ﬁ' — —_—

Jecto oa?

(4.61)

(4.62)

La frecuencia de corte para estos modos TM,,, esta dada por una ecuacion similar a la

Ec. (4.54)

de modo que la constante de propagacion en términos de la frecuencia de corte es

k ==\ w? - wiy,

4.4 Guia de ondas cilindrica con nicleo de cristal liqguido nemitico

(4.63)

(4.64)

En las secciones anteriores analizamos guias de ondas huecas hechas de material

conductor perfecto. En esta seccion se ha de analizar una guia de ondas cilindrica de

radio R vy longitud L rodeado por un medio dieléctrico isotropico v homogéneo, con

constante dicléctrica €,,, en cuyo interior s¢ cncuentra un cristal liquido nematico

{5CB). Las configuraciones de equilibrio onentacional se determinan minimizando la

correspondiente energia libre de Frank y asumiendo una configuracion imicial de
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escapada radial. Bajo estas condiciones se hace incidir un haz de luz linealmente
polarizado de amplitud £, dentro de la guia. La dinamica de la propagacion de campos
opticos a través del nematico anisotropico es descrita en términos de las

correspondientes ecuaciones de Maxwell sin fuentes. Las ecuaciones de onda para los

[13]

campos son
EJ_E" GZH 1
——=—+VX[e7'VXH]=0
c? dt?
(4.65)
€€ 6‘21"'1 -
——+VUXx[e'VXE]=0
7 3zt [e7'V X E]
Los vectores D y E estan relacionados por la ecuacion constitutival'®

donde €;; es el tensor de permitividad el cual para un nemético uniaxial, tiene la

forma™!

El'j = El{st‘j + Eaninj (4.67)

donde i es el vector director. Los principales valores de este tensor para un nematico
uniaxial son denotados por €, y € que corresponden a las constantes dieléctricas
perpendicular y paralela al eje de la molécula respectivamente. En coordenadas

cilindricas 7.¢, z, las componentes del tensor son!"®
€ = €, + €g5en?0
€Erz = €, = EgSenfcosh
(4.68)
E¢¢ = €]

€, = €, + €4C05%6

Erp = Epr = Ez¢p = €pz = 0
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donde €, = € — €, es la anisotropia y 6 es el angulo entre el director del nematico y el
¢je del cilindro. Para muchos nematicos, la susceptibilidad magnética es mucho mas

pequeiia que en un dieléctrico, supondremos un medio no magnético, esto es
B = u,H (4.69)

En general ¢l rayo incidente no es plano o gaussiano, pero supondremos que los
modos normales dentro de la cavidad cilindrica son ondas planas propagandose a lo

largo del eje z, esto es

Ei(z,1,t) = Ej(r,ko)exp [i(Bz — wt)]

Bj(z,r,t) = Bj(r, k,)exp [i(fz — wt)]

(4.70)

donde j = r, ¢, z; B es la constante de propagacion v w es la frecuencia angular de la
onda. Para cada valor de f hay una distribucion especifica del campo descrita por las
ecuaciones en (4.70) las cuales permanecen sin cambios al propagarse a lo largo de la
guia. Estas distribuciones son llamados modos de las guias de ondas. Es importante
enfatizar que sélo las componentes transversales magnéticas E,, E. y Hs del campo
optico se acoplan a la dinamica de reorientacion, mientras que los modos TE no lo
hacen, como lo mostraremos més adelante. Los modos TM tienen solo una componente

transversal magnética y esta definida por las condiciones!"*

@) Hy(x = 0,kg) = 0
B) Hy(x = 1,ko) = HI' e

) E;(x = 1,kg) = EJ'(x = 1,kg)

donde Hg'(x, ko) y E7*(x, ko) son los campos magnético y eléctrico en el medio que

rodea al cilindro, cuyas expresiones explicitas estan dadas por'®!%!
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1 (dE,
E,
H.= L (4.78)
€

donde ko = w/c y p = B/ky. Notese que las ecuaciones (4.76), (4.77) y (4.78) no

e - - W . Pz T - x -



H'(x, ko) = AK, (xkoR\P? — €,) =
EN(x, ko) = —AkoR\p? — €mKy (xkuﬁ.' p*— Em)

(4.72)

aqui, Ky v K son las funciones Bessel cilindrica modificadas de orden n = 0, lm', Aes
una constante indeterminada v hemos introducido la variable adimensional x =%. Al
sustituir las expresiones de los campos expresados en (4.70) en las ccuaciones (4.65)

obtenemos el sistema de ecuaciones acopladas para los modos TM (Hy, E, y E;)

i ML SR )m%
 dxz +(x dx  cPolten )T e
ipkqR d(xe,,
R)*(e 6 —p Ez,)—t:" ’-Fxn (xe,,) Hy =
S . Erz d[xHﬂ-]
E.-= 7 [pe'._,sz, +i ﬁ:uRI—tiT (4.74)
€ d(xH
z —-‘E_'* PErzHlﬁ"'lk Rx (d-'({#] (4.75)
y para los modos TE (E, H, y H,) obtenemos el conjunto
d°Ey 1dEg 1
g + e + [(kDR}Z(EI —p?) - 35_2] Ep =0 (4.76)
1 (dE,
H, =— fikuﬁ(-dx_—-l‘ E¢) (4.77)
E
Hr =E— [4.?5]
&

donde ky = w/c vy p= B/k,. Nétese que las ecuaciones (4.76), (4.77) v (4.78) no
dependen de € v por lo tanto no se acoplan con la reorientacion, tal v como se habia

mencionado, esto significa que el cristal liquido es transparente a los modos TE.
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" Ky (koR\P® = €m

F,,p(ﬁ) =0
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Las ecuaciones que gobiernan la propagacion de ondas electromagneéticas son las
derivadas de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes v en medios cuya conductividad es
cero. Asi entonces, suponiendo campos monocromaticos como los de la ecuacion (4.70)
propagandose a lo largo del cilindro, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias para Hy, E, y E,. Sin embargo. hemos de resolver un sistema de ecuaciones
mas simple para valores reales de las amplitudes de ambos campos, eléctrico v

magncético, los cuales podemos redefinir introduciendo las variables

G, = —iEexp (—if)

(4.79)
Fg = Hgexp (—if)
cuva fase real /comun es
Te
f =pkoR f =dr' (4.80)
o Err

de modo que al sustituir (4.79) v (4.80) en las ecuaciones (4.73) v (4.75) sc obtiene el

sistema de ecuaciones simplificado

dG,
dx

+ kﬂR(EH = pE)F¢ =0
(4.81)
6= 1 &y d(xFy)
* " koRee, ¥ dx

Las condiciones en la frontera requicren la continuidad tangencial de ambos
campos en ¢l borde del cilindro, asi pues sustituyendo las mismas definiciones para

G, y Fy en las Ecs. (4.716) v (4.71¢) resulta

Fs(1) Ko(koRyp? — €p,
TG § 0 o B = e =0
z €in P g Kl (r'{nRJ,‘.}_z——E;J {4,32}
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Las ecuaciones expresadas en las ccuaciones (4.81) y (4.82) definen un problema
de valores en la frontera debido a que (4.81) ha de ser evaluada en diferentes puntos.
Este problema tiene las siguientes caracteristicas: primeramente, contiene coeficientes
que son funciones reales y segundo, estan escritos en términos de operadores
diferenciales autoadjuntos de primer orden. Estas propiedades, junto con la teoria de
Sturm Liouville, implican que sus eigenfunciones son reales. Resolvemos este problema
de valores en la frontera utilizando el método de disparo en el cual se¢ emplea el
algoritmo de Runge — Kutta para resolver simultaneamente las Ecs. (4.81) usando como
condiciones iniciales la segunda de las Ecs. (4.82) y un valor arbitrario para G,(0); asi
encontramos el valor de p para el cual la primera de las Ecs. (4.82) que relaciona G,(1)

y Fy(1) se satisface.

En las Figuras 4.5, 4.6 y 4.7 mostramos la fase y las amplitudes de los campos
eléctrico y magnético para el modo TM de orden cero, respectivamente, en una guia de
ondas cilindrica multimodal con nucleo de cristal liquido nematico 5CB, donde hemos
considerado el valor kyR = 13.6, para valores positivos y negativos de A (Ec. (3.29)),

asi como diferentes valores de o.
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Fig. 4.5: Diagramas que representan la fase como funcion de x = r/R para el cristal liquido 5CB con ¢ =
2 y valores de A positivos v negativos. El parametro ¢ mide la intensidad de anclaje a la pared interna
mientras que A mide la intensidad del flujo a través del gradiente de presion.
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Fig. 4.5: Diagramas que representan la fase como funcion de x — r/R para el cristal liquido 5CB con & =
4 y valores de A positivos y negativos. El parimetro ¢ mide la intensidad de anclaje a la pared interna
mientras que A mide la intensidad del flujo a través del gradiente de presion.
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Fig. 4.5: Diagramas que representan la fase como funcion de x — r/R para el cristal liquido 5CB con ¢ =
8 y valores de A positivos y negativos. El parametro ¢ mide la intensidad de anclaje a la pared interna
mientras que A mide la intensidad del flujo a través del gradiente de presion.

70



flkgR parac — =

4'“-1

-0.12 -

0,16 . r — ; - - — —
0.0 b.2 0.4 0.8 DB 1.0

Fig. 4.5: INagramas que representan la fase como funcion de x = r/R para el cristal liquido 3CB con e —
= y valores de A positivos v negativos. El pardmetro o mide la intensidad de anclaje a la pared interna
mientras que A mide la intensidad del flujo a través del gradiente de presion.
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Figura 4.6: Diagrama de amplitudes del campo eléctrico G, para los modos TM de orden cero como
funcion de x = r/R para ¢l cristal liquido 5CB para o = 2 y valores positivos y negativos de A. El
parametro o mide la intensidad de anclaje a la pared interna mientras que A mide la intensidad del flujo a
través del gradiente de presion.
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Figura 4.6 cont.: Diagrama de amplitudes del campo eléctrico G, para los modos TM de orden cero como
funcion de x = r/R para el cristal liguido SCB para ¢ = 4 y valores positivos y negativos de A. El
parametro ¢ mide la intensidad de anclaje a la pared interna mientras que A mide la intensidad del flujo a
través del gradiente de presion.
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Figura 4.6 cont.: Diagrama de amplitudes del campo eléctrico G, para los modos TM de orden cero como
funcion de x = r/R para el cristal liquido SCB para ¢ = 8 y valores positivos y negativos de A. El
parametro ¢ mide la intensidad de anclaje a la pared interna mientras que A mide la intensidad del flyjo a
través del gradiente de presion.
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Figura 4.6 cont.: Diagrama de amplitudes del campo eléctrico G, para los modos TM de orden cero como
funciéon de x — r/R para el cristal liquido 5CB para ¢ — o y valores positivos y negativos de A. El
parametro ¢ mide la intensidad de anclaje a la pared interna mientras que A mide la intensidad del flujo a
través del gradiente de presion.
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Figura 4.8: Diagrama de de amplitudes del campo magnético Fg de los modos TM de orden cero como
funcién de x = r/R para cl cristal liquido 5CB para ¢ = 2 y valores positivos y negativos de A. El

parametro o mide la intensidad de anclaje a la pared interna mientras que A mide la intensidad del flujo a
través del gradiente de presion.
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Figura 4.8: Diagrama de de amplitudes del campo magnético Fy de los modos TM de orden cero como
funcion de x = r/R para ¢l cristal liquido 5CB para & = 4 y valores positivos y negativos de A. El
parametro o mide la intensidad de anclaje a la pared inlerna mientras que A mide la intensidad del flujo a
través del gradiente de presion.
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Figura 4.8 cont.: Diagrama de de amplitudes del campo magnético Fy de los modos TM de orden cero
como funcion de x = r/R para el eristal liquido 5CB para o = 8 v valores positivos y negativos de A El
parametro o mide la intensidad de anclaje a la pared interna mientras que A mide la intensidad del flujo a

través del gradiente de presion.
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Figura 4.8 cont.: Diagrama de de amplitudes del campo magnético Fy de los modos TM de orden cero
como funcidn de x = r /R para el cristal liquido SCB para 6 — oo y valores positivos v negativos de A. El
parametro o mide la intensidad de anclaje a la pared interna mientras que A mide la intensidad del flujo a
través del gradiente de presion.
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Se han calculado los modos TM para el cristal liquido nematico SCB sujeto a un
gradiente de presion externo moviéndose en dos direcciones: hacia delante y hacia atras.
El valor finito tomado para kR = 13.6, permite tener una guia multimodal de la cual
solo se han considerado en este trabajo el caso de modo mas bajo que es el de orden

CCro.

De los resultados puede verse que la configuracion distorsionada del nematico
afecta dramaticamente la distribucion de las amplitudes de los campos dpticos en la
guia. Algunas observaciones para las amplitudes de los campos eléctrico y magnético

respectivamente son las siguientes.

Para o = 2, 4 y A positiva, en el centro del cilindro hay un méaximo de tal forma
que en esa region se observaria un punto intenso a lo largo del eje, excepto en algunos
caso como para A =0, 2.5, 5y o= 4 en los que en el centro del cilindro esta totalmente
oscuro y observandose anillos en regiones cercanas a 0.5 < x < 0.7. En los bordes hay

un minimo de tal forma que en esa region se observaria un anillo intenso para todo valor

deoyA.

Para 0 =8 y 6 — e y A positiva puede observarse que hay un méaximo alrededor
de 0.5 <x < 0.8 y un minimo en el borde del cilindro. Los méximos estan tan cerca que
nos induce a pensar que no importa que tan grande en magnitud sea el gradiente de
presion pues para estos casos influye mas el anclaje que el flujo puesto que las

amplitudes son las mismas solo hay desplazamiento en x.

Para 6 = 2, 4 y A negativa de igual manera en el centro del cilindro hay
maximos que se observarian como puntos intensos a lo largo del cilindro pero inclusive
para esos mismos valores se observa que en las demas regiones del cilindro para valores

entre -7.5 < A < -5 la amplitud del campo para 0.2 < x < 1 es casi nula, mientras que
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para -2.5 < A <0 en el centro es nula pero presenta un maximo alrededor de 0.5 <x <
0.7 y minimo alrededor de x = 1 que se observarian como anillos brillantes en ambas

regiones.

Para o = 8 y A negativa se ve que para -12.5 < A <-5 hay maximos alrededor de
0 <x < 0.1 lo que indica que se observaria un punto de intensidad maxima en esa
region, para A = -10, -12.5 se observa que hay otro maximo alrededor de x = 0.7 y un
minimo en x = 1 lo que se deduce entonces que en la guia habra tres regiones distintas
donde se propaga la onda, un punto en el centro, un anillo en x = 0.7 y un anillo mas en
x = 1. Para A = -7.5 se observa que para regiones x > 0.4 no hay transmision de la onda
por la guia salvo en 0 < x < 0.1 donde se observara un anillo pequefio en esa region.
Para A = -5 para regiones comprendidas entre 0.5 < x < | la onda se trasmite con

intensidad constante.

Para o — < con A negativa, se puede ver que los maximos para valores distintos
de A estan en diferentes regiones a lo largo de x inclusive los maximos observados para
A = -10, -12.5 son més pronunciados que para o més pequeiia, esto nos indica que el
campo puede transmitirse por regiones distintas a la vez habiendo regiones anulares

entre maximos.

Para ¢ = 2, 4 y valores de A positivas, indican que en el centro del cilindro no
hay transmision del campo solo en regiones comprendidas entre 0.5 < x < 0.8 donde se

observarian anillos, mientras que en los bordes de nuevo no se observaria nada.

Para 6 =8 y 6 — oo y valores de A positiva la transmision de la onda se da de
1gual manera que para ¢ pequefia con la diferencia que para estos casos la transmisién

se da casi en la misma region solo desplazada cierta cantidad una de la otra con la
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misma intensidad lo que nos indica que para ¢ grande no importa que tan grande o

pequeiio es el flujo pues la condicion en la frontera toma mayor relevancia.

Para o = 2, 4 y valores de A negativa se observa que para cierto valores de A
tales como -10 y -12.5 la onda se transmite por toda la guia sin un maximo especificado,
mientras que para los demas valores de A sigue habiendo maximos locales

representados en la guia como anillos de intensidad maxima.

Para 6 = 8 y 6 — ooy valores de A negativa puede verse que para ciertos valores
de A puede haber transmision del campo en dos regiones distintas de la guia, regiones
que al cambiar el flujo o la intensidad del anclaje, varia tanto el tamafio del maximo

como la posicion donde aparece.

Debido a que la orientacion de las moléculas se da a la formacion de dipolos, la
interaccién de éstos con los campos es la principal razén de la observacion de estos
resultados. El angulo que va formando la molécula debido al flujo desde el eje hasta la

pared influye directamente en la intensidad de los campos.

Es posible combinar dos sefiales opticas, una de ellas correspondiendo a un
modo TM de orden mas alto, tal que se propaguen independientemente en cada region

anular.
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Conclusiones

Partimos de un sistema estatico para un cilindro relleno de cristal liquido en el
que el sistema solo presentaba configuracion de escapada radial e introduciendo los
términos de anclajes fuerte y débil. Se obtuvieron las configuraciones de los angulos de
anclaje para diferentes valores del parametro ¢ que mide la intensidad de interaccion
con la pared observandose que entre mayor es éste parametro el cristal liquido tiende a

una configuracion homeotropica.

Siguiendo con el mismo sistema pero considerando la aplicacion de un gradiente
de presion en los extremos del cilindro, se defini6 un parametro real A en términos del
gradiente de presion pudiendo éste ser negativo o positivo, convirtiéndose en un sistema
dinamico. Se obtuvieron configuraciones para los angulos de anclaje para diferentes
valores del parametro o v A asi como los perfiles de velocidad para esos mismos
valores. En general se observo que para ¢ pequefia y A grandes en magnitud no hay
anclamiento mientras que para A pequedas si lo hay, v entre mas grande fuese el valor
de o predominaba esta condicion de frontera mas que el gradiente aplicado. Para los
perfiles de velocidad se observo que para o pequefia y magnitudes de A grandes el flujo
de Poiseuille no se ve tan afectado, para el caso de o pequefia y magnitudes de A
pequefias los perfiles son totalmente asimétricos. Para el caso de ¢ grandes en los que
aun para magnitudes de A iguales, los perfiles no son simétricos. La asimetria es debida
a que por la configuracion de escapada radial el flujo es mas favorable en una direccion

que en otra.
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Después se considero la propagacion de campos opticos. Se obtuvieron los
diagramas de fase y amplitudes de campos eléctrico y magnético. La transmision de los
campos a través de la guia con nucleo de cristal liquido depende fuertemente d;l signo
del parametro de flujo A, para valores de ¢ pequeiias. Para valores de ¢ grande el
parametro A con valores positivos se hace irrelevante tanto para los campo eléctrico v
magnético pues se observa la misma region anular solo desplazados entre sin una cierta
distancia mientras que para valores de A negativos y los valores de o para el campo
eléctrico se observan maximos por el centro y maximos por el centro y bordes
indicando regiones de transmision méaxima. Para el campo magnético solo se observan

maximos y en casos de o grande se llegan a observar incluso mas de un maximo donde

la el campo se transmite a la vez por esas regiones.
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Apéndice

Método de Disparo

Tomemos la siguiente ecuacion diferencial:
y'=fxyy) a<x<h
con las condiciones
y(@) =a y(b) =B

Este tipo de problema es conocido como problema de valor en la frontera. En el caso de
una ecuacion de segundo orden hacen falta las condiciones y(a) v ¥ (a) lo cual no es el
caso en este problema y en muchos otros. Hacen falta técnicas nuevas para resolver este
tipo de problemas cuando las condiciones impuestas son de un valor de frontera y no del
tipo de valor inicial; asi, antes de enunciar cualquier esquema numérico s necesario
decir bajo qué condiciones existe solucién a un problema de valores en la frontera y si

¢sta es unica.
Teorema:
Supongamos que f(x, y, ) es continua en la region

R={(x,y,y)a<x<h-0<y<+w—-0<y <+own}
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) . af 3 : _
y que 'a';_ =fHExyy)y P fy(x,¥,¥") son continuas en R. Si existe una M tal
que:

6y, y)>0 V(x,y,y)ER

Iy y)| <M V¥(xyy)€eR
entonces el problema con valor en la frontera
y'=flxyy) a<x<bh
y() =a y(b) =p
tiene solucion unica y(x)en a<x < b
Meétodo de disparo simple:

Veamos este método para resolver problemas no lineales de segundo orden con

valor en la frontera. Sea:
y'=fxyy) a<x<bh
y(@) =a y(b) =p

que supondremos admite solucion unica. Para abordar este problema, tomamos el valor
inicial y'(a) = s a fin de solucionar el problema de valor inicial relacionado. Entonces
podemos integrar la ecuacion para obtener una solucién aproximada con la esperanza de
que y(b) = B, si no resulta asi, entonces podemos alterar el valor de y'(a) que se ha
supuesto y comenzar el calculo de nuevo. Denotemos por s el valor hipotético para

y ‘(@) de modo que el correspondiente problema de valor inicial es
y'=fxyy)
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y@) =a y(a)=s

asumiendo que dicho problema tiene solucion tnica y(x; s) para cada s € R definida en
todo intervalo [a, b]. Si podemos encontrar una solucion s* tal que y(b; s*)=f
entonces y(x; s*) es la solucion de nuestro problema de valores en la frontera. Para
encontrar s*, definimos la ecuacion E(s) = y(b; s) - # vy por lo tanto se trata de encontrar
la raiz de esta ecuacion, podemos utilizar para ello el método de Runge - Kutta.
Partimos de un valor inicial s, “proximo a la raiz s*” y hacemos la iteracion:

Siv1 = Si — ﬂ

E'(sp)

la cual converge a s* si £ satisface ciertas hipotesis. En general no es posible calcular
una expresion analitica para y(x; s*) y por lo tanto tampoco de K(s), entonces la
derivada la calculamos como:

E(s; + h) — E(s;)

E(s) = :

Los valores para E(s; + h) y E(s;) se obtienen a partir de la resolucion de dos
problemas de valores iniciales de la forma anterior en los casos s = s; ys =5 +h
Ninguno de los problemas de valores iniciales puede resolverse exactamente asi pues
tiene que recurrirse a algin método de solucion numérico. Una vez obtenidas y(x; s,) y

y(x; s;+ h) sustituimos x por b, restamos Ay obtenemos los valores de £(s;) y E(s; + h).

La convergencia y exactitud del método dependen de la eleccion del punto
inicial sp y h y del método numérico para resolver los dos problemas de valores

iniciales.
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