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\ Introduccion

EI presente trabajo es la presentacion de un tema de actualidad. pero que pocas veces es
comsiderado como atractive para enseniarse a alumnos de licenciatura. Probablemente
esto se deba a que la gran cantidad de temas que se deben abarcar a lo largo del periodo que
comprende una carrera como la licenciatura en Fisica es tan grande y exigente, que no queda
tiempo suficiente para explorar mds. Sin embargo, conforme uno se desenvuelve en sus estudios
empieza a tomar afecto hacia ciertos temas que son diferentes de lo que se cursa de manera
general. Es por eso que cada alumno busca satisfacer sus inquietudes e intereses personales a la
hora de realizar su trabajo de tesis. Es muy satisfactorio para mi haber tenido una experiencia
tan cercana, si bien apenas una primera exploracidén, al tema de este trabajo: La Inflacidn
Cdsmica,

Naturalmente, la primera dificultad que surge es entender lo que esto significa. A lo largo
del trabajo tratamos de presentar en una secuencia ordenada los elementos mas bédsicos que se
deben tener para ir moldeando por si mismo la idea de Inflacién. En este punto debo remarcar
que el desarrollo del trabajo estd pensado para alumnos de licenciatura que hayan tomado un
curso de Mecdnica Tedrica. Primero hacemos una introduccion a los elementos de Cosmologia
(ue son necesarios para una mejor comprensidn del panorama general.

Los elementos de Cosmologia que se presentan van desde una breve deseripeidn de la Radia-
cidn Cdsmica de Fondo hasta un desarrollo de edmeo el concepto de Inflacidn complementa una
teoria mds grande: la del Big Bang. Introduciremos desde la primera seccidn la posibilidad de un
Universo con expansidn acelerada en alguna época de la vida del mismo; ésto, como una manera
de explicar la distribuecidn de temperaturas que se observa de la Radiacién Cdsmica de Fondo.
Sin embargo, empezamos a tratar de manera mas especifica esta idea en el eapitulo tres, donde
se presentan dos fallas del Modelo Cosmolégico Estdndar, y posteriormente la consideramos
completamente en el capitulo euatro. Es importante mencionar que toda la teorfa presentada se
basa en un principio muy impaortante: El Principio Cosmolégico. Fste nos brinda una imdgen
del Universo, pues se basa en la idea de que todo en él estd distribuido de manera homogénea

¥, por lo tanto, no hay regiones privilegiadas.
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En el capitulo dos, hacemos un breve recorrido por las ecuaciones que nos serdn titiles para
describir la dindamica del Universo vy de la Inflacién,

El ohjetive prineipal que buscamos en esta Tesis es usar el concepto de Inflacidn Césmica
para resolver los problemas del horizonte y de la planicie. ;En qué consisten estos problemas? El
Maodelo Cosmolégico Estdndar se basa en el principio Cosmolégico: para satisfacer las condiciones
impuestas por dicho principio, se modela el comportamiento del Universo como el de un finido
perfecto. Ademds, como consecuencia de nuestro modelo, es necesario dar una descripeidn de la
densidad, la presidn v la expansién. Esto se hace mediante un sistema de tres ecuaciones, las
cuales dan la dindmica del Universo: La ecuacidn de Friedmann, la ecuacidn de Conservacidn
Local de la Energia v una ecuacidn de Estado.

En el caso de la Expansidn, debemos mencionar que estd gobernada por el factor de escala;
éste es una funcidn que depende del tiempo, v es gracias a €l que gran parte del desarrollo de
la teoria es posible. El factor de escala nos dice cudl es la razdn de expansion del Universo. La
ecuaciin de Friedmann relaciona a este factor de escala y su derivada con el contenido energético
del Universo. Esto es, relaciona la forma geométrica del Universo con dicho contenido.

Para hacer una deseripeidn del Universo, seguiremos la prdctica comiin de dividir su historia
en eras, cada una de las cuales estd determinada por un periodo de tiempo durante el enal una
de las componentes del Universo (radiacién, materia, curvatura, ete.) prevalece sobre las otras,

La ecuacion de estado que se utiliza es de una forma particular P = wp, donde w es un
factor que esta relacionado con el periodo de interés. Debido a la forma de la ecuacidn de estado,
los modelos que satisfacen el Principio Cosmoldgico tienen nna singularidad correspondiente al
momento en que se dio origen al Universo; dicha singularidad recibe el nombre de Big Bang.
Un Universo modelado con estas caracteristicas tiene horizontes, se le llama asi a la distancia
méxima de donde puede llegarnos informacidn. Las regiones que se encuentran mds alld de esa
distancia se dice que estdn causalmente desconectadas de nosolros va que no ha habido tiempo
para que puedan influenciarmes directamente de alguna manera. La existencia de horizontes
vuelve imposible explicar la homogeneidad del Universo. Por otra parte, las mediciones mds
recientes indican que la densidad del Universo debe tener un valor critico en la etapa actual.
En el modelo estandar la tinica forma de lograr este valor para la densidad es mediante una
sintonizacidn fina de dicho pardmetro, lo cual es indeseable en una teoria completa,

Estas inconsistencias del modelo se conoeen respectivamente como: el problema del horizonte

y el problema de la planicie. Como veremos en el desarrollo de este trabajo, estos problemas se
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pueden resolver si el Universo atraviesa por un periodo de expansidn exponencial llamado Infla-
citn Cosmoldgica. En el capitule cuatro desarrollaremos la solucidn asumiendo este periodo de
expansion acelerada, en particular veremos como ésta punede ser producida por campos escalares
y encontraremos soluciones para algunas formas de estos campos.

Un reporte de los principales resultados obtenidos en el presente trabajo fue presentado en
el evento “Essential Cosmology for the Next Generation”, la primera escuela international del

Instituto Avanzado de Cosmologia (México).



Capitulo 1
Principios de

Cosmologia

a Cosmologia actual intenta escribir la biografia del Universo. Lograr semejante objetivo
L puede representar una hazaia muy dura de conquistar, ya que es dificil reconstruir la
historia de algo que existe mucho tiempo antes de que nuestra eivilizacion (incluso la Tierra y
el Sistema Solar) existiera.

Normalmente, cvando alguien desea plasmar la vida y obra de un personaje ilustre, se busca
informacidn en todo aguello que ha influido durante su vida: fecha y lngar de nacimiento, quienes
fueron sus padres, ete; incluso hay quienes optan por entrevistar a dicha persona y, de sus
respuestas, hacernos retroceder a lo largo del tiempo. Un sistema parvecido a este es el que
podemos usar para describir la evolucién del Universo; si bien es cierto que el grado de dificultad
aumenta, es mediante las reliquias que nos ha dejado el proceso de evolucidn, que podemos decir
muchas cosas de él.

Al hablar de reliquias, estamos haciendo referencia a varios ohjetos que se pueden observar

y analizar:

=« Reliquias Estructurales,

La aglomeracidn de estrellas en galaxias es una religuia estructural. Los cosmdlogos no
estdn interesados en objetos individuales, si no mas bien en los calenlos estadisticos que
conjuntos grandes de ellos nos proporeionan. Este tipo de reliquias son estructuras ge-
neradas por los cuerpos ya existentes en el Universo, lo eual nos permite analizar desde
una perspectiva mds general. Una de las principales cuestiones abiertas de la Cosmologia
moderna es cémo y cudndo se formaron y evolucionaron las estructuras. Esto da lugar a
un proceso que se conoce como formacién jerdrquica de estructuras, Primero se formardn
estructuras pequenas y poco masivas del tamano de cdmulos globulares, las enales se irdn
uniendo las unas a las otras para ir formando gradualmente estructuras mayores hasta

las galaxias, y, mds tarde, los ciimulos galdcticos. En Cosmologia, éstas ltimas son las
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estructuras por excelencia, ya que nos proporcionan un volimen considerable del Universo

y por ello constituyen una muestra representativa del mismo.

s Reliquias Materiales.

En una escala mayor que la de los edimulos, el Universo es homogéneo e isotrdpico. Asi como
la aglomeracién de materia en estrellas nos dice mucho en la historia de la galaxia, a escalas
mds grandes, su aglomeracion en cimulos nos brinda informaeion sobre la historia del
Universe temprano. La composicidn de la materia es una reliquia muy importante. Los
constituyventes materiales pueden dividirse en categorias tales coma materia, antimateria,
e incluso en reliquias ain mds exdticas como la materia oscura, pero para nuestra discusién
esto no es lo escencial: Nos interesa toda la informacién que el conjunto total, sin distineidn

entre ellas, puede brindarnos.

= Reliquias Etéreas,

Es a la radiacién a lo que le Hlamamos reliquia etérea. Es evidente que nuestro planeta
#s bombardeado por la radiacidn proveniente del Sol v otras estrellas lejanas, mismas
que mantienen al Universo lleno de [otones. Sin embargo, nosotros sélamente estamos
interesados en aquellos que son de origen cosmoldgico, es deeir, los fotones producidos en
épocas m ¥ tempranas en la edad del Universo v que avin nos llegan en nuestros dias como
Radiacién Cdsmica de Fondo (CMBR por su nombre en inglés). Podemos argumentar que
tal radiacién es universal y su fuente emisora no puede ser nada de nuestro entorno loecal,

debido a que su distribucidn es homogénea, por ello creemos que la CMBR es de origen

cosmoldgico.

Los diferentes tipos de reliquias brindan una amplia gama de informacidn sobre el Universo
temprano. Desafortunadamente, hay al menos dos razones por las que no podemos recons-
truir la historia s6lo mediante el andlisis de la evolucidn de dichas religuias en el tiempo.
Una es la termodindmica que durante la evolucidn del pasado hacia el presente, involucra
procesos disipativos que destruyen informacidn irreversiblemente. Tenemos entonces que
ser ingeniosos para dar un punto de partida gue, al evolucionarlo en el tiempo, nos brinde
una estructura semejante a la de la actualidad. Es aqui donde surge el segundo problema:
poder decir cuales eran las caracteristicas iniciales de dicho punto. Aiin asf, la informacidn
recopilada en observaciones de las diferentes reliquias permiten dar una descripeion muy

buena sobre el Universo. La Cosmologia se encarga de eso, v es una ciencia en constante
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renovacion,

= Principios Cosmoldgicos.

Para concluir esta seccién haremos hincapié en los prineipios que son fundamentales para
la Cosmologia. Observacionalmente tenemos que a escalas de 10° Mpe hay una gran
uniformidad en el Universo™. No nos referimos sélamente a una uniformidad en la densidad
media, sino a algunas otras propiedades: los tipos de galaxias. su composicidn quimica y
estelar, ete.  Se puede coneluir que, a gran escala, el Universo es homogéneo, v ademss
parece ser isotrdpico. Lo gue esto significa es que no es posible distinguir, por medio de
observaciones locales, ima direccidn del Universo de otra. Esto se conoce como Principio

Cosmoldgico.

Es importante recalcar tammbién ol Principio de Copérnico, el cual nos dice que las Leves

Fisicas que aplican en la Tierra, son vélidas para todo el Universo,

Estos dos principios son fundamentales para el andlisis del Universo, v son la base para la

Cosmologia moderna.

1.1. Radiacion

1.1.1. Radiacién de Cuerpo Negro

odos los cuerpos emiten radiacidn al medio que los rodea, v la absorben, también, de éste,
T La diferencia de temperaturas entre el cnerpo y su medio son la principal causa de este
fendmeno al eual se le conoce como radiacidn térmica. La materia en su fase sdlida o liquida
emite en un especiro continuo de energias. que depende casi exclusivamente de la temperatura
del cuerpo: sin embargo, si éste es un cuerpo muy caliente, el espectro de radiacién térmica que
emite también depende de la composicidn del mismo. Idealmente se tiene que sélo hay un tipo

de cuerpo cuyo espectro térmico emitido posee caracteristicas universales: el cuerpo negro.
Un euerpo negro es aquél que posee una superficie capaz de absorber toda la radiacion térmica

que incide sobre ella y que ademés no refleja lnz, por lo que se ve negro. Lo que distingue a estos

“La unidad de distancia que se ha introducido aqui, que se denota Mpe, es el megapdrsec. Comiin en mediciones
astrondmicas {sobre todo a las escalas interesantes para 1o Cosmologia) correspende a una distancia 3.26 x 10°

afies-luz 6 3.00 = 10%m,
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Figura 1.1: El espectro producido por la radiacién de cuerpo negro tiene la forma caracteristica

que se muestra en la fipura.

cuerpos de los demds (aparte de sus caracteristicas ya descritas) y que los hacen objeto de inferés
especial para los fisicos es que todos ellos a la misma temperatura emiten radiacion térmica con
el mismo espectro. La explicacién a las caracteristicas especificas de éste fue dada por Max
Planck en 1900 con una expresion que describe muy bien el comportamiento del espectro de
cuerpo negro.

La funcién de Planck nos dice cudntos fotones, n,d, por unidad de voliimen de espacio, ocu-
pan un intervalo de frecuencias dado d,, con frecuencia v en equilibrio térmico a la temperatura

T. De esta manera:

8 v3d,

Sy
ekXKT —1

Tyl = (1.1)

Para obtener su resultado, Planck tuvo que introducir la idea de que el intercambio de energia
en la naturaleza se hace en paquetes con cantidades discretas, lo cual dio principio a la mecanica
cuantica.

Un hecho importante, para la discusion en este trabajo, es que el espectro generado por
la. radiacién de origen cosmoldgico (nuestra reliquia etérea de la que hablamos en la seccidn
anterior) corresponde al espectro de cuerpo negro de Planck mostrado en la figura 1.1, lo cual
es una ventaja en el estudio de la radiacién que nos interesa pues, al coincidir con una teoria

bien conocida, la descripcidn de su comportamiento es menos complicada.

1.1.2. Radiacion Cdsmica de Fondo

L \ 1 sus origenes, hace aproximadamente 15 mil millones de anos, el Universo era una region
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muy pequena cuya temperatura era muy alta. Con dichas caracteristicas, éste Universo
primigenio debié emitir cierta radiacién térmica, con un espectro correspondiente a esas altas
temperaturas. Fsta es la radiacion cédsmica, cuyos origenes se remontan a los del Universo, y que
nos revela el estado de la antiguna materia césmica de la que fue emitida.

Para poder hacer esta ultima afirmacién, debemos estar seguros de que sea posible detectar
tal radiacién incluse en nuestros dias. Como es de esperarse, dicha reliquia debe tener una
temperatura mucho menor a la que tuvo al ser emitida, lo cual también ha alterado su espectro
original (el espectro detectado posee su maximo localizado en las frecuencias correspondientes
a las microondas).

;Cudl es el origen de esta radiacién y cudl era su temperatura en el momento en el que
fue emitida? El preblema de resolver estas preguntas se simplificarfa si pudieramos analizar el
espectro que fue generado por tal radiacién, el cual, como ya mencionamos anteriormente, serfa
el de un cuerpo a temperatura homogénea. Pero, jcorresponde en realidad el espectro de la
radiacién cdsmica de fondo con el espectro de un cuerpo negro? Determinar la forma exacta de
este espectro es una tarea muy importante, ya que la informacién que éste nos proporcione sobre
la radiacién césmica de fondo, podria revelarnos cuales fueron los mecdnismos que ocurrieron
para que se formaran las estructuras que hoy vemos en el Universo.

En 1965 Arno A. Penzias y Robert W. Wilson descubrieron la radiacién césmica de fondo
por accidente, mientras calibraban una antena que era sensible a la radiacién de microondas. A
pesar de su gran hallazgo, su instrumento no era sensible a todo el espectro electromagnético,
por lo que no pudieron determinar si era el esperado; sin embargo, algunos otros experimentos
realizados mas tarde por Woody y Richards de Berkeley pudieron confirmarlo, aunque los errores
experimentales eran inmensos, lo cual no brindaba resultados confiables. Fue con la llegada del
satélite COBE (el Explorador del Fondo Césmico, por sus siglas en inglés) que se pudo obtener
de manera precisa el espectro de la radiacién césmica de fondo (Figura 1.2). Al estar colocado
en Orbita alrededor de la Tierra, y por tanto fuera de su atmdsfera, la radiacién tiene que
cruzarse con menos obstdculos, lo cual disminuye el margen de errores que predominan en los
experimentos realizados en la superficie de la Tierra.

Se ha podido determinar que, a gran escala, la distribucién de temperatura de la radiacién
césmica de fondo es homogénea e isotrépica; sin embargo, a menores escalas tenemos agrupacio-
nes de materia como las estrellas y galaxias que son evidencia de que en el Universo temprano

existieron pequenas fluctuaciones en la distribucién de materia, a partir de las cuales se for-
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Intensidad de Radiacion por unidad de longitud
de onda (1078 Watte'mmj
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Figura 1.2: Este es un ajuste del espectro de la radiacién césmica de fondo tomado por el
satélite COBE. Podemos ver que corresponde a un espectro de cuerpo negro. (Tomada de

hittp: //hyperphysics.phy-astr. gsu. edu/Hbase/bkg3k. html)

maron. Tales fluctuaciones en la densidad de materia debieron dejar una marca en la radiacién
césmica de fondo, y fue gracias a la informacién tan precisa que el COBE recopil6 que dichas

anisotropias fueron detectadas.

1.1.3. Anisotropias en la CMBR

os primeros cdlculos sobre la temperatura de la Radiacién Césmica de Fondo fueron reali-
L zados por el fisico ruso George Gamow y sus colegas Ralph A. Alpher y Robert Hermann.
Segin ellos en nuestros dias la temperatura deberfa ser de 5 grados Kelvin. La temperatura
medida por Penzias y Wilson en su experimento fue de tan solo 3 grados Kelvin. De estos re-
sultados se verifica experimentalmente que, en efecto, la radiacién cdésmica se encuentra muy
fria. Para hablar de la temperatura de esta radiacién, debemos considerar una componente més.
Recordemos que la isotropia de la radiacién césmica de fondo es una propiedad muy importante.
Sin embargo, y como ya hemos mencionado, hay ciertas irregularidades que impiden que ésta
sea perfecta; es decir, podemos referirnos a ella por medio de su isotropfa caracteristica o, de la
misma manera, hablando de su baja anisotropia.

Normalmente se considera la temperatura anisotrdpica, la cual nos da la fluctuacién de
la temperatura como una funcién de la posicién angular en el cielo, en una fraccién de la
temperatura media Tp:

AT T(6,®) — To

T 0,0 =22 (12)
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Figura 1.3: Mapa del dipolo obtenido por el COBE. El ecuador se ha escogido de tal forma que
la galaxia se vea alineada con el eje ecuatorial. Las colores muestran el movimiento particular

de la tierra. (Tomado de http://mather.gsfe.nasa.gov/cobe/science. html)

Para poder dar una medida cuantitativa de las anisotropias en la radiacién césmica de fondo
(fluctuaciones) es necesario usar un cardcter estadistico en la temperatura de un punto a otro
en la esfera celeste.

La mayor anisotropia de la CMBR vista desde la Tierra es la presencia de corrimiento
Doppler debido al movimiento de nuestro planeta a través del espacio. Los fotones del CMBR
estan corridos al azul en la direccién de nuestro movimiento, v hacia el rojo en la direccion
opuesta. La presencia de estos corrimientos altera la temperatura del CMBR, de manera que
tiene la forma de un “dipolo” de temperatura como se puede apreciar en la figura 1.3.

Fue gracias al proyecto COBE que las fluctuaciones en la temperatura de la radiacién coésmi-
ca pudieron ser detectadas. Con la informacion obtenida por el satélite sobre la temperatura
proveniente de todas direcciones del cielo, fue posible generar un mapa. sobre la superficie de
una esfera, asigndndole a cada punto de esta una cierta temperatura. Lo que se pudo apreciar
directamente en dicho mapa es que hay dos regiones diametralmente opuestas: una fria y otra
caliente, lo cual ya se esperaba, pues es la contribucién del ya mencionado dipolo.

Sin embargo, el objetivo del COBE no era el dipolo, pues como ya mencionamos éste es debido
a nuestro movimiento a través del cielo y se consideran fluctuaciones materiales de origen local,
razén por la que es necesario removerlo del mapa para poder apreciar la senal del fondo.

Los mapas de los que se ha sustraido la contribucién del dipolo se evidencia que en la banda
ecuatorial hay una estructura que corresponde a nuestra galaxia (figura 1.4). Son también muy

notorias ciertas regiones que son mds frias o mds calientes que el promedio total. Sin embargo,
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Figura 1.4: Mapa de la radiacién césmica obtenido por el COBE al cual se le ha sustraido la
contribucién del dipolo. La regién ecuatorial corresponde a la radiacién generada por nuestra

galaxia. (Tomado de http://mather.gsfc.nasa.gov/cobe/science.htmi)

la sefial méas grande que se interpone entre la radiacién cdsmica y nuestros instrumentos es la
producida por nuestra galaxia.

Podemos ignorar dicho obstdculo nuevamente resténdoselo a nuestro mapa. Si se hace esto,
sobre el mapa quedan unas manchas de color rojo que corresponden a regiones méas calientes,
y otras de color azul que corresponden a regiones més frias (figura 1.5). Es ésto ultimo lo que
buscaba el COBE: la sefial de la radiacién césmica de fondo. Hay que recalcar que ciertas manchas
en el mapa son debidas a errores en el instrumento de medicién (lo cual es de esperarse), y que
por tanto pueden no ser de origen cosmolégico. Si el origen de las manchas es cosmico, éstas
corresponden a regiones del universo més densas que otras cuando éste tenia apenas 300,000
anios de existencia, que es el momento en que la materia y la radiacién se desacoplaron.

Para nuestra discusion particular, podemos decir que los resultados estadisticos indican que,
en efecto, el universo vivié una época en la que existian fluctuaciones en la densidad de la
materia y cuyo espectro (que se infiere de los datos de la CMBR observada) es consistente con
las predicciones del modelo inflacionario, mismo que estudiaremos mas adelante y segin el cual
el universo ha debido pasar por una época de expansion acelerada.

Recientemente se ha podido ohservar la CMBR con precision sin precedentes, en parte gracias
a experimentos como el “Wilkinson Microwave Anisotropy Probe” (WMAP por sus siglas en
inglés). En la figura 1.6 ilustramos como el modelo tedrico con €2 = 1 (curva roja) reproduce de

manera espectacular los datos experimentales.
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Figura 1.5: Mapa de la CMBR en el cual el dipolo y la radiacién de nuestra gala-
xia han sido sustraidas. Las regiones rojas son mas calientes que las azules. (Tomado de

http://mather.gsfe.nasa.gov/cobe/science. html)
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Figura 1.6: Grafica de la distribucién de las fluctuaciones de temperatura en la CMBR co-
mo funcién del momento dipolar. (Tomado de las observaciones satelitales mds recientes

http://www.nasa.gov/topics/universe/features/wmap- five.html)
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1.2, Expansion

1.2.1. Corrimiento al Rojo

omo se dijo en la seccidn anterior, todos los cuerpos son capaces de emitir o absorber

radiacién electromagnética, sin embargo si consideramos un determinado elemento en

estado gasecso v le suministramos energfa, los dtomos que lo conforman emitirdn radiacién en
ciertas frecuencias del visible, la cual constituye su espectro de emisidn.

51, por otro lado, recibe radiacidn electromagnética, la absorberd en las mismas frecuencias
en las que emite cuando se estimula. Este seria su espretro de absoreidn.

La observacidn de las lineas de absorcidén y emision constituyen una medida de la velocidad
relativa de la fuente, principalmente porque la radiacién emitida con una longitud de onda A, de
una fuente que se aleja de nosotros con velocidad » tendrd su longitud de onda con corrimiento-
Duoppler a A, cuando se observa en la Tierra. Para una fuente que se aleja, el corrimiento es tal
que, &, > A, v de ahique se le eonozea como Corrimiento al Rojo:

Ao — Ac
Ae

e

(1.3)

Dende A, v A, son las longitudes de onda observadas v emitidas. De la ecuacién 1.3 podemos

eseribir la expresidn para el corvimiento al rojo coma:

que nos da la razdn entre las longitudes de onda observadas v emitidas. Para una fuente gue se
acerca z seria negativa, ¥ esto corresponderfa a un “corrimiento al azul”.

El corriemiento al rojo también podemos eseribirlo en término de las frecuencias partiendo

de las relaciones Ag = = Yy ded, =

De esta manera, tendriamos:

z Ao'}te
Ae

— Ve — g
¥

Para encontrar la relacidn entre la velocidad con la que se mueve la fuente emisora, v, y
el corrimiento al rojo, 2z, empecemos por recordar que en la teorfa de la relatividad especial

podemos definir un tiempo entre dos eventos de la signiente manera;
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e2dr? = *dt? — da® {1.5)

Estudiando cinemdtica relativista encontramos que dicho tiempo propio es una cantidad
mensurable independiente de la posicidn del ohservador, es decir una cantidad invariante. Pode-
mos asegurar que los relojes que observan dos eventos entre los cuales no hay separacién espacial
(dz = 0) miden directamente este tiempo. También podemos ver que la trayectoria deserita por
los rayos de luz tienen un tiempo propio nulo.

Debido a la invariancia de d72, éste debe tener el mismo valor en un mareo de referencia con

una fuente de radiacién en reposo y otro con la fuente de radiacidn en movimiento, o bien:

dr? = dr” (1.6)

Donde 7' es el tiempo propio en el marco de referencia en movimiento con respecto a aquél
en donde se mide 7. Un observador en reposo que utilice un reloj de radiacidn, mediria pulsos de
radiacion consecutivos separados por un intervalo de espaciotiempo dr = di. Un observador en
la Tierra gue mire tal reloj alejAndose con velocidad v en la direceién 2 observard que los pulsos
estdn separados por un intervalo de tiempo dt’ y también por una distancia espacial dx’ = vdt’.

Usando las ecuaciones 1.5 v 1.6 tenemos:

2
dt = dr = dr' = dtﬂ—d:—zzxft—ﬁ'*dt’. (1.7)

Donde 3 = {;—'}9, En otras palabras, los dos sistemas de referencia estan relacionados de la

siguiente manera:

ot
7

Vemos de estas ecuaciones que el intervalo de tiempo dt’ siempre es mayor que el intervalo

dt' = {18}

dt, pero sélamente podemos apreciarlo cunando v = e. En el intervalo de tiempo dt’ la distancia
de la fuente de radiacidn al observador ha inerementado de edt’ a (¢ + v)dt'. Asi, el intervalo de

tiempo entre dos pulsos recibidos en el observatorio, vendra dado por la ecuacién 1.8;

e(l + Z)at

Vi-g

edi’
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A lo enal se le conoce como el corrimiento al rojo relativista y se acostumbra eseribir:

d (1 + 2
dt (1
(1-2)
Consideremos el efecto de corrimiento al rojo para luz que se emite con una frecuencia 1, de
tal manera que dt = t_,ir. asi se recibird con otra frecuencia vy, tal que dt’ = i;. por lo tanto:
1 =234 i
Uy = b | —5 :
o e 1+ tE

Para el caso en que las velocidades de recesién son muy pequeias comparadas con las de la

luz (v < ¢), podemos aproximar el corrimiento al rojo. Para ello de 1.4 y 1.9, escribimos:

Ve
Mo

@209 40

Para velocidades pequenas podemos hacer un desarrollo en serie para eada uno de los térmi-

I4+% =

nos del lado derecho, tenemos:

(l+£)% = 1+%g—§f—a(g)2-r-... (1.11)
(]—%)'E = 1+%§+;—:-3(E)2+... (1.12)

Despreciamos, los términos cuadriticos v de orden superior para escribir una aproximacidn

a la ecuacion 1.10, de la forma:

g R — (1.13)

Asi, hemos encontrado que para velocidades muy bajas comparadas con la luz, el efecto

Dappler en longitudes de onda, AX = A, — ), puede eseribirse como:

ge 2 (1.14)
N ©
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1.2.2. El Universo en Expansion

aciendo mencién del principio de Copérnico, podemos concluir que todos los observado-
H res sin importar el lugar en que se encuentren, al tiempo presente, ven una expansion
isotrépica. Esto significa que el Universo permanece homogéneo mientras se expande, de acuer-
do al principio cosmoldgico, v de aqui llegamos a una conclusién muy importante: La expansion
del Universo puede ser descrita por una sola funcién del tiempo, R(t). Esta funcion es llamada

el factor de escala.

Figura 1.7: En la esfera del lado izquierdo, tres galaxias A, B y C al tiempo ¢;. Hacia el tiempo
t, las galaxias se expanden alejindose entre ellas hasta llegar a la posicion A’, B’ C’ mostrada

en el dibujo del lado derecho.

Para ver esta expansién isotrépica de la que hablamos, hagamos el siguiente ejercicio: Con-
sideremos tres galaxias A, B, C, como en la figura 1.7, a un tiempo inicial ¢; y a un tiempo t
posterior, y analicemos la expansién desde el punto de vista de un observador en A.

Vemos ademds, que las galaxias A y B se encuentran en el circulo que estd sobre el plano
XY, a un angulo radial de 6; y 6 respectivamente. Al tiempo t;, vemos que las distancias de
separacién entre A y B podemos obtenerla haciendo unos calculos sencillos, y apoydndonos de
la figura 1.8.

Sea r el radio del circulo de la figura 1.8. Entonces, para calcular la distancia AB:
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Figura 1.8: Vista del plano en que se encuentran las galaxias A y B.

Sl 4+ SQ = ’T’(ﬂ' = 92) (1.16)
53 = T — T‘('?T il 92) (1.17)
v de aqui, obtenemos:
AB = 8
== ?‘[’.‘T — (62 + 91)] (1.18)

Las distancias AC' y C'B son claramente:

AC=CB= r2 (1.19)

Al final de esta seccidn, veremos que la expansion es “con el espacio y no en el espacio”,
por lo que para el tiempo t, cuando las galaxias se han expandido alejandose entre ellas, sus
distancias de separacién han aumentado pero también el radio de este universo. Supongamos

que el incremento fue r — r 4+ Ar.



1.2. Expansion 18

La isotropia implica que el incremento en la distancia AB—A’B’ debe ser el mismo que
AC— A'C"; pero, desde el punto de vista del observador en C, la isotropia requiere que la expan-
si6n AC sea ignal que en BC'.Si hacemos los calculos para las nuevas distancias de separacion,

obtendriamos lo siguiente:

AB = (r+Ar)r— (02 +6))] (1.20)
AC = (r4 Ar)> (1.21)
2 o+ &) (1.22)

Si hacemos una razon entre las distancias primadas y las no primadas,y renombrando » + Ar

como r' obtenemos que, la razén de expansién fue:

A’B’ _ rRAr ¢
‘4-3 : :,, N :r‘
ACT v+ Ar o
AC v
C'B" r+Ar B
cg T T

De aqui, podemos ver que el factor de expansién fue el mismo para las tres distancias, por
lo que podemos decir, que éste es un ejemplo de una expansién isotrépica. De los resultados

anteriores, podemos ver claramente que:

o al
A'B = aBL

r
y lo mismo ocurre para las otras distancias.

Vemos entonces, que la isotropia en cada punto implica que la expansién esta contolada por
una sola funcién del tiempo la cual denotamos con R(t), y de donde, las razones de las longitudes

correspondientes pueden obtenerse. Si AB tiene una longitud [; al tiempo t;, entonces, al tiempo

t, su longitud es:
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_ . R
U0 = bigees (1.23)

Ahora, si derivamos con respecto al tiempo obtenemos la velocidad relativa de B a A.

dl(t)

o) = —- (1.24)
@ - i 4RO %
v(t) = R(t) {1.25)
Y usando la ecuacidn 1.23, obtenemos:
_ R ;
v(t) = Rmil{t} {1.26)

Hay que recalcar que en esta expansion a la que nos referimos, el espacio crece conforme se
expande, por lo que no se debe pensar que los objetos se expanden en un espacio vacio, ya que
no hay un recipiente que contenga el Universo: La expansidn es con el espacio y no en el espacio.

La velocidad encontrada anteriormente, nos dice la razén a la cual el espacio entre A v B
estd incrementando, o bien, es una velocidad de expansidn. La ecuacidn 1.26 se conoce como
Ley de distancia-velocidad.

Para velocidades pequenas podemos usar la aproximacién v = ez de la ecuacidn 1.13, junto
con 1.26 v obtenemaos:

Rit)

ez zm:lﬁﬂ_}

(1.27)

De esta manera, al asumir una expansion homogénea e isotrdpica, podemos obtener una

relacidn lineal entre el corrimiento al rojo de una galaxia y su distancia a nosotros.

1.2.3. Ley de Hubble

n 1920, Edwin Hubble midid el espectro de 18 galaxias espirales cuya distancia a nosotros

1 _J era muy bien conocida. Ademads, para cada una de ellas, logré identificar patrones de lineas
de espectros aldmicos conocidos, v que exhibian un cierto corrimiento al rojo. Usando, entonees,

la ecuacidn 1.13 pudo calenlar las velocidades con una buena preeisidn.

En esa investigacion, Hubble encontrd una relacién entre el corrimiento al rojo v la distancia:

¢z = Hyl (1.28)
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Estudios posteriores han confirmado esta ley, misma que lleva su nombre. En términos mas
generales, Hubble descubrid que las velocidades de recesidn son una funcién de la distancia
dejandonos el mensaje de que el Universo se estd expandiendo.

Una vez que Hy se conoce, las mediciones del corrimiente al rojo se pueden usar junto con
la ley de Hubble para obtener la distancia a la galaxia. suponiendo que estd lo suficientemente
lejos para que la velocidad medida surja de la expansidn del Universo y no de algin fendmeno
dindmico local que produzea una velocidad particular.

La cantidad Hg de la ecuacidn se llama constante de Hubble y el valor que él encontrd ini-
cialmente para ella fue de Hy = 550kms™' Mpe™! [6]. Sin embargo, desde que realizé ese trabajo
en 1930, se han descubierto varios errores sistemsdticos en sus mediciones de distaneia, mismos
que han disminuido el valor de Hy a valores entre 50 y 100 kms~! Mpe~'.

Ya que es incierto el valor exacto de Hy, es usual eseribir:

Hy = 100hkms™ Mpe™! {1.29)
teniendo el valor de h como un respaldo que se pueda ajustar si se requiere. Su valor actual es

de h = 0.65 [6].

Si comparamos la ecuacidn 1.28 con 1.27, podemos escribir:

_ R(t)
" R(1)

Esto es, reconocemos el pardmetro de Hubhble como una funcidn del tiempo, pero independiente

H (1.30)

de la posicién en eunalquier instante. Este pardmetro es una razén de factores de eseala, lo cual lo
hace independiente de la eleceidn de la posicidn, y por lo tanto es una cantidad muy impertante
en Cosmologia ya que nos da una medida observable de la razén con la que se expande el
Universo.

Como la expansion puede variar con el tiempo, se introduce otro parémetro mdis que nos
dé esta razdn de cambio. Este, debe tener un valor que dependa de las unidades del tiempo
y en el valor absoluto arbitrario de la escala de longitud, por lo que no seria medible. Mis
adelante, cuando consideremos la esfera de Hubble (seccién 3.3.2) veremos como surge el niimero

adimensional elegido como una medida de la deceleracidn de la expansién del Universo:

RR

9==7 (1.31)
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La cantidad g se llama pardmetro de deceleracidn, y el signo menos se eligié porque se

pensaba que la expansidn deberia estar disminuyendo conforme el Universo envejece,

1.2.4, Edad y Tamano del Universo

i asumimos que la velocidad de expansion es constante, dos galaxias separadas una distancia

dp al tiempo actual se alejan con una velocidad:

v = Hd = Hydg (1.32)

entoneces la distancia que separaba este par de galaxias era cero al tiempo Hy ! antes del
presente. Asf, H; ' nos brinda una edad estimada del Universo actual. Una escala caracteristica

de tiempo para la expansién del Universo es el tiempo de Hubble [2]:

= Hy' = 9.78h7" x 10° afios {1.33)

Podemos interpretar al término 7y como una aproximacion a la edad, ty, del Universn, sin
embargo recordemos que este calenlo asume que la expansidn ocurrid a un ritmo constante y
por lo tanto la interpetacidn no es precisa.

Bl pardametro de Hubble también determina la escala del tamano del Universo observable
actualmente. Al tiempo 1y, la radiacidn, viajando a la velocidad de la luz e, ha alcanzado el

radio de Hubble [2]:

ry = e = 3000h! Mpe. {1.34)

Para dejarlo mds claro, de acuerdo a la ley de Huhble, los ohjetos a esta distancia se alejan
con la velocidad de la luz, la cual es un limite absoluto en la Teoria de la Relatividad Especial.

Usando la relacidn entre z v la distancia. ecnacién 1.27. obtenemos:

= HQE fl35:|
b

Esto es valido para galaxias con z < 1, ya que podemos ver de 1.10 que z es infinito para
objetos a distancias de rg, alejdndose con la velocidad de la luz, pues la expresidn bajo el signo
de raiz va a cero. Por lo tanto, no nos llega informacién proveniente de distancias més lejanas,
debido a que en esas longitudes de onda habria un corrimiento infinito hacia el rojo. Asf, ninguna

particula creada con el Universo puede exceder esta distancia.
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1.2.5. Radiacién y Expansién

TDH cosmologia, nos encontramos con el escenario siguiente: radiacién interactuando con ma-

1_J teria en un universo que se expande. Avin no hemos hablado de materia, lo cual dejaremos
para la seccién siguiente, dedicdndonos por ahora a la radiacidn v la expansién. En la seccidn
anterior hemos hecho una pequenia deseripeidn de la radiacion de origen cosmoldgico: la CMBR.
Vimos que el espectro praducido por esta radiacién se comporta como el espectro de un cuerpo
negro, lo cual nos facilita su estudio. Por otro lado, en esta seccidn nos hemos dedicado a la
expansién del Universo, que tiene la caracteristica de estar regida por una funcidn del tiempo: el
factor de escala R(1). El objetivo ahora, es encontrar la manera de relacionar el factor de escala
con la funcién de Planck de cuerpo negro, v obtener resultados titiles, Empezaremos consideran-
do una regidn del Universe donde se ha emitido radiacidn cdsmica con cierta longitud de onda

A, de manera tal que se produce efecto Doppler. De la ecuacién 1.14 tenemos:

dA  dv .
= — (1.36)
De la ley de distancia-velocidad, ecuacidn 1.26, tenemos:
R
dv = Hdy = —dz (1.37)
R
Lo cnal nos deja como resultado:
ﬂ ~ Hdx
N e
A _ dR
A R
A = R(Y) {1.38)

Esta ecuacion nos dice que la longitud de onda se estira con el Universo; ahora bien, usando

1.38, tenemos que la razdn entre las lambdas (emitida y observada) se relaciona con R(t) de la

forma:
Ao _ Rfto)
— e (e 1.
A~ R(t) el
Finalmente, comparando con 1.4, llegamos a la expresidn:
R(to)
l4z=—— ;
+z R(te) (1.40)

Este 1iltimo resultado 1.40 se conoce como relacién de Lemaitre y es de gran importaneia, pues

relaciona el corrimiento al rojo con la expansién. De esta manera, si conocemos el corrimiento



1.2. Expansidn 23

al rajo z de una galaxia lejana, entonces podemaos saber que tanto se ha expandido el factor de
escala desde que su luz fue emitida,

Mostraremos ahora que el espectro de cuerpo negro prevalece atin bajo la influencia de la
expansién. Para ello, consideremos el espectro a un tiempo t, el cual estd dado por la funcién

de Planck 1.1:

8r 13,
frdy = = e T
ek’ = |

Como estamos en un Universo que se expande, una regidn del espacio aumenta sus dimen-
]
siones, v por lo tanto su volumen a una razén de %&. De esta manera, la densidad del mimero de

fotones a un tiempo £y, también se verd afectado por la misma razdn de expansidn. Asf, tenemos:
RTI
nuody = Egnpdu (1.41)

Sustituvendo la ecuacién de Planck en la expresidn anterior nos da como resultado:

R 8 idy

Podemos considerar la expresidn 1.39 en términos de las frecuencias o = "ﬁf y sustituirla en

1.42 para obtener:

8 pidig
i {i‘ digy = T e e 1.43:!

Comparando este 1iltimo resultado con la funeidn de Planck 1.1, vemos que corresponde a

un espectro de cuerpo negro con temperatura;
To = — (1.44)

De esta manera, vemos que la expansién del Universo conserva la forma del espectro de

cuerpo negro, pero de 1.44 vemos que modifica la temperatura de acuerdo a la relacién:
RT = constante {1.45)

Coma el factor de escala avmenta con el tiempo, para que la ecuacién anterior permanezea
constante, debe ocurrir que la temperatura disminuya con la expansidn, es decir, la expansién

enfria al Universo.
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1.3. Materia

a cantidad de materia en el Universo, es de suma importancia en Cosmologia. Se han dado
L muchos resultados inesperados, tales como la existencia de materia que no podemos de-
tectar v que ademds, no estd constituida por protones, electrones ni neutrones como la materia
normal que conoeemos. Sin embargo, para nuesira discusidn, no es necesario hacer considera-
ciones por separado de la componente material, lo que nos interesa es la informacién que el

comjunto total que ésta nos aporta.

1.3.1. Densidad Critica

T\ nuestro estudio de la densidad de materia del Universo, es usual expresar la densidad de

1_J masa promedio en términos de la densidad critica.

Para visualizar a lo que nos referimos con densidad eritica, consideremos dos galaxias situa-
das en una regién del espacio, separadas por una distancia r. Asumiendo a la caracteristica de
isotropia del Universo, podemos elegir a una de las galaxias como el centro de una esfera de
radio r, lo que dejarfa a la otra galaxia sobre la superficie de la esfera, Supongamos ahora que
este sistema esta en un Universo que se expande de acuerdo a la ley de Hubble {como el nuestro)
de tal manera que, conforme la expansidn ocurre la galaxia situada en la superficie de la esfera
se alejard del origen con una velocidad de escape que corresponde a la masa M de la regidn del
Universo que ocupa semejante esfera. La velocidad de escape es aquella que necesita cualquier
cuerpo para escapar de la atraceidn gravitatoria de enalquier otro ohjeto, Esta velocidad el al
que corresponde a energia total, cinética mds potencial, igul a cera, Por ejemplo, para un caso
sencillo de dos enerpos, uno de masa unitaria que intenta escapar de [a influencia gravitatoria de
otro muy masivo M, tenemos que su energia cinética por unidad de masa es T = “;; ademds, el
potencial gravitacional por unidad de masa es V = —%ﬂ. La velocidad que se necesita entonces

para que logre escapar ocurre cnando T + V = 0, o biem:

2GM
'v,p = ps {1146}
Apliquemos la Ley de Hubble a nuestro caso:
Hr = v
2GM
Hr = i (1.47)
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Podemos usar la masa M de nuestra esfera en términes de su densidad:
Mf B Vﬂ {1."18}

Sustituyendo en 1.47, ¥ elevando al enadrado:

- EGVpc

H*r? . (1.49)
Sustituyendo el volumen que ocupa nuestra esfera, y simplificando:
2G 3 p,
B = —G**—Tl"’— (1.50)
g = o (1.51)
3
(1.52)

De esta expresidn podemos despejar la densidad, a la que llamaremos densidad critica o

3H?

= —_— 1.53
8n7 ( )

P

Hemos obtenido una expresidn para la densidad que es una funeidén del tiempo a través del
parametro de Hubble (H), que es vilida para nuestro Universo. En nuestro ejemplo podemos
ver que, si la densidad de la esfera es muy grande, la velocidad que se necesita para escapar
del potencial nunca se alcanza, v la galaxia es atraida hacia el origen; si en cambio, la densidad
es baja, la galaxia escapa para siempre de la influencia del potencial. Hay que remarcar que
si dicha densidad p del Universo es lo suficientemente grande, la expansion se detendrd, es
por esta razdn que se le conoce como densidad critica. Diferentes valores de la densidad nos
permiten referirnos a diferentes modelos cosmoldgicos del Universo. Para p > p. se dice que el
Universo es cerrado; con p < p. se considera un Universo abierto. 8i sustituimos el valor de Hy
en 1.53 obtendremos el valor de pe al tiempo presente, que expresada en unidades cosmoldgicas
65 (pe)o = 2.76210" h2 Mo Mpe™ ~ 8.6 x 107* Kg/m® " [4]. Esta cantidad corresponde a tener

una densidad de un protén por metro eibico.

1.3.2. El Pardmetro de Densidad

Pndemns hacer uso de la densidad critica para remover las dimensiones en la densidad. En
lugar de densidades escribiremos entonees el pardmetro de densidad €, definido como la

razén entre la densidad del Universo v su densidad eritica:

""En esta expresian, v en el resto de este trabajo, el simbolo M representa la masa del Sol
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0= £

Pe

By "
ﬂ = Eﬂ—zp (1-04}

En este trabajo sdlo consideraremos la densidad total 2. Cabe sefialar que se acostumbra
dividir esta densidad en tres componentes: una contribucion de la materia €1, otra debido a la
radiacidn £), y una tercera componente extra que llamaremos 4. No hay una razén evidente para
agrogar esta dltima componente, su introduceion se ha vuelto necesaria a raiz de observaciones
recientes [1):

03 <=M, + 0+ (1.55)

Si existe alguna otra fuente de masa-energia, ésta debe contribuir a €2 y per tanto debe ser

sumada a ella. Las cantidades correspondientes al tiempo presente son:

Oy = (o
g = (D)o
Qs = (Do
Az, tenemos también:
=+ Qr+ D (1.56)

La contribucidn de Qp al pardmetro total de densidad Qg en la actualidad, es muy pequerio
comparado con 2y, pero fue la componente dominante para {0 en el Universo temprano. El
valor que se estima para Q) estd en el rango de 0.15 a 0.30[1].

Las observaciones recientes realizadas por el COBE y WMAP indican que 2 = 1. Esto nos

llevard a plantear en el capftulo 3 uno de los problemas del modelo cosmoldgico estandar: El

problema de la planicie,



Capitulo 2 |
Teoria FLRW

Tn el capitulo anterior se ha hecho una breve discusion acerca de los constituyentes del

A _J Universo. Se ha hablado de radiacién y de materia, asi como de la expansién del Universo.
Un punto importante que debemos recalear en esa discusion es que todo lo hemos considerado en
base al principio cosmoldgico sobre la homogeneidad e isotropia del Universo. Ahora es necesario
construir un modelo del Universo en el que se satisfaga completamente. Esto se cumple en la
métrica FLRW, por lo gque recurriremos a ella para nuestro estudio. El modelo del Universo que
consideraremos contendrd una forma de materia muy sencilla: estard lleno de un fluido perfecto.
Esta es una aproximacion acertada en muchas situaciones, En un fluido en el que la trayectoria
libre media entre colisiones de sus particulas es muy pequefia comparada con nuestra escala de
interés fisico, el Auido se considera perfecto, en donde las 1inicas magnitudes fisicas tomadas en
consideracién son las densidades uniformes, las presiones isétropas de materia y de radiacion.
En el easo de nuestro Universo, por ejemplo, podemos considerar la isotropia y homogeneidad
de éste alin sabiendo que localmente esto no es cierto, ya que nuestras escalas de interés fisico
son comparables al tamano del Universo.

Asi, a escalas del orden del Universo entero, la interaccidn que domina la dindmica es la
gravedad; su descripeidn eorrecta se logra mediante la Relatividad General, Particularmente,
la manera en que se distribuye la materia en el Universo estd descrita por las ecuaciones de

Einstein para el campo gravitacional:

Gﬁ:.i - Rmi‘_é n,-J'H + 1‘"1{;“'? — 8nT28

Donde G*?, el tensor de Einstein, contiene la informacién de la forma que adopta el espacio-
tiempo para una coleccidn de materia/energia v T%9, el tensor de esfuerzo-energia, contiene la
informacidn de la distribucidn de materia/energia en una regidn del espaciotiempo. La solucidn
exacta a estas ecuaciones va mas alld de los alcances de este trabajo, aguf sélo diremos que como
parte fundamental es importante modelar 7% como el contenido que estamos suponiendo para
nuestro Universo y (7% se define a través de este contenido y esta determinado por nna métrica
del espaciotiempo (es decir, por la forma de medir distancias), Para poder hacer una descripeidn

del Universo, partivemos de las ecuaciones de Einstein aplicadas al modelo del fluido perfecto,

i
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por lo que necesitaremos conocer tres magnitudes fisicas: la presidn, la densidad ¥ el factor de
expansién. Para hacerlo, habrd que tener tres ecuaciones para que exista un sistema soluble, ¥
la deserpeidn sea completa: La Ecuacidn de Friedmann, la Ecuacidn del Fluido y la Ecuacidn de

Estado. Haremos una presentacién de esas ecuaciones en este capitulo.

2.1. La Métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

]:nir.'iwemos nuestro estudio considerando un espacio plano de tres dimensiones x(t), y(t) v
z(t}, en el que consideraremos al tiempo eomo un parametro absoluto. Podemos obtener el

elemento de linea de la sipuiente manera:
di? = do® + dy? + d2? (2.1)

El mismo espacio puede ser deserito si consideramos a dl en coordenadas curvilineas, como

por ejemplo en coordenadas esféricas:

r = Rsinfcosg
¥y = Rsinfsing
g = H{:DSE

Necesitamos obtener dr®.dy® v dz?, v con ellos finalmente a di*:

Para las intenciones de nuestro trabajo, sin embargo, haremos uso de un espacio plano de
cuatro dimensiones lamado espacio de Minkowski. En él, el tiempo deja de ser un pardme-
tro absoluto para convertirse en una coordenada mds, generando asi lo gue se conoce como

espaciotiempo. El elemento de linea ahora es:
ds® = ¢*dt® — dy® — dy® — dz* (2.2)
O bien, en coordenadas esféricas:
ds* = c*dt® — dR® — R*dp* — R*sin® fdap?

Un ejemplo en nuestro espacio curvado que podemos considerar es el de la hipersuperficie de

una hiperesfera de radio a, embebida en un espacio de cuatro dimensiones:

X2+ ¥i4 224 Wi=g? (2.3)
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Podemos escribir el elemento de linea de la misma forma que en 2.2, extendiéndolo a cuatro

coordenadas:
di* = dX* + dY? + dZ° + dW? (2.4)
Despejando W de 2.3, tenemos:
l-{-" = {ﬂ,‘z_xg_y’z“_zzié
AV XdX +YdY + 242
(a? — X2 —y2— 72)}
AW - (XdX + YdY + ZdZ)*

a® — X2 _y2_ 72
Sustituyendo en 2.4:

(XdX + YdY + ZdZ)?

dit =dX? +dY? +d2% + (2.5)
O bien, en coordenadas esféricas:
di? = ;;'Ef‘:i; + R*d6® + R? sin® fdo? (2.6)
Si ahora incluimos la coordenada temporal en 2.6, tenemos:
ds* = Rt —dl®
— Pdt? - 'fd’r‘;z + R2d0% + R*sin 0%de? (2.7)
a2 —
Reemplazando la distancia propia R por la razén adimensional + = f, tememos:
ds® = c?di® — a® (ld—:-_; + r2df? + v? sin® ﬂdxpr'}) (2.8)

Recordemos que nuestro punto de partida fue una hiperesfera, por lo que dicha informacion
debe estar contenida de alguna manera en la ecvacién 2.8. Haciendo un andlisis de ella vemos
que dsta se encuentra en el signo negativo que acompana al primer término dentro del paréntesis.
Dado que no sabemaos con certeza cual es la forma exacta de la curvatura de nuestro Universe,
debemos extender la ecuacidn 2.8 de tal manera que contenga todos los casos posibles, Esto
lo logramos afiadiendo un pardmetro k que puede adoptar los valores +1, 0, —1, para tener
finalmente la métrica FLRW:

dr®
1 — k2

ds* = 2di® — R(t)? ( + r2df* + r?sin’ ﬂdr,ﬁ'-‘-‘) (2.9)

Todos los casos de curvatura son cubiertos de esta manera, pues si k = 41 tenemos una hiper-

esfera, k = 0 es un espacio plano y k = —1 es un espacio hiperboloide. Esta métrica describe
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nuestro Universo en una tres-superticie curvada, eon un radio R(t) que se expande con el tiempo,
\lamado factor de escala v un pardmetro de curvatura que, eomo ya se menciond, desconocemos,
De esta manera, si en algiin momento determinado el Universo es homogéneo e isotrdpico con la
métrica FLRW, entonces siempre lo serd ya gque es el factor de escala R(t) de distancias espacia-
les el que cambia con el tiempo vy no la localizacidn del punto (r8,0). Asi, los desplazamientos

son dr = dff = dep = 0, v la métrica 2.9 se reduce a:
ds® = e2dt*

Por esta razdn, las coordenadas v, # v o se llaman coordenadas comdviles, v ¢l marco en
expansion marco comdvil. Un observador en reposo en un marco comdvil ohserva el Universo de
manera homogénea e isotrdpica, por lo que recibe el nombre de observador fundamental.

Si deseamos encontrar la distancia [ que hay al tiempo presente entre nuestra galaxia y alguna
otra, en coordenadas comdviles (r, 0, 0), vemos que ! depende de la geometria intrinseca del
espaciotiempo, del valor de k, y de la evolucién del Universo con el tiempo deserito por R(t). De
la Relatividad General, sabemos que la luz se mueve en una geoddsica sobre una hipersuperficie

en el espacio de 4 dimensiones de la métrica FLRW. Asi, el incremento espacial dado por 2.9 es:

dl = |di|
dr
di = Ril)———
{ }\f | — kr?
que al integrar gqueda:
r dr'
l = R(t) W e e (2:10)

De agui podemos obtener una relacién va mencionada en el capitulo 1, diferenciando 2.10 eon

respecto al tiempo, ¥ considerando a » como constante va que es una coordenada edmovil:

. rodr
i = R f o
® o V1 =kr?
Considerando { = v, tenemos:

; Tl

Notemos que aparece la misma integral que en la ecuacidn 2.10, por lo que 2,11 puede

reescribirse de la siguiente manera;
Bit)
=
fi(t)

I (2.12)
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Hemos obtenido el flujo de Hubble © experimentado por una galaxia distante en [, el cual
es proporeional a la distancia. Esta es la ley de distancia-Velocidad considerada antes, pero que
surge de una forma mds general:

v = H(t)l (2.13)

Recordemos que v es una velocidad debida al Big Bang, es decir la velocidad de expansidn

de la geometria del espaciotiempo.

2.2. Ecuaciones de Campo

asta ahora, hemos hablado del Universo en términes de su geometria, o simplemente ha-
ciendo uso de su cinemadtica, Sin embargo, para los fines que nos interesan, es necesario
introducir las ecuaciones de campo que lo rigen.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

d (LY OL
- (5) -2 o (2.14)

donde t es el pardmetro de tiempo en la versién clisica. Fstas ecuaciones quedan determinadas

completamente si conocemos la lagrangiana del sistema en discusidn: L = L{x, ).
Para nuestro caso, consideraremos una lagrangiana que es funcidn de 2N variables indepen-
dientes 2€ v #%

L{i€, 2°) = égn;.{;!."'}i“ﬂ}b (2.15)

Derivando la lagrangiana de acuerdo a 2.14, tenemos:

aL 1 35 P
o ~ 2%prt Tl gy

1 : | A
= Eﬂubd?rh + agﬂbm“ﬁ?

0 s X
= 5908+ 5 Gact

(2.16)
-ﬂL 1 aﬂ'{;b sisb
dae 28" "

1 i
Eﬁf Gapd®3°

Ii

De esta manera, las ecuaciones de Euler-Lagrange nos quedan:

d{yl:bib} I ] b -
—“du — E L E"e" =0 (EET]
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Extendiendo la derivada total del primer término de la ecuacién 2.17:

d(gad®) g’ da® di?

b
= P b ——
di Bz dr . | debgy
By

a b
= 3@ch-’l“-u33 " bl

Volviendo de esta manera a la ecuacién 2.17, tenemos:

Gept® + Opgept®d® — %@Cgabi?“iﬁb =0 (2.18)
Reescribiendo:
geb® + %(@zgcb + ObGea — Oegap)E?d® = 0
Finalmente, podemos escribir las ecuaciones 2.14 como:
gost” + Tegpd®3” =0 (2.19)

Donde:

et = (aﬂlg(_‘b 1 6bgca o ac'gab)

SR

son coeficientes de conexién, normalmente conocidos como simbolos de Christoffel.
Podemos escribir la ecuacién 2.19 de una manera distinta si subimos un indice en ella de la

siguiente manera.

97 gepi® + g7 Toapd®d® = 0
8§7° +I7,4%4° = 0

frYe: c sanb
#° + Iga®d” =0 (2.20)
Las ecuaciones 2.20 son para geodésicas parametrizadas, con:

cd (

L i : ;
Tep = 59°(0agab + ObGad — Ougab)

-

Para obtener las ecuaciones de campo que necesitamos, usaremos la métrica de FLRW estu-

diada en la seccidn anterior, ecnacidn 2.9:

y . dr? ;
gudz’dz’ = ds® = 2dt? — R(1)? (ﬁ + r2d6® + 12 sin? (7’(1'(;52)
2
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La lagrangiana en este caso es:

3 "‘2 . ¥ ) .
L(i%,27) = é {t'? = R(t)* (ﬁ + 7262 + r? sin® 9@52)} (2.21)

1
Donde el punto denota la derivada con respecto al pardmetro u. Necesitamos ahora obtener las

derivadas parciales:

oL
ol
oL

80
oL —R%
or L —kr?

d—l} = —R*»2%sin%0é

¢

4 52 ¥ w i

%‘% — —RHI (1?“ + 7"292 + T‘2 SiﬂQ QQ')Z)
t —kr

£ PG LS o . . .

%% = (—lﬁ% — R%r6% — R%prsin® 04?

(5‘_L

o6

6[1

(of)

= §

= —R*»%)

_— -
— —R%?sinfcos0¢*

Sustituyendo estos resultados en 2.14, obtenemos las ecuaciones:

52 N & .
t+ RR (# + 7262 4 r25in? 0(/)2> = { (2.22)
— k2
—~R¥  2RR'ir  R%kri? 555 . abe 5 S
- - 22 si = 2.8

Tk T—ke? (1 ke2p T 070t Rorein®00 ’ )
—R*?0 — 2RR'r*16 — 2R*ri0 + R*r*sinfcos 0> = 0 (2.24)
—R%%sin’ 0¢ — 2RR'v?sin’ 0l — 2R?rsin® 07¢ — 2R*r? sin cos 08¢ = 0 (2.25)

Donde hemos usado R = %‘?

Estas ecuaciones son la versidn covariante de las ecuaciones de geodésica dada por 2.19. Como
9w ©s diagonal, es fdcil obtener la versién contravariante de estas ecuaciones, como en 2.20. Todo
lo que hay que hacer es dividir cada ecuacién, de tal manera que hagamos los coeficientes de #,

i

7, 8, ¢ iguales a uno. De esta manera, obtenemos las ecuaciones de geodésica para la métrica
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FLRW:
t+ RR F + 262 + r?sin?0¢% ) = 0 (2.26)
' 1 — kr? ' '
5 o k2 ; :
iy gt g (1 — VB2 (1 — B2 a2 082 — .
7 - Rtr 1 T r(l —kr?)8* — (1 — kr°)sin” 8¢ 0 (2.27)
s o Ra 2. s
g+ Qﬁtﬁ + -1 —sinfcosfe” = 0O (2.28)
i -
IR T T
fb+2-§£¢ +2-¢p+2cotfllp = 0 (2.29)
; T

5i ahora comparamos 2.26, 2.27, 2.28, 2.29 con la ecuacion 2.20, podemos obtener los coefi-

cientes de conexidn (simbolos de Christoffel), los cuales son cero, a excepcién de los siguientes:

g RR'
= 2

% = RR'r’sin®d
R!

raln = *é’ = HU

- kr

7= 1 kr?

Fég = —r(l —k 2)

I3 = =r(l —kr?)sin?0
Rf

Ige = B F%o
1 y

Iy = 5= I3,

'3, = —sinflcosh
Ri

Pgs = ﬁ = Pgo
1

rfy = l-my

I‘%a = ©¢otd = Fgg

Ahora, usando el tensor de Ricci, definido por™:

B T, 4 1€ 0 pi

Juno pot pr pvt po

m
En esta, v todas las expresiones hemos hecho uso de la siguiente natacién para indicar derivadas:

O.A=A,

(2.30)
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Y recordando que I'l, = 'y, tenemos:

&
ROO = 3??
R —RR+2R? + 2k
e 1 — kr2
Rz = —(RR+2R?+2k)r?
Rss = —(RR+2R?+ 2k)r?sin?d

R,uu = 01 (Ju’ /- V)

Como se menciond anteriormente, para poder aplicar la teorfa de la Relatividad General al
Universo, debemos idealizar a éste, modeldndolo como un fluido perfecto, libre de viscosidad y
propiedades de conduccién de calor. De esta manera, el tensor de esfuerzo energia T, para este
modelo es:

Ty.z/ = (:O + P)u;.tu!/ = Pg,uu (231)

Que es el mismo para un fluido perfecto, donde p es su densidad propia, P es su presion, u,
es la velocidad mundo de las particulas del fluido (para este caso estrellas, galaxias, ete). Por
conveniencia usaremos unidades con ¢ = 1.

De las ecuaciones de campo de Einstein:
1
R* — §Rg“” = —8rGT" (2.32)

Podemos obtener una expresién alternativa:

o1
-q"r’V HUW — SRQH‘YQ'YV — —87((;"97?/ T!u'Y

¥

] e
R — RO

—8rGTH

Haciendo p = v, tenemos:
1
L ZR§H — I
Ry, QROM = —8rGT}

Como 6 = 4, tenemos:
i y

R—-2R = —-8rGT
—-R = —-8rGT
R = 8xGT

Sustituyendo esto en la ecuacién 2.32 y reeseribiendola:

1
Ry = 87G(Ty — Tg,) (2.33)
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Volvamos ahora al tensor de esfuerzo energia, ecuacidn 2.21. Consideremos el caso en que

u#u, = 1, lo enal nos deja como resultado:
T = (p Phéﬁﬁﬂ — P
O bien, contrayendo:
¢"T = (p PME‘EEHW — Py g™
. = (p+ P — P
5i ahora tomamos ¢ = p y recordamoes que 8, = 4, llegamos al resultado:
T=p—3P (2.34)
En nuestro sistema coordenado comdvil, se eumple que u* = §f, de tal manera que:
Uy = Gy = Guo = EE

Por lo tanto, 2.31 se vuelve:

T = (p + PYSS] ~ Py (2.35)

Usando estos dos resultados 2.34 v 2.35, podemos escribir el lado derecho de la ecnacidn 2.33

de la signiente manera:

I |
T;u-' = ETQMH == {p + PJ&:]";E e F‘g.”l" i a{lﬂ - EP]*‘?.‘“'

(p+ PSS = 50— Pl

El tensor métrico g, para el elemento de linea FLRW es:

1 0 0 0
| @ R O 0
la 5 =g 0
0] 0 0 — R gin? g

De esta forma podemos obtener:

l L
Tw—=-Togw = E{ﬂ +3F)

2
1 1({p— P)R?
T S
= ‘JTE” 2 1=k
I 1 .
Tas — ETQH:; = E{P- P)R*r*sin” ¢

|
T - ETQHV = 0,(p#v)
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Asi, volviendo a las ecuaciones de campo de Einstein en la forma 2.33, tenemos:
1 5.4
Roo = 5 87G(p + 3P)

Pero ya hemos obtenido antes Rpp. Esto nos lleva a :
R
3% = —4nG(p +3P) (2.36)

El resto de las ecuaciones son iguales, con la siguiente formas:
RR +2a% + 2k = 4xG(p — P)R® (2.37)

La razén por la que estas tres ecuaciones son equivalentes, se debe a la homogeneidad e
isotropia del elemento de linea FLRW.
Si ahora despejamos R de 2.36 y sustituimos en 2.37, obtenemos:

-8 . o
5 pRZ+ R2 4+ k=0

Desarrollando ésta tiltima expresidn:

m+k::8ibR?
R? k 8r(d
'R T 3
Recordando que H = %, obtenemos una ecuacién de suma importancia para nuestros
propodsitos:
H? = ?;a— % (2.38)

Esta se conoce como la ecuacién de Friedmann.
Volvamos ahora a la ecuacién 2.36 y reescribdmosla de la signiente manera:

R —4r(7 .
—=— 2.
7 3 (p+3P), (2.39)

que es la ecuacién de aceleracidn.
Por otro lado, volviendo al tensor de esfuerzo energfa para fluidos perfectos, ecuacién 2.31,
podemos notar que éste es simétrico y que esta compuesto por los campos vectoriales y escalares

que caracterizan al fluido: p, P y u*.

Haciendo un poco de desarrollo en dicho tensor, obtenemos el siguiente resultado:
™ = (p+ P)u*u” — Pg*”
Ty, = (p+ P)u* — Pu*

Ty, = put (2.40)
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Podemos decir que T#"u, es la densidad de 4-momento del fluido. Tomando la divergencia

del tensor de esfuerzo energfa 2.31, e ignalando a cero, ohtenemos el resultado siguiente:

(pu*)spv” + put'n®,y +Pulju® + Pufu” + Py ute” — Py g™ =0
La velocidad mundo u" satisface u#u, = 1,que al diferenciarlo nos da:
-u,z B+ 2 Wy, =0
Esto implica que u,u, = 0. Aplicando esto en la ecuacién 2.41, vemos que:
(put') u + Put;, =0
Con esto, la ecuacién 2.41 se simplifica a:
(o + PYuu = (g —uw'u)P,,
Podemos reescribir 2.43 en la forma siguiente:
put + (p+ P)(u, + Tl u”) = 0
De nuevo, en nuestro sistema comévil tenemos w* = §f. Esto nos reduce a:

R
p+3(p+ )R )

p+3H(p+P) = 0

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

Esta es la ecuacién del Fluido, la tercer ecuacién que completa la descripeién de la evolucién

del Universo,

Podemos escribir la ecuacidn del fluido de una forma distinta. Partiendo de la ecuacién 2.45

multiplicamos por R3(¢) en ambos lados, lo cual nos da como resultado:
- 3 20 _
PR +3(p+p)R°R =10

Separando términos obtenemos:

dR® .. dR®
TPt =P

Finalmente, obtenemos la expresién alternativa buscadas:

d(pHs) ' dR3 1]

L

Esta ecuacién se conoce como ecuacién de conservacién local de la energfa.

(2.46)
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2.3. Ecuacion de Estado

a ecuacion de Friedmann 2.38, 1a de aceleracidn 2.39 v la ecuacidn de fluido 2.45 encontradas

en la seceidn anterior, nos permiten caleular la evolueién en el tiempo del factor de escala

R(t) asi como de la densidad p(f) v la presidn p(t), siempre v cuando conozeamos la relacidn

que hay entre estas dos 1iltimas, o bien la ecuacién de estado del sistema. Anteriormente ya

hemos modelado el Universo como un fluide perfecto, lo cual nos ayndé en la obtencidn de las

ecnaciones ya mencionadas, ahora veamos un punto de suma importancia: jeudl es la ecuacidn
de estado que describe nmestro maodelo?

La ecnacidn de estado para nuestro fluido es una funeién de la presion en términos de la
densidad o viceversa p = p( o)™, lo enal en muchos casos de interés ffsico se expresa de manera
apropiada de la signiente manera:

p = wpe’ (2.47)
donde el pardmetro w es una constante que estd dentro del intervalo 0 € w < | eonoeido como
intervalo de Zel'dovich.

Este resultado nos permite obtener la ecuacién de estado para el fluido a diferentes valores
de w. Para w = 0 tenemos el caso del pelvo (material que no ejerce presidn), la cual es una
buena aproximacién al comportamiento de fluidos no relativistas; por otro lado, para el caso de

particulas relativistas (un gas de fotones por ejemplo), la ecuacidn de estado es:

p = —pc (2.48)

Sélo debemos considerar el caso en el que w sea constante en el tiempo; de esta manera, si

consideramos la ecuacidn de estado 2.47 en la eenacidn de conservacion local de la energia 2.46,

Lenemos:
d(pRY) dR®
4w =} 2.4
T fwp i (2 49)
Reagrupando términos:
ldp 3 dR
e et ol | e
e + R{ +w) = (2.50)
Integrando estailtima ecuacidn tenemos:
pRA) = ponstante (2.51)

" De aqui en adelante denotaremos la presién con p
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De esta manera hemos obtenido una relacién entre el factor de escala R(t) v la densidad p
en cualquier época en la historia del Universo. Podemos elegir la constante de tal manera que

coincida con los valores que se miden en la actualidad:
pRZ€(1+w‘) - POwRS(ler) (2.52)

donde pp, y Ro son los valores medidos en la actualidad, dependiendo de la época a la que

nos referimos.

2.4. El Universo de Materia y de Radiacién

P odemos aplicar esta ltima ecuacidn 2.52 a dos diferentes etapas en la historia del Universo,
el periodo de dominio de materia y el periodo de radiacién.

En la actualidad, se ha medido la densidad de materia del Universo, cuyo valor es [1]:
py = 1.88 x 107 842Q),, kgm ™3

En este momento, el valor de h ~ 0.65, ©,,, ~ 0.3 [1]. Con estas consideraciones, la densidad de

materia del Universo en nuestro tiempo es de:
; —o7 =3
pr = 2.38 x 107 kgm

Podemos comparar este valor con el de la densidad debida a la Radiacién Césmica de Fondo,

el cual es [1):

Py = 4.6 x 1073 kgm=2 ~ 1075y,

Ademds, la contribucién a la densidad debido a otras especies relativistas (neutrinos) en la

actualidad es de [1]:

pn = 0.68p, st m, =10
Pv ~ P~ 5% my 7’L 0

(2.53)

Donde m,, denota la masa del neutrino. Vemos que la densidad de materia es grande com-
parada con las de radiacién y de neutrinos. La densidad total del Universo la podemos obtener

de la siguiente manera:

p=pm+ py+pu (2.54)
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Asf, si ignoramos las posibles contribuciones de p., ¥ p,, tenemos p ~ pyy al tiempo actual. De
esta forma, podemos decir que nuestro Universo estd dominado por materia.

Para un Universo dominado por materia, tenemos, como una huena aproximacidon, el Universo
del Polve, el cual es un fluido no viscoso y sin presidn, euya ecuacion de estado ya mencionamos
anteriormente:

p=0 (2.55)

Con este valor para w en la ecuacidén 2.52, tenemos:
pR* = pRY (2.56)
Podemos ver que en un Universo dominado por materia, la densidad de materia va como:
P~ B3 (2.57)

O hien, haciendo uso de la relacidn de Lemaitre 1.40:

% —(1+2) (2.58)

Obtenemos una expresidn entre las densidades (a un tiempo arbitrario y al tiempo actual)

y el corrimiento al rojo z:
Prn = po(1 + 2)° (2.59)

Mostremos la aplicacidn de la ecuacién de Hubble eonsiderando un Universo plano & = 0

donde la materia domina. La ecuacidn de Friedmenn 2,38, se reduce:

R = {%G]pﬂg (2.60)

Usando la ecuacidn 2,56, tenemaos:

di Br N
5 =\ (FCImRIR"

Finalmente, integrando obtenemaos una expresién temporal para el factor de escala:

3:/(52G :
R(t) = VAT Rallacak A (2.61)

2

Por otro lado, tenemos el Universo dominado por radiacién. Este Universo tiene lugar a

tiempos muy tempranos en la edad del Universo, cuando la densidad de radiacion p., y por
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tanto su efecto gravitacional excedian al de la materia; por esta razdn, la densidad de radiacion
dominaba la dindmica de la expresidn, o bien p = p. en las ecuaciones de estado.

En este caso, la ecuacidn de estado no es tan simple, va que el Universo estd lleno de un gas
de radiacién (fotones) que ejerce una presién. Dicha ecuacidn ya fue mencionada anteriormente
2.48, y estd dada por p = 1p.

Podemos sustituir dicha ecuacidn de estado en la de conservacién local de la energia, para
encontrar una relacion entre las densidades a un tiempo arbitrario v la del tiempo actual, pero
en vez de eso, recurramos a la eevacidn 2.52, sustituvendo w % en ella. De esta manera,

encontramos la relacidn buscada:
o B = po Ry (2.62)

O bien, haciendo uso de la relacidn de Lemaitre, tenemaos:

pr = po(1 + 2)* (2.63)

Vemos que en el Universo dominado por radiacién, la densidad va como:
Py~ R (2.64)

Usando esta relacién, v la densidad del Universo dominada por materia, podemos obtener el
valor de un z equivalente, para el cual el dominio de radiacién es igual al deminio de materia.

Tenemos para materia:

P = pa (1 + 2eg)’ (2.65)
Y para radiacidn:

py = pr(l + 2zeg)" (2.66)
Ignalando estas dos ecuaciones, obtenemos:

M :
= SHE Zeq) (2.67)

El gran beneficio de esto, es que hemos obtenido una expresién para z., en términos de

cantidades medibles en la actualidad. De esta manera, tenemos:
|+ 2eq = 24 % 10'00h? (2.68)

con los valores indicados anteriormente b ~ 0,65 y €, ~ 0.3.
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De igual manera que se hizo para el Universo de dominio material, obtengamos la forma
en que R(t) evoluciona con el tiempo para la época de dominio de radiacién. Nuevamente

consideraremos k = 0, pero ahora usaremos la ecuaeién 2,62 en la de Friedmann;:

dR &
_r_'ﬁ- - Ef&ﬂpl{éﬁ

Integrando ohtenemos el resultado buscado:

R(t) = (%wcﬁ}%z% (2.69)

En este modelo, sin curvatura y que se conoce como Universo de Einstein-de Sitter, podemos
- : . A 2
ver que en la etapa dominada por materia, el factor de escala evoluciona en el tiempo como ¢35

o 1
y en la etapa dominada por radiacidn, crece comao 2.



Capitulo 3
Dos Problemas del DBig

Bang

emos analizado las dimensiones de nuestro Universo, su edad y el material que lo cons-
H tituye a lo largo de los eapitulos anteriores. Hemos visto que, aunque a gran escala se
cumple el Principio Cosmoldgico, nuestro Universo no es exactamente homogéneo ni isotrdpico a
escalas pequenas, de manera tal que para poder hacer un estudio mds exacto de éste, como en la
mayoria de las ramas de la ciencia, hay que recurrir a un modelo. Hot Big Bung es el nombre que
se le da al modelo cosmoldgico estdndar, el cual deseribe un Universo homogéneo e isotrdpico
de una manera aceptable. De las caracteristicas del modelo, v de lo que hemos estudiado en
los capitulos anteriores, nos damos cuenta de que para hacer una descripeidn del Universo es

conveniente usar la métrica FLEW:

<3
ar*
| — L,,.E

ds® = e*di® — R{t)? ( +r2df? + r?sin f?ﬂd'bz)

Las propiedades cinemdticas de este Universo deben coincidir de una manera precisa con el
Universo que observamos en la realidad; sus principales componentes deben ser descritas como
fluidos de materia y de radiacién, considerdandose ésta dltima de origen cosmaoldgico. La evolu-

cidén de su expansidn estd governada por las ecuaciones vistas en el eapitulo anterior:

Br(7 k
2 . i
H* = 3 n— E Ee. de Friedmann
p=wp  Ee de Estado (3.1}

p+3H(p+p) =0 Ec. del Fluido

Sin embargo, y a pesar de que la teoria da explicacion a muchos fendmenos observados,
hay algimos otros a los que no puede enfrentarse por sf sola. Primeramente, asumimos que el
Universo temprano era altamente homogéneo a pesar de que regiones separadas de este estuvie-
ron causalmente desconectadas. Esto es conocido como el problema del Horizonte, Ademas, el

modelo predice una variedad de “reliquias no deseadas™ tales como los monopolos magnéticos,

H



3.1. La Singularidad llamada Big Bang 45

los euales se cree fueron creados en una etapa muy temprana de la historia, durante la época de
radiacidn y que, se supone, deberian sev muy abundantes en nuestros dias, contraric a lo que se
observa. Finalmente, tenemos la condiciin injeial problemdtica que asume el modelo, la eual nos
dice que el valor inicial de la densidad debid ser regulada finamente con extraordinaria precision
para que haya sido capaz de producir un Universo ignal al que vemos en nuestros dias, éste
es el problema de la llanura o planicie. Hay que remarcar que, si bien el Modelo Inflacionario
que estudiamos en este trabajo es capaz de resolver todos estos problemas, nosotros sdlamente

abordaremos dos de ellos: El del horizonte y el de la planicie.

3.1. La Singularidad llamada Big Bang

a vimos en el capitulo anterior que nuestro modelo del Universo tiene una ecuacién de
Y estaco de la forma p = wp, donde w esta dentro del intervdlo de Zel'dovich. Sin embargo.
s de gran importancia mencionar que existen modelos del Universo donde el rango de w es mas
amplio: =4 < w < 1. Dichos modelos tienen la caracterfstica de poseer un punto en el tiempo en

el que R(t) = 0, y donde la densidad diverge. Este punto se llama singula ridad del Big Bang.

Para analizar dicha singularidad, debemos considerar las ecuaciones obtenidas en el capitulo
anterior. Primeramente, reeseribamos la ecuacion de Friedmann 2.38 en la forma:

REi_kTS’_?;-!_G RE

Dividiendo entre el factor de escala al tiempo actual Ry, tenemos:

. % B o
R k BxGp ( R )'
Bl (PR oI b P 3.2
(Ru) R: 3 Ry %2}
Ademds, de la relacién para la densidad en funcidn del factor de escala, ecuacidn 2,52 tenemos
que:
B Ro (1 +w)
p=m. () (33
Lo eual, sustituyendo en la ecuacidn 3.2, nos deja:
g% 2 5
RY  k _81G  (Ro\"" 34
By TR @ MR ol

Introduciendo el pardmetro de densidad:

Qg = 2 (3.5)

L=
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%% 43w g,
(%) — HiQuw (%E) —% (3.6)

Sin embargo, para dejar la ecuacién 3.6 silo en términos de flpy, debemos obtener una

Tenemos finalmente:

relacidn entre k v Qow. Esto lo hacemos de manera andloga al desarrollo anterior, lo cual nos

da como resultado:

—FF H3(1 — Qow) (3.7)
0

Sustituyendo en 3.6, lenemos:

5y 2 148w
(%) = Hf |Qow (%) +{1— ﬂnw}} (3.8)

O bien, en términos del pardimetro de Hubble H(f):

R\ 2 143w
HA(t) = H} (-E") [ﬂuw (%E) + (1 — Qow) (3.9)
Supongamos que, en la ecuacidn de aceleracidn
it dn G
-3 Pt

el término p + 3P > 0 de tal manera que % < (). Si ahora consideramos por definicién que al
tiempo actual £ = fg, v ademds, dado que lo que se observa es corrimiento hacia el rojo ¥ no
hacia el azul, & :2; = (), podemos decir que la curva descrita por R(t) posee un médximo, por
lo que es cdneava hacia abajo (hacia el eje del tiempo segin la figura 3.1). Ademas, podemos
ver que la eurva tocard dicho eje a un tiempo que estd mds proximo al tiempo actual, que el
tiempo al que lo hard la tangente a la curva en el punto (fg, R(tg)). A este tiempo se le llama
t = 0. Como R{0) = 0 en dicho punto vemos que, de la ecuacién 3.3, la densidad p diverge y de
3.9 notemos que también lo hace el pardmetro de expansidn de Hubble. El punte t = 0 puede
nombrarse de manera acertada como el inicio del Universo.

La singularidad del Big Bang es inevitable en todos los modelos homogéneos e isotrdpicos que

posean una ecuacién de estado con pardmetro w > —1, lo enal incluye al intervalo de Zel'dovich.

3.2. El Problema del Horizonte

3.2.1. Distancia Propia y Distancia Comdvil

ﬁ ntes de continuar con el desarrollo del trabajo, es necesario introducir el concepto de

distancia propia y de distancia comévil. Para ello, consideremos la métriea FLRW en
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~ 9

Figura 3.1: El anédlisis de la singularidad del Big Bang

coordenadas polares (r, 6, ®) v un punto Py al que llamaremos orfgen de coordenadas, de tal
manera que ¢ = & = 0. Supongamos que varios observadores a un cierto tiempo ¢, tratan de
conectar Fp con algin otro punto P del espacio. La distancia que medirfan se conoce como

distancia propia dp, la cual podemos calcular haciendo dt = 0 en la métrica de FLRW:

_ [T R(t)ar" 5 ,
gy = /0 e = R ) (3.10)

Donde f(r) es una funcién que depende de la curvatura del espacio, es decir de k en la ecuacién

anterior. Estas funciones son:

f(r) = sin7lr sik=1 (3.11)
fir] = » sik=0 (3.12)
f(r) = sinh™lr sik=-1 (3.13)

La distancia propia dp cambia con el tiempo, debido a la dependencia que hay con éste en
el factor de escala R(t). Esto nos permite relacionar la distancia propia a un tiempo ¢ con la que

hay al tiempo presente ¢y mediante f(r):
R
dp(to) = 7 dp(t) (3.14)
O bien, si en vez de usar f(r), definimos una distancia comdvil radial de P, dada por:

de = Rof(r) (3.15)
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Obtenemos una relacion entre distancias comdviles y distancias propias:

Fo

d. = —=dp (3.16)

Esta tiltima distancia es la llamada distancia comavil,

3.2.2, La Esfera de Hubble

Cunsidwmum un observador en el origen de un sistema de coordenadas (r, &, ¢) en la métrica
FLRW como en la seccidn anterior, capaz de recibir las sefiales de luz provenientes de varios

puntos del Universo a un tiempo . Todas estas senales debieron ser emitidas en algiin tiempo

dentro del intervalo [0,¢], al eual Hamaremos tg. Por la simetria de la métrica, los rayos de luz
se aproximan radialmente al origen, por lo que 8 = ¢ = constante. Con esta simplificacion, y

recordando que la luz tiene condicidn ds = 0, la métrica se reduce a:

—Rdr
A5t

Dionde el signo menos nos indica que los rayos de luz se aproximan al orfgen, donde se encuentra

cdt = (3.17)

nuestro ohservador,

De esta manera, para un fotdn que tenia una coordenada radial r al tiempo ¢ = tg, y que al

tiempo ¢ nos aleanza en r = 0, tenemos:

" dr todif
f ———— = = ] e (3.18)
P I—TEJi (D)
Es interesante el comportamiento de la luz conforme se aproxima al ohservador; haremos un
pequeno andlisis de éste usando el modelo conocido coma Universo plano (Einstein-de Sitter),

donde k& = (0 y donde R(i) = Ra (#)g Evaluando en la integral 3.18, tenemos:

0 § o
f E.fr:-r:! E!E-
r

0 Jig EI-E
]'.é- é 1
v = Be-L(td —13) (3.19)
Ry

O bien, podemos encontrar la distancia propia que hay del fotdn a nosotros, multiplicando
3.19 por R(t):
\
rR = 3cljts — 3ct (3.20)
Con este resultado, podemos hosquejar el cono de luz del pasado de nuestro observador, en

un diagrama de espaciotiempo, tal como lo muestra la figura 3.2. Una caracterfstica interesante
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Figura 3.2: Diagrama de espaciotiempo donde se muestra el cono de luz en el pasado de nuestro
observador. Su linea mundo est4 en el eje del tiempo en Unidades de 10? anos, la escala espacial
estd en unidades de ety anos. Nétese que antes de acercarse, la luz se aleja describiendo una curva
en forma de cebolla. Esto se debe a que en los primeros instantes del Universo, éste sufrié una

expansidn acelerada.

que se observa en este “cono” de luz es como la geometria ya no es totalmente plana, como
estudiamos en Relatividad Especial, en cambio ahora podemos ver como el “cono” ha variado
su geometiria para doblarse como se observa en la figura.

Consideremos ahora la luz de una galaxia que es capaz de llegar al observador al tiempo
presente, Para que esto pueda ocurrir, la luz debid ser emitida en un tiempo del pasado ¢, en el
que su linea mundo se intersectd con el cono de luz del observador, como se muestra en la figura
3.3. En ese momento, la galaxia se encontraba alejada del observador una distancia propia [,

dada por la ecuacion 3.20:
S 1
1+ = {1 + z}%

-E;_- = 31‘2&[; {3.21]

Hemos usado la expresidon que relaciona el tiempo con el corrimiento al rojo &, = iﬁi—’;
Es importante notar que, la ecuacion 3.21 tiene un maximo en z = ';;-, lo cual corresponde a un
tiempo de ¢t = %’-}1 Como hemos mencionado, la forma de cebolla que describe nuestro cono de
luz en las figuras 3.2 y 3.3 es muy diferente a lo que esperabamos de la Relatividad Especial, para
explicarla, consideremos que un fotdn emitido en direccidn al observador a un tiempo menor que
t= 52—? en el universo de Einstein-de Sitter, se alejard primero, antes de acercarse a éste debido a

que se esta propagando en un espacio que se expande de acuerdo a la ley de distancia velocidad
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Tiempo Césmico

Figura 3.3: Para que la luz emitida por una galaxia {g) a un tiempo f. sea detectada por el
observador al tiempo presente, la linea mundo de la galaxia debid cruzarse en algin punto con
¢l cono de luz del observador, tal como lo muestra este diagrama de espaciotiempo. El tiempo

estd en unidades de 10? afios v la distancia medida en unidades de cfg.

2.13:
v= H(t)l

Podemos usar estd relacion para caleular la velocidad de una galaxia comdvil que se encuentra

a una distancia l. al tiempo £.:

1 1
_— H:rzuH{E,_,}l:1+z—{l+zj%] (3.22)

% [(1 +)h = 1] (3.23)

Observemos el comportamiento cuando la luz emitida ocurre a z > % En este caso:
Ve >0 (3.24)

Este resultado nos dice que la luz se propaga en un espacio que se aleja del observador a una
velocidad mayor que la de la luz, de manera que debe esperar hasta que la razdn de expansidn
disminuya para poder desplazarse en la direccién de él. Este comportamiento se debe a que en
los primeros instantes del Universo, la expansion estaba acelerada. No importa para que valor
de curvatura estemos tratando (k = —1,0, 41}, lo mismo ocurre en cualquier Universo que este
decelerado.

Consideremos una galaxia que a un tiempo t estd sobre la superficie de una esfera. El radio

de dicha esfera, es la distancia propia recorrida por un rayo de luz en el tiempo de expansiin
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del Universo:

=

A
H

(¢
2(t)

Podemos pensar en dicho radio como la distancia que hay entre el origen de un sistema

-|

(3.25)

™™

gy

de coordenadas, a la galaxia en enestion, la cual se mueve con la expansién del Universo a la

velocidad de la luz con respecto a dicho orfgen.

&

Esta superficie se conoce como esfera de Hubble, y se mueve con una velocidad:

el e iH@
af JiE

O bien, en términos del pardmetro de deceleracién introducido en el primer capitulo, g =

£

d—D‘. =e(l +q) (3.27)
df

Supongamos que nuestro Universo tiene un pardametro g > (), es decir, estd desacelerado. En
este caso, la esfera de Hubble estd compuesta de galaxias cuya velocidad relativa (al origen, para
nuestro observador por ejemplo) es de cq. De esta manera, llegard el momento en que, una galaxia
que inicialmente estd fuera de la esfera de Hubble alejandose a una velocidad v > ¢, sea rebasada
por la esfera, v entonces se aleje a una veloridad v < . Podemos ver este comportamiento en
la figura 3.4, en la que se hosqueja la esfera de Hubble para el caso del cone de luz de nnestro
observador y de la linea mundo deserita por la galaxia g mencionada. Ndtese como es que hay
un momento en que ambas estdn por fuera de la esfera de Hubble, por lo que se alejan del

observador, pero cuando son alcanzadas por ésta su direccion es acercindose a édste,

3.2.3. FEl Horizonte de Particulas

ecordemos de nuestro ejemplo anterior que para que podamos detectar un rayo de luz
R emitido por una galaxia a un tiempo L., la linea mundo deserita por ésta en un diagrama
de espaciotiempo debié eruzarse con nuestro cono de luz en el mismo tiempo £,.. En ese momento
la galaxia se encontraba a una distancia propia de nosotros descrita anteriormente por la ecuacién
3.21. Podemos concluir entonees que o que detectamos no es més que informacién del pasado de
dicha galaxia. Por ejemplo, la distancia en que ésta se encuentra al tiempo presente es diferente

a la que tenfa al momento de emitir esa luz. La forma mds fécil e ver esto, es apoydndonos en
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Figura 3.4: La esfera de Hubble (hs) para el ¢jemplo que hemos venido describiendo. Se puede
apreciar el comportamiento de la luz a tiempo tempranos, pues en ambos casos se encuentra por
fuera de la esfera de Hubble, a una velocidad superior a la de la luz alejdndose del observador.
Al momento de ser alcanzddas por ésta, su velocidad disminuye y su direccién cambia hacia
el observador. En el diagrama, el tiempo se mide en unidades de 107 afios, y la distancia en

unidades de oty
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un diagrama de espaciotiempo como el de la figura 3.5. En él podemos encontrar la distancia de
la galaxia en la actualidad es el punto de interseccitn de la lineamundo de la galaxia g, con la
recta { = fp; vemos que désta distancia es diferente a la que habia al tiempo de emisién del rayo

de luz, y podemos obtenerla de 3.19:

fﬂ = ?‘R{] = 3!.*!-[) [l e (—l—r))} {328}
(1+ 2)3

De esta ecuacién pademos ver que, la distancia mds grande de la que pudimos haber recibido
un rayo de luz, es aquella cuyo corrimiento al rojo es mdximo z — oo, Esta distancia se conoce
como horizonte de particulas y para el easo del Universo de Einstein-de Sitter a un tiempo £, es
{de la ecnacidn 3.28):

Ly = 3et (3.29)

En la figura 3.5, podemos apreciar también que cualquier galaxia que haya cruzado nusstro
cono de luz en el pasado estd dentro de nuestro horizonte de particnlas g’ en la figura 3.5. Una
galaxia que se encuentre mds alld de é], no puede tener influencia sobre nosotros ni nosostros
sobre ella; se dice que en esta situacidn estamos causalmente desconectados.

Podemos ealcular la distancia de la que hablamos de la siguiente manera:

t I
Du(t) = RO) [ s

En general, la integral del lado derecho de la ecuacidn 3.30 converge a un valor finito para

(3.30)

los modelos de Friedmann, salve en los casos en que el tiempo es muy pequeiio, pues R(t) — 0.
En esta situacién podriamos afirmar que las sefiales de luz que ha recibido nuestro observador
provienen de todo el Universo.

Hay que recalear que el radio de Hubble y el horizonte de particulas no son lo mismo; va
vimos que en el caso de la esfera de Hubble, una galaxia pude haber estado fuera de ella, luego
entrar y volver a salir, cosa que no ocurre en el caso del horizonte de particulas, pues una vez
que se ha entrado a €l se permanece dentro de é por siempre. Es posible que haya particulas
situadas fuera de la esfera de Hubble de un observador, pero dentro del horizonte de partfeulas
de éste. Incluso hay ocasiones en que tanto la esfera de Hubble como el horizonte de particulas

coinciden, en cuyo caso se conoce como horizonte cosmoldgico efeetivo,

3.2.4, Descripcién del Problema

ecordemos que, como se menciond en la seceidn anterior, todos los modelos cosmolégicos

de caracteristicas homogéneas e isotrdpicas con ecuacidn de estado p = wp dentro del
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Figura 3.5: En este diagrama de espaciotiempo se han bosquejado tanto la esfera de Hubble
(hs) como el horizonte de particulas (ph) para el caso del Universo de Einsten-de Sitter descrito.
Notese que hay un momento en el que nuestro cono de luz estd fuera del Horizonte de particulas,
pero una vez que ha entrado a éste permanecerd dentro de él para siempre. En el diagrama se
muestra una galaxia g’ que estd por entrar al horizonte de particulas, por lo que ha estado
desconectada causalmente del observador. Como vemos, la esfera de Hubble y el horizonte de
particulas no son lo mismo: Hay un perfodo en este diagrama en que nuestro cono de luz se
encuentra dentro de el horizonte de particulas, pero fuera de la esfera de Hubble. La distancia

estd medida en unidades de ctg, y el tiempo en 10° afios.
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intervalo de Zel'dovich, poseen una singularidad en el tiempo ¢ = 0. A esta singularidad se le
conoce como Big Bang.

Existe una eonsecuencia mds para los modelos cuya ecuacidn de estado es la deserita por la
ecuacidn 2.51, la cual es que todos ellos poseen horizontes de particulas.

Consideremos que el factor de escala R(t) se aproxima a cero en epocas tempranas a una
razdn proporcional a 1, con a > (. Hagamos el andlisis a partir de la ecuacién de aceleracidn
2.39: i

Fis 4m

(]
A= p WHIA

Nuestro factor de escala es entonces de la forma:
R(t) = k™ (3.31)
Obtengamos las derivadas que hemos de usar en el desarrollo:

R(t) = kai®?

R(t) = kafa-1p?

(3.32)
Sustituyendo en la ecuacidn de aceleracidn, tenemos:
k|
ka(a - a —2 = —gﬂ{?{p + 3P)kt™
O bien, simplificando, tenemos:
4 2

Podemos ver, comparando con la ecuacidn de aceleracién, que el lado derecho de este 1iltimo
resultado es proporcional a la cantidad ﬁ{t}. Recordamos que, cuando hablabamos de la singula-
ridad del Big Bang, la condicidn que debia cumplirse para que dicho fenémeno ocurriera dentro
de nuestro modelo es que R(t) < 0. Asf, para que haya consistencia en este nueve andlisis, R(t)

también debe ser menor que cero en este caso. Esto nos lleva a afirmar que, de 3.33:

afa—=1) < 0
=1 < 1
e = 1

(3.34)
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De aqui se puede ver que el valor de a debe ser menor que uno, y de la condicidn inicial de
a > (), tenemos que, su intervalo de accibn es 0 < a < 1.
Por otro lado, si ahora analizamos el horizonte de particula para el factor de escala de la

misma forma R(t) = kyt® con o > 0, tenemos de 3.11:

bl )
Dalt) = R(D) fu 2 (3.35)
Podemos ver que, debido a la forma del factor de escala, @l integrando siempre tendrd una
potencia de { en el denominador, razén por la que, al realizar la integral, el resultado seguird te-
niendo la misma forma pero la potencia de f estard disminuida en una unidad. Esto sélo ocurre
para los casos en que a sea un niimero igual o mayor que uno. Sin embargo, en el caso de que la
potencia de t sea un mimero fraccionario menor que 1, la integral existird, por lo que podemos
decir que hay un horizonte de particulas. Hemos visto que en los modelos del Universo que
satisfacen el principio Cosmoldgico existe la singularidad del Big Bang, y que el intervalo de
aceitn de o necesario para esto es ) < o < 1. Notemos que es el mismo intervalo neeesario para
la existencia del horizonte de particulas, por lo que podemos concluir que en todos los modelos
de Universo que sean homogéneos e isotrdpicos, existird dicho horizonte.
Del andlisis anterior, hemos llegado a la conclusién de que nuestro modelo tiene un horizon-
te de particulas. La existencia de dicho horizonte, deberia poner en duda la homogeneidad e
isotropia de nuestro Universo, v por tanto la aceptacidn del Principio Cosmoldgico, pero no es
asi. Por ejemplo, la CMBR que proviene de todo el cielo, estd termalizada v obedece las carac-
terfsticas impuestas por el principio cosmoldgico, Esto nos dice que debid haber algiin periodo
en la historia del Universo en el que hubo flujo de energia entre las regiones de nuestro horizonte
de particulas. Sin embargo hay regiones del cielo que nunca pudieron haber estado en contacto
causal entre ellas, ¥ que aun asf la CMBR proveniente de esos lugares presenta las mismas ca-
racteristicas que las que si estuvieron conectadas causalmente, ;Cdmo es posible que se observe
la termalizacién de la CMBR si existen dichas regiones? ;Cémo es que las condiciones fisicas en
esas regiones sean tan parecidas, y estén tan relacionadas cuando es imposible que haya habido
contacto causal entre ellas?.
Hemos hecho un desarrollo de la teorfa de manera detallada, v éste nos ha dado un resultado

sorpresivo e inesperado: la teorfa del Big Bang estd incompleta, falta agregar algunos detalles.
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3.3. El Problema de la Planicie

3.3.1. Descripcién del Problema

e ha observado que nuestro Universo tiene una densidad muy prixima al valor para la
S densidad eritica, {1y == 1

Para tener una tlensidad cercana a la eritica en el tiempo actual, se necesita que {1 haya
sido muy préxima a 1 en el tiempo de Planck, el tiempo mds temprano al que las ecuaciones de
Einstein pueden describir.

Asi, esto nos lleva a pensar que el Universo requirié de condiciones iniciales sintonizadas
fle manera fina. Analicemos esto, viendo como es la evolueidn de €1 como funcidn del factor de
escala R(t)

Hemos encontrado que la relacidn entre el factor de escala v la densidad tiene una forma
sencilla, tanto para un Universe dominado por materia, como para unoe dominado por radiacidn,
ecuaciones 2.62 v 2.66.

Podemos englobar estas expresiones en una sola, dejande que un pardametro 3 controle la
época del Universo para la coal estemos tratando. De la ecnacidn 2.52, esto nos dé la signiente
expresidn:

pR® = mRY (3.36)

Consideremos la eenacidn de Friedmann en la forma

2
(%) = g:%g R —k (3.37)

Multiplicando por w7 y realizando dlgebra:

1 [(dR\? I {80
EE(W) : E(TPR "‘)

P
2 R = S?I-G 2 1
R (Fﬂ) = —3—-;231'? k

R H? (| - %(;p) = -k (3.39)

Hemos incluido en p = g, + py.

En la ecuacidn anterior, el pardmetro de densidad es:

8rC

a7

(3.40)
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De esta manera, la ecuacion 3.39 nos queda;
-k =R*H*(1-9Q) (3.41)

Como el término de la izquierda es una constante, podemos referirmos al valor de los pardmetros

cosmoldgicos a distintos tiempos, o bien:
REH*(1 = Q) = REH3(1 = Q) (3.42)

[De la ecuacidn 3.36 tenemos:
pR? = po Ry

Haciendo algunos cdleulos, podemos reeseribirla de la siguiente manera:

HXQR?
H} = - (3.43)
Ry
Sustituyendo en 3.42
2oR?
Ri-0) - g2 ) (1 — )
Qo RS
R(1-9Q) _ R(1-%)
R3Q RiYy
Y finalmente, llegamos a la ecuacidn:
1-9 1 -
= = : (3.44)
O bien, podemos reescribirla de la siguiente forma:
57 =1
_ |y, =9 (B2 :
Q= [1 T 0 7 (3.45)
Ahora bien, si en el presente {}y = 1, entonces se requiere que en todo momento pasado:
Ro\7? 1 -
( R a =<1 (3.46)
Pero como 3 > 2 (tanto para radiacidn como para materia), entonces para tiempos tempranos
tenemos: g
Ro\ -
e 1 3.4
() > (347)
Y para que se cumpla la condicién descrita, sélo queda que:
1-9Q
|——| << 1 (3.48)

$:
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Para ver porgue esto es un problema, consideremos la evolucidn de @ desde un tiempo
temprano en la historia del Universo hasta el presente. Necesitamos el valor de %f donde R, es
el factor de escala en dicho tiempo temprano. Gran parte de la expansion ocurre en un Universo

dominadeo por radiacién. Usaremos la ecuacidn:

R 32 i 1
X - (_3_1:@;:&) t1 (3.49)
Asi podemos escribir ,
— ~ = (3.50
R~ \i, }

Considerando el tiempo actual £ = 3 x 1075 v el tiempo temprano , = 107%3%, tenemos:
¥ p

% - (z—'i)z ~ 1.73 x 10% (3.51)

Durante la fase de dominacidn por materia, £ cambia sélo en un factor de 10, asi que la
diferente dependencia de R en { no brinda una diferencia importante en la conclusién. Asf, para

el caso de la fase de radiacidn, o = 4, v para obtener 0y ~ 1 de 3.45:

-1
1-§) (Ro\*?
= [1 ) (-I;) ] (3.52)
Con Oy ~ 1:
- sol — s
1=1+10 a,
Esto requiere que:
1=% 100
i
O bien:
0, =1+10"% (3.53)

Podemos concluir que para que el pardmetro de densidad tenga el valor exacto del Universo
eritico (9 = 1), se requiere que, al inicio, su valor haya sido de (2 = 1). De 3.53 vemos
que si 1 difiere de 1 por més de £10~%, entonces € va a cero, en cuyo caso no se pueden
formar estructuras, u 2 va a infinito v el Universo se recolapsa a un Big Crunch en épocas muy
tempranas. Concluimos, pues, que esta condicidn de € al tiempo de Planck es requerida para

un Universo donde puedan haber estrellas, galaxias y vida.



Capitulo 4
Soluciones con

Inflacion

lo largo de los capitnlos anteriores, hemos hecho un andlisis de las principales caracteristi-
A cas de nuestro Universo y de las ecuaciones que lo describen. Recordemos que nuestro
modelo tiene como base principal el principio cosmoldgico v por tanto, es regido por la métrica
FLRW, cuyas caracteristicas son consistentes con él. Ademds, hemos modelado al Universo comao
un fluide perfecto libre de viseosidad, con una ecuacidn de estado de la forma P = wp con w
dentro del intervalo de Zel'dovich.

Es gracias a esta 1iltima ecuacidn que podemos hablar de una singularidad con densidad
infinita llamada Big Bang, a partir del cual surgié el Universo y con 8l todos los constituyentes
que conocemos, dando inicio también a la expansidn.

Como vimos, la expansidn estd controlada por una sola funcidn dependiente del tiempo R(t)
llamada factor de escala, que en este trabajo, hemos encontrado que su comportamiento es
R(t) oc 1%, con 0 < a < 1. De esta manera, y buscando consistencia con la singularidad inicial,
vimos que surge un problema grave para nuestro modelo en relacién a lo ohservado, el cudl
afecta seriamente al principio bdsico del que partimos: El Principio Cosmoldgico.

Nos enfrentamos también al problema de la llanura en nuestro modelo, el cual es grave, pues
de no darse una explicacidn satisfactoria, el material que eonocemos ahora nunca habria podido
formarse, y el Universo se habria colapsado easi instantdneamente después de haber iniciado.

Con estos problemas, la principal pregunta que surge es, ;jNos brinda nuestro modelo una
descripeidn fiel del Universo conocido?. Recordemos que nuestros resultados deben ser consis-
tentes con la observacidn, lo enal ha ocwrrido a lo largo de nuestro andlisis, hasta antes de la
aparicién de estos problemas, Sin embargo, ellos pueden resolverse si consideramos una época en
la historia del Universo en la que la expansidn estaba acelerada. Esta no es la primera vez que
mencionamos esta idea: al hablar del espectro de la radiacién Cdsmica de Fondo en el capitu-
lo 1, mencionamos que se podria describir lo ohservado si el Universo pasd por una época de

aceleracidn durante su expansidn.
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Con base a esta idea, presentaremos eén este capitulo una descripeidn mds detallada de dicha
expansion, la cual es conocida como Inflacién Cdsmica y que, como mencionamos antes, su
introduceidn nos brinda una explicacion al problema del horizonte y de la planicie, consistentes

con la teorfa, pero mejor ain, con lo observado.

4.1. La Idea de Inflacion

4.1.1. Inflacién en los Problemas del Horizonte y de la Planicie

\n el capitulo anterior se presentaron dos de los problemas que surgen como consecuencia del

-[il modelo del Big Bang. Se hizo una breve descripeidn de ellos, dejando abierta la posibilidad
de extender la teorfa de tal manera que los resultados de ésta, coincidan con las observaciones
experimentales. Este es el objetivo que buscamos lograr mediante la intraduceién del coneepto
de Inflacién Cdsmica.

Para realizar este trabajo, lo primero que haremos serd dar una motivacién de porqué es
acertado pensar en una etapa del Universo en la que hubo expansién acelerada. La mejor forma
de lograr esto es mostrando que con la simple definicidn de inflacidn, ésta resuelve los problemas
antes citados.

Iniciaremos con el problema del Horizonte, para lo cual haremos uso del Horizonte Cos-
molégico descrito anteriormente. Recordemos que en éste, la esféra de Hubble y el Horizonte
de particulas coineiden de manera tal que, considerando las ideas de distancia propia y comdvil
planteadas en la seccidn 3.3.1, su radio propio es de la fooma D, = r_-% v su radio comdvil es
re= ok,

Imaginemos una regién comdvil del Universo con medida propia fy que se encuentra dentro
del Horizonte, por lo que estd causalmente conectada con las otras regiones que estan dentro de
este también. Nos apoyaremos en la figura 4.1 para hacer éste andlisis.

En el momento considerado, nuestra regidn se encuentra dentro del intervalo de tiempo
t; <t < tg. Ahora, en el intervdlo de tiempo siguiente tg < t < iy, nuestra regién intenta
abandonar el Horizonte, quedando desconectada de toda influencia cansal de las regiones que
alin estdn dentro de éste en tg < ¢ < t. De acuerdo a la figura 4.1 v a muestro andlisis de
la esfera de Hubble, el escape sdlo ocurrird, si en algin momento, la medida propia de nuestra

region es mayor que el radic comdvil del horizonte:

Eﬂ} P (4‘1]
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Figura 4.1: En esta figura podemos ver la evolucidn de una regidn comdvil a lo largo de r.(t)

La condicidn anterior sélo ocurrird si, de alguna manera, el radio comdvil decrece con el
tiempo. lo cual requiere una expansidén acelerada 2 > 0, la cual hemos adoptado como definicién
de inflacidn.

Atin tenemos el punto temporal ¢ en la figura. Este es de gran importancia, pues en €l recae
primordialmente la razdn del porqué del problema de Horizonte, por lo que trataremos de dar
una descripeidn de é] en la figura. Hemos dejado a nuestra regidn comdvil dentro del perfodo
de tiempo tg < I < fe. La regidn sigue su evolucidn en el tiempo hasta aleanzar el punto
tc, donde entrard de nuevoe al horizonte cosmolégico. Un observador situado en este punto, y
que desconoce que ha ocurrido una etapa de expansidn acelerada, verd que la region entra por
primera vez al horizonte. ;Cudl serd su sorpresa cuando, despuds de analizarla, sus datos le
informen que posee homogeneidad con las otras regiones que ya estaban dentro? Sin lugar a
dudas, para dicho observador existird el problema del Horizonte, pero no para nosotros, que
conocemos cual es la historia completa.

Podemos decir entonees que, basta con incluir la condicién B > 0 para dar nna explicacién
aceptable a nuestro problema. La existencia de una etapa de expansitn acelerada se garantiza si
se cumpla que el radio comdvil mdximo en el que ly estuve cansalmente conectado por primera

vez, vo(ti), es mucho mayor que el radio comdvil del horizonte actual, r.(lp):

relto) << relt) (42)
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Para el problema de la planicie, haremos un anailisis méds sencillo, basados en la ecuacion de

Friedmann en la forma 3.24;
ke

2 =1] = T (4.3)
Si ahora derivames 4.3 con respecto al tiempo, tenemos:
el i 1]
—_ Y — = i
d:.'n H et (RZHE)
—2)k|F
g2

Esta iltima expresidn contiene el término de aceleracidn en forma explicita, por lo que nos
facilitard el andlisis. Siguiendo los criterios de maximos y minimos, junto con la definicién de
inflacién B > 0, tenemos que la curva deserita por R(t) posee un minimo. Como la primera
derivada R deseribe la pendiente de la recta tangente a la curva en algiin punto, tenemos que
para la existencia del minimo, R(t) debe cambiar su signo de negativo a positivo, por lo que

también podemos decir que R > 0. De 4.4 ¥ de estos argumentos, se debe compliv gue:
d
—|=1] <0 4.3)
a1 @l

De esta manera tenemos que, conforme el Universo evoluciona en un periodo de inflacidn
€2 — 1| es mds pequefio cada ves, mds cercano a cero y £ se aproxima a la unidad sin alejarse
de ésta, tal coma lo informa la observacidn, por lo que inflacidén nos da una forma de explicar
también el problema de la planicie,

Hemos tratado de dar una motivacidn para introdueir inflacién, basandonos sélamente en la
manera en que ésta se define. Sin embargo, nuestro objetivo es hacer un andlisis cuantitativo
en términos de los conceptos introdueidos a lo largo del trabajo y, en hase a nuestras conclu-
siones, mostrar que la propuesta de un modelo inflacionario es una alternativa que resuelve,

efectivamente, los problemas del modelo cosmoldgico estandar considerados.

4.1.2. Ecuaciones de Movimiento para el Campo Inflacionario

emos definido a la inflacidn como una époeca en la historia del Universe durante el cual la
H expansitn cdsmica estd acelerada R(f) > 0. Antes de proseguir con la visién general de
inflacidn, la estudiaremos desde una perspectiva diferente. Para trabajar con ella, normalmente se
asume que, aun tiempo pequenio ~ 1075, la densidad de energia de nuestro fluido cosmdlogico

estaba dominada por un eampo escalar, al que se le llama inflatén. Para entender este concepto
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de campo escalar, comparemos con otros fendmenos de la fisica mejor conocides. Recordemos,
por ejemplo, que el campo electromagnético {(EM)estd representado totalmente por un conjunto
de cuatro mimeros: tres para su localizacidn espacial y uno méds que nos indicard el instante de
tiempo al que deseamos conocerlo. Sin embargo, el campo (EM) estd creado por una serie de
fuentes que llamamos cargas eléctricas y, ademds, si se hace una andlisis cudntico de éste campo
(EM), se obtiene una representacidn en términos de particulas llamadas fotones. Asf, podemos
interpretar la interaccién del campo EM con las fuentes (cargas eléctricas) como un intercambio
de fotomes entre éstas,

Un campo cudntico que quade especificado por un sélo mimero en cada punto del espacio,
de manera andloga al campo EM, es a lo que llamamos inflatén. De esta manera, se puede hacer
el andlisis de inflacidén como si se tratara de un problema de dindmica de campos escalares.

Sea ¢ el campo escalar gque usaremos, cuya forma serd la mds sencilla, es decir no interactiia
con el medio y su valor es el mismo en cada punto del espacio, es decir es homogéneo, de manera

tal que solo sea una funcidn del tiempo:
& = B(t) (4.6)

Ademds, es una particula de espin cero por lo que su evolucidn en el tiempo estd determinada
por la ecuacidn de Klein-Gordon.

Como se menciond anteriormente, la densidad de energia de nuestro fluido, estd regida por
el campo escalar, por lo que podemos asociarle a éste una contribucidn por parte de la densidad
de energia cinética de la forma %@2. Ademsds, también le asociamos una densidad de energia
potencial que surge de la autointeraccién del campo, la cual serd una funcidn de V(). Asi, la

energia total en un volimen cémovil R? es:
o (}iﬁ + wﬁ-)) R (4.7)

Para prosegnir con nuestro desarrollo, interpretaremos la ecuacidm 4.7 como en mecdnica
cldsica, considerando a @ como la coordenada = de una particula, de manera que la masa que
ésta posea serd dependiente del tiempo R®; la particula se moverd bajo la influencia de un

potencial R*V(x). De esta manera, el momento lineal de la particula es:
p= R (4.8)

Nuestro campo es conservativo, por lo que podemos escribir la ecuacidn de movimiento de
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la particula en base a la segunda ley de Newton:

i, 5 dV
FH) = -R—o
3SRPR: + R = -R*V'(a)
3%&« 8 = —V'(z) (4.9)

Regresando a la notacidn de @ (sustituyéndola en vez de z en la ecuacidn 4.9):
b+ 3HS + V(@) =0 (4.10)

Esta es la ecuacidn de Klein-Gordon, la cual describe particulas con espin cero. En nuestro
caso, nos ayudard con la dindmica de nuestro campo escalardurante el desarvollo posterior de

este trabajo.

Para continuar con las ecuaciones del movimiente inflacionario, consideremos ahora la ecua-

cidn del fluide 2.49
5+ 3H(pp + P) =0 (4.11)

Donde en nuestro caso tenemos p = g, que es la densidad de energia asociada al inflatén. Asi,

podemos ver de 4.7 que dicha densidad de energia en un vehimen comovil es:
pp = %&F + V(®) (4.12)
Derivando con respecto al tiempo:
gy = &b + V(@) (4.13)
Comparando con la ecuacidn de Klein-Gordon, vemos que:
pp = bb 4+ V()b = —3HG? (4.14)
Igualando 4.11 con 4.14, tenemos:
ps = —3H®? = _3H(ps + P) = -33{%-52 + V(@) + P) (4.15)

De donde podemos obtener una expresién para la presidn efectiva de un campo escalar
homogéneo:

P = écb? — V(%) (4.16)
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Supongamos ahora que, a un cierto tiempo edsmico, la velocidad del inflatén era cero $ = 0.

De esta manera, las ecuaciones 4.12 y 4.16 se reducen a la forma:

o = V(®)
P~ —V(@)
=P = —ps (4.17)

La ecuacidn 4.17 es la ecnacidn de estado més adecuada para trabajar con inflacion.

Si ahora usamos 4.12 en la ecnacidn de Friedmann, tenemos:

v 52
2 I [V{:;:} 4 %} (4.18)
L

Recordemos que la medicién de {2 = 1 garantiza geometria plana, es decir que debemos hacer
k = 0 en la ecnacién de Friedmann,
Podemos eseribir tambidn la ecnacidn de aceleracidn en términos de ¢ de la sizuiente manera:
R 8xG
R 3

Las ecuaciones 4.10, 4.18 v 4.17 son las ecoaciones que nos darvdn informacidn de la dindmi-

(V(®) — &7 (4.19)

ca del inflatén. Normalmente, los trabajos de inflacién toman una funcidn arbitraria V(®), v
dependiendo de dicha eleceion, se tienen diferentes modelos inflacionarios. En este trabajo pro-
cederemos a analizar tres de estos potenciales particulares: Uno de magnitud constante {V4),
uno sin interaccion con el medio (V(®) = jm?®2) y uno que si interactua (A®*); pero antes de
ello, veamos una aproximacimaciin que nos permitird resolver las ecuaciones en una forma més

sencilla,

4.1.3. La Aproximacién de Slow Roll

odemos imaginarnos la dindmica del inflatén eomo una pelota de masa unitaria que rueda

sobre una colina, cuya forma estd moldeada por el potencial V($). La posicién y velocidad

de ésta serdn @ v ¢ respectivamente. Todo el movimiento estd descrito por las ecuaciones de

inflacién obtenidas anteriermente. Sin embargo, resolver este conjunto de ecuaciones para un po-

tencial definido no es tan sencillo, por lo que normalmente, éstas se resuelven en la aproximacidn
de slow roll.

Dicha aproximacién asume que la velocidad del inflatén @ es pequenia, por lo que el término

% se puede despreciar al compararlo con el potencial V(&): ademds, el movimiento del inflatén

deserito por la ecuacidn de Klein-Gordon estard dominado por friccidn.
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Practicamente, todos los modelos de inflacidn satisfacen 3 condiciones. Primero, el movi-
miento del campo es sobreamortiguado, asf que la fuerza V'(®) equilibra el término de friccidn
3H®, v en comparacién con ellos, podemos despreciar el término @ de la ecuacidn de Klein
Gordon 4.10.

¢ +3HD + V(@) =0

Para que la aproximacidn de slow roll pueda ocurrir, se necesita que el potencial que afecta
el movimiento sea suave, con una pendiente V'(®), que deberd mantenerse pequefia conforme
® evoluciona, de manera que la aceleracién & y por tanto la velocidad ¢ sean pequenias. De
manera més precisa:

|| << |V'(®)| (4.20)

Mientras se satisfaga esta condicidn, la ecuacidn de movimiento serd;
V(@) ~ —3H (4.21)
Derivando esta ecuacidn obtenemos la expresidn:
V()b = —3H® (4.22)

Asi, para que la energia potencial domine sobre la energia cinética V >> HIE, necesitamos

que se satisfaga:

1‘3}2
1 > £— (4.23)
Despejando %;‘;—,2 de 4.21, tenemos:
1 ot -z V’E
E.;p =% (4.24)
Sustituyendo en 4.23, tenemos:
lV.I".E
1 —_— .25
>> T6rGV? (h%5)

Finalmente, reacomodando, llegamos a la conclusién de que, para satisfacer la aproximacidn,

debe cumplirse la condicidn:

!
57 <<4v7G (4.26)

Ademds, para que la energfa potencial contimie dominando, necesitamos que se cumpla:

$
{5 ]ﬁ (4.27)
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Sustituyendo el valor & de 4.22 en 4.27, llegamos a la relacién que debe cumplirse para poder
hacer la aproximacidén:

v

En otras palabras, para que podamos hacer uso de la aproximacién de slow roll, se deben

cumplir los signientes pardmetros, llamados parametros de slow roll:

I. V.\‘ 2
e = Tem (F) (4.20)
1 ¥

La ecuacidn 4.29 mide la pendiente del potencial, mientras que 4.30 mide la curvatura de
éste. Podemos decir que, las condiciones necesarias para que podamos aproximar con slow roll
son que la pendiente ¢ y la curvatura n del potencial sean muy pequenas. Esto nos dice que
el potencial V(®) es relativamente plano durante el perfodo de inflacidn. Por otro lado, la
expansion acelerada no debe durar por siempre, para lograr que esto ocurra, de nueve apelamos
a la interpretacion de los pardmetros de slow roll. La inflacidn se detendrd cuando el pardmetro
€ es comparahle con la unidad, lo cual significa que el potencial tiene la mayor pendiente posible.
Por lo tanto eonsideraremos que la inflacién inicia cuando los pardmetros de slow roll son iguales
A cero v termina cuando e = 1.

Ahora bien, usando esta aproximacidn en las ecuaciones de inflacidn, vemos que estas se

reducen a:
H? = 3_*’;353,,:@) (4.31)
3H$ = —V'(d) (4.32)
kR 8rG
5= 5 T8 (4.33)

El conjunto de ecuaciones 4.31, 4.32 y 4.33 (Ecuacién de Friedmann, de Klein-Gordon v
de Aceleracién respectivamente) es el sistema que debemos resolver ahora, para recuperar la

dindmica de la inflacidn,

4.2. La Solucién Inflacionaria

4,2.1. La Cantidad de Inflacién

Una. vez conocida la dindmica de la inflacion, surge la necesidad de cuantificar qué tanta

es producida en el Universo desde el tiempo que inicia ¢, hasta el que termina f;, ésta
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es la cantidad de inflacidn. Normalmente, para que se produzea suficiente inflacién como para
resolver los problemas citados, se necesita que la expansidn sea exponencial durante el perfodo
inflacionario, De esta manera, si caleulamos una razdn entre el factor de eseala al momento en
que inflacién termina v al momento en que ésta inicia tendremos:

Rty

(4.34)
Es decir, el factor de escala original se “cV-plica”, por esta razén a N se le conoce como la
multiplicidad A de ineremento o “e-folding” (en inglés).

Podemos medir la cantidad de inflacidn si conocemos este incremento:

) A
N = ln(R“‘_}) _[h Hdt (4.35)

Usande las ecuaciones con aproximacion de slow roll, dividimos 4.26 entre 4.27 para obtener

H:

H*  8rG V(%)
AHE 3 V(o)
_ V(@) db
HI - —SF(:WE

(4.36)

Sustituyendo esta 1iltima ecuacidn en 4.29, tenemos finalmente:

® V(D) .
Nw—8rG | grsde (4.37)

Notemos gue la cantidad de inflacién entre dos valores de campo escalar pueden caleularse

sin necesidad de resolver las ecuaciones de movimiento,

4.2.2. El Problema del Horizonte y el Problema de la Planicie

a llegado el momento de obtener la solucidn cuantitativa sefialada anteriormente para los
H dos problemas en cuestidn, Para hacer esto, nuestro punto de partida serd considerar que
la historia del Universo estd distribuida dentro del intervalo del tiempo inicial y el presente
[t:, to).

Hemos dividide el intervalo en tres periodos que deseribivdn las diferentes eras del Universo:
¢ Inflacién:(t;, t7), donde la ecuacién de estado es tal que w < — 1
¢ Dominio de Radiacién:(1,te,), con ecuacién de estado tal que w = 3
¢ Dominio de Materia:(f.q, tp), con ecuacién de estado tal que w = 0.
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Ademds, hemos visto que hay suficiente evidencia para decir que 2 = 1 durante la evolucidn
del Universo, y en particular en estas tres eras.

Consideremos la ecuacién de Friedmann escrita en la forma senalada por 3.6:

(& b3 o-a)

Considerando el valor de £ = 1, nos queda:

HiR; = (H.-)‘iﬂtjl (4.38)

H; R, R_J

Donde hemos usado la relacion B = RH. Ahora, introdujamos en nuestro andlisis, la condi-

cidn para que no exista el problema del horizonte, ecuacidn 4.2:

T}“ﬁ} =< T'r_'“i'}

O bien, resseribiendo en términos de los factores de escala:

LT
R Ry

Lo anterior nos dice que, la condicidén que se debe satisfacer para resolver el problema del

horizonte, es que H; R; << #ﬁ Esto nos lleva a:

H;R; HoRy HoRg HeoBReq

HiR; << HR; ~ HogRey H/R, (4.89)
Comparando con 4.38, llegamos a la signiente relacion:
(R;)“'U*'M Ry 5= Rﬂi)‘i“—“— e i
= >> (= . .
R, B (Req) ( R.f { )
Usando los respectivos valores de w para cada division, la ecuacién se reduce a:
R ={14+3w) 2
(3 2 () (3

Usando la relacidn entre el factor de escala y temperatura, ecuacién 1.45, RyTy = RoTy en

la ecuacidm anteriror, reeseribimos:

R (@) @) (

Usando la relacién de lemaitre en 2.4, en el resultado anterior, obtenemos finalmente una

R.f =143} s T‘I’ 2
(E) >> 1092 (?Tn) (4.43)

expresién importante:
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En los inicios del Universo, la temperatura era muy grande, y al acercarnos al tiempo de equi-
valencia entre la radiacién v la materia, encontramos dicho comportamiento de temperaturas.
Debide a esto, hemos reescalado la ecuacidn 4.43 en términos de la temperatura de Planck, la
cual es la temperatura més alta que se puede considerar sin que haya efectos cudnticos, pues a
temperaturas mayores que ella, entramos al perfodo en que todas las interacciones elementales
contribuyen de manera comsiderable.

Este resultado es la clave de la solucidn al problema del horizonte. Vemos en la ecuacidn 4.43
que la desigualdad estd determinada, pues del lado derecho de ella tenemos un vale particular
en términos de cantidades, en principio, eonocidas; por otro lado, en la parte izquierda de la
desigualdad tenemos una razdn entre el factor de escala al tiempo en que termina el perfodo
inflacionario, v el valor que éste tenia al inicio del mismo periodo, es decir, para que el problema
del horizonte deje de ser un conflicto, la expansidn del Universo, en algin momento entre su
origen y el presente, debid tener una razdn de expansién dada por la ecuacion 4.43. Esta razén de
expansion no es otra cosa mds que la cantidad de inflacién deserita anteriormente. Aproximemos

esta cantidad, aplicando la definicidn de e-foldings 4.35:

E.3+3!,jln%a—%!nzm

N == 60 T 39

(4.44)

Como mencionamos antes, en el modelo inflacionario se hace uso de w = —1; ademds, la

contribucion de los términos logarftmicos en el numerador es muy pequetia, por lo que, tenemos:
N >>60 (4.45)

Para el problema de la planicie, dividimos la historia del Universo de la misma manera que

en el caso anterior, pero esta vez, partimos de la ecuacién de Friedmann en la forma 3.42:
RPp(t~1 = 1) = Rgpu{ﬂal - 1) = cte (4.46)

Podemos relacionar las epocas en que hemos dividido la historia del Universo usando la

ecuacion anterior:
(@' = 1)pR(t)* = (5" — 1)poR3 = constante (4.47)

De manera que tenemos:

'—1 _ RS _ poRY PeaRly prRS

Q-t -1
O'-1 pR;  pegRE, pyRE iR

(4.48)
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El andlisis nos lleva al mismo resultado obtenido en 4.43, pero anmentado en un factor que

tiene que ver con el pardmetro de densidad Q

B-EDEE)

O bien, dejando la expresién anterior en términos conocidos, al igual que en el caso del

R ={1-+3w) = ﬂ:—[ :'Ir- 2
(7)) - (=)= (7) i

Si consideramos que {1y no estd mas proximo a la unidad de como lo estuvo €2, la condicidn

horizente:

para resolver el problema de la planicie es:

1 -
i =13

> 1 (4.51)

O en términos de e-foldings:

2.3+ ﬁ]n% - ﬁlulnz.,q

N == 60 4.52
11+ 3w )
Por ejemplo vemos que si w = —1, tenemos una solucidn que es proporcional al problema
del horizonte N = pNyin, 0 bien:
I TJ' =
N=p [213 ta5 In (T_ﬂ')] (4.53)
Si p > 1, tenemos una relacidn entre Q; v Qq:
_g-ny o 1=971) "
(1-95") = TS (4.54)
5i|l- !'!_,-"I = |, incluso si p = 2, obtenemos:
T
(1-05") = m"*”""“(ﬂ':]l << 1 (4.55)

De estos resultados, podemos ver que cualquier solucidn con (p >> 1) implica que ) es-
tard muy cerca de la unidad para un Universo con |1 — Q;!|. Podemes decir, entonces, que si
inflacién resuelve el problema del horizonte, antométicamente resuelve el problema de la planicie

tambidn,
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4.2.3. Inflacién Producida por un Potencial Constante

na vez que hemos mostrado que la Inflacién Cdsmica resuelve los problemas del Horizonte
U y de la Planicie, proseguiremos con unos ejemplos de potenciales inflacionarios, V(®), que
son funcidon del campo escalar antes descrito.Sdlo usaremos tres tipos de potenciales diferentes
aun y cuando existe una amplia cantidad de ellos, pero esperamos que sean ilustrativos en cuanto
a la manera de proceder con las ecuaciones de la dindmica inflacionaria. Iniciaremos con la forma
maés sencilla de potencial que existe: El potencial escalar Constante.

Como acabamos de mencionar, la forma de nuestro potencial es:
V(®) = &g = constante (4.56)

Podemos obtener una gran cantidad de informacién de ésta clase de potencial. Tniciemos
considerando los parametros de slow roll € y 1 dependen de la primera y segunda derivada del
potencial respectivamente. Recordemos que en la aproximacion de slow roll, dichos parametros

deben ser menores que uno. En nuestro caso tenemos:

e = QDL l

= €Ll

Estas condiciones son las correctas para iniciar inflacién en la aproximacién usada; sin em-
bargo, la inflacién se detiene cuando € = 1, cosa que no puede ocurrir para este potencial. Este
es un conflicto pues, el mecanismo de inflacién debe detenerse en algiin momento. Este es un
tipo de inflacién conocida como inflacién eterna, donde la expansién serd acelerada por siempre.

Resulta ilustrativo calcular el numero de e-foldings que este potencial genera, pues nos damos
cuenta que dicho valor estd indefinido; es decir, generard una cantidad infinita de e-foldings

debido a que la epoca inflacionaria serd eterna.

4.2.4. Inflacién Cadtica Polinomial

\n la seccidn precedente, logramos generar inflacién haciendo uso del potencial més sencillo

1 J que podemos elegir: el potencial constante V(®) = Vp. Sin embargo, vimos que es una
mala eleccién para modelar un Universo inflacionario que concuerde con lo observado; en ade-
lante seguiremos nuestro concepto de inflacién trabajando con potenciales més complejos que el

anterior, los cuales produciran un tipo de inflacién conocida como cadtica.
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Este modelo de Universo inflacionario fue propuesto por Linde en 1983. Veamos como fun-

ciona en la discusion signiente.
» Inflacién Producida por un potencial de la forma §m®?

1 primer andlisis de este tipo de inflacién, lo haremos con el campo mds sencillo entre sus

1_J miembros. Este es un campo mdsivo, pero que no interactiia con el medio de manera tal
P P

que no nos prescupemos de ajentes externos, nuestro potencial serd de forma polinomial, o bien:
l g
V(e) = Em%ﬂ (4.57)

Donde m es la maza del campo escalar,
Igual que en el caso anterior, resolveremos las ecnaciones de movimiento en la aproximacion

de slow roll, para lo cual, se deben de satisfacer los parametros de slow roll e < 1, n < 1. En

nuestro caso, lenemos:

o (3)2 1

167G \ V ArCP?
_ 1 fw 1
=éw—G(?) T

De esta manera, vemos que el inflatdn debe tener la siguiente caracteristica:

I

1
B > 4.58
kg - (4.58)
Las ecuaciones de movimiento se redueen a:
H? - %f;(’:‘m%g (4.59)
3H® + m*d =0 (4.60)

Despejando H de 4.59 y sustituyéndola en 4.G60, obtenemos una ecuacion diferencial de la

forma:

V12rGd +m =0 (4.61)

Supengamos que a un tiempo inicial £;, nuestro campo escalar tiene un valor inicial ®;, y

que éste varia con el tiempo (t > 0). Asi, Usando separacién de variables:

*dq-" m_ [
= ¢ 4,62
./41,- Vv 127G .[, (4.62)

Obtenemos pues, una expresién para la evolucidon temporal de &:

m
1973

d(t) = @, - (t—t;) (4.63)
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Para el caso del factor de escala R{t), usaremos la ecuacidn de Friedmann reducida 4.59, que

nos lleva a la ecuacidn diferencial signiente:
. 1
i — \/;ifc:m-m i (4.64)

Consideremos que al tiempo inicial, el factor de escala tenia un valor de Ry, por lo que usando
separacidn de variables, tenemos:

R dR 4 A
dR _ [4 _ 46
j;:.- . afrr_:mfl_w (4.65)

Usando la forma funcional de &{t) dada por | en la ecnacidn anterior, tenemos:

o= ﬁfirc*mf@ e (4.66)
E & yo o VizmG '

Podemos ver que este resultado es el nimero de e-foldings que el potencial puede generar.

De aqui, la funcidn que deseribe la evolucidn temporal del factor de eseala es:

R(t) = RieV 3Om (-t t-?) (4.67)

Ahora, tenemos un aspecto muy importante que analizar: la cantidad de inflacidn que es-
te potencial es capaz de producir (e-foldings). Para hacerlo, evaluaremos la integral mostrada
anteriormente 4.37, usando la forma especifica de nuestro potencial, dejandonos como tinicas
incdgnitas el valor de los limites de integracién. El valor final del inflatdn, es aquel que tiene
cuando el Universo inflacionario llega a su fin; recordemos que esto ocurre cuando € = 1, de

manera tal que de la desigualdad 4.58 obtenemos &,

1

¢r —_ E-n-_-{—: {‘1.&8‘]

De esta forma, obtenemos una expresién para los e-foldings en términos del valor inicial del

inflatén &;:

aqui hemos nsado la relacidn entre la constante gravitacional G v mp, la masa de Planck:
G = m;z. Donde esta tiltima es una escala de masa pequeria definida en la época en la que en

¢l Universo dominaban las interacciones cudnticas y es equivalente a 2.17645 x 10 kg,
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= Inflacién Producida por un potencial de la forma A\®4

Considerarenms un potencial mds para ilustrar la inflacidén de tipo cadtico. Este, al igual que

en el caso anterior, serd un potencial polinomial con forma explicita dada por:
V = ot (4.70)

Este es un potencial que, a diferencia del anterior, interactiia con el medio por lo que el
factor A cumple el papel de absorber las contribuciones asi producidas.
Procederemos a resolver las ecuaciones de movimiento de la misma manera que lo hemos

venido haciendo hasta ahora. Iniciaremos con el andlisis de los pardmetros de slow roll:

1
ey e
. ~Go? <
]
_— 1
"= e <

Por primera vez hemos encontrado una pequeia diferencia con los potenciales anteriores,
ya que en este caso, € # 1 como habfa sucedido previamente. Sin embargo, ambos deben ser
cantidades menores a la unidad. Como 7 es el factor més grande de los dos, hasta con que se
satisfaga n < 1 para que podamos usar la aproximacién de slow roll. Asf, nuestro inflatén tiene
la caracteristica siguiente:

3
|| > el (4.71)
Una vez que se ha hecho valido el empleo de la aproximacidn, las ecuaciones de movimiento

se reducen a:

Ho %WGACI)“ (4.72)
3H® +4)0% =0 (4.73)

Despejando H de 4.72 y sustituyéndola en 4.73, obtenemos una ecuacién diferencial de la

forma:
16A
24rCG

Vamos a considerar que el tiempo inicial es ¢;, y que en dicho momento nuestro campo escalar

d - d =0 (4.74)

tiene un valor inicial ®;, que variard conforme transcurra el tiempo (¢ > 0). Usando separacién

de variables en la ecuacién 4.74:

° 4o o [
2= it .
/@ o 247r6'/ti : (AT8)
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Haciendo las integrales senaladas, encontramos la expresién ¢ = ®(t) que nos dird la evolu-

cién temporal de nuestro inflatén:
16X ;
B(t) = DoV mrc (1) (4.76)

Prosigamos con el proceso de obtencién del factor de escala R(t). Para ello, haremos uso

de la ecuacién de Friedmann en aproximacion de slow roll 4.72, que nos presenta la siguiente

B 1/27@,\@2}3 =0 (4.77)

Haremos la consideracién de que al tiempo inicial, el factor de escala tenfa un valor R;.

ecuacidn diferencial:

Usando separacién de variables en 4.77, tenemaos:

Rrdr /8 b
20 2aaN | @2t 4.78
Ry R 37‘— ff? ( )

® es una funcién que depende del tiempo, por lo que debemos usar su forma funcional dada

por , en la ecuacidén 4.78 para llevar a cabo la integracién del lado derecho de la igualdad. De

Ry t ;
/ dT? - iw(?)@?f eV Sty (4.79)
& R,‘ i L ti

Ahora si, prosiguiendo con las integrales senaladas:

2 _ _se (1 — eV %(H”) (4.80)

H;

esta manera:

De 4.80, la funcién que describe la evolucién temporal del factor de escala es:

G4\
-cbfnc(ke‘ r‘wm“*“)

R(t) = Rje (4.81)

Nuevamente, consideremos el cdleulo de los e-foldings. Como hasta ahora ha ocurrido, basta
con usar la forma especifica del potencial en turno, en la ecuacién 4.37, para hacerlo. Igual que
para el potencial masivo no interactuante, ignoramos el valor de los limites de integracién, pero

usando la condicidn ¢ = 1 que marca el final de inflacién, obtenemos el valor final del inflatén

D,:
1
TG

Lo cual nos lleva a una expresién para el niimero de e-foldings que depende del valor inicial

¢ =

(4.82)

del inflatén @;:
@2
Nit = it —1 (4.83)
Mp
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos motivado la introduccién de un periodo en la evolucion
del Universo, en que la expansién estuvo acelerada. Esto, con la finalidad de complementar
el Modelo Cosmoldgica Estdndar v de dar solucién a dos de los problemas que éste posee: El
problema del horizonte y el problema de la planicie. Esta es una situacién complicada, pues
no tenemos elementos suficientes para afirmar si en realidad inflacién ocurrid; sin embargo, es
gracias a ella que podemos dar una explicacién a dichos problemas.

En el trabajo estudiamos el problema del horizonte de una manera sistemética. Primera-
mente detectamos una caracteristica principal que, todos los Universos que no desean tener este
problema, deben cumplir. En la siguiente figura, que es la misma mostrada en el capitulo 3,

podemos ver a lo que nos referimos.

raft) 4

b (et —— e e e _-— ==

v

En la grifica se muestra una imagen de la expansién del radio comdévil del Universo y la
evolucién de éste durante la historia del mismo. Como mencionamos en la discusién del capitulo
tres, para evitar el problema, el valor maximo que alcanzd el radio comdvil en el incio de la

inflacidn, debe ser mayor al radio comdvil del Universo a la época actual, Esta condicién la
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utilizamos después en nuestro desarrollo cuantitativo de inflacién. Mediante este andlisis, con-
sideramos un universo dividido en épocas y con caracteristicas similares al nuestro. Realizando
algunos calculos obtuvimos una relacién entre los factores de escala al tiempo final de inflacién
y al tiempo inicial de éste. Esta razén nos dice qué tanta fue la expansién que sufrié el Uni-
verso durante ese perfodo de tiempo y la nombramos como cantidad de inflacidn o e-foldings.
Encontramos que, para dar una explicacidn al problema en turno, la cantidad de inflacién tiene
una cota inferior a partir de la cual, el problema del horizonte queda resuelto, o bien, podemos
afirmar que la solucién al problema del horizonte estd estrechamente relacionado con el ntimero
de e-foldings que inflacién pueda generar.

Para resolver el problema de la planicie, seguimos un camino similar al tomado para dar
solucion al problema anterior. Consideramos un Universo con las mismas caracteristicas que
el descrito anteriormente en el problema del horizonte, pero ahora se partié de la ecuacién de
Friedmann en términos del pardmetro de densidad y de las densidades solas. Con ello logramos
obtener un resultado para los e-foldings que es proporcional al resultado del caso anterior. Al
final, obtuvimos que para resolver el problema de la planicie, la cota minima de cantidad de
expansion que se necesita, coincide con la requerida para resolver el problema del horizonte.

Hemos llegado a la conclusién de que los problemas considerados tienen relacién entre ellos,
pues de no haber sido asf no habrfan coincidido en la cantidad de e-foldings. Nuevamente resalto
que la solucién a los problemas citados, etd relacionada con la cantidad de e-foldings que el
modelo inlacionario elegido pueda generar.

En los ejemplos de inflacién mostrados, usamos las ecuaciones de campo inflacionario en la
aproximacién de slow roll para encontrar la evolucién del factor de escala y del inflatén en el
tiempo. Después, haciendo uso de la forma funcional del potencial, obtuvimos la cantidad de

e-foldings generados por cada uno de ellos:

s V(P) = %mgﬁlg

o 1
Moot = 2m— — 5 (5.1)
e
. V(D) = AP?
_L®3 :
J\Irtot =7 m—2P —_— 5 (02)

Podemos ver que, en ambos casos, la cantidad de inflacién depende del valor del campo

escalar al inicio del perfodo de inflacién, por lo tanto no podemos tener una cantidad exacta de
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la cantidad de e-foldings que se pueden generar; sin embargo, podemos hacer aproximaciones a
dicho valor. Para ello, usaremos algunos argumentos:

“T,a inflacién no iniciard hasta que la temperatura haya aumentado lo suficiente. Esto limita
el valor inicial del potencial, V (tg) & mp”[3].

Usando esta afirmacién, podemos obtener una relacién para el inflatén al tiempo inicial.
Hemos usado la masa de Planck para escribir el resultado, ya que es la escala que nos beneficia

para el estudio.

0 2
omp = m2®?

&, = —mp (5.3)

Del nimero de e-foldings calculado, despejamos @;, e igualdandolo con la ecuacién anterior,

obtenemos una funcién de la masa del inflatén en términos de los e-foldings:

mp (5.4)

Siguiendo el mismo procedimiento obtenemos una relacién para lambda en términos de los

e-foldings:
- 2
4= (m) (5:5)

Vemos que el valor de la cantidad de inflacién depende de la masa del inflatén o de su
pardmetro A, segun sea el caso. De la forma funcional de ambas ecuaciones podemos notar que
para poder generar un nimero grande de e-foldings NV >> 60, se necesita que la masa del
inflatén, o su lambda correspondiente sean cantidades muy pequenas.

Haciendo una estimacién usando A' = 60 para ambos potenciales, tenemos como resultados

finales:

» Para V(®) = im?®?
m=1.13 x 107%¢

que representa una cota superior para la masa asociada al campo escalar.

» Para V(@) = \@*
X =265 x 1073

el valor maximo para la autointeraccion del campo.
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