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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo, es presentar las funciones de Whit-
ney dentro de la Teoria de Continuos, probar que dichas funciones existen
v. ademas, dar algunas aplicaciones dentro de esta teoria.

Un espacio topolégico es conexo, si no existen subconjuntos abiertos, no
vacios y ajenos, tales que su union sea todo el espacio. Un espacio topologico
es compacto, si para cada cubierta abierta del espacio se tiene una subcu-
bierta finita. Estas definiciones y otros resultados acerca de las propiedades
topoldgicas de conexidad y compacidad se presentan en el capitulo uno.

Como parte del primer capitulo también mencionamos que dos espa-
cios topolégicos son equivalentes si podemos definir una funcién entre ellos
que sea continua, biyectiva y que su inversa también sea continua. También
damos la definicién de espacios normales y, algunas propiedades en los es-
pacios topolégicos que impliquen la normalidad del espacio.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no degenerado.
En el segundo capitulo mostramos algunos ejemplos de continuos, el més
sencillo de todos es el intervalo [0,1]. A parte de dar ejemplos, también ve-
mos la manera de construir continuos nuevos, a partir de los que conocemos.
La construccién de nuevos continuos la podemos realizar uniendo continuos,
cuya interseccién sea no vacia, para que el resultado sea conexo y cuidando
que sea compacto. Otro camino para construir continuos es mediante las
intersecciones anidadas de continuos.

En este mismo capitulo damos la definicién de continuos encadenables,
continuos irreducibles y los continuos descomponibles e indescomponibles.
Probamos un resultado que caracteriza a los continuos indescomponibles y
otro que permite contruirlos.

A cada continuo X, le podemos asociar familias de subconjuntos que
cumplen con alguna caracteristica en especial. Esta familia son los llamados
hiperespacios del continuo. En el tercer capitulo se da una métrica para los
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hiperespacios, la llamada métrica de Hausdorff. Después los hiperespacios
son espacios métricos v mostraremos que son compactos v conexos. Por lo
tanto los hiperespacios también son continuos.

Tenemos que los hiperespacios son familias de subconjuntos con alguna
caracteristica especial. Entonees se crean modelos de hiperespacios. es decir.
se crea un espacio homeomorfo al hiperespacio. con la condicion de que en
lugar de familia de subconjuntos sean conjuntos de puntos los elementos con
los que se trabaje. Es justo ahi donde radica el beneficio de crear modelos
de hiperespacios.

En el capitulo cuatro damos la definicién de las funciones de Whitney
para el hiperespacio 2%, que se define como los subconjuntos del continuo
X que son cerrados v no vacios. Mostramos que las funciones de Whitney
existen para cualquier continuo X. Y finalmente damos algunas aplicaciones
dentro de la Teoria de Continuos.

Esperamos que este material, otorgue al lector una idea de lo que se
estudia en la Teoria de Continuos y sea de ayuda en sus inquietudes.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Homeomorfismo

En este capitulo, se mostraran resultados de topologia general que seran
de gran utilidad para el desarrollo de capitulos posteriores. Cuando hable-
mos de un espacio topoldgico, sélo escribiremos el conjunto al que se hace
referencia, pero no podemos olvidar que ese conjunto esta dotado de una
topologia.

Definicién 1.1.1 Sean X,Y espacios topolégicos, decimos que f: X — Y
es una funcion continua, si la imagen inversa de cada abierto de Y, es un
abierto de X.

Ahora bien, si tenemos una funcion continua entre espacios topoldgicos,
tiene bien definida la funcién inversa y es continua, entonces podemos decir
que dichos espacios son equivalentes en su estructura topélogica.

Definicion 1.1.2 Sean X,Y espacios topoldgicos y sea f : X — Y una
funcién, decimos que f es un homeomorfismo entre X y Y si f es una
funcidn continua, biyectiva y su funcién inversa también es continua, en tal
caso decimos que X y Y son espacios topoldgicos homeomorfos y esto lo
denotamos por X =Y.

Los homeomorfismos son una herramienta de gran utilidad cuando es-
tamos trabajando con espacios topolégicos. Enseguida, hablamos acerca de
espacios conexos y de espacios compactos, pero también se mencionan al-
gunos resultados relacionados con homeomorfismos.

1.2. Conexidad

La conexidad es una caracteristica importante en espacios topdlogicos,
cuando hablamos de conjunto conexo, intuitivamente es un conjunto que

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

consiste de una sola pieza. Pero esta forma de pensar en conexidad no es con-
fiable para conjuntos complicados. a continuacién presentamos la definicion
de conexidad.

Definicién 1.2.1 Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es disconexo
si existen dos abiertos A y B no vacios. tales que AUB=X y ANB = 0.
Si X no es disconexo entonces X es conexo.

De esta manera notemos que, si en el espacio topoldgico X tenemos
Y C X, decimos que Y es conexo si no existen A, B conjuntos abiertos de
Y. no vacios tales que AUB=Y y AN B = 0.

Usando la definicién anterior, en el lema que se presenta en seguida
damos una caracterizacién para los conjuntos conexos.

Lema 1.2.1 Un espacio topoldgico X es conexo si y sélo si los inicos sub-
conjuntos tanto abiertos como cerrados de X son X y ().

Demostracién.
Mostraremos que, si los tinicos subconjuntos abiertos v cerrados a la vez son
X y 0 entonces X es conexo. Para esto procedamos por contrapuesta.
Supongamos que X no es conexo, entonces existen dos conjuntos A, B abier-
tos en X no vacios, tales que ANB =0,y AUB=X.Como ANB =10
entonces A C X\B. Y sabemos que

X\B=(AUB)\B=AC 4,

es decir A C X\B C A, entonces A = X\B. Como B es abicrto se sigue
que A es cerrado, ademéas como X\A = B # () entonces A # X. Hemos
encontrado A C X abierto y cerrado a la vez, tal que A # 0y A # X.
Ahora queda mostrar que, si X es conexo entonces los tinicos abiertos y
cerrados a la vez de X son el vacio y el total.

Supongamos que A es un subconjunto de X abierto y cerrado, tal que A # X
y A#0.

Podemos escribir a X como:
X=AU(X\A)
Como A es cerrado tenemos que X\ A es un conjunto abierto. Entonces

hemos encontrado dos subcojuntos abiertos de X tales que AU (X\A) = X
vy AN (X\A) =0. Asi X no es conexo.[]

En el siguiente lema, se destacan propiedades de la conexidad de un
subconjunto de un espacio topolégico X.
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Lema 1.2.2 Sea X un espacio topologico, Y C X y A, B abiertos disjuntos
en X. SiY es coneroyY C AUB entoncesY C AoY C B.

Demostracion.

Para esta prueba procederemos por contradiceion.

Sean A. B abiertos en X. supongamos que Y C AUB. Y 7 AvY ¢ B.
Como A, B son abiertos en X, los conjuntos Y M A, Y M B son abiertos en
Y. Asi tenemos

(¥ nAn(YnB)=YN{ARB)=0
Por otro lado tenemos que Y € AU B, entonces
(YNAU(¥YNnB)=YN(AUB)=Y.

Entonces hemos encontrado dos subconjuntos abiertos disjuntos y su unién
es Y. Esto implica que Y no es conexo, lo cual es una contradiccién. Por lo
tantoY C Ao Y C B.OJ

Observemos que, como los conjuntos A, B son abiertos disjuntos, el sub-
conjunto Y € X debe estar en solo uno de los abiertos.

Con el teorema que a continuacién se presenta, veremos que la unién de
conjuntos conexos también es conexo, cuando estos conexos tienen elementos
en comur.

Teorema 1.2.1 Supongamos que {Yi},.; es una familia de subconjuntos
coneros de un espacio topolégico X, tal que ();c;Y: # 0 entonces Y =
Uier Yi es conexo.

Demostracion.

Sean X un espacio topolégico y {Y;},.; una familia de subconjuntos conexos
de X, sea p € [);c; Yi. Probaremos que Y = |J;c; Y; es conexo. Para esto
procederemos por contradiccion.

Supongamos que Y no es conexo, entonces existen A, B abiertos en Y, no
vacios, tales que AUB =Y y AN B = (). Entonces el punto p esta en A o
esta en B, supongamos p € A.

Entonces para cada i € I, como Y; es conexo, entonces Y; C Ao Y; C B.
Tenemos p € Y; paracadai € I y p € A, por lo que Y; ¢ B. Por lo tanto,
Y; C A para cada i € I, asi | J;.; Y; C A, lo que contradice el hecho de que
B es no vacio.[d
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El resultado que se presenta en seguida es de gran utilidad. El teorema
nos indica ¢émo son los conjuntos conexos en R, Muestra que si tenemos un
subconjunto de R tformado por mas de un punto. para que este subconjunto
sca conexo debe ser un intervalo.

Recordemos que I C R es un intervalo si v sélo si cumple que para todo
reER zyelvr<z<y=z€l.

Teorema 1.2.2 Un subconjunio I C R es conexo siy sdlo si es un inlervalo.

Demostracion.

Para demostrar que, si un subconjunto I C R es conexo entonces [ es un
intervalo, procedercmos por contrapuesta.

Supongamos que I tiene mas de un punto y no es un intervalo, entonces
existen a,be I yceRtalquea<c<bconcégl.

Asi tenemos los conjuntos

(coo)NI={zeR:z>c}NIy(~oo,c)NI={zcR:z<e}NI

son abiertos, no vacios, ajenos, cuya unién es I, por lo tanto I es disconexo.

Solo nos queda probar que si I C R es un intervalo entonces I es conexo.
Supongamos que I es disconexo, entonces existen A, B abiertos en I, no
vacios tales que ANB=0y AUB=1.Scana € Ay be By supongamos
sin pérdida de generalidad que a < b.

Definimos el conjunto.

W={zecA:a<z<b}CA,

Observemos que W # (), ya que al menos a € W. Denotemos « el supremo de
W, dicho supremo existe pues W es acotado y ademas se tiene que a < a < b.
Por hipétesis, I es un intervalo v como a,b € I, tenemos que a € I. Ahora
como AU B = I entonces a € A o a € B, pero s6lo en uno.

Para el caso que a € A, sabemos que a < a < b, pero si o € A entonces
a ¢ B, es decir, a no puede ser b. En consecuencia o < b, asi tenemos que
a € AN(—oc,b). Tenemos que A es un abierto en I y por otro lado (—oc, b)
cs un abierto en R, entonces A N (—o0,b) es abierto en I. Existe r > 0 tal
que

(a—r,a+7r) C AN(—o00,b)

En particular a +7/2 € A v es tal que o < a4+ r/2 < b, como I es un
intervalo y a,b € I, se signe que a +7r/2 € I. Asique a+r/2 € Ay es tal



1.2. CONEXIDAD 7

que a < a < a+1/2 < b, pero esto contradice el hecho que a es el supremo
de W.

Ahora en el caso que a € B, entonces a ¢ A, es decir a no puede ser igual
a a. En consccuencia a < a. asi tenemos que o € BN (a,o0). Este conjunto
B (a,o0) es abierto en I, entonces existe r > 0 tal que

(a—r.a+r)C BN(a,x),

En particular (o — 7/2,a) € B, y como B cs ajeno a W C A entonces
(a—7/2,a)NW C (a—1/2.a)NA = 0, es decir a —r/2 es una cota superior
de W menor que a, lo que contradice el hecho de que a es la minima cota
superior, es decir a no es el supremo de W.

Se ha mostrado que si A, B son dos abiertos disjuntos del intervalo I en-
tonces existe o € I tal que a € AU B, es decir A y B no cubren a I. Por lo
tanto I es conexo.[]

La cerradura de U en el espacio Z, la denotamos por Clz(U).
En un espacio topolégico X se puede hablar de subconjuntos A, B de X
separados. Si A, B cumplen con la siguiente definicion.

Definicién 1.2.2 Sea X un espacio topologico. Decimos que los subconjun-
tos A, B C X estdn separados en X si Clx(A)NB =0y ANClx(B)=0.

Notemos que claramente dos subconjuntos cerrados ajenos estan separados.

En el resultado que se muestra enseguida, tenemos que si dos subconjun-
tos de un espacio topoldgico estan separados, se pueden separar por abiertos
del espacio.

Recordemos que la distancia del punto x al conjunto A # 0, que denotamos
por d(z, A), se define d(z, A) =inf{d(z,a) : a € A}.

Lema 1.2.3 Sea X un espacio topoldgico metrizable. St A,B C X estdn
separados en X, entonces A y B se pueden separar por abiertos ajenos.

Demostracion.

Sea f : X — R como sigue, para cada ¢ € X, f(z) = d(z,B) — d(z, A).
Tenemos que f es una funcién continua.

Pongamos U = f~1}((0,00)) vy V = f~1((—00,0)). Es claro que U,V son
abiertos en X y son ajenos.

Como A, B estan separados, si z € A entonces = ¢ Clx(B). Tenemos que si
r€ A, d(z,A) =0y d(z,B) >0, luego f(z) > 0. Entonces A C U.

Por otro lado, si € B entonces = ¢ Clx(A), asi que z € B, d(z,A) >0y
d(z, B) =0, luego f(z) < 0. Se tiene que B C V.0
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Lema 1.2.4 SiU yV son abiertos ajenos en un subespacio Y de un espacio
topoligico X. entonces U y V estdn separados en X.

Demostracion.

Como U es abierto en Y se tienc que Y\U es cerrado en Y. Ademas, dado
que U y V son ajenos, V € Y\U. luego Cly (V) es un subconjunto de Y\U.
es decir, Cly (V) C Y\U. asi Cly (V)NU = 0.

Ahora como

Clx(V)NU = (Clx(V))Nn(UNY) = [(Clx(V))NY|nU
Se sigue que
Clx(V)NU = Cly(V)NU, es decir, Clx(V)NU = 0.

De manera analoga. obtenemos que Clyx(U)NV = (.
Por lo tanto tenemos que U,V estdn separados en X.[J]

Lema 1.2.5 Sea X espacio topoldgico, Y.Z subconjuntos de X. Si Y es
conero yY C Z C Clx(Y) entonces Z es conexo.

Demostracion.

Supongamos que Z no es conexo, entonces existen A, B abiertos en Z tales
que AUB=ZyANB =0.ComoY C ZyY es conexo sabemos que
Y C AoY C B, digamos que Y C A. Por el lema anterior tenemos que
Cix(A)n B = 0.

Como Y C A, Clx(Y) C Clx(A) de donde ZN B = i, lo que es una con-
tradiccion. Por lo tanto Z es conexo.[]

Del resultado anterior se deriva que, la cerradura de un conjunto conexo
es conexa.

Un resultado de conexidad en relacién con subconjuntos separados, es el
que se presenta en seguida.

Lema 1.2.6 Si A y B son conexos en X y Clx(A)NB # 0 0o ANClx(B) #

0, entonces AU B es conezo.

Demostracion.

Supongamos que AU B no es conexo, entonces existen U, V abiertos en AUB
no vacios, tales que AUB=UUV yUNV = 0. Como U,V son abiertos
tenemos que U, V' estan separados en X,
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Por otro lado tenemos que A, B son conexos, sin péridida de generalidad,
podemos suponemos A © U y B € V. De donde tenemos que Clx(A)NB C
Clx(U)NnV lo que contradice que Clx (U )NV = {, pues U, V' son scparados.
Por lo tanto A U B es conexo.[]

Una propiedad interesante de los conjuntos conexos. es el hecho de que
la conexidad se preserva bajo funciones continuas, lo que se demuestra en el
siguiente teorema.

Teorema 1.2.3 Sean X,Y espacios topoldgicos. St f : X — Y es una
funcion continua, suprayectiva y X es conexo entonces Y es conezo.

Demostracion.

Supongamos que Y no es conexo, entonces existen A, B abiertos ajenos de
Y tales que AUB =Y. Como f es una funcién continua, tenemos que tanto
f~Y(A) como f~!(B) son abiertos de X, ademés

X=f1Y)=fYAuB)=fY(A)Uf(B).

Por otro lado tenemos que AN B = 0 se tiene que f~1(A)N f~1(B) = 0,
hemos encontrado abiertos, ajenos, cuya unién es X. De donde X no es
conexo, que es una contradiccién. Por lo tanto Y es conexo.[]

Con el teorema anterior, encontramos que la propiedad de conexidad se
preserva bajo homeomorfismos. Una consecuencia importante de este hecho
es que si tenemos un espacio que es conexo y otro disconexo, con una funcion
continua y suprayectiva que va de un espacio a otro, entonces dichos espacios
no son homeomorfos.

En seguida, se presentan la definicién de conexidad por trayectoria, para
mostrar después la relacién que existe entre un espacio conexo y uno que es
conexo por trayectoria.

Definicién 1.2.3 Sea X un espacio topoligico y x,y € X. Una trayetoria
de x ay es una funcién continua f : [0,1] — X tal que f(0) =z y f(1) = y.
Si todo par de puntos de X pueden ser unidos por una trayectoria entonces
X es conexo por trayectoria.

Teorema 1.2.4 Todo espacio topoldgico conexo por trayectoria es conezo.

Demostracion.
Para mostrar este resultado. procederemos por contradiccion. Sea X un es-
pacio topolégico conexo por trayectoria v supongamos que X no es conexo,
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entonces existe un subconjunto A de X abierto y cerrado a la vez, tal que
A# Dy A# X, de esto tenemos que existe a € A v b € X\ A. Por ser X
conexo por trayectoria existe una trayectoria v en X que une a a con b, es
decir existe, v : [0,1] — X tal que 4(0) = a y ¥(1) = b. Por ser 7 continua
se tiene que y7!(A) es un subconjunto abierto y cerrado a la vez en [0, 1],
ademés Y1 (A) # Dy v 1 (A) #[0,1]. pues a € Ay be X\A.

Lo que contradice el hecho que el [0, 1] es conexo, por lo tanto X es conexo.[]

En el siguiente resultado se muestra que si se tienen dos espacios topologi-
cos conexos, entonces el espacio producto es conexo.

Teorema 1.2.5 El producto cartesiano finito de espacios conexos es conezo.

Demostracion.

Demostraremos que el producto de X,Y espacios conexos es conexo. Eli-
jamos un punto (a,b) en el producto X x Y. Observemos que la rebanada
horizontal X x b es conexa, va que es homeomorfa a X, y que también lo es
cada rebanada vertical ya que éstas son homeomorfas a Y.

Y xxY

axb
b Xxb

Como consecuencia, cada espacio
T = (X Kbz 2X)

es conexo, ya que es la unién de dos espacios conexos que tienen el punto
(z,b) en comiin.

Ahora, consideremos | J, ¢ y 7. Como todos tienen al punto (a, b) en comiin,
esta union es conexa. Finalmente, al coincidir UIE x I con X x Y, se con-
cluye que X x Y es conexo.

La prueba para cualquier coleccién finita de espacios conexos se realiza por
induccién, utilizando el hecho de que X; x Xy x ... x X, es homeomorfo a
(X] . Ko 5% 0 R Xn~1) X .Xn.D
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Este resultado lo podemos extender a productos arbitrarios de espacios
conexos, teniendo cuidado de la topologia gque usemos. Esto es:

Teorema 1.2.6 Producto arbitrario de espacios coneros es conero en la
topologia producto.

La referencia de este resultado, la podemos encontrar en ([1], pag. 171).

1.3. Compacidad

Diremos que una propiedad P de un espacio topolégico X, es una propiedad
topologica, si para todo espacio topologico Y homeomorfo a X tenemos que
Y también posee la propiedad. La conexidad es una propiedad topologica,
asi como la compacidad que se define a continuacién.

Definicion 1.3.1 Decimos que un espacio topologico X es compacto si cada
cubierta abierta del espacio posee una subcubierta finita.

Notemos que si Y subconjunto de un espacio topologico X, Y es com-
pacto, si cada cubierta por abiertos de Y, posee una subcubierta finita.

En el teorema que se presenta en seguida, se muestra cémo son los sub-
conjuntos compactos en [R.

Teorema 1.3.1 Todo intervalo cerrado y acotado de R es compacto.

Demostracion.
Sean [a, b] un intervalo cerrado y acotado, U = {U;},.; una cubierta abierta
de [a,b]. Consideremos

S = {x € [a,b] : U tiene una subcubierta finita para [a, z]}

Sabemos que al menos, a € S, asi que S # (). Como S esta acotado, entonces
tiene un supremo, digamos a = SupS. Mostraremos que a« € S y a = b.
Como a € [a,b], a € Uy, para algin im. Uy, es abierto, asi que existe
x € SN Ujp,. Como [a, z] tiene una subcubierta finita, entonces agregando
Uim a dicha subcubierta, obtenemos una subcubierta finita para [a, o]. En-
tonces o € 5.

Si @ < b entonces existe a < y < b tal que y € Ujy,. Agregando U, a la
subcubierta abierta para [a, a], obtenemos una subcubierta finita para [a, y]
y y € S. Esto contradice a = SupS, entonces a = b.[]
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Es el teorema de Heine-Borel el que nos permite generalizar este resul-
tado. El teorema dice:

Teorema 1.3.2 (Heine-Borel)

Si Y es un subconjunto de R" entonces Y es compacto si y solo si Y es
cerrado y acotado.

El resultado que sigue, muestra que los espacios compactos se preservan
bajo funciones continuas.

Teorema 1.3.3 Sean X.,Y espacios topolégicos, si f : X — Y es una
funcion continua, suprayectiva y X es compacto, entonces Y es compacto.

Demostracion.

Sea {U;},.; una cubierta abierta de Y. Como f es continua, para cada i € I
f~HU;) es abierto en X, entonces la familia {f~!(U;)}._, es una cubierta
abierta de X.

Como X es compacto, existen iy,1y, ..., i, € I tales que X = (J;_, F1(Ua),
de donde

Y = f(X) =f (UZ:] fﬁl(Uik)) = UE:} f(f_](Uik)) UZ:] (Uik)

De aqui tenemos que {U;;,Uja, ..., Uin } es una subcubierta finita de Y. Por
lo tanto Y es compacto.[]

iel

Entonces si tenemos un espacio compacto y otro que no es compacto,
y existe una funcién continua y suprayectiva que va de un espacio al otro,
entonces estos espacios no son homeomorfos.

Otra manera de caracterizar la compacidad de un espacio y es la que
interesa, es por medio de la propiedad de la interseccion finita. Primero se
enuncia qué significa que un espacio topolégico tenga dicha propiedad.

Definicién 1.3.2 Sea X un espacio topoldgico. Una familia {F;},.; de sub-
conjuntos de X se dice que tiene la propiedad de interseccion finita, si cada
subfamilia finita {F1, ..., F,} de {F}},.; tiene interseccion no vacia, es decir,

n?:l Fi # @
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Teorema 1.3.4 Sea X un espacio topologico. Entonces X es compacto si
y sdlo si, para cada familia {F;},.; de conjuntos cerrados en X con la
propiedad de interseccion finita, la interseccion de todos los elementos de
la familia es no vacia, es decir,

ﬂie!Ff?ém

Demostracion.
Supongamos que X es compacto y que C' es una familia de subconjuntos
cerrados de X con la propiedad de la interseccién finita, cuya interseccion
es vacia.
Ahora, pongamos v = {X\F : F € C}. Como |Jv = Upec(X\F), por las
leyes de De Morgan se tiene que |Jv = X\Njec F = X\[C asi, como
N C = 0 se obtiene que | Jy = X\0 = X, de esto, la familia v es una cu-
bierta abierta de X.
Como X es compacto, existe un conjunto finito {Fy, Fs, ..., F,,} € C de tal
forma que (X\F1) U ..U (X\Fn) = X\(F AN..NF,) = X. Por lo tanto,
Fin..NnF,=0,lo que contradice el hecho de que C tiene la propiedad de
interseccion finita.
En el otro sentido, tomemos una cubierta abierta v de X y denotemos
por C a la familia {X\U : U € v}. Luego NC = X\Uy = 0. Todos los
clementos de C son cerrados, entonces C' no tiene la propiedad de inter-
seccion finita. Por lo tanto, existen elementos Uy, Us,...U, € 7 tales que
(X\UL)N, ..., N(X\U,) = 0 es decir, se tiene que X\(U; U...UU,) = 0. De
aqui se sigue que U3 U...UU, = X, es decir {Uy,...,U,} es una subcubierta
finita de 5. Por lo tanto X es compacto. []

Sean X un espacio topoldgico y Y C X, entonces se tienen los siguientes
resultados.

Corolario 1.3.1 Si X es compacto y Y es un subespacio cerrado de X,
entonces Y también es compacto.

Demostacion.

Sea {Fi},.; una familia de subconjuntos cerrados de Y con la propiedad de
interseccién finita. Siendo Y cerrado en X, todos los elementos de {F;};;
son cerrados X . Tenemos que X es compacto, entonces (),c; F; # 0.0

Antes de presentar el otro resultado. recordemos que un espacio topolégico
X se llama Hausdorff, si para cualquiera puntos distintos a,b € X existen
abiertos ajenos A, B talesque a € Ay b € B.
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Teorema 1.3.5 Sea X un espacio topolégico Hausdorff. SiY es subespacio
compacto de X, entonces Y es cerrado en X .

Demostracion.

Para mostrar que Y es cerrado, veamos que X\Y es abierto.

Sea r € X\Y. como X es Hausdorff entonces para cada y € ¥ existen U,,. V},
abiertos en X tales que x €e Uy y y € Vj, con Uy NV, = 0.

Tenemos que {V; :y € Y} es una cubierta abierta de Y, como Y es com-
pacto, existen y1,y2, ...y, € Y tales que Y € U V.

Sea U = (_; Uy, que es una vecindad del punto z, veamos que U C X\Y,
para eso supongamos que no ¢s cierto.

Sea z € Y NU, entonces z € Vy; para algin j € {1,2,3,...,n}. Por otra parte
sabemos que U = [)_, Uy, entonces z € Uy;, obteniendo que z € V,,; NU,;,
entonces Vy; NUy; # 0. lo cudl es una contradiccién. Por lo tanto X\Y es
abierto y en consecuencia Y es cerrado.[]

Recordemos que una funcién es cerrada si la imagen de cada cerrado en
el dominio, es un cerrado en el rango de la funcién.

Corolario 1.3.2 Sean X,Y espacios Hausdorff y f : X — Y wuna funcién
continua. St X es compacto, entonces f es cerrada.

Demostracion.

Sea F un subconjunto cerrado en X, por ser un cerrado metido en un com-
pacto tenemos que F es compacto. Dado que la funcion f es continua, se
tiene que f(F) es compacto. Ahora del teorema anterior, vemos que f(F)
es cerrado. Por lo tanto f es una funcién cerrada.[]

Otra caracterizacién de funciones continuas es, una funcion f es continua
si y solo si la imagen inversa de cada cerrado es un cerrado en el dominio.

Corolario 1.3.3 Sean X,Y espacios Hausdorff y f : X — Y. Si X es
compacto y la funcion f es una biyecccion continua, entonces f es un home-
omorfismo.

Demostracion.

Como resultado del corolario anterior, tenemos que f es una funcion cerrada.
Mostraremos que, f ! es continua. Sea B un conjunto cerrado en X, como
f es una biyeccién continua, tenemos que (f~!)71(B) = f(B) y como f es
cerrada, se tiene que (f~1)7!(B) es cerrado. Por lo tanto f~! es continua.[]
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Lema 1.3.1 Sea X un espacio topolégico compacto y {X,},—, una sucesion
de subconjuntos cerrados de X, tal que para cadan € N, Xnt1 C Kiya St
U es un abierto en X tal que (), Xy C U entonces existe m € N tal que
XnCU.

Demostracion.

Tenemos que U es abierto de X, entonces X\U es cerrado y por ser X coni-
pacto, se sigue que X\U es compacto. Como [\, X;, C U, por leyes de De
Morgan se tiene que, X\U C o X\X,,. De donde existen ny, ng, ... nk
tales que X\U C Uf-"zl X\ X

Sea N = maz {nj,...,n;}, entonces Ur, X\X,; = X\Xy. Por lo tanto
Xycu.Oo

En un espacio topolégico X, no es necesario conocer como son todos los
abiertos de X, basta con conocer una subfamilia de conjuntos abiertos que
generen a los demas. Este concepto es el de base. En el siguiente resultado
se muestra la relacién que existe entre un espacio topologico compacto con
una base para él.

Teorema 1.3.6 Todo espacio métrico compacto tiene una base numerable.

Demostracion.
Sea X un espacio topoldgico compacto y A, una cubierta finita formada por
bolas de radio 1/n. Hacemos

ﬁ = Unoorl An

Tenemos que 3 es una coleccion numerable, pues es la union numerable de
conjuntos finitos. Sélo queda mostrar que 3 es una base para X. Para ello,
tomamos x € X y un abierto U en X tal que z € U.

Como para cada n € N, A, cubre a X, existe m € Ny B € Ay, tal que
z € Bc U. Como x y U son arbitrarios, se tiene que /3 es una base.l]

Teorema 1.3.7 Sea X un espacio topoldgico. Si tenemos que X tiene una
base numerable, entonces existe un subconjunto denso y numerable en X.

Demostracion.

Sea /3 una base numerable para X . De cada elemento B, no vacio de la base,
elegimos un punto z,,. Sea D el conjunto formado por los puntos x,,. Luego
D es denso en X, pues para cada x € X y cada elemento B, de la base que
contiene a x, B, N D # 0, asi z € D.[J
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Observemos que de los dos resultados anteriores, obtenemos otra propiedad
de los espacios topoldgicos compactos. Esta es, todo espacio compacto con-
ticne un subconjunto denso numerable.

Teorema 1.3.8 Sean X.Y espacios topologicos, el espacio producto X xY
es compacto st y solo si son compactos ambos espacios X.Y

Demostracion.
Supongamos que X x Y es compacto. mostraremos que X,Y son ambos
espacios compactos. Consideremos las proyecciones

Tz X XY — X tal que 7.(z,y) =z
wy i X x Y — Y tal que my(z,y) = 9.

Estas funciones son continuas, sobreyectivas y sus imégenes son
T X xY)=X,75(X xY) =Y,

Sabemos que la imagen continua de un compacto es compacta, entonces
tenemos que X, Y son ambos compactos.

Reciprocamente supongamos que X,Y son compactos, nos queda mostrar
que X x Y es compacto. Sea B, una base para la topologia en X y sea B,
una base para la topologia en Y. una base para la topologia producto del
espacio producto X x Y es de la forma

B={UxV:UEg€B,,V € By}

Mostrar que el espacio producto X x Y es compacto es equivalente a mostrar
que cada cubierta de X xY por clementos de B tiene una subcubierta finita.
Sea {U; x Vi}ie ; una cubierta abierta de X x Y por elementos de B.
Mostraremos que tiene una subcubierta finita.

Para cada x € X consideremos el subespacio {z} x Y de X x Y con la
topologia relativa, como {U; x V;},.; cubre a X xY entonces cubre a {z}xY.
Consideremos la funcion

f:Y — {z} xY tal que f(y) = (z,9),

verifiquemos que f es continua y sobreyectiva. Sea (z,y) € {z} x YV, sea W
un abierto en el espacio producto que contenga a (z,y), entonces tiene la
forma W =J,.;(UjxV;)conz €U; € B, yy € V; € B, para cada j € J.
Entonces

FHW) = 171 (UjeaUs x %)) = Ujes F72U; x Vi) = Ujes Vi
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Pues por definicién de f se tiene que f ‘1(Uj x Vj) = V; para cada j € J,
ademads la topologia es cerrada bajo uniones arbitrarias, entonces tenemos
que [ J;z; Vj pertenece a la topologia en Y'; con esto obtuvimos que la imagen
inversa de cualquier abierto es abierto. por lo tanto f es continua. Mostrar
que f es sobrevectiva es inmediato. Usando que el espacio Y es compacto
v que la funcién f es continua v sobreyectiva. tenemos que el subespacio
{r} x Y es compacto con la topologia relativa al espacio X x V.

Dada la cubierta abierta {U; x V;},.; del subespacio compacto {x} x Y,
podemos encontrar una subcubierta finita, digamos

{U_'?' P V}”}frl tal que {z} x Y C |J;z, (U} x V}7)

J .

Nz

con x € Ui paracadai =1,...,n. y {Vf} una subcubierta finita de

=1
{Vi},c; para Y. Definimos

U* =M;z, Uy

entonces U” es un conjunto abierto en X tal que z € U* y el conjunto
U* x Y es una franja abierta en X x Y. Con esto tenemos que

U % ¥ € =y (U2 % V)

Ahora usaremos la compacidad del espacio X para mostrar que el espacio
producto X x Y puede ser cubierto con una cantidad finita de franjas abier-
tas. Notemos que la familia {U*}__ y forma una cubierta abierta de X, como
X es compacto se sigue que existe una subcubierta finita {U"*}]" | de modo
que X = |J;'; U**. Asi tenemos que

X xY = (UL, U™) x Y =L (U™ xY),
pero sabemos que para cada k = 1, ..., m se tiene que
cntonces
X x ¥ = UpL @ x ¥) € Uy (U 03 x Vi)

Esto muestra que la coleccion de abiertos basicos,

{U;“‘ XV f = Ly s gy k= 1,...,m}
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forma una subcubierta finita de X x Y de elementos de B de la cubierta
{U; % Vi},c;- Por lo tanto el espacio producto X x Y es compacto. [

Mediante el teorema de Tvchonoff, sabemos que el resultado presentado
anteriormente es mas general v su demostracién la podemos encontrar en
([1]. teo. 37.3 pag 267). A continuaciéon enunciamos el teorema:

Teorema 1.3.9 (Tychonoff)

El producto arbitrario de espacios compactos es compacto en la topologia
producto.

1.4. Espacios Normales

Definicion 1.4.1 Sea X un espacio topologico y supongamos que los con-
Juntos unipuntuales son cerrados en X. Entonces se dice que X es reqular si
para cada par formado por un punto x € X y el conjunto cerrado B que no
contiene a x, existen conjuntos abiertos disjuntos que contienen a r y a B
respectivamente. El espacio X se dice que es normal si para cada par A, B
de conjuntos cerrados disjuntos en X, existen conjuntos abiertos disjuntos
que contienen a A y B respectivamente.

Existen varias formas de caracterizar a los espacios regulares y los espa-
cios normales. En el siguiente resultado mostramos una manera.

Lema 1.4.1 Sea X un espacio topoldgico donde los conjuntos unipuntuales
son cerrados.

1. X es regular si y sdlo si, dado un punto x € X y un entorno U de z,
existe un conjunto abierto V' de x tal que Clx (V) C U.

2. X es normal si y sdlo si, dado un conjunto cerrado A y un conjunto
abierto U tal que A € U, existe un conjunto abierto V tal que A C
Cl_\'(V) € bl

Demostracion.

Para mostrar a). Supongamos que X es regular, sea z € X y U un conjunto
abierto tal que # € U. Si B = X\U entonces B es cerrado. Por hipétesis
existen conjuntos abiertos disjuntos V' y W que contienen a x y B, respecti-
vamente. El conjunto Clx (V') es disjunto de B ya que si y € B, ¢l conjunto
W es un abierto que contiene a y distinto de V. Por lo tanto, Clx (V) C U,
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que es lo que se queria mostrar.

Para probar el otro sentido. Supongamos que nos da el punto = y el conjunto
cerrado B tal que & € B. Sea U = X\ B. Por hipdtesis existe un conjunto
abierto V de x tal que Clx (V) C U. Los conjuntos abiertos V' y X\Clx (V)
son disjuntos que contienen a r y a B respectivamente. Por lo tanto X es
regular.

Para mostrar b), se usa el mismo argumento solamente se sustituye el
punto x por el conjunto A.LJ

En seguida se muestran propiedades que implican la normalidad de un
espacio.

Teorema 1.4.1 Todo espacio metrizable es normal.

Demostracion.

Sea X un espacio metrizable con distancia d. Sean A y B conjuntos cerrados
disjuntos de X. Para cada a € A, elegimos ¢, de tal modo que B(e,, a)NB =
(0 v lo mismo para cada b € B, elegimos ¢, tal que B(ep, b))NA = (). Definamos

= UaeA B(eq,a) y V = Upep Bles, b).

Entonces U y V son conjuntos abiertos que contienen a A y B, respectiva-
mente y afirmamos que son disjuntos, pues si no lo fuera, existiria z € UNV,
entonces

z € B(%,a) N B(%,b)

para algin a € A y b € B. Utilizando la desigualdad del triangulo tenemos
que d(a,b) < %’ﬂl Si €, < b, entonces d(a,b) < €, por lo que la bola
B(ep, b) contendria al punto a. Si €, < €4, entonces d(a,b) < €,, por lo que el
punto b estaria contenido en la bola B(e,, a). Lo que seria una contradiccion
con ¢l hecho que A y B son disjuntos. Por lo tanto U y V' son disjuntos.[]

Teorema 1.4.2 Todo espacio Hausdorff compacto es normal.

La demostracién de este resultado, la podemos encontrar en ([1], teo.
32.3 pag. 231).
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Capitulo 2

Continuos

2.1. Ejemplos de Continuos

En este capitulo los objetos de interés seran los espacios métricos, com-
pactos y conexos. Sabemos que, en R", los compactos son cerrados y aco-
tados. Y sabemos que todo acotado de R™ se puede meter en una copia
topolégica de la n—celda [0, 1]". Entonces en R" los objetos que nos intere-
san, son los espacios métricos, conexos y cerrados contenidos en [0, 1]".

Definicion 2.1.1 Un continuo es un espacto métrico compacto, conexo y
no vacio.

Sea X un continuo y Y C X. Diremos que Y es un subcontinuo de X, si
Y es a su vez un continuo. Diremos también que Y es un subcontinuo propio
de X, si Y es un subcontinuo distinto de X.

Durante el desarrollo del capitulo presentaremos algunos ejemplos de
continuos, pero en lo que mas estamos interesados es mostrar cémo construir
continuos.

Ejemplo 2.1.1 El intervalo [0, 1].
Sabemos que en R los conexos son los intervalos y los compactos son cerra-

dos y acotados, por lo que el [0,1] es un compacto y dotado de la métrica
usual es un espacio métrico. Por lo que [0, 1] es un continuo.

Un continuo mas general que el intervalo, es el arco. Un arco es cualquier
espacio topolégico homeomorfo al intervalo [0, 1]

Ejemplo 2.1.2 La circunferencia unitaria.

Sl = {(.:C., y) €R?: ||(z,p)| = 1}

21
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Por ser subconjunto del espacio métrico R?, §' es un espacio métrico. Es
compacto pues es cerrado y acotado. es conexo por ser imagen continua del
intervalo [0, 27) mediante la funcién » — (cosz, senx). Por lo tanto S es
un continuo.

Todo espacio topolégico homeomorfo a S' se llama curva cerrada simple.
1o es un continuo diferente de S* sino una version generalizada de él.

Definicién 2.1.2 Un continuo es unicoherente, si la interseccion de cua-
lesquiera dos subcontinuos propios es un conjunto conezo.

Definicién 2.1.3 Un continuo X es hereditariamente equivalente, si todo
subcontinuo con mds de un punto 'Y, es homeomorfo a X.

En los ejemplos de continuos que se han presentado, es el intervalo [0, 1]
quien posee tanto la propiedad de unicoherencia como la de ser hereditaria-
mente equivalente. En el caso de la circunferencia unitaria no posee ninguna
de las propiedades, S no es hereditariamente equivalente pues un arco es
un subcontinuo que no es homeomorfo a S* y no es unicoherente pues si

tomamos las semicircunferencias superior e inferior como subcontinuos, su
interseccion resulta un conjunto no conexo.

Definicion 2.1.4 Un continuo X es homogéneo si para cualesquiera puntos
x,y € X existe un homeomorfismo hyy : X — X tal que hyy(x) = y.

Observemos que S! es un continuo homogéneo, pues dados dos puntos
a,b € S, existe una rotacién que lleva a a en b y éstas son homeomorfismos.
En seguida mostraremos otro continuo que es homogéneo, el toro.

Ejemplo 2.1.3 El toro.

Lo podemos ver como S' x S, este espacio es compacto, pues el espacio
producto de espacios compactos es compacto, y la misma justificacién para
decir que es conexo. Por ser subconjunto de R?, es un espacio métrico. Por
lo tanto S' x S! es un continuo v su grafica la mostramos en la siguiente
figura.
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Figura 1: El toro

Para construir continuos, lo podemos hacer uniendo un nimero finito
de continuos que se vayan intersectando, con esto lograremos que el resul-
tado sea un espacio conexo. A continuacién mostramos como ejemplo a los
n—odos.

Ejemplo 2.1.4 Los n—odos simples.

Estos son la unién de n arcos que se intersectan dos a dos en un tinico punto,
llamado vértice del n—odo, dicho vértice es el extremo de cada uno de los
n arcos y los otros extremos de los arcos se llaman extremos del n—odo. En
la siguiente figura se muestra al 6-odo simple.

Figura 2: 6-odo simple

Siguiendo la idea de construir continuos, podemos considerar la unién
de una cantidad finita de arcos tales que, sean ajenos dos a dos o si se inter-
sectan lo hagan en uno o en ambos puntos extremos. A este nuevo continuo
lo llamaremos gréfica finita. Cuando una grafica finita no contiene curvas
cerradas simples es llamada arbol.

Si pensamos en la unién de una infinidad de segmentos que se intersecten
entre si, el resultado puede ser un continuo. Sélo tenemos que tener cuidado
con que el espacio que resulte de dicha unién sea un espacio compacto. En
seguida mostramos un ejemplo.
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Ejemplo 2.1.5 El abanico armdnico.

Consideremos la sucesion armonica {%}:: 1 ¥ formemos con clla la siguicnte
sucesion de puntos en R?%: definamos a_; = (0,0), ag = (1,0) y para cada
neN,a,=I(1, %). Ahora, para n > 1, unamos cada uno de los puntos a,—
con el punto a_;. Graficamente, tenemos

Figura 3: El abanico armonico

Este conjunto es compacto pues es cerrado y acotado, es conexo ya que es
la unién de conexos que coinciden en un punto y es un espacio métrico pues
es un subconjunto de R2.

Definicién 2.1.5 Un espacio topoldgico X es localmente conexo en x si
para cada abierto U de x, existe un abierto conezo V de x contenido en
U. Si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos, se dice que X es
localmente conezxo.

Los continuos que habian presentado son localmente conexos, con la
excepcién de el abanico arménico, pues para cada punto (z,0), con 0 < x <
1, existe una vecindad disconexa. En el ejemplo que se presenta en seguida,
el continuo tampoco es localmente conexo.

Ejemplo 2.1.6 El continuo sens
Considere la grafica de la funcién f : (0,1] — R definida por f(z) = sen%,

es decir, el conjunto
G(f) = {(z,seni) eR?: z € (0, 1]}

Este conjunto es conexo, por ser la grafica de una funciéon continua definida
en un conexo. Ademas es acotado, sin embargo no es cerrado; tomando la
cerradura de G(f) se tiene un continuo, pues la cerradura de un conexo es
conexo.

Obtenemos graficamente:
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Figura 4: El continuo sen %

Este continuo no es localmente conexo, va que para los puntos (0, y) con
—1 < y < 1, poseen vecindades no conexas en G(f).
Ya habiamos mostrado que si tenemos un espacio conexo por trayectorias
entonces es conexo. Pero este ejemplo nos permite mostrar que, si tenemos
un espacio conexo no necesariamente es conexo por trayectorias, ya que el
punto (1, senl) no lo podemos conectar con ningun punto de la forma (0, y)
por una trayectoria de la grafica.

Una generalizacion de los drboles son las dendritas. Las dendritas son
continuos localmente conexos y sin curvas cerradas simples. En seguida se
presenta un ejemplo de estos continuos.

Ejemplo 2.1.7 Dendrita de Gehmann

Se contruye empezando en la parte superior del que salen dos segmentos. Al
final de estos dos segmentos se ponen otros dos segmentos mas pequenos, este
proceso se contintia una infinidad de veces. Al final se toma la cerradura de
la unién de todos los segmentos. En la figura que a continuacién se presenta,
el proceso queda hasta el tercer paso.

Figura 5: Dendrita de Gehmann

Observemos que el conjunto de puntos que se anaden cuando tomamos
la cerradura, los que se colocan en la parte inferior del continuo, constituyen
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el conjunto de Cantor.

Hemos presentado continuos que se formaron uniendo otros continuos
que se intersectan en un punto, cuidando que el resultado sea compacto.
Una de las técnicas mds importantes para obtener ejemplos de continuos es
¢l uso de intersecciones anidadas.

En el ejemplo que presentamos a continuacién vemos que la interseccién
anidada de conexos no es, necesariamente, conexa.

Ejemplo 2.1.8 Para cada n € N, sea
Xﬂ = [_1]‘] g [_1_11 %] \{(_Tl’ f!l) X {O}}

Observemos que cada X, es un subconjunto conexo de R2, pero

M2 X = [-1,58] x {0} U [3,1] x {o),

el cual no es conexo.

-1.1) .1

12 (112)
(-1, 1n}, {1.3n)
(-1,0) fprmm— et (1.0}
{11 (1-4m)
1-12) (1-12)

1) (11)

Pero si agregamos la hipdtesis de compacidad a cada uno de los in-
tersectandos se obtienen resultados positivos, como lo muestra el siguiente
teorema, el cual serd muy 1til pues nos permitira definir una clase de con-
tinuos.

Teorema 2.1.1 Si X es un continuo y Ai. As, ... son subcontinuos anida-
dos, es decir Ay D As D ..., entonces el conjunto A = ﬂf:] A, es un
subcontinuo de X.

Demostracion.
El conjunto A C X es cerrado pues es intersecciéon de cerrados, y tenemos
que el espacio X es compacto, de estos dos hechos obtenemos que A también
es compacto. Al ser los conjuntos A,, compactos, se tiene que son cerrados.
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De modo que los conjuntos X'\ 4,, son abiertos.

De las leyes de De Morgan tenemos, X\A = X\ (22, A, = Un X\ Ay
Para mostrar que A # (), procederemos por contradiccion. Supongamos que
A es vacio, se tiene la familia { X\ A}, X'\ As, ...} es una cubierta abierta de X
vy, como X es compacto, existe una subfamilia finita X\ Ap,, X\ A4,,, ... X\ A4,,,
que cubre también a X. Podemos suponer que nj < ng < ... < ny,. De modo
que

X = U;nzl X\Ana = X\ ﬂfil Ap, = X\Ay,,
Lo que implica que A,, = 0. Lo que contradice el hecho que A, es no
vacio. Por lo tanto A # 0.

Para poder concluir que A es un subcontinuo nos queda mostrar que A
es conexo. Supongamos que A no es conexo, entonces A = C' U D, donde
C. D son cerrados ajenos, no vacios de X. Como X es normal, entonces
podemos encontrar U,V abiertos disjuntos de X de tal forma que C C U
y D C V. Esto es, tenemos una sucesion de subcontinuos anidados y A =
CuUuD c UUYV, es decir, A estd contenida en el abierto U U V, entonces
existe n € N tal que 4, C UUV. De donde A4,, = (4,"U)U(A,NV). Como
CUD=AC A,, se tiene que A, NU # 0 y A, NV # 0, pero esto implica
que A, sea disconexo, lo que contradice el hecho que A, es un subcontinuo.
Por lo tanto A es conexo.l] :

Habiamos dicho que el teorema anterior nos ayudaria para contruir otros
e . . . . el
continuos, y para ejemplificarlo, el continuo que sigue se contruye de esta
manera.

Ejemplo 2.1.9 Carpeta de Sierpinski.

Sea S; = [0,1] x [0,1], S2 C S; el conjunto que se obtiene sustrayendo el
cuadrado abierto central al dividir S; en nueve subcnadrados de igual drea;
S3 C S5 se define analogamente, al dividir cada uno de los 8 = 23 cuadrados
de S5 en nueve cuadrados de igual drea y sustrayendo el cuadrado abierto del
centro. Inductivamente, definimos S,, € S, 1 como el conjunto que queda
al remover el cuadrado abierto central de cada uno de los 2" cuadradros que
conforman a S,,_;, después de dividirlos en nueve cuadrados de igual area.
Finalmente, definimos S = (,—; S». En la siguiente figura se representa a
este continuo.
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Figura 6: Carpeta de Sierpinski

Una propiedad interesante de la carpeta de Sierpinski, es que todo sub-
continuo plano, con interior no vacio, tiene una copia homeomorfa dentro
de este continuo. Esto se expresa diciendo que la Carpeta de Sierpinski es
universal para los continuos del plano de dimensién 1. Otro continuo con
propiedades interesantes se presenta en seguida.

Ejemplo 2.1.10 Esponja de Menger

La construccién de este continuo, es andloga a la de la Carpeta de Sierpinski.
Sea My = [0,1] x [0,1] x [0, 1]; luego, definimos Ms C M; como el conjunto
que resulta al dividir el cubo en nueve partes iguales para cada cara y re-
mover la barra central abierta de cada cara. El proceso con el que se obtiene
cada M,, es similar. Definimos M = (", M,. A continuacién, se representa

a este continuo. l

Figura 7: Esponja de Menger

La Esponja de Menger tiene dimensién 1 y cualquier continuo de di-
mension 1 se puede meter dentro de él. Por esta propiedad se dice que este
continuo, es universal para los continuos de dimensién 1.

Ahora veamos que existe un continuo universal, donde caben todos los
continuos.

Ejemplo 2.1.11 FEl cubo de Hilbert
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Consideremos el producto Qg = [0,1]x[0, 1]x 0, 1] x ... como Qg es producto
de compactos v conexos, tenemos que (0 mismo es un conexo v compacto.
Le podemos asociar la métrica con la siguiente tormula

d((ﬂ"],(ﬂg, )~ (yh Yz, )) == Z?;I iﬂ;i'

De mancra que @y cs un continuo. Ahora veremos que contiene copias
topologicas de todos los continuos.

Teorema 2.1.2 Si X es un continuo, entonces existe una funcién continua
e inyectiva f : X — Qg tal que f: X — f(X) es un homeomorfismo.

Demostracion.
Tomemos una métrica d para X, consideremos en X la métrica acotada
d (p,q) = min{1,d(z,y)}, entonces d (p,q) < 1 para cualesquiera p.q € X.
Observemos que la topologia inducida por la métrica d es la misma que la
topologia inducida por la métrica d.

Ahora, sea D = {p; : i € N} un conjunto denso y numerable de X, el
cual existe pues X es compacto. Definamos f : X — Qg por:

f(p) = (d’(p,p]),d’(p,pg), )

Dadas p,g € X ydadai € N, d (p,p;) < d (p,q) + d (g, p;), de modo que
d (p,pi) —d (q,pi) < d (p,q). Similarmente, d (¢, p:) —d (p,ps) < d (p, ). De
manera que {d’ (p,pi) — d (g, pi)l < d (p,q). Esto implica que cada una de

las funciones p — d (p,pi) es continua. Es decir, cada una de las funciones
coordenadas de la funcién f es continua. Lo que implica que la funcién f
también es continua.

Para ver que f es inyectiva, tomemos puntos diferentes p y ¢ en X. Sea

£ = g%q_) > 0. Como D es un subconjuto denso de X, existe n € N tal que

d (p,pn) < €.

Cromo d (p,pn) +d (pn,q) > d(p,q) = 2¢ > d (p,pn) + €, tenemos que
d (pn,q) > €. De modo que d'(p,pn) < € < d (q,pn) ¥ d (p,pn) # d (q,7n).
Esto muestra que f(p) # f(g). Por lo tanto f es inyectiva.

Como sabemos, toda funcién continua e inyectiva cuyo dominio es un espacio
compacto y el contradominio es un espacio Hausdorff es un homeomorfismo
en su imagen, tenemos que f es un homeomofismo en su imagen. Que es
precisamente lo que se queria probar.[]
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Para poder presentar otro camino para construir continuos, tenemos que
mencionar algunos conceptos. Es necesario conocer a los continuos descom-
pouibles ¢ indescomponibles, los continuos encadenables, que es precisa-
mente de los que hablamos en las siguientes secciones.

2.2. Continuos Encadenables

Primero daremos las definiciones para una cadena simple y una e—cadena
simple. Después mencionamos la definicion de espacios encadenables y pre-
sentamos algunos resultados.

Definicién 2.2.1 Una familia {Uy,Us...U,} de subconjuntos de un espacio
métrico es una cadena simple en X si se tiene que Uy NU; # 0 si y sdlo
sili—j] < 1. A cada Uy se le llama eslabon de la cadena simple. Se dice
que una cadena simple C = {Uy,...,U,} conecta a dos puntosa yb en X si
ael; ybel,.

El resultado que presentamos a continuacion, nos muestra que los es-
labones de una cadena simple pueden ser conjuntos abicrtos.
El procedimiento para la construccion de este tipo de cadena simple es tomar
una familia de conjuntos abiertos y de ahi extraer la cadena simple.

Lema 2.2.1 Sea X un espacio métrico y conexo. St U = {Uy}rea es una
cubierta abierta de X y a,b € X entonces eviste una cadena simple que
conecta a a con b cuyos eslabones son elementos de 1.

Demostracion.

Sea D el conjunto de puntos x € X tales que cxiste una cadena simple, con
eslabonesde U, que conecta a a con z. D # {) ya que al menos a € D.

Para demostrar que D = X, veamos que D cs tanto abierto como cerrado y
como X es conexo entonces tendremos que estos dos conjuntos son iguales.
Sea 2 € D, as{ existe una cadena simple {U7, ..., Uy, } con eslabones en U, tal
que a € Uy v = € U, pero, claramente, esto implica que U,, C D, de donde
D cs abierto.

Para ver que D es cerrado, probaremos que D = Clx (D). Seax € Clx(D) =
D U d(D), si @ € D entonces no hay nada que probar. Supongamos que
z € (D). Como U es una cubierta de X, existe U € U tal que « € U. Como
x € d(D), existe z € DNU, de donde existe una cadena simple {V1,..., Vi, },
con eslabones en U, que conecta a a con z. Sea r € {1,2,...,m} el primer
nimero natural tal que U NV, # 0, entonces {V1,...,V;,U} es una cadena
simple que conecta a a con z y, por lo tanto, z € D.[J
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Definicién 2.2.2 Una cadena simple C' de conjuntos abiertos en un espacio
métrico es llamada una e—cadena si el didmetro de cada eslabon de C es
TMEnoT Uue €.

Definicién 2.2.3 Un espacio métrico es encadenable si para cada € > 0,
existe una e—cadena que cubra a X. Sia.b € X entonces X es encadenable
de a a b si para cada € > 0, existe una e—cadena C = {C. ....C,} que cubre
aX tal quea € C; ybe C,.

Teorema 2.2.1 Si X es un continuo encadenable K C X es un subcontinuo
entonces K es encadenable.

Demostracion.

Sea € > 0, como X cs encadenable, existe una e—cadena C = {Cy,...,Cp}
que cubre a X. Sea j el primer nimero natural tal que C; N K # () y sea
k el ntimero natural mas grande con la propiedad de que Cp N K # 0.
Mostraremos que C = {C; N K,Cj41 N K, ...,Cy N K} es una e—cadena en
K que cubre a K.

Claramente este es el caso a menos que cxisticran dos eslabones C y Cpy1,
con j < p < k, tales que (Cp N K) N (Cpy1 N K) = B, pero esto implicaria
que, Ujgmsp(cm NK)y Up+15mgk(0m- N K) fueran dos abiertos ajenos de
K cuya union seria K, lo que contradiria la conexidad de K.[J

2.3. Continuos Descomponibles e Indescomponibles

Los continuos mas familiares son descomponibles, de hecho no es facil
encontrar continuos indescomponibles. Antes de seguir con el analisis de éste
tipo de continuos, damos la definicion.

Definicién 2.3.1 Un continuo X es descomponible si posee dos subcontin-
uos propios A, B tales que X = AU B.
Si X no es descomponible diremos que X es indescomponible.

Mencionabamos que no es fécil encontrar ejemplos de continuos inde-
scomponibles. sin embargo existen muchos ejemplos. En esta seccién pre-
sentaremos resultados que nos permitan mostrar algunos ejemplos.

Lema 2.3.1 Sean X un continuo y Z un subcontinuo de X. Si A y B son
subconjuntos mutuamente separados tales que X\Z = AUB entonces Z U A
y Z U B son subcontinuos de X.
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Demostracion.

Sean X\Z = AU B, donde A, B estan umtuamente separados. Como X\ Z
es abierto, tenemos que A y B son abiertos. Ademss X\A = Z U B, por lo
que Z U B es cerrado.

Supongamos que ZU B no es conexo. Entonces existen dos cerrados no vacios
y ajenos Il y K tales que ZUB = HU K. Como Z es concxo e igual a
(ZNH)U(ZNK) y estos son dos cerrados ajenos, tenemos que uno de ellos
es vacio. Por lo tanto podemos asumir que Z = ZNH y por lo tanto Z C H.
Pero como H y K son ajenos la contencién anterior implica que K C B.
Ahora, scan X7 = AU H yv Xs = K. Entonces

X =(X\2)UZ=(AUB)UZ = AU(BUZ)= AU(HUK) = (AUH)UK

de donde X = X U X»5. Ademds H y K son no vacios, por lo que Xy y X5
no son vacios.
Por otra parte, sabemos que H y K estdn mutuamente separados. Y como
Clx(K) C Clx(B), se tiene que K y A también estdn mutuamente sep-
arados, ya que A y B lo son. Por lo tanto X; y X5 est4n mutuamente
separados. Pero esto contradice la conexidad de X, por lo que se tiene que
Z U B es un subcontinuo de X. De manera aniloga se muestra que Z U A
es un subcontinuo de X. [J

Usamos el lema anterior para dar una caracterizacién de los continuos
indescomponibles.

Lema 2.3.2 Un continuo X es indescomponible si y sdlo si todos sus sub-
continuos propios tienen interior vacio.

Demostracion.

Para mostrar que, si todos los subcontinuos propios de X tienen interior
vacio entonces X es indescomponible; procederemos por contrapuesta, esto
cs, Supongamos que X es descomponible para llegar a que contiene algin
subcontinuo propio cuyo interior es no vacio.

Entonces sean A y B subcontinuos propios de X tales que X = AU B. De
ahi tenemos que X\B C A, pero dado que B es cerrado y propio, entonces
) # X\B C int(A) por lo tanto int(A) # 0.

Ahora el sentido contrario, para mostrar que si X cs indescomponible en-
tonces todos sus subcontinuos tienen interior vacio, procedamos por contra-
puesta. Supongamos que A es subcontinuo propio de X tal que int(A) # 0.
Veamos los posibles casos respecto a la conexidad de X\ A:

1. X\ A es conexo.
Entonces Clx (X'\A) es un subcontinuo de X. Como int(A) es abierto,
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no vacio v estd contenido en A, tenemos que int(A) NCly (X\A) = 0.
Por lo tanto Cly (X\A) es subcontinuo propio de X.
Ademas, X = AU Clx(X\A), de donde X cs descomponible.

2. X\ A es disconexo.
Entonces existen dos conjuntos mutuamente separados y no vacios 1
v K tales que X\ A = HUK. Entonces AUII y AUK son subcontinuos
propios de X y ademas

X=(X\A)UA=(HUK)UA=(AUH)U(AUK),

de donde X es descomponible.

En cada uno de los casos anteriores encontramos que X cs descomponible,
que es lo que se queria demostrar. [].

Del lema anterior se deriva la siguiente caracterizacién para continuos
descomponibles.

Corolario 2.3.1 Un continuo X es descomponible si y sélo si X contiene
un subcontinuo propio con inlerior no vacio.

De la caracterizacién que hemos dado de los continuos indescomponibles,
a continuacién mostramos un ejemplo de Continuos indescomponibles.

Ejemplo 2.3.1 Arcoiris de Knaster.

La contruccién de éste continuo, es como sigue:

Si C es el conjunto de Cantor de tercios intermedios, consideremos el sub-
conjunto Cy = C x {0} de R2. Para cada par de puntos de Cp equidistantes
del punto (%, 0), considercmos la semicircunferencia en R? con coordenadas
no negativas que une tal par de puntos, entonces denotamos por Xop a la
unién de tales semicircunferencias.

Ahora, denotemos por X7 la unién de las semicircunferencias en R? con
coordenadas no positivas que tienen por extremos parcs de puntos de Cy
equidistantes a (%, 0). Procedemos inductivamente, considerando para cada
n € N a X,, como la unién de semicircunferencias en R? con coordenadas
no positivas que tienen por extremo pares de puntos de Cp equidistantes a
(g3:9).

Entonces el arcoiris de Knaster estd dado por X = XoU ey Xn- En la
siguiente figura se presenta éste continuo en sus primeros pasos.
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Figura 8: Arcoiris de Knaster

El arcoiris de Knaster en un continuo que no es localmente conexo en
ningin punto, pues cualquier vecindad de cualquier punto es unién de arcos
disjuntos. Tenemos que todo subcontinuo propio de éste continuo es un arco
cuyo interior en X es vacio. Por el lema anterior es claro que X es indescom-
ponible.

Para poder mostrar otro ejemplo de Continuos indescomponibles, intro-
duciremos algunos conceptos importantes en la Teoria de Continuos como
lo son el de composante ¢ irreductibilidad.

2.3.1. Composantes

Definicién 2.3.2 5i X es un confinvo y p € X, la composante de p es el
congunto de todos los puntos x € X tales que existe algiin subcontinuo propio
de X que contiene a x y p.

Notemos que la composante de p es la union de los subcontinuos propios
de X que contienene a p. Por ser unién de conexos con un punto en comun,
tenemos que las composantes son conexas. Més adelante mostraremos que
también son densas.

El resultado que presentamos en segnida, nos ayudard a demostrar que
las composantes son densas. El lema nos muestra que, dado un continuo
X no existe el subcontinuo propio "més grande”. La prueba del siguiente
resultado la omitimos, porque requiere del teorema de golpes en la frontera;
el cudl estd fuera de los alcances de este trabajo.

Lema 2.3.3 Sea X un continuo. Si D es un subcontinuo propio de X en-
tonces existe un subcontinuo propio C de X tal que C # D y D C C.

Ahora si estamos preparados para demosirar, que las composantes son
un subconjunto conexo v denso.
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Proposicién 2.3.1 Si K es alguna composante del continuo X, el conjunto
K es denso y conexo.

Demostracién.

Sean p € X y K la composante de p. Por la observacion gue se hizo antes,
tenemos que K es conexa.

Para mostrar que K es denso en X, supongamos que Clx(K) # X. En-
tonces, ya que K cs conexo tenemos que Clx (K) es conexo y tenemos que
Clx(K) es un subcontinuo propio de X y es no vacio pues contiene a p. Por
el lema anterior, existe un subcontinuo propio H de X tal que K C H y
K= H.

Pero H es un subcontinuo propio de X que contienc a p, por lo que por
definicién de K debe tener que H € K, lo que implica que H = K, que es
una contradiccion.

Por lo tanto Cly(K) = X, por lo tanto K es denso en X.[J

En el lema que se presenta a continuacién, relacionamos el concepto de
descomponibilidad con el de composante.

Lema 2.3.4 Si X es descomponible, X es composante de alguno de sus
puntos.

Demostracién.

Como X es descomponible, existen A, B subcontinuos propios y no vacios
de X tales que X = AU B. Tenemos que AN B # (), puesto que si la inter-
seccién fuera vacia tendriamos que X es disconexo, lo que es un absurdo.
Entonces sea x € AN B y K la composante de . Como cada uno de A v B
es subcontinuo propio de X que contiene a x, tenemos que A C K v B C K,
de donde X = AU B C K y por lo tanto K = X.(J

Teorema 2.3.1 Si X es un continuo indescomponible entonces sus com-
posantes son disjuntas.

Demostracion.

Sean z,y € X y K, y K, las composantes de z v y, respectivamente.
Supongamos que K, N K, # 0. Sea z € K, N K, como z € K,, existe un
subcontinuo propio H; de X tal que z,2 € H;. Anilogamente existe un
subcontinuo propio Hs de X tal que z,y € Hs.
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Sea w € K, cntonces existe un subcontinuo propio Hy de X tal que
w,y € Hy. Como y € Han Hy. se tiene que Ha L Hy es un continuoe, el cual no
cs igual a X debido a que éste es indescomponible. Como z € HyN(Ha U Hy)
resulta que Hy U Hs U Hy es un subcontinuo de X, el cual es propio por la
indescomponibilidad de X. Pero o, w € H; U Ha U Hs, de donde w € K, por
lo tanto K, C K,.

De manera andloga se muestra que K, © K,.[0

De la definicion de composante tenemos que es la unién de los subeon-
juntos propios de X gue contienen a un punto en particular, del que cs
composante. En seguida veamos que basta la unién numerable de subeon-
tinuos para formar la composante.

Lema 2.3.5 Sip € X y K es la composante de p, entonces existe una
coleceion numerable {F, : n € M} de subcontinuos propios de X tales que

K =),y Fr-

Demostracion.

Sabemos que X posee una base numerable B = {V}, 14, ...} con V;, 3 0 para
cada n € M, pues X es un espacio métrico compacto. Definamos para cada
n€N, U= T!"L{p}‘

Sea F, la componente de X\I/;, que contienc a p para cada n y sea F =
UHEN F, T

Como cada X\U, es cerrado y contiene a p, es claro que F,; es un subcon-
tinuo de X que contienc a p para cada n € N, lo cual implica que F C K.
Mostremos ahora que K C F.

Sea x € K. Entonces existe un subcontinuo propio H de X que conticne a
{p,x}. Como X\ H es abierto y no vacio, existe m € N tal que V,,, € X\ H.
Entonces p € V,,, y por tanto U, = Vi,.

También es claro que H C X\Uy,, ¥ dado que H es conexo y contiene a
p. se sigue que H C F,. Por lo tanto x € Fy, C |J,,ey Fn- Por lo tanto
K =),enFn0

Mostraremos una serie de resultados que relacionan el concepto de com-
posante con la descomponibilidad e irreducibilidad de un continuo.
Mostraremos que los continuos descomponibles ticnen exactamente tres com-
posantes, mientras que los indescomponibles una cantidad mas que numer-
able de composantes. Pero antes, veamos el coneepto de irredueibilidad.
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2.3.2. Irreducibilidad

Definicién 2.3.3 Si X ¢s un continuo y {p.q} = X. decimos que X e¢s
irreducible con respecto a p y g st no existe ningin subcontinuo propio de X
que contiene a tales puntos.

Notemos la relacién entre el concepto de composante v de contino irre-
ducible. Si p v ¢ son puntos de X tales que, p no pertencce a la composante
de ¢. entonces por definicién de composante, X es irreducible con respecto
apy g, esto cs:

Lema 2.3.6 Sea X un continuo yp € X. Entonces X es irreducible respecto
a p y a algun otro elemento de X si y solo si la composante de p es un
subconjunto propio.

Observemos ahora, si X es irreducible respecto a p y ¢, cada uno de esos
puntos no pertencce a la composante del otro, es decir:

Lema 2.3.7 Si el continuo X es irreducible respecto a {p,q}, entonces las
composantes de p y de g son subconjuntos propros de X y distintos entre si.

La proposicién que sigue, muestra que si un continuo es descomponible
y no irreducible tiene exactamente una composante.

Proposicion 2.3.2 Si X es un continuo descomponible y no es irreducible,
entonces X poseee exactamente una composante, X mismo.

Demostracion.

Como X es descomponible, tenemos que X es composante de alguno de sus
puntos. Y por ser no irreducible, X no posee composantes propias. Por lo
tanto X mismo cs su tinica composante.[]

Ahora veamos que pasa con los continuos descomponibles ¢ irreducibles.
Este resultado es la demostracion de lo que mencionabamos anteriormente,
los continuos descomponibles poseen exactamente tres composantes.

Proposicion 2.3.3 Si X es un continuo descomponible e irreducible, en-
tonces X posce exactamente 3 composantes.

Demostracién.
Sea X descomponible e irreducible respecto a {p, ¢}. Tenemos que X es una
composante, y obtenemos que las composantes de p y de g son subconjuntos
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propios de X y son disjuntos entre si.

Entonces va tenemos 3 composantes de X distintas entre si. Mostraremos
que estas 3 son todas las composantes.

Sea pues r € X v K la composante de . Veremos que K es uno de los con-
juntos que acabamos de mencionar, por lo tanto supongamos que K # X
Entonces existe y € X\ K.

Como X es descomponible posce subcontimios propios A, B tales que X =
AU B. Ninguno de estos dos subcontinuos puede contener a ambos puntos
p v g, va que X es irreducible respecto a cllos, por lo que podemos asumir
que p € A y ¢ € B. Tambien supongamos que r € A.

Dado que A es subcontinuo propio de X y contiene a r, ¢s claro que AU K.,
de donde se sigue que p € K.

Supongamos momentaneamente que K tambien conticne a g. Entonces ex-
iste un subcontinuo propio D tal que {r,q} C D. Ademas recordemos que
{r,p} C A. Como y ¢ K, ninglin subcontinuo propio de X conticne a {r,y}.
por lo que tenemos que y ¢ Ay y ¢ D.

Entonces r € AND,y¢ AUD y {p.q} C AU D, lo cual quiere decir que
AU D es un subcontinuo propio de X que contienc a p y ¢, pero esto es una
contradiccion, ya que X es irreducible respecto a tal par de puntos. De esto
¢ K.

Ahora si, demostremos que K es la composante de p

Seaxz € K

Entonces existe un subcontinuo propio F de X tal que {r,z} C F, pues K
es la composante de r. En particular, como ¢ ¢ K tcnemos que g ¢ F.
Entonces r € ANF,q ¢ AUF y {«,p} € AUF, por lo que AUF es
subcontinuo propio de X que contiene a p v a z. por lo tanto z pertenece a
la composante de p.

Sea x un clemento de la composante de p.

Entonces existe un subconjunto propio H de X tal que {z,p} C H. Como X
es irreducible respecto a {p, ¢} tenemos que ¢ ¢ H. por lo tanto p € H N A,
g¢ HUAy {z,r} C HUA, lo cual quiere decir que H U A ¢s subcontinuo
propio de X que conticne a z y r, lo cual implica que z € K.

Entonces tenemos que K ¢s presisamente la composante de p. Por lo tanto
hemos probado que si una composante no es X mismo, entonces debe ser
composante de alguno de los puntos a los cuales X es irreducible.

Por lo tanto no existen mds composantes de las 3 que teniamos v entoces X
tiene exactamente 3 composantes. [

A continuacién mostraremos que los continuos indescomponibles tienen,
una cantidad més que numerable de composantes. Para ello utilizaremos el
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Teorema de la Categorfa de Baire, la demostracién la podemos encontrar en
([1]. teo. 48.2, pag 337).

Definicién 2.3.4 Un conjunto X se dice que es un espacio de Baire, si
satisface la siguiente condicién: dada cualquier familia numerable {A,} de
conjuntos cerrados de X, todos ellos con interior vacio en X, su union UAn
también tiene interior vacio en X.

Teorema 2.3.2 (Teorema de la categoria de Baire)

Si X es un espacio Hausdorff compacto o un espacio métrico completo en-
tonces X es un espacio de Baire.

Teorema 2.3.3 Si X es un continuo indescomponible entonces X tiene una
cantidad no numerable de composantes.

Demostracion.

Como X es indescomponible entonces todo subcontinuo propio de X tiene
interior vacio, y sabemos que cada composante de X es unién numerable de
tales conjuntos.

Es claro que X es la unién de todas sus composantes, por lo que si X tuviera
una cantidad numerable de ellas, tendriamos que X es la unién numerable
de conjuntos con interior vacio, lo cual por el Teorema de Baire es un ab-
surdo.

Por lo tanto X posce una cantidad mas que numerable de composantes.[]

Ahora veremos una caracterizacién muy ttil de la indescomponibilidad
en los continuos.

Teorema 2.3.4 Un continuo X es indescomponible si y sélo si posee un
subconjunto {a,b, ¢} tal que X es irreducible respecto a cada par de elementos
de tal conjunto.

Demostracién.

Supongamos que X es indescomponible y scan a,b, ¢ € X tal que K,, Kp, K
son composantes distintas de X. Si H es un subcontinuo propio de X que
contiene a a y b entonces H C K, N K}, lo cual es una contradiccién, pues X
es indescomponible entonces sus composantes son disjuntas. Con esto ten-
emos que X es irreducible entre a y b. De manera andloga se muestra que
X es irreducible entre b y ¢ y entre a y c.

Para mostrar ¢l otro sentido, lo haremos por contrapuesta.

Esto es, supongamos que X es descomponible y sean a,b y ¢ tres puntos

o
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cualesquicra de X. Como X es descomponible, existen dos subconjuntos
propios I v K de X tales que X = H U K. pero entonces K o H contiene
a dos de los tres puntos a.b y ¢, de donde X no es irreducible entre dos de
esos puntos.L]

Ahora ya estamos listos para construir un continuo indescomponible.
Esto lo haremos usando el teorema anterior, es decir, tomaremos tres puntos
y construiremos un continuo que sea irreducible entre cada par de ellos.
Para construir un continuo que sea irreducible entre un par de puntos nos
basaremos en el siguiente resultado y su demostracion la podemos encontrar
en ([3]. Teo 9.6.24, pig 450).

Proposicion 2.3.4 Sean X un continuo y a,b € X. Si X es encadenable
entre a y b entonces X es irreducible entre a y b.

Ejemplo 2.3.2 Ejemplo de un continuo indescomponible.

Toda la construccién se llevard a cabo en el plano. Sean a,b y ¢ tres puntos
no colineales en R? y construyamos una cadena simple C; cuyos eslabones
son discos abiertos, de didmetro menor que uno, empezando en a, pasando
por b y terminando en c.

Dentro de €, construyamos una cadena simple Cy de discos abiertos y
diametro menor que %, que empiece en b, pase por ¢ y termine en a, de tal
forma de que Cs sea un refinamiento propio de Cj.

Dentro de Cq, contruyamos una tercera cadena cimple Cs de discos abiertos,
de diametro menor que % empezando en ¢, pasando por a y terminando en

b, de tal manera que C3 sea un refinamiento propio de Cs.

En la siguiente figura se muestra el proceso que hemos descrito hasta la
segunda face.
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Figura 9: Continuo

indescomponible

En general, para cualquier n € N U {0}, se contruyen cadenas simples:
Csn 1 que sigue el patrén a — b — ¢, C3pq2 que sigue el patrén b —c—a y,
Csnya que tienen el patrén ¢ —a — b. Ademas el didmetro de cada eslabén
de C}. es menor que %, con k € N.

Para cada k € N, sca Hr = Jog, Clx(C) ysea X = MNie; Hi. Observe-
mos que ﬂ_ff:(} H3,,41 es un continuo encadenable y por lo tanto, irreducible
entre a y ¢; que [,y Hant2 €s un continuo irreducible entre b y a; y que
Moo H3ni3 es un continuo irreducible entre b y c. Ademas tenemos que
X = 2 Hant1 = Moy Hanss = (Npeo Han+3. Asf que X es un continuo
indescomponible.

También existen continuos para los cuales todos sus subcontinuos son
indescomponibles.

Definicién 2.3.5 Si cada subcontinuo de X es indescomponible, decimos
que X es hereditariamente indescomponible.

El resultado que presentamos en seguida, nos muestra que podemos
definir una relacién de equivalencia en continuos indescomponibles, y vemos
también que ésta relacién, puede o no ser de equivalencia para los continuos
descomponibles.

Proposicién 2.3.5 Sea X un continuo descomponible. Definimos la relacion
para los puntos de X, p =~ q si existe un subcontinuo propio A de X tal que
p,q € A, entonces ~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion.
Mostraremos que ~ es una relacién de equivalencia para los puntos de
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un continuo indescomponible. Ademas veremos que hay continuos descom-
ponibles para los que es una relacion de equivalencia v que hay descomn-
ponibles donde la relacién no es de equivalencia.

Sea X un continuo indescomponible y sean {p,¢,z} € X.

Tenemos que p =~ p, pues {p} es un subcontinuo propio de X.

Si p >~ ¢. entonces cxiste ¥ < X subcontinuo propio tal que p.g € Y. De
donde g.p €Y v asi g >~ p.

sip=>gqyqz> z, cntonces existen Y, W subcontinuos propios de X tales que
p,g €Y yg,ze€ W. Como X es indescomponible, tenemos que Y UW #£ X
tenemos que Y U W es conexo, pues es union de conexos, con intersseccion
no vacia.

Por lo tanto tenemos que Y U Z es un subcontinuo propio de X tal que
p,z €Y ULZ, de donde p~ z. Y ~ es una relacién de equivalencia.

Si X es descomponible la propiedad con la que se tiene ¢l conflicto es,
a ~ by b~ c entonces a ~ ¢. Entonces mostraremos un continuo descom-
ponible donde se cumple y otro donde no.

Sca X = S1. Claramente tenemos que para cualesquiera dos puntos en
S, existen subcontinuos propios que conticnen a los dos. Entonces tenemos
que =~ es una relacion de equivalencia.

Ahora, sea X = Clx(sen(2)).

Tomemos los puntos p = (1,sen(1)), ¢ = (0,5,sen(0,5)) y r = (0,1). Es
claro que p ~ q v g = r, pero p # r pues solamente X contiene a los dos
puntos. Por lo que ~ no es una relacién de equivalencia.ll



Capitulo 3
Hiperespacios de Continuos

Sea X un continuo con métrica d. Los Hiperespacios son colecciones de
subconjuntos de X con alguna caracteristica particular, los mas estudiados
s0on:

2X = {A C X : A es cerrado y no vacio},
C(X) ={A € 2X : Aes conexo},
Fn(X) = {A € 2X : A tiene a lo més n puntos} para cadan € N,
Con(X) = {A € 2% : A tiene a lo més n componentes} para cada n € N.

3.1. Meétrica de Hausdorft

Observemos que, todos estos espacios se definen como subespacios de
2% entonces para darle una métrica a todos ellos, bastard ddrsela a B,
Pero antes necesitamos mencionar algunos conceptos.

Definicién 3.1.1 Seane >0, p€ X y A € 2%, Definimos la bola de radio
e centrada en p, que denotamos por B(e.p), como:

B(e,p) ={g € X : d(p,q) < ¢}.

Y definimos a la nube de radio € centrada en A, que denotamos por N(e, A),
como:

N(e,A) = {q € X : existe a € A tal que d(a,q) < c}.
Observemos que si A consta de un punto, entonces B(e,p) = N(e. {p}).
Ademés N(e, A) = Jpea Ble, 2)

Proposicién 3.1.1 Sean € > 0 y los subconjuntos A, B de X. Entonces

N(e, A)UN(e, B) = N(e, AU B).

43
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Demostracién.

Mostraremos que, N(e, A) U N(e, B) C N(¢, AU B).

Tomemos x € N(e, A) U N(e, B), entonces & € N(e. A) o x € N(¢, B). Para
el caso que x € N(¢e, A) tenemos que existe a € A tal que d(z,a) < ¢, de
ahi que existe a € AU B tal que d(x,a) < ¢. Por lo que x € N(e, AU B). De
manera andloga si r € N(¢, B).

Ahora mostraremos que N(¢, AU B) € N(e, A) U N(e, B).

Tomemos X € N(e, AU B), entonces existe m € AU B tal que d(x, m) < e.
Entonces, existe m € A om € B tal que d(z, m) < e. Por lo que z € N(e, A)
o z € N(e.B). De donde z € N(e, A) UN(e, B). O

Proposicién 3.1.2 Sea U un subconjunto abierto de X y A cerrado tal que
A C U, entonces existe d > 0 tal que N(5,A) C U.

Demostracion.
Como U es abiertoy A C U, para cada a € A exise r, > 0 tal que B(r,,a) C
U.
De donde, A C |J,eq B(ra,a) CU.
También tenemos que

ACLza Bl 8) ClU,cuBlrapa) €U

Como A es cerrado y X compacto, entonces A es compacto. Por lo que
" ] Ta:
existena € Ny a1, ..,a5 € Atal que A C i, B(5, as) C gy B(%10) C
7,

Sean § = min{ g, ..., %5*} v = € N(4, A). Entonces cxiste a € A tal que
d(a,z) < d. Ademas existe 1 < ¢ < n tal que d(a, a;) < r—;—“
W Tes

Como & < %, tenemos que d(z,a;) < d(z,a) + d(z,a;) < 5+ + 5 = 14,
Por lo tanto « € B(rg,,a;) C U.OJ

Ahora bien, la métrica que definiremos en 2% es llamada métrica de
Hausdorff. Dados A, B € 2%, definimos:

H(A,B)=inf{e >0: AC N(¢, B) y BC N(¢,A)}.

Con ayuda de esta métrica, dos conjuntos se encuetran cerca si ellos estan
casi empalmados. A continuacién mostraremos que la métrica de Hausdorft
es realmente una métrica.
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Proposicién 3.1.3 Dados A, B € 2%, se cumple que:
1. H(A.B) estd bien definida.

(4
2. H(A,B)>0y H(A,B)=0si y sdlosit A= B,
(A,

3. H(A,B) = H(B, A),

4. H(A,C) < H(A,B) + H(B,C).

Demostracion.
Para cada par de clementos A, B € 2%, definimos el conjunto:

E(A,B)={e>0: AcC N(¢,B)y BC N(¢,A)}.

H(A, B) =intE(A, B) por como definimos H(A, B). Para ver que H(A, B)
esta bien definida, tenemos que mostrar que E(A, B) no es vacio y esta aco-
tado inferiormente. Para ver que es no vacio, notemos que d(p, q) < diam(X )+
1 para cualesquiera p,q € X. Asi que A € N(diam(X)+ 1,B) y B C
N(diam(X)+1, A). De manera que el nimero diam(X)+1 € E(A, B). esto
muestra que el conjunto E(A, B) # 0. Por definicién el conjunto E(A, B)
estd acotado inferiormente por el cero, por lo tanto H(A, B) estd bien
definido. Ademés H(A, B) > 0.

Para demostrar 2 ya tenemos que H(A,B) > 0, nos queda mostrar que
H(A,B) =0siy solosi A= B. Primero veamos que H(A, A) = 0, observe-
mos que, para cualquier € > 0, A C N(e, A), de modo que E(A, A) = (0,00)
v como ¢l infimo de este conjunto es el cero, concluimos que H(A, A) = 0.
Ahora supongamos que H(A,B) = 0, tenemos que probar que A = B.
Tomemos un punto a € A y un nimero positivo cualquiera e. Entonces esta-
mos suponiendo que infE(A, B) = 0 < ¢, por lo que cxiste 6 € E(A, B)
tal que § < € y entonces A C N(4,B). Asi que existe b € B tal que
d(a,b) < § < €. Con esto hemos probado que B(e,a) N B # 0 y esto ocurre
para cualquier ¢, concluimos que a pertencce a la cerradura de B en X,
pero B es cerrado, asi que a € B. Ya tenemos entonces A C B. De manera
andloga probamos que B C A. Por lo tanto A = B, que s precisamente lo
que se queria demostrar.

La prueba de 3 se sigue directo de la definicién de E(A, B), pueden inter-
cambiarse los conjuntos A y B sin que cambie el conjunto E(A, B).

Para terminar con la demostracién, tendremos que probar que:

ifE(A,C) <infE(A, B)+infE(B, C)

Recordemos que el infimo de una suma de conjuntos es la suma de los infimos
de los conjuntos, por lo que tenemos que probar que:
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fE(A,C) <inf{é +n:6 € E(A,B) yn € E(B,C)}.

Para hacer esto, tomemos dos clementos cualesquicra 6 € E(A,B) y n €
E(B,C).

Por definicion, A € N(3,B) v B C N(n.C), dada a € A existe b € B tal
que d(a,b) < 4, ademas existe ¢ € C tal que d(b,¢) < n: por la desigualdad
del tridngulo tenemos d(a, ¢) < d + n. Hemos probado que A € N(6+n. ().
También de 6 € E(A,B) vy n € E(B,C) tenemos, B C N(§,A) y C C
N(n. B), dada ¢ € C cxiste b € B tal que d(c,b) < 71, ademas existe a € A
tal que d(b,a) < 0, por desigualdad del tridngulo d(c,a) < d + 7.

Hemos probado que C C N(é + 7, A). De manera que § + 1 € E(A,C). Y
entonces infE(A,C) < 6 4+ 7. Por lo que podemos concluir que el nimero
infE(A,C) es una cota inferior del conjunto {0 +n : 6 € E(A,B) y n €
E(B,C)} vy, por tanto infE(A,C) <inf{é+n:0 € E(A,B) yn € E(B,C)}.
Que es precisamente lo que queriamos mostrar. Ll

La proposicién anterior nos muestran que 2% es un espacio métrico v,
también lo son entonces sus subespacios. Asi, los hiperespacios que defini-
mos son espacios métricos con la métrica de Hausdorft.

Observemos que si X es un continuo no degenerado. Entonces H sc puede
definir en la familia de todos los subconjuntos no vacios de X, pero en este
caso no resulta ser una métrica. Si A, B C X es claro que diam(X) +1 €
{e>0: AC N(B)y B C N(¢, A)}, asi el conjunto es no vacio y el
infimo es mayor o igual que cero. Por lo que inf{e > 0: A C N(¢,B) y
B C N(e, A)} esta bien definido. Pero la propiedad H(A,B) =0« A= B
no se cumple pues H(Clx(A), A) = 0, para todo A C X, yaque A C Clx(A)
y Clx(A) C N(e A) para € > 0 pues, si * € Clx(A) sc ticne que para
cualquier € > 0 B(e,z) N A # ). De donde z € N(e, A). De modo que si A
no es cerrado, tenemos que A # Cly(A) y H(A,Clx(A)) = 0. Por lo que H
no es métrica.

Proposicién 3.1.4 H(A,B) <€ siy silo si AC N(e,B) y BC N(e, A).

Demostracion.
Para mostrar que, si H(A,B) < € entonces A C N(¢,B) y B C N(e. A).
Tomemos € > 0 tal que

H(A,B) =int{6 >0: AC N(6,B)y BC N(5,A)} < ¢

entonces existe eg € {6 > 0: A C N(6,B)y B C N(d, A)} tal que H(A, B) <
€0 < €. Entonces A C N(e,B) v B € N(ep, A). Como €3 < € entonces
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AC N(e,A) y B C N(e, A).

Ahora mostraremos que, si A € N(¢, B) v B € N(e. A) entonces H(A. B) <
e. Como A C N(e¢, B) tencmos que, para toda a € A existe b, € B tal
que d{a,b,) < €, es decir, a € B(e, b,). De manera que existe §, tal que
d(a.by) < 0q < €. Ast A C |J,e4 B(d4,bq), como A es compacto, tenemos
que existe n € N v elementos ay.as, ... a, tales que

AC B(6,,ba,) U ... UB(8a, . ba,) C N(0a,,B) U... UN(5,,,B)

De mancra similar tencmos que, existe m € N y clementos by, ..., by, tales
que

B C N(0p,,A)U...UN(ds,,A)

sea 0 =max{da,, ... 0a,: Op;s .-y Op,, }. Asi que, A C N(4,B) y B C N(J, A).
Por lo que H(A, B) < < e. Por lo tanto H(A, B) < e.l]

En el resultado que se presenta en seguida, mostramos otra manecra de
medir la distancia entre dos subconjuntos A, B v, ésta resulta ser equivalente
a la métrica de Hausdorff.

m?

Proposicién 3.1.5 Sean A,B €2¥, y D:2%X - R.
Como D(A, B) = mdz{sup{d(a, B) : a € A}, sup{d(b, A) : b € B}, entonces
D(A,B) = H(A, B)

Demostracion.

Notemos que sup{d(a,B):a € A} = inf{r > 0: B C N(r, A).

Para cualquier € > 0, sup{d(a,B) :a € A}+ec {r>0: B C N(r, A}, pues
cualquier elemento de B est4 a una distancia menor o igual que sup{d(a, B) :
a € A} de cualguier clemento de A.

Esto es, B C N(sup{d(a,B):a € A} +¢, A).

Hemos probado que sup{d(a,B):a € A} = inf{r > 0: B C N(r, A).

De manera analoga, mostramos que

sup{d(b,A) : b€ B} = inf{r >0: A C N(r, B).

Sean a = méx{sup{d(b, A) : b € B}, sup{d(a,B) :a € A}} y e > 0.
Entonces
a+e€{r>0:BCN(r,A)} va+ee{r>0:Ac N(r,B)}.
Es decir, para cada e >0, a+e€{r>0: BC N(r,A)y AC N(r,B)}. De
doned a = inf{r >0: BC N(r,A)y A C N(r, B)}.
Entonces a = H(A, B).OI
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3.2. Convergencia en 2%

En esta seccion damos una caracterizacion para la convergencia de una
sucesién en el hiperespacio 2% con respecto a la métrica de Hausdorff en
términos de subconjuntos de X. En seguida damos la definicién de limite
superior e inferior.

Definicién 3.2.1 Sea {A,}2°, una sucesion de elementos de 2~ .

1. lim inf(A,) = {z € X : Ve > 0,B(e,x) N Ap, # 0 para casi toda n}
(todas excepto un niumero finito)

2. lim sup(An) = {x € X : Ve > 0, B(e,x) N Ay # 0 para una infinidad
de n's}

En el resultado que se presenta a continuacién damos caracteristicas del
limite superior e inferior.

Proposicién 3.2.1 Sea X un continuo y {A,}2°, uana sucesion de ele-
mentos en 2. Entonces:

1. lim inf(Arn) € lim sup(Ay).
2. lim inflAy) y lim sup(A,) son subconjuntos cerrados.

3. lim sup(Ay) #£ 0.

Demostracion.

Para mostrar que lim inf(A,,) C lim sup(A,).

Sea € > 0 y = € lim inf(A,), entonces Be,z) N A, # 0 para toda n € N,
excepto un nimero finito. Por lo que existe N € N tal que B(e,z) N A, # 0
para toda n > N, de donde la interseccion es no vacia para una infinidad de
n's.

Por lo tanto z € lim sup(A,) y asi lim inf(A,) C lim sup(Ay).

Para mostrar que lim sup(A4,,) es un conjunto cerrado, basta con probar
que Clx(lim sup(4,)) C lim sup(A4,).
Sea € > 0y z € Clx( lim sup(A4,)), entonces B(e.z)N lim sup(A4,) # 0.
Por lo que existe z € B(e,z)N lim sup(A,), de donde d(z,z) < € y para
todo § > 0 B(d,2z) N A, # 0 para una infinidad de »'s. De modo que
B(e,x) N A, # @ para una infinidad de n's, pues existe v > 0 tal que
B(v,z) C B(e,z). Por lo tanto = € lim sup(A,) y asf lim sup(A,,) es cerrado.
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Para probar que lim sup(A,) # (. Tomemos la sucesién {ay, }3° ; de pun-
tos en X. formada por a, € A, para cada n € N. Como X es compacto.
entonces existe una subsucesion {anfp, de {a,};; que converge, por lo
que existe x € X tal que lim(a,;) = z, esto es, para € > 0 existe K € N tal
que d(ang.z) < € para k > K. Por lo tanto para ¢ > 0, B(e,x) N A, # 0

. s . ! 7 g
para una infinidad de n s v asi x € lim sup(A,). &

Del resultado anterior observemos que lim sup(A4,) e¢s un clemento de
2X | pues es un subconjunto de X, que es cerrado y no vacio.

Sea {A,,}5° ; una sucesién de elementos de 2% en el resultado que pre-
sentamos en seguida se caracterizan a los elementos del limite superior de
dicha sucesion.

Teorema 3.2.1 Sea X un continuo y {A,}2%, C 2% una sucesidén de sub-
conjuntos de X . z € lim sup(Ay) si y sdlo si existe una sucesion de nimeros
ny, na, ... y existen puntos Tnp € Apr para todo k € N tal que limap, = .

Demostracion.

Supongamos que existen puntos r,; € A,x para todo k € N tal que limz,, =
x, mostraremos que x € lim sup(A,).

Sca ¢ > 0, entonces existe K € N tal que d(z,, ) < ¢ para toda k& > K. De
donde z,; € Apx N B(e, x) para toda k > K. Por lo tanto B(e,z) N Ay, # 0
para una infinidad de n's, y asf 2 € lim sup(A,).

En el otro sentido, tomemos z € lim sup(A,,). Entonces, para todo € > 0
B(e,z) N An # 0 para una infinidad de n's. En particular tomemos € = 1,
entonces tencmos que B(1,z) N A, # 0 para una infinidad de n's. Elegimos
ny € Ny zp; € B(1,2) N Ap, entonces d(z,1,7) < 1y @n1 € Any
Ahora para € = %: se tiene que B (%,JI) N A, # 0 para una infinidad de
n's, entonces podemos elegir ny > n; tal que B (3,2) N Ana # 0. Escogemos
Tng € B(%, z) N Ay, entonces d(zn2,z) < % Y Tnpo € Apo
Procediendo inductivamente, construimos una sucesion de ntmeros n, <
ng < ...y de puntos z,; € Ay tales que d(zpx, ) < %
De esto concluimos que limz,;, = . O

A continuacién presentamos un resultado que nos muestra como debe
ser la relacidn entre el limite superior vy el inferior, para que una sucesion
converja con la métrica de Hausdorft.
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Teorema 3.2.2 Sea {A,}2°, C 2X entonces {An}22 | converge con la métrica

de Hausdorff a A € 2% si y solo si lim sup(A,) = A = lim inf(4,,).

Demostracion.

Supongamos que limA4,, = A en 2% con la métrica de Hausdorff. Mostraremos
que lim sup(4,) = A = lim inf(A,).

Sabemos que lim inf(A4, ) € lim sup(A4,). Asi que es suficiente probar que
A C lim inf(A,) y lim sup(4,) € A, que es precisamente mostrar que:

1. AC liminf(4,) C A= lim inf(4,) = A.
2. AC lim sup(4,) € A= lim sup(4,) = A.

Para demostrar 1.

Sea a € A, nos queda mostrar que a € lim inf(A,).

Dado ¢ > 0 cxiste N € N tal que H(A,A,) < ¢ para n > N. Entonces
AC N(e,A,) y A, C N(e,A), paran> N.Porloquea€ AC N(e, A,) y
asi @ € N(e, Ap) paran > N.

Entonces cxiste z, € A, tal que d(a,z,) < € si n > N. Por lo tanto para
n> N xz, € A, N B(e,a). Asi que para e > 0 A, N B(e.a) # () para todas
excepto un nimero finito de 7's. Por lo tanto a € lim inf(A).

Con esto A C lim inf(A,,) y A = lim inf(A4,,).

Para demostrar 2.
Supongamos lo contrario, es decir, lim sup(4,,) € A. Asi que existe z € lim
sup(A4,) tal que z ¢ A.
Como A es cerrado, entonces existe ¢ > 0 tal que B(e.,z) N A = (. Ahora
como z € lim sup(A4,), tencmos que para € > 0, B(e,z) N A, # () para una
infinidad de n’s.
Como limA,, = A, entonces para 5 > 0 existe N € N tal que H(A,A,) < §
paran > N. Es decir, A C N(5,An) y Ay € N(5,A) paran > N,
Tomemos M > N tal que B(§,z) N Apr # 0 y sca 2z € B(%,z) N Apy. En-
tonces d(z,2) < § ¥y 2 € Ayy € N(§,4), de donde existe a € A tal que
d(z,a) < §. Por lo tanto d(z,a) < ¢ para a € A. Con lo cual tenemos que
B(e,z) N A # 0. Pues @ € B(e,xz) N A, pero esto contradice el hecho que
B(e,z) N A = 0. Por lo tanto lim sup(A4,) C A y lim sup(4,) = A.
De 1y 2 tenemos que lim(A4,,) = A.

En otro sentido, supongamos que lim inf(A4,,) = lim sup(A4,,). Mostraremos
que A, € 2X sin — oo.
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Sea A =lim sup(4,) y A € 2%. Probaremos que lim4, = A con la
métrica de Hausdortl.
Sea e > ) mostremos que:

1. Existe M, € N tal que A C N(e, 4,) para toda n > M.
2. Existe Ms € N tal que A, € N(e. A) para toda n > Ms.

Para demostrar 1.
Observemos que la familia {B(5,a) : @ € A} es una cubicrta abicrta para
A. A es compacto, entonces existen m € N y puntos ay,...,am € A tal que
A C|JL, B(5.ax). Ahora como A =lim inf(A,) y a; € Aparai€ {1,..,m}.
Entonces para & > 0, B(8,a;) N A, # 0 para toda n excepto un nimero
finito, asf para i € {1,...,m} existe N; € N tal que para n > N;, entonces
B(%, U,i) FyAy 75 0.
Sea M; = max{Ny,.., N;u}.
Asidadan > M; yic€ {1,...m}, B(§,a:) N A, #0.
Con esto tenemos la siguiente afirmacién:

A C N(e, Ay) para todo n > M.

En cfecto, sca n > My y a € A C |JjL, B(5,ax), entonces existe kp €
{1,...,m} tal que a € B(§, axo), es decir, d(a, ag,) < 5. Ademds paran > M
existe z € B(§, ago) N Ayn. Luego d(a,z) < d(a, ax,) + d(aro, ) < €. Lo que
implica que a € N(e, A,) para n > M;. Por lo tanto A C N(e. Ap) para

Para demostrar 2.

Supongamos que es falso, es decir, para toda N € N existe n > N tal que
An € N(e, A). Asi:

Para N = 1 existe n; > 1 tal que A1 € N(e, A)
Para N = n; + 1 existe no > ng tal que Ao € N(e, A)
PAra N = no + 1 existe ng > no tal que A,z € N(e, A)

Procediendo de manera inductiva, existe una sucesién de nimeros naturales
ny < ng < ... tal que A,x € N(e, A) para todo k € N.

Luego para cada k € N tomemos z,x € Ani\N(e,4) € X. Como X es
compacto, existe zo € X y una subsucesion {zng, }52; de {Xnr}z, tal que
lim(znk,) = o-

Observemos que para todo i € N, app, € X\N(¢, A), conjunto cerrado en
X. De aqui que g € X\N(e, A) por lo que zo ¢ A.
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existe una funcion continua a : [0, 1] — E,(X) tal que a(0) =z y a(l) = y.
Como X es conexo por trayectorias, existen ayq. ..o : [0, 1] — X continuas
tales que o(0) = 2 v ag(l) = 1.

Sea a : [0,1] — F,(X) como, aft) = {a;i(t),....a,(t)} veamos que es con-
tinua.

Sea ¢ > 0. Para cada a;. existe &; tal que [t — ta] < 8, = d{a(t). alty)) < e

Seca § = min{d;, ..., &, }.
Entonces |t — fy| < d implica gue

{ai(t), ..., an(t)} C N(e, {a1(to), ... omlto)}) ¥
{ai(to). ... cnlto)} € N(e, {a(t), ....an(t)})

Por lo tanto

H{{a1(t). ..., anl(t)}, {ar(tp). ..., an(to)}) < €, es decir, H(a(t), altp)) < e.
Por lo tanto a es continua y como a(0) = z vy a{l) = y. Por lo que F(X)
©8 conexo por trayectorias.[]

A continuacién mostraremos que el Hiperespacio 2% es también un con-
tinuo.

Teorema 3.3.1 El hiperespacio 2% es conero.

Demostracidn.

Puesto que para cada n € N, Fi(X) € F,(X) y el Hiperespacio F,(X) es
conexo, tenemos que el hiperespacio F(X) = | {F.(X) : n € (N)} es la
unién de conexos cuya interseccion es Fy(X). Entonces F(X) es conexo,
ahora como F(X) es denso en 2%, la cerradura de F(X) es 2%, de manera
que 2% también es conexo.[]

Antes de mostrar que el hiperespacio 2% es compacto, probaremos que
toda sucesion {4,132, € 2% contiene una subsncesion de Cauchy v que
toda sucesién de Cauchy en 2% converge, es decir, 2% es completo. Jun-
tando estos dos resultados tendremos que 2% es compacto.

En el siguiente resultado se muestra la completez de 2%,

Teorema 3.3.2 Sea {A,}2%, una sucesion de Cauchy en 2%, entonces
{A.}2 | converge con la métrica de Hausdorff a un A € 2%
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Demostracion.

El vinico candidato para limite es A = lim sup(A,,) que es un conjunto no
vacio v cerrado de X. Y para ver la convergencia, solamente tenemos que
probar que lim sup(A4,) C lim inf(A,).

Sea x € lim sup(A4,,) v € > 0., entonces B(e,x) N A, # ) para una infinidad
de n's. Por otra parte, como {A,} >, es una sucesion de Cauchy. entonces
existe N € N tal que H(A,,.A,,) < ¢ para todo n.m > N.

En particular tomemos My € N, My > N, entonces B(g5,x) N Ay, # 0y
ademas H(App,,A,) < § pues ambos indices My,n > N. Lo que implica
que Ap, € N(35,An).

Sea y € B(s,z) N Am, C N(5,A4n). Asi existen z, € A, tal que
d(y,zn) < 5 y por lo tanto d(x, z,) < d(z,y) + d(y, z,) < €.
Con esto probamos que B(e,z) N A, # () para todan > N. Por lo que = €
lim inf(A,) y concluimos que toda sucesién de Cauchy converge en 2% y
asi este hiperespacio es completo.[]

Ahora si, estamos listos para mostrar que el hiperesacio 2% es compacto.
Esto lo haremos usando la caracerizacion de espacios compactos que dice,
un espacio es compacto si y solo si toda sucesion tiene una subsucesion
convergente.

Teorema 3.3.3 El Hiperespacio 2~ es compacto.

Demostracion.

Por lo mencionado en el resultado y en el parrafo anterior, es suficiente pro-
bar que toda sucesion tiene una subsucesién de Cauchy.

La cual construiremos inductivamente.

Afirmamos que para € > () y un subconjunto infinito J de N, existe otro
subconjunto infinito J; de J tal que H(A,, A;) < € para todo n,r € J;.

Sean € > 0 y J un subconjunto infinito de N. Como X es compacto, exis-
ten m € N y puntos zy, ..,z € X tales que X = |JI, B(e, x;). Ahora para
cada n € J definimos K,, = {i € {1,..,m} : A, N B(e, ;) # 0}, observemos
que K, esta bien definido para toda n € N.

Sea A = {F : F C {1,..,m}}, notemos que A tiene cardinalidad
finita. Definamos la funcién f : J — A tal que f(n) = K,. Entonces
d=|HfUK)cJ: KAl
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Como J es infinito y A es finito. entonces algiin conjunto f~!(K) debe ser
infinito.

Definamos J; = f~'(K). Es claro que J; C J v es infinito. falta ver que
H(A,, Ay) <esin,m e J.

Sea G = {x; : i € K} € 2%, Veamos quc dada n € .J;, tenemos
H(A,,G) < 5. Sea pues n € Jy, entonces f(n) = K, = K.
Asi Ky ={i € {1,.;m}: A, B(5,2;) # 0} =K.
De modo que G = {z; € X : A, N B(§,2;) # 0}.
Si @i € G entonces A, N B(§.x;) # 0 . De manera que existe a € A,, tal que
d(a,r;) < 5. Asi z; € N(5, A,) . Esto prueba que G C N(5,An).
Por otro lado tomemos z € A, entonces € X = Y, B(5,2;), asi que
existe ig € {1,..,m} tal que z € B(§, zjp). De modo que A, N B(5)#0y
d(z,zin) < 5. Con esto A, C N(£.G),
Podemos asegurar que H(A,,G) < § para toda n € .J; por lo probado an-
teriormente, y como G es fijo, tenemos que H(A,,A,) < e paran,r € J;. Y
con esto probamos la afirmacién.
Ahora nos queda construir la sucesién de Cauchy, repitiendo el proceso que
se hizo anteriormente, obtenemos la sucesion {.J,, }2° ; de subconjuntos de N
infinitos, tal que J; 2 J5 O ...
Y ademas, para todo n € N, H(A4,,A,) < % para todo n,r € J.
Construccién de la sucesion:
Tomemos n; € J;. Como J> es infinito, existe ny € Jo de manera que
ny < ng. Como J3 es infinito, existe ng € J3 tal que ny < ng.
Por lo tanto, existe ny, no, ... tal que n; € J; y n; < n;41 para toda i € N.

Sea € > 0 por la propiedad arquimediana existe K € N tal que % < i€,
Luego afirmamos que si 7,s > K, entonces H(A,, , A,,) < e. En efecto, sea
r,s > K, entonces J, J. C Jg, de manera que ng € Js y n, € J, implican
que ng, n, € Jg, y por la eleccién del Jg, tenemos que H(A,_, A,,) < % < €.
Por lo que 2% es compacto. [J

Hemos probado la conexidad y compacidad de 2% v dotado de la métrica
de Hausdorft es un espacio métrico, en consecuencia tenemos que el Hiperes-
pacio 2% es un continuo. En seguida su mnestra que la misma conclusion
es vélida para el Hiperespacio C(X). Para ello probaremos primero que es
compacto.

Teorema 3.3.4 El Hiperesapcio C(X) es compacto.
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Demostracion.

Como ya probamos que 2% es compacto, basta probar que C'(X) es cerrado
en 2V . Tomemos una sucesion convergente {Ant de C(X) v supongamos
que limA, = A, con A € 2%. Vamos a demostrar que A € C(X). Para ello
necesitamos probar que A es un subconjunto conexo de X. Supongamos que
A no es conexo. entonces existen dos subconjuntos cerrados. ajenos v no
vacios Dy E de X tales que A= DU E.

Sea ¢ =inf{d(x,y) : x € Dy y € E}. Como D, E son compactos y ajenos,
tenemos que € > 0,

Puesto que lim A, = A, para § existe n € N tal que H(A,, A) < § Asi

ACN(5,A,) y Ay C N(5,A) = N(5,D)UN(5,E)

Notemos que, por la eleccién de ¢, los conjuntos N(5,D) y N(5, E) son
ajenos y abiertos. Ya que A, es conexo, debe estar contenido en sélo uno de
los conjuntos. Supongamos que A,, C N(5, D), de modo que

EC AC N(5,4,) C N(e, D).

Pero E es ajeno a N(§5, D), asf que tiene que ser vacio, lo que contradice la
eleccion de E y entonces A es conexo. Por lo tanto C(X) es cerrado en 2%
v asi es compacto.[]

Teorema 3.3.5 El Hiperespacio C(X) es conexo.

Demostracion.
Este resultado se deriva del hecho de que éste hiperespacio es conexo por
arcos.

Se ha mostrado que los Hiperespacios 2%, C(X), F,(X) son también
continuos.

3.4. Modelos de Hiperespacios

Los Hiperespacios que hemos definido anteriormente son subconjuntos de
un continuo X, en algunas ocaciones es mas deseable conocer a un espacio
viéndolo como un conjunto de puntos. Por esta razon, encontrar un modelo
para un Hiperespacio H consiste en encontrar un espacio conocido, que sea
homeomorfo a H y que sus elementos sean puntos en lugar de subconjuntos.

En seguida, presentaremos algunos ejemplos de Modelos para el continuo

[0,1].
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Comenzamos con este continuo por ser el mas sencillo, sus subcontinuos son
los intervalos cerrados v los conjuntos formados por un punto.

Ejemplo 3.4.1
C([0.1]) ={AC[0.1] : A es cerrado, conezo y no vacio de [0, 1]}

Sabemos que los subconjuntos cerrados, conexos v no vacios del intervalo
[0, 1], son sus subintervalos cerrados. Entonces podemos usar la identificacion
6 : C([0,1]) — R? tal que A = [a,b] — (%2, b— a). Es decir, a cada inter-
valo le asignamos su punto medio y su longitud.

Con esta identificacién, podemos observar algunas representaciones, por
ejemplo el mismo intervalo [0, 1] queda representado por el punto (% 1):
un conjunto de la forma {p} donde p € [0, 1], también pertenece a C([0,1])
y lo podemos representar como {p} = [p, p| por lo que el punto que lo repre-
senta es el punto (p, 0); otros conjuntos que valen la pena considerar son los
de la forma [0, b], donde b € [0, 1], a un subconjunto de éstos le corresponde
el punto ( g, b); también consideremos los conjuntos de la forma [a, 1|, donde
a € [0,1], a un subconjunto de éstos le corresponde el punto (“%1, 1—a).
Con las observaciones realizadas vemos que la imagen de C([0, 1]) es la regién

triandular 7' de R? que mostramos en seguida, cuyos vétices son los puntos
(0,0), (1,0) y (3,1).

c{lo.11)

(0]

Figura 9: Modelo para C([0, 1])

La representaciéon que usamos es inyectiva y su imagen es 7, ademds
es una funcién continua y dado que C'(X) es compacto, tenemos que ésta
representacién es un homeomorfismo sobre 7. Con esto hemos probado que
C([0,1]) es una 2—celda.

siguiendo con el intervalo [0, 1] en seguida mostramos un modelo para
F([0.1])

Ejemplo 3.4.2
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F5([0,1]) = {A C [0,1] : A es cerrado, no vacio y tiene a lo mds 2 elementos}

Los elementos de Fy([0,1]) pueden ser denotados en la forma {a.b}. con
a,be0,1].

Al conjunto {a. b} le podemos asocial la pareja f({a.b}) = (min {a, b}, max
{a.b}). Claramente. cada conjunto {a, b} estd determinado de manera uinica
por su pareja (min {a,b}. max {a,b}) y viceversa. Ahora notemos que 0 <
min {a,b} < méx {a,b} < 1y que cualquier pareja de la forma (u,v) con
0<u<wv<lesigual a f({u,v}). Por lo que la imagen de f es exactamente
el tridngulo 7" = {(u.v) : 0 < u < v < 1}. Otra vez tenemos una 2—celda
como modelo para un hiperespacio de [0, 1].

F o

[0.1]

Figura 10: Modelo para F5([0,1])

Otros Modelos que deseamos mostrar son del continuo S!. Este continuo
presenta facilidad con su trabajo pues tiene pocos subcontinuos, de hecho
s6lo lo son los conjuntos formados por un punto, los subarcos cerrados y a
S mismo.

Ejemplo 3.4.3

C(S') ={A C S': A es cerrado, conezo y no vacio de S}

Para la construccién del Modelo para C'(S') usaremos la representacién

f(Aa) = (1 — [—(-2%2) m(A), para cuando A es un subarco de S', donde I(A) y

m(A) son la longitud y el punto medio del subarco respectivamente. Para el
caso de los conjuntos de la forma {p} se les asigan p, es decir, f({p})=py
f(S') = (0,0) . Asf tenemos definida f(A) para toda A € C(S?)

En la siguiente imagen se presenta S con el Modelos para C(S').
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r

3
\—‘

i(a/2m)

Figura 11: Modelo para
(s

Tenemos entonces que f es un homeomorfismo de C(S*) en el disco uni-
tario con centro en el origen, es decir una 2—celda . Observemos que el
Modelo para C([0,1]) y el Modelo para C(S') son homeomorfos, pero no
lo son los continuos [0,1] y S*. Esto es, que los hiperespacios de continuos
sean homeomorofos no implica que los continuos de donde provienen lo sean.

Siguiendo con la circunferencia unitaria, ahora veamos un Modelo para

Fy(S')
Ejemplo 3.4.4 F5(S') ={A C S': A tiene a lo mds 2 elementos }

Dado un subconjunto A = {a,b} de S escojamos el arco menor que une
aay b, seam(A) el punto medio del arco y sea I(A) la longitud del arco.
Entonces hagamos la asignacién G(A) = (1 — L%l)m(A)

Esta asociacién es perfecta para los conjuntos para los que existe tal arco
menor, dichos conjuntos son aquellos en los que a y b no son puntos antipo-
das. De modo que si omitimos los pares de conjuntos antipodas, tenemos

una funcién G cuya imagen es el conjunto {z € R? : % < |lz]| £ 1}

Gl{a.b})

-
- o

Si insistimos en asociarle algo parecido a puntos antipodas, a un conjunto
de la forma A = {a,—a} le corresponderian dos puntos y obtenemos como
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imagen total al anillo D = {z € R?: § < [|2|| < 1}. Estarfa bien salvo que
a cada par de antipodas le estarian asociando un par de puntos también
antipodas de la circunferencia Sy = {z € R* : ||z|| = %} Entonces todo se
resuelve si en el conjunto D identificamos cada par de puntos antipodas del
conjunto Sy vy asi obtener el medelo final para F»(S!).

Primero ponemos flechas en la circunferencia interior Sy. Le ponemos dos
flechas etiquetadas con la letra ¢, hacemos dos cortes donde estan las flechas
a y b. En el segundo dibujo de la figura de abajo ponemos las piezas 1 y
2 que resultaron despues de cortar. Para el tercer dibujo hemos girado la
pieza 2 para que las flechas ¢ puedan pegarse, notemos que ahora tenemos
un cuadrado en el que hay que pegar dos orillas y también notemos que si
torcemos el cuadrado las flechas quedan listas para pegarse; al hacer esto se
obtiene la banda de Moebius.

Figura 12: Modelo para
Fy(S)

Hemos mostrado continuos para los cuales se puede construir un modelo
geométrico visible para sus hiperespacios C(X), F»(X). Pero existen con-
tinuos que no admiten un modelo visible. Por ejemplo para el arcoiris de
Knaster su hiperespacio C'(X) es homeomorfo a su cono.
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Capitulo 4

Funciones de Whitney

Una funcién de Whitney es una manera de medir el tamano de subcon-
juntos cerrados de un continuo X. En este capitulo mostraremos que las
funciones de Whitney existen y mencionaremos unos ejemplos.

4.1. Existencia de Funciones de Whitney

Mencionabamos que las funciones de Whitney miden el tamano de sub-
conjuntos cerrados de un continuo, es decir, miden el tamano de los elemen-
tos de 2¥. A continuacién presentamos la definicién de estas funciones.

Definicién 4.1.1 Sea X un continuo. Una funcién de Whitney para 2%,
es una funcion continua pu: 2% — [0,00) que satisface las siguientes condi-
ciones:

1. u({p}) =0 para cada p € X.
2. Si A,Be?2X y AZ B, entonces u(A) < u(B).

Supongamos que X es un continuo y u : 2% — [0,00) es una funcién
de Whitney para 2¥. Como X es compacto, y p es continua, entonces p
alcanza su valor maximo. Si definimos la funcién p,'._ de manera que, para
cada A € 2%

tenemos que g también es una funcién de Whitney para 2X y, ademés. toma
valores en el intervalo [0, 1].

La funcién D : 2% — [0,0c) dada por D(A) = didmetro de (A), es casi
una funcién de Whitney. Sélo le falta que D(A) fuera estrictamente menor
que D(B), cuando A Z B. Pero cuando el continuo es ¢l intervalo [0, 1] con
la topologia usual inducida por R, entonces la funcién D, es una funcion de
Whitney.

63
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Para poder presentar resultados que tengan validez para cualquier continuo
necesitamos mostrar que. para cualquier continno X existen funciones de
Whitney para 2.

Ejemplo 4.1.1 Sea X un continuo. D = {p\.pa. ...} un subconjunto denso y
numerable de X y, supongamos que la métrica d en X es tal que d(x.y) < 1,
para cualesquier x,y € X. Dado A € 2% yn € N, definimos:

pn(A) = mdz{d(a,p,) : a € A}— min{d(a,p,) : a € A}.

Luego definimos p : 2% — [0,1] por:

nl(A
p(A) =350, tald)
Para probar que p es una funcion de Whitney, primero mostraremos al-
gunas propicdades.

Propiedad 1. Para cada n € N la funcién p,, es continua.
Para probarlo, tomemos € > 0.
Seand =5y A, B¢ 2% tales que H(A, B) < 4.
Mostraremos que |pn(A) — pn(B)| < e.
Como A es compacto, existen elementos a1, a2 € A tales que

d(alspn) - min{d(aapn) ‘ac A} y
d(ag, pp) = méx{d(a,p,) : a € A}.

Como H(A, B) < d, tenemos que A C N (4, B) por lo que existen by, by €
B tales que d(ay,b;) < d y d(ag,bs) < 4. Entonces tenemos que:

max{d(a,p,) : a € A} = d(az,p,) < d(az,b2) + d(ba, ps) < 6+
max{d(b,pn) : b€ B} y,

m‘l’n{d(bspn) the B} = d(blapn) S d(bhal) T d(al:pn) < 5+
min{d(a,p,) : a € A}.

De donde

( méx{d(a,p,) : a € A}— min{d(a,p,) : a € A}) — (
méx{d(b,p,) : b € B}— min{d(b,p,) : b€ B}) < 26 = e.
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De esta forma t,(A) — jn(B) < €.

De manera similar obtenemos que 1, (B) — jin(A) < e.
Por lo tanto |un(A) — pn(B)| < €.

Lo que concluye la prueba de la continuidad de pp.

Propiedad 2. La funcion g esta bien definida y es continua.
Para probarlo, bastard con mostrar que la sucesién de funciones {52,
satisface el criterio M de Weierstrass. De modo que sélo nos falta verificar

pn(A)
—z—“ <

M, paracadan € Ny toda A € 2% vy que cumple que Y .2 1 M, converge.
Notemos que para cualesquieran € Ny A € 95

que existe una sucesién de nimeros positivos {M,,}7° | tales que

0 < pn(A) < méx{d(a,p,) :a € A} < L.

De modo que

pn(A) ~ 1
21: = 2?1

1

Por lo tanto basta hacer M, = 5=

para concluir la prueba.

Propiedad 3. Para cada p € X, u({p}) = 0.
Observemos que

pn({p}) = méx{d(a,pn) : a € {p}}—
min{d(a,pn) : a € {p}} = d(p,pn) — d(p;pn) =0

Por lo tanto pu({p}) = 0.

Propiedad 4. Si A € B, entonces ji,(A) < p,(B) para toda n € N.
Como A € B, {d(a,p,) : a € A} C {d(b,p,) : b € B}. De manera que
méax{d(a,p,) : a € A} < max{d(b,p,) : b € B} y. min{d(b,p,) : b € B} <
min{d(a,py) : a € A}.

Por lo tanto p,(A) < pn(B).

Propiedad 5. Si A € B, entonces existe m € N tal que pu,(A) < p,(B).
Para probarlo, tomemos by € B\ A. Como A es cerrado, existe € > 0 tal que
B(2¢,bp) N A = 0.

Como el conjunto {p;,pa. ...} es denso, existe m € N tal que d(bo, pm) < €.
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Si existiera un punto a € A tal que d(a, p,,) < €, entonces d(a.by) < 2¢. Lo
cnal es una contradiceidn con el hecho de que B(2¢e.by)N A = ). Por lo tanto
e < min{d(a,pn) :a € A}.

Notemos que min{d(b, p,,) : b € B} < d(bg.pm) < €. Por lo tanto

min{d(b, p,,) : b € B} < min{d(a,py,):a € A}

Procediendo como en la propiedad 4 tenemos que max{d(a,py,):a € A} <
max{d(b, p,,) : b € B}. Combinando estas dos desigualdades obtenemos:

Hm(A) < pm(B).

Propiedad 6. Si A ¢ B entonces p(A) < p(B). Combinando las
propiedades 4 v 5 obtenemos esta propiedad.

Por tanto tenemos que p cumple las propiedades de la definicién de fun-
ciones de Whitney, asi se normaliza y tendremos una funciéon de Whitney
para 2% y, ademds toma valores en el intervalo [0, 1].00

Ejemplo 4.1.2 Supongamos que la métrica d en X es tal que d(x,y) < 1,
para cada x,y € X. Dado A € 2% yn € N, definimos:

Ln(A) = {e > 0: existen puntos ay, ...,an+1 € A tales que si i # j,
entonces Be(a;) N Be(a;) = 0}.

Luego, definimos

pn(A) = supLo(A), y u(4) = T2, ),

Aqui, extendemos la definicién de B(e, p) entendiendo que B(0,p) = 0.
Al igual que en el ejemplo anterior, para mostrar que u es una funcién de
Whitney mostraremos una serie de propiedades para L, v para fi,.

Propiedad 1. Para cada n € N la funcién p, esta definida y pu,(A4) < 1
para toda A € 2%,
Notemos que 0 siempre pertenece a L,(A), por lo que L, (A) # 0. Luego,
sie>0ye€ Ly(A), entonces existen puntos aj,...,an+1 € A tales que las
bolas de la forma B(e, a;) son ajenas entre si.
De manera que € < d(aj,ap+1) < didmetro de X < 1. Esto muestra que
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el conjunto L, (A) estd acotado superiormente por el mimero 1. Por tanto
su supremo existe v es menor o igual que 1. Por lo tanto 1,,(A) esta bien
definida y es menor gue 1.

Propiedad 2. Para cada n € N. la funcién p,, es continua.

Para probarlo, tomemos 4 un nimero positivo y. supongamos que A, B € 2%
son tales que H(A, B) < 8, mostraremos que |pn(A) — pun(B)] < 4.

Sea ¢ € L,(A) entonces existen elementos ay,....an41 € A tales que las
bolas B(e,ay). ..., B(€, ant1) son ajenas entre si. Como A C N(4, B), existen
elementos by, ..., bus1 € B tales que d(a;, b;) < d paracadai € {1,...,n+1}.
Hacemos ¢y = méx{0,e—d}. Dada i € {1,...,n+1}, veremos que B(co, b;) C
B(e, a;). Diferenciamos dos casos, si € — ¢ < 0 entonces ¢g = 0, de modo
que B(ep,b;) = 0 y la contencién es cierta. Ahora, si g = € — 0 > 0, dada
p € B(¢p. b;), tenemos que:

d(p, a;) < d(p,b;) + d(bi,a)) < co+ 6 = ¢

De manera que p € B(e, a;). Hemos probado que B(eg,b;) C Ble,a;). Ya
que las bolas B(e,a1), ..., B(e,an+1) son ajenas entre si, concluimos que las
bolas B(eg, b1), .., B(€g, bu+1) son ajenas entre si. Por lo que €9 € L, (B). De
modo que jt,(B) = supL,, > ¢y > € — 4. Como € era un elemento cualquiera
de L,(A) y 0 est4 fijo, el nimero p,(B) + 4 es cota superior del conjunto
Ln(A) y, por ende, tiene que ser mayor o igual que su supremo. Esto muestra
que ji,(B) + 6 > pn(A), que es precisamente p,(A) — pn(B) < 0.

De manera similar se demuestra que p,(B) — pn(A) < 6. Por lo tanto
|ftn(A) — 1, (B)| < 6. Por lo tanto p, es continua.

Propiedad 3. Si A tiene al menos n + 1 puntos distintos, entonces
tn(A) > 0.
Es claro, ya que hay nimeros positivos en L,(A). Como hay n + 1 puntos
distintos, tomamos r como la mitas de la minima distancia entre dos de esos
n+1 puntos, y es claro que r € L,(A)

Propiedad 4. Si A tiene exactamente n puntos distintos, entonces
0= pn(A) = pn1(4) = ...
Como A tiene exactamente n puntos, al tomar ay, ...,a,+1 € A, por el princi-
pio de las casillas, existen 7, j € {1,...,n+ 1} tales que a; = a;. Es decir, uno
de ellos debe repetirse. Luego, la tinica manera de que B(e,a;)NB(e,a;) =0
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es si € = 0. Po lo tanto L,(A) = {0} v que p,(A) = 0. El mismo argumento
usamos paran -+ 1.n+ 2. ...

Propiedad 5. Para cada p € X y cada n € N, u,,({p}) = 0.
Esta propiedad es un caso particular de la propiedad 4.

Propiedad 6. Para cada A € 2¥ y cadan € N, pp,(A) > pni1(A).
Sea € € L,41. Entonces se pueden encontrar n + 2 bolas ajenas por parcjas,
centradas en puntos de A. En particular se pueden encontrar n + 1 bolas
ajenas por parejas, centradas en puntos de A. Por lo tanto € € L, (A).

Propiedad 7. Para cada A € 2%, la sucesion {11, (A)}2; converge a 0.

Sea € > (0. Como A es compacto, existen m € N y existen puntos aq, ..., an,
tales que A C ;L B(5,an).
Si tomamos m + 1 puntos pi,...,pm+1 € A, entonces ellos estan en esa
unién de bolas. Asi que una de ellas tiene que contener a dos de los pun-
tos. Supongamos que pi,p; € B(5,a1), entonces tenemos que d(pp,p2) <
d(p1,a1) +d(a1,p2) < €. Entonces p; € B(¢,p2) N B(e, p1). Esto prueba que
ninglin nimero mayor puede estar en L,,(A). Y, por lo tanto pu,,(A4) < e.
Ademas, por la propiedad 6, tenemos que p,(A) < € para toda n > m. Lo
que concluye la prueba.

Propiedad 8. Si A,B € 2¥ y A ¢ B, entonces p,(A) < p,(B) para
toda n € N.
Esta propiedad se sigue de la definicion de pu,,.

Propiedad 9. La funcién p es continua.
De la propiedad 1, y el criterio M de Weierstrass, sabemos que la serie que
define a p converge uniformemente. Por la propiedad 2, concluimos que p
debe ser continua.

Para demostrar que p es una funcién de Whitney para 2%, solamente
falta probar que si A, B € 2¥ y A ¢ B, entonces u(A) < u(B). De acuerdo
a la propiedad 8, basta probar que existe m € N tal que p,(A) < pm(B).



