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Existen en la naturaleza una inmensa cantidad de fenomenos que pre-
- sentan cambios bruscos en su comportamiento, Por ejemplo tomemos un fend
meno queghi en la economia de urn sistema competitivo donde aparecen va-
rios centros de actividad econdmica con actitudes distintas entre ellas
a los cuales 1lamaremos competidores y a un grupo de consumidores al que
nombraremos demanda,

En la configuracidn del mercado donde 1a demanda y el nimero de com
petidores se mantiene fija el precio tiende a ser estable y puede ser con
siderado como punto critico de una funcidn f(x,u,v).

Pero si Onicamente el nimero de competidores se mantiene fijo y la
demanda crece o disminuye,el precio del producto tiende a subr¥ o a bajar
ue una manera suave, de otra manera si la demanda es.lo que se mantiene
fija y el nimero de competidores es el que varfa el precio también varia
ra dependiendo si el No. de consumidores crece o disminuye, es decir el
precio bajard si el No. de competidores aumenta y subird si el nimero de
consumidores disminuye y también de una manera suave. Ahora si variamos
tanto la demanda como el niimero de competidores se tendrd lo siguiente:
Si la demanda disminuye y el nimero de competidores aumenta el precio
del producto baja y si la demanda crece y el nlmero de competidores baja

el precio sube pero esta alza y baja de precios se hace de una forma brus
ca.

E1 modelo matemético que asemeja en cierta medida a una fendmeno

bajo esas condiciones esta dada por una funcidn de 1a forma f(x,u,v)=
x¢+ux2+vx. E1 aTza.o0/caidevdel precio se obtiene precisamente donde -

f(x,u,v) tiene sus puntos criticos, es decir donde daf =4x>+2uxtv= 0 por

dx



despliegues universales es decir despliegues en los que intervienen un
minimo de parametros, Cualquier fenfmeno en la naturaleza que.presente
cambios bruscos en su comportamiento puede ser analizado utilizando cua
lesquiera de los siéte despliegues universales catlstrofe, dependiendo
este del nilmero de variables de control y variables de comportamiento.

Finalmente en el capitulo IV se dard la interpretacion geométrica
de los siete modelos, haciendo énfasis en los dos primeros dado que es
mds facil la visualizacidon de dichos modelos.



Se puede decir que en aquellas situaciones en las que el precio
baja o sube de una manera estable es en los puntos criticos no degene-
rados de f(x,u,v) mientras que si el cambio es dado bruscamente este co
rresponde a los puntos criticos degenerados,

La teoria de la catdstrofe estudia precisamente aquellas situacio-
nes en las que movimientos suaves en los pardmetros de control (demanda
y nimero de competidores en el ejemplo) originan cambios bruscos en los
pardmetros de comportamiento (precio), es decir el comportamiento de fun
ciones alrededor de puntos criticos degenerados.

En el capitulo I se estudia el comportamiento de las funciones alre
dedor de puntos criticos no degenerados y generados. Para el estudio de
los primeros se hard uso la teoria de Morse la cual prueba que aguellas
funciones cuyos puntos criticos snﬁ no degenerados son estables y el que
el conjunto formado por tales funciones es denso, En el estudio de los
segundos es decir en puntos criticos degenerados se utiliza el lema de
Separacion el cual permite a una funcidn separarla en dos una de Morse
y una degenerada y esta fG1tima nos da el comportamiento de la funcidn
alrededor del punto.

En el capitulo II nosconcentraremos.al estudio.de familia. de fun~...
ciones-estables guemosda 1as herramientas nmecesarias para comprender
el concepto de despliegue, Concepto que serd definido en el capitulo
IIT y el cual nos permite conocer todos las definiciones posibles que
puede tener una funcidn cuando se analiza alrededor de un punto criti-

' co degenerado y concluir el capitulo III con el teorema de clasificacifn
de Thom que nos dice que si tiene una funcidén k-determinada es decir una
funcidn en que su comportamiento topolfgico pueda ser determinado por su
polinomio de Taylor hasta de grado k y de codimensién ¢ 4 existen siete



CAPITULO 1

Sea f:RM—>R una funcién potencial y considérese X=Vf(x)
el gradiente de la funcidn. Se dice que un punto es punto de

equilibrio de una funcién cuando Af(x)=0. Trataremos de estu

-

diar el comportamiento de la funcidn en tales puntds conoci-
; /
dos como singularidades de las cuales se tienen dos tipos:

a) Los puntos criticos no degenerados que son aquellos

3%f
en los que det ( )4 0.
axay

b) Los puntos criticos degenerados es decir aquellos
= )= 0
axay

en los que det {

Si 1o que se tiene son puntos criticos no degenerados,
se puede hacer un cambio local de coordenadas de tal manera
que la funcidon tome 1& forma f(x)= K§+E§+...+IE-K$+1-..--Kﬁ
(1). A r se le conoce como el indice de la funcidn y é;iste
un tipo basico para cada r=0,1,...n. Todas las funciones que
toman 15 forma (1) se les conoce como funciones de Morse y
dan el comportamiento de la funcidon alrededor de un punto

critico no degenerado. También una propiedad que guardan las

funciones de Morse es la estabilidad, es decir si tomamos g



una pequefia perturbacién suficientemente cercana a un punto

& derivadas de f, entonces g toma la forma (1).

Por otro lado si se tienen puntos criticos degenerados,
se puede utilizar el lema de Separacion que permite separar a
funcion en'dos func{ones, una de morse y una no de morse, la
primera confiene variables 1lamadas no esenciales y la otra
esenciales. Esta§ iltimas nos dicen como es el cbmpoftémiento

de la funcidn para puntos criticos degenerados.

La propiedad de estabilidad referida anteriormente puede
ser vista algebraicamente, pero se hace mds clara si se formu
la como una propiedad geométrica transversal. Esto nos lleva
a una discusion de tranversalidad, concepto que introducido

por Rene Thom ya que ayudd en gran medida a crear la teoria

de la catﬁstrofe.



1,1 PUNTOS CRITICOS Y EL LEMA DE MORSE

Definécibn 1.1, Sea f un mapeo diferenciable de M a N, don

~de M y N

son variedades diferenciables. Un punto X.eM es un

punto singubar de f si el rango Df(Xo)<min {dim M, dim N}. De

otra manera, X. es llamado un punto regular de §. Para funciones

de R—>R a los puntos singulares se les llama puntos criticos.

EJEMPLOS :

{ideded

{1.8)

(T3]

Sea f:R—>R, f(x)= x2

. Dado que Df(x) tiene matriz
(2x) 1a cual tiene rango 1 si y sélo si X$0, enton

ces el dnico punto singualr de f es 0,

2 2

Sea f:R3—>R dada por f(x,y)= 2x° + 3y“. Entonces la
matriz jacobiana es (4x,6y) 1a cual tiene rango 1 a
menos que X= Y=0, por 1o cual (0,0) es un punto sin

gular,

Sea f:RE_;R, f(x,y,z)= (xy,xz). E1 jacobiano de f

es y x 0 el cual tiene rango 2 a menos que todos los
z 0 x

menores 2x2 sean cero, es decir que xz= xy= x =0

1o cual es equivalente a x=0 por lo que (0,y,z) es

un punto singular..



’

De&U&c&dnJ;i.Seaf:Rﬂ—>R una funcidén suave. Un punto X, en
R" es un punto erftico no degenenado si X, es un punto singular de
fy el Hessiano es no singular es decir, el determinante de la
matriz

X

axiaxj

evaluado en.X., es diferente de cero,

J, €1, Jén

EJEMPLOS:

(1.4) f:R—>R definida por f(x)= x2

punto critico no degenerado en x=-1.

+2x+1 tiene un

(1.5) g:R—>R definida por g(x)= x4 tiene un punto
critico degenerado en x=0.
(1.6) h:RZ>R dada por h(x,y)= x +4xy+x_y2 tiene un
punto critico no degenerado en (x,y)= (0,0).

e

Deginicién 1,3.Una funcion suave f:RIL—>R es una funcidn de

Morse si todos sus puntos singulares son puntos criticos no
degenerados.

Ahora-que-se-han-definido las-funciones--de-Morse; se pue
de dar un resultado importante de la teoria de Morse, el lema
que lleva su nombre, el cual nos dice como es el comportamien
to de una funcidon alrededor de un punto critico no degenerado,
pero antes veamos el siguiente lema.

Lema 1,7. Sea f:RL—5R una funcién suave en una vecindad de
0 con f(0)= 0. Entonces en una posible pequefia vecindad, exis
ten funciones g:Rﬂ——>R tal que



donde cada g; es suave y

g;(0) = A
510

Demostnacifn: Se tiene que

1
= d
F{xllle--'-lxn}— ID“E; (fltxli

1 n

Sk

0i®l Ny
i](tx,

Si-de aqui se-define
1
PLETTRRES 0 L N i

axi {t!l,.i.

....,txn}]dt

.....,txn]~xidt

diferenciando parcialmente con respecto a X; se muestra que

g;(0) = AF
Exi

0

Q.E.D,



n
Fiyly X495

donde cada g; es suave y

af

gitu} >
' %10

Demostnacifn: Se tiene que

1
L T PP 3, 10—5— A W 7.

dt
1 N
1 (tx1§--|-1txn}'xidt
Si de agui~-se-define
1
gi{xl,....,xn}= L af
e § € TN Jtx.)dt

diferenciando parcialmente con respecto a X; se muestra que

af
311

gi(D] 5

0
Q.E.D.



TEOREMA 1,7, (Lema de Morse), Sea u un punto critico no dege
nerado de una funcidn f:RE——&R. Entonces existe un sistema lo
cal de coordenadas [yl,yz....,yn] en una vecindad U de u, con

y; (u)=0 para toda i, tal que

f= flu)- y%-....iyi + yi+1+ Ry +y§

para toda yel.

PRUEBA: Se puede trasladar el origen a u y de aqui supo-
ner que u=0 y f(u)= f(0)=0. Por el lema 1, se puede entonces

escribir

n
f(H}=i§1 %595 (x) "

en-algunavecrndad >de 20, =Dado-que 0 es ~un punto-criticos=sec~

tiene que

‘g.'[(D‘J= a—f' =0

Bxi



De aqui usando el lema 1 de nuevo, existen funciones sua

ves hij tal que
n
94(x)= &1 x5 M;lx)

y f(x) se puede escribir como

3 x'ixjhfj (x)

n
fix) T
i

si reemplaza h'i'j por

L

: 1
h L =
'3

Eﬂﬁj+hii}

L]

A
la ecuacidon sigue siendo verdadera y ademds hij = hi,.

Derivando parcialmente (1) dos veces, se tiene que



y que la matriz

2
hig0)| = 1 o°f

es no singular dado que 0 es un punto critico no degenerado.

Supdngase inductivamente que existen coordenadas loca-

Tes UjslUps... Uy €N una vecindad u; de 0 tal que

n

)

I u§_1+_ I oUsuHi (ug,...su
i

JJar 19 Y g

donde Hij= Hji. Por un cambio lineal es las r coordenadas fi

nales, se puede suponer que Hrr(0)+0' Sea

g(ul,uz,...,un)= /[Hrr(ul,uz,..f,un)l

Por el teorema de la funcidn inversa, esta es suave en

alguna vecindad U, de 0 contenida en U;.

Cambiando coordenadas a Vqs...sV, definida por

=
1]

. ® g 1 £ r)

1 u, H'ir(Ul,...,.Un)

YU+ 2 1
n’‘Yelisr
o (Uys.

-
I

o = g(Ul,...,U

)

-',Un)
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la cual, de nuevo usando el teorema de 1a funcion inversa,

es un difeomorfismo local. Ahora

. : |
F(VyseaasVpl= 2 VT 2 o0 2V 4 T V.Vs Hi, (ViseonsVy)

R

;» pero con'r sustituido

por r+j. Deé aqui por induccidn se obtiene la conclusidon del

una férmula semejante como para las u

teorema.

Una funcion de la forma

2 2 g 2 2
Zl 2 22 +... + zn_g’- Zn-R:'T'l'.' — Zn

es 1lamada una &-silla de morse. De aqui el Tema de Morse
implica que cada punto critico no degenerado puede ser trans
fdtmm¢u:pqnﬁunxd%i%bmo%$ﬁ%maaaéunaﬁi-silﬂ%;deﬁﬂéﬁagﬁpara—a1i

-

gin &. Cuando 2=n se tiene un maximo, cuando 2=0 un minimo.



1, 2 ESTABILIDAD DE FUNCIONES

Existen funciones las cuales con pequefias perturbacio-
nes que se le hagan alrededor de un punto critico, el compor
tamiento cualitativo de dichas funciones variard notablemen-

te, a este tipo de funciones se les dice inestables.

Considérese por ejemplo la funcidn f:R—>R dada por
f(x)= x? y sumémosle el término Zex para € suficientemente

pequefio y obtendremos una nueva funcion

F(X)= f(x) + 2ex = x2+2ex

-~

véase que F(x) no varia no importa como se tome (fig. 8),
el_compnxiamienin_deﬁE(x)_y f(x)fglnededox—deﬁx=ef?(puﬂ%e=@

critico no degenerado) sera cualitativamente el mismo

=0 -



. E<O e=0 E>0
Fig. 8

Por 1o que f{x}=x2 es estable.

Por otra parte veamos g:R+ R, g(x)= x3.

Hagamos lo mismo que en ejemplo anterior pero sumando

ex, obtendremos G(x)= g(x)+ex = x3+ex la cual asume diferen

tes tipos topolbgicos para e<o, e>o y e€=0.

Para e<o se obtienen dos puntos criticos un mdximo y un

minimo en una pequefia vecindad de 0 R, mientras que para e>o

3

ninguno se obtiene,de ahi que g(x)= x” es -inestable

i

|

E>OQ E®Q >0

Fig. §

P b R



Intuitivamente diremos que unaifuncidn f es estable si
para todas las funciones suficientemente pequefias p, los
puntos criticos de f y f+p son del mismo tipo; o en otras
palabras si f y f+p son equivalentes después de una apropia-
‘da translacion del origen.

El ejemplo estandar de una funcidn inestable es f(x)=x3,

dado que para cualquier eto, pequefio, g(x)= x3+ex es cercano

pero no equivalente a g(x) (fig. 9)

Deéinic,édnfj.‘z.l.-.[}os mapeos fy g en Ck(M,N) son equivalentes
. (o estrictamente hablando Ck— equivalentes) frg, si existen
Ck-difeomorfismos (en el caso de k=0 son homeomorfismos)
hy:M>= N y hy:N> N tal que el diagrama

Mt o N

LG

M—

9

conmuta. Asi f es estable (en el sentido global) si la clase
de equivalencia de f contiene una vecindad de f en la Ck-topg

logia.

Dedinicidn de estabitidad Local 1.2.2. Un.CK-mapeo £:R"—>R™ es

estable en un punto p si existe una vecindad U de p con la si-

- 12 -
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guiente propiedad: para cualquier vecindad U' de P con u'CU
y para cualquier pegquefia Ck-perturbaciﬁn g de f, existe-un

punto p' eU' y un diagrama conmutativo

(R",p) —F & (R, f(p))

hl l h
|

(R",p') ————B (R",g(p'))
g

donde hl,h2 son Ck—difeomorfismo locales, en p y f(p) respec

tivamente.

E1 resultado principal de la teoria de Morse es que 1las
funciones.de Morse son Localmente estable. Especificamente sj f
tiene una singularidad no degenerada en XoeR" y si g es su-
ficientemente cercano a f, entonces f 5e mira como f cercano
a xo;mestaitambiéﬁétiene-un&:singﬂiaﬁida&cﬁoﬁdegaaenadaien’ﬁ

algin punto X¢ cercano a Xo.

La importancia de este resultado = depende  por supues

to de cuantas funciones de Morse existan. La respuesta es sim

ple y fortuita "al menos cada" funcion es una funcidn de Morse.

SR 1



Resumamos estos dos conceptos de la teoria de Morse con

‘el siguiente teorema.
TEOREMA 1.2:

(1) Las funciones de Morse sobre R" son (localmente) esta-

bles en sus puntos criticos no degenerados.

(2) E1 conjunto de las funciones de Morse es denso en

£™ (RM,RY)
La demostracidn puede verse en ,[,‘o]

La importancia de este teorema estriba que al menos to-
das las funciones son de Morse y de ahi estables (localmente).
Entonces para conocer si una funcidn es estable o no, basta
con saber si es de Morse, es decir conocer de que tipo son

sus singularidades.

1.3  LEMA DE SEPARACION

Una mejor versidon del lema de Morse que permite algo mas
es el lema de separacién (o lema de reduccidn) el cual bajo
ciertas circunstancias permite una reduccion en el nimero de

variables en el problema. En otras palabras el lema de sepa-

- 3w
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racibn-nos-permite "separar”.una—funcidn—alrededor-de-un-punto
critico degenerado en una pieza de Morse sobre un conjunto de
"variables no esenciales" y una pieza degenerada sobre un con-
junto de "variables esenciales" que envuelven la inestabilidad
estructural, por lo tanto nos concentramos en las segundas e

ignoramos las primeras, de ahi la reduccidn.

TEOREMA 1,3,Sea f:R—>R una funcién suave, con Df(0)=0 cuyo
Hessiano en 0 tiene rango r (y corange n-r). Entonces f es equi

valente, alrededor de 0 a una funcibn de la forma

|+
-
= P
|+
+
o
+
et
—
=4

donde

f: RE=C >R
es suave.

PRUEBA: Por un cambio lineal de coordenadas u=u(x) podemos

transformar el Hessiano de f en 0 a 1a forma

e A



E1 teorema de la funcidon implicita nos permite expresar al

conjunto

(localmente) comola grédfica

{ {91(“r+1""’"nl*""grl”r+1”"*“nlﬂﬂ+1’“"”n}}

de una funcion suave

R=T_>R!

Usemos g para tener esta grafica en el eje (u .,un} por

i el
un mapeo ¢, un difeomorfismo local definide por

o [



¢‘;u11-t . .i.ln}= {u1+gl{ur+1,. . ,un~,l,..- .
. ...,ur+gr{ur+1,...,un}; Wpgqseeeolp).

Sea F= fo¢. Localmente cada funciodn

=
F[ur+1,...,u ): —>R

n

(I.II,..n,ur}‘_>F{Ul,...,ur, Ur+1,....,un}
tiene un punto critico de Morse en el origen de R", aunque no
necesariamente toma el valor de cero en ese punto. Escribamos

A

fu )

pe1reeeotp )= FLOG 000U eyl
AhoraTel argumento gue aparece en la primera parte de
la prueba del lema de Morse (después de generalizar el lema

al caso donde f se anula a 1o largo de un multieje) para es

cribir

Au s
.r+1:l- E) n
r+1""’un}+ b ukumhkm

F(U)= f(u
kamcr K (Ups-eeod).

donde para cada eleccibn de Uyqse-<Y, 1a funcion

= 17 =



es suave. E1 resto de la prueba del lema de Morse, se aplica
en una manera {Ur+1.-.-.Un]- dependiente para esta expresion,

reduce Fala forma

2

”~ i -
f[urq_l.....,un} ivliutt + ur.

y prueba el teorema. En esencia, el proceso entero de reduc
cion a la forma usada para probar el Tema de Morse dependen

suavemente sobre u el de nueve el arreglo inicial ha

r+l1**°
sido hecho. Q.E.D.

Este teorema dice en un sentido fuerte, que el compor-
tamiento de una funcidn cercano a un punto critico degenera
do se puede encontrar, estudiando una fJﬁciﬁn que envuelva
un nimero de variables igual al corango del Hessiano. Asi
un punto critico de una funcidn de 2001 variables 4de coran
go 3, requiere-inicamente del estudio de una-funcion de tres

variables.

Esta reduccion a un nimero pequefio de variables, es

lo que hace al Lema de Separacidon Gtil y sorprendente.

= 18



1,4 TRANSVERSALIDAD

Los puntos criticos de Morse tienen una importante pro-
piedad de estabiiidad, 1o cual puede ser establecida simple-
"mente como "la preservacidn topoldgica bajo pequefias pertur-
 baciones". Esta propiedad puede mirarse de una forma algebrai
ca, pero se hace mds clara si sé formula como una propiedad -
geométrica transversal. Esto 1leva a una discusion general de
transversalidad, la cual es discutida primero para espacios

vectorias y generalizado para variedades suaves.

Dos subespacios U, V de R" son transversos si se inter-
sectan en un subespacio cuya dimensidn es lo mas pequefia po-
sible. Si dim U=S y dim V=T entonces su dimensidn minima es

max (0, s+t-n)

2 3 .
por ejemplo, dos planos en R™ son transversos si se unen en
una linea (o equivalentemente, no coinciden), porque

max (0, 2+2=3)= 1

un subespacio de 4 dimensiones y un subespacio de dimensidn S ———

6 de R° son transversos~si*se unen en un subespacio de dimen
sidn

max (0, 446=7)= 3 .

por otra parte dos subespacios unidimensional de R® son trans
versos si se unen en un subespacio de dimensidn

= e



max (0, 1+1-3)= 0

esto es un punto (propiamente el origen). Equivalentemente U

“y V son transverso si y sdlo si U y V conjuntamente generan a

R".

Ahora se generalizard para subespacios afin; los subespa
cios vectoriales trasladados lejos del origen. Especificamente,
un subespacio afin - de R" es un subconjunto de la forma

X = V+a = {v+a]|veV}

donde a es un elemento fijo de R" y V es un subespacio (fig.

1). La dimension de X se define como la de V

(Fig. 1)

Sean X y Y subespacios afin de R" de dimensiones s,t

respectivamente. E110s se unen transversalmente si

- 20 -
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a) Su interseccidn XAY es vacia o

b) s+tan y dim XAY= s+t-n

La figura 2 muestra algunas intersecciones tipicas en

3
RY, estableciendo cuales son transversas

L LAX

(a) (b) (d)
transversa transversa no transversa transversa
*~ b | Y /7/
(e) (g) (h)
no transversa no transversa transversa no transversa
x ’ "
=¥ g— P j/
g Y F -
: (3) (k) ' (1)
transversa no transversa transversa transversa

Fig. 2

- Bl =



Notese que la transversatilidad depende de 1a dimensidn del espa:
cio circundante, por ejemplo las figuraé 4.5(a),rfﬂ) y (i) po

drian ser intersecciones transversas en Rz.

.

Ahora véase la definicibn para variedades. Dos subvarie-
dades de R" se unen transversalmente en un punto dado a condi
-cién de que no se intersectan o sus hiperplanos tangentes afin
se intersectan transversalmente. A diferencia de aquellos sub
espacios afin, estas tangentes pueden coincidir para varie-
dades las cuales se unen en puntos aislados.

3 en R2 no

Por ejemplo las curvas (j-variedades) y=0 y y=x
son transversa en cero, aﬁn cuando este sea un punto ajslado -
de 1ntersecc1§n, dada que ambos tienen el eje X como tangente
(Fig. 3)

>

. X

Fig., 3

lLa figura 4 muestra las correspondientes imadgenes de la

fig. 2 para variedades,

- 22 -
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(a) (b) (c) (d)
transversa transversa no transversa transversa ),
Y
~ y A v
(e) (f) (g) (h)
no transversa no transversa transversa no transversa

il (53~ (k3= 8 e

~transversa-— no=transversa - transversa — transversa
Fig. 4

Cercano a un punto de interseccidon transversal las dos

‘variables son cercanamente aproximadas por sus tangentes. Esto

- 23 -
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implica que la naturaleza local de 1la interseccidn depende Uni

camente de la dimensidn de las variedades.

Ahora daremos la definicidbn formal de transversalidad

Da@én,éc,‘édn-l.'ff',l.Sean XyYvarjedades suaves y f:X—Y un ma-
peo suave. Sea W una subvarijedad de Y y x un pungo dé X. En-
tonces § Antensecta a W transversalmente en X (denotado por fzﬁw en
X) si

a) f(x)¢ W o
b) flxle W y Te(y)V= Te(y)Wt (dF) (T X), donde T,X es

el espacio tangente a X en X.

Definicibn1.4,2, Sean X, Yy Wcomo en la definicién 4.
Sea A un subconjunto de X, entonces f intersecta a'W trans-
versalmente sobre A (denotado por f/hw sobre A) si f/hﬂ en
X para-tode—x e-A. -Finalmente-F intersecta-.a W tranéve.rzs.a'lmeg.vl

te (denotado por thw) si f(T\w sobre X.

EJEMPLOS:

(1) Sea x=R = W, Y=R2 y f(x)= (x,xz). Entonces f/hw
en toda x%0 (véase fig. 5)

w Bl =



Fig. 5

Notese que f puede ser perturbada ligeramente para que

sea transversal a W (fig. 6)

L/

Fig. 6

-

2 3).

(a) Sea X= W= R, Y=RZ. Definimos f:R> R® por f(x)= (xax

Entonces f no se intersecta con W en-(0,0)

"= 25 -



Y finalmente se dard la definicidn de transversalidad

pero entre variedades.

Definicibn 1.4.3, SeanMyS subvariedades de una variedad Y.
Entonces M *S si

i) MOS= ¢ &
ii) TxM+ TxS = TxY para todo xeM 5.
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CAPITULO 2

En el capitulo anterior estuvimos manejando estabilidad
para funciones y vimos que las dnicas funciones estables co-
rresponden a aquellas cuyos puntos criticos son no degenera-
dos. Para fémilia de funciones la estabilidad no radica en
el hecho de tener o no puntos criticos no degenerados, por -
que puede suceder que familia de funciones incluyan funcio-

nes inestables aunque la familia sea estable.

E1 propdsito principal de este capitulo es el tratamien
to de estabilidad para funciones asi como los lema de Morse
y de Separacion. Otro de los conceptos que se manejo en el
capitulo 1 y que extendremos a familias es el de transversa-
lidad y venemos una serie de lemas sin demostrarlo que estan

relacionados con la transversalidad para familias.

2.1 EQUIVALENCIA -DE-FAMILEAS -
Antes de dar la definicién de equivalencia para familias,

daremos una nocidn de equivalencia para funciones algo distin

ta a la que se dido en el capitulo 1.
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Se dice que dos funciones f, g:RL_>R son equivalentes
alrededor de cero, si existe un difeomorfismo Tocal y:RL_>R"

y un término constante y tal que

g(x)= fly(x))+v

en una vecindad de cero. Para familia de funciones fjg:Rnx
RL>R se requiere una mezcla apropiada de equivalencia. EI
difeomorfismo Y se transforma en una familia de difeomorfismo
'I'S:RP—}Rﬂ, para ser seR’ , la cual varfa suavemente con 4; la
constante y se transforma en una "familia de constantes",
que varian suavemente con s, o lo que es lo mismo una funcidn

suave R—>R. Finalmente se permite también un difeomorfismo

pE—spt

=  Formulando estos requerimientos de una manera clara, 1le

va a demandar que:

a) un difeomorfismo
e:RE—>R"
b) un mapeo suave
y:R"xRE——>R“
tal que para cada seR", el mapeo
Ye? RR___aph

yo(x)= y(x,s)

= 2B =



sea un difeomorfismo

c) un mapeo suave

viR" >R.

Entonces f y g son equivalentes si existen e,y.Y, defini

dos en una vecindad de 0, tal que

g(x,s)= f(yS(X), e(s))+ v(s)

-

para todo (x,s)eR™ xR" en esa vecindad.

El significado geométrico se ve ilustrado en la figura

10, Ta cual representa a R" y R" por 1fneas. Para cualquier
seR” fijo, el conjunto de puntos (x,s) para xeR" representado
por la l1inea vertical arriba de s, es deformado de acuerdo a
Ys y colocado verticalmente arriba de e(s). Asi la descomposi
Ciﬁn por 1ineas verticales es presefvado, aunque las lineas
individuales sean deformadas y movidas casi a 1o largo de R".
Finalmente se puede trasladar el origen en cada ]inea verti-

cal utilizando vy.
Las lineas de contorno en la figura 10 son dibujadas para

jlustrar el efecto de este sobre RMxR": este es deformado sua-

vemente en forma tal que preserva las caracteristicas topoldgi

o



cas de la proyeccion RMxR_—>R", (x,s)—>s. Asi un contorno
el cual es "multivariado" arriba de RS, asi continua y de

una forma cualitativamente similar.

il sk = YS P~ B ‘ Y
\ . 1 R A ‘ //.
o /Y7 - )R /
= ~ Y L1 ' /
¥ — — | a1 T
= 4 = [ 1 |
2 P — i a
s < e(s)
: Nl ot

b
T

2.2 ESTABILIDAD ESTRUCTURAL PARA FAMILIAS

E1 concepto de estabilidad estructural se extiende ahora
para familias en una forma natural. Si f:R"XRE—>R es equiva-
lente en el sentido anterior, para cualquier fami]ja faps
RTxRE—>R donde p-es una familia suficientemente pequefia RMxRE—>R,

entonces f es estwecturalmente estable.

Es de alguna manera mds ilustrativa mirar 1o de inesta-
bilidad, dado que se puede ver mds facilmente lo que no se

busca y entonces decir que "estabilidad es cuando esta clase
1
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de cosa no sucede.
®
Por ejemplo, supdngase que se tiene la familia de fun-
@

ciones

los puntos criticos serdn dados por,

0= Jg Walx)= x3 + ax

dx

esto es por la Tinea x=0 y la parabola xz+a= 0, como se mues
tra en 1a figura 11(a). Para varios propdsitos se puede hacer
una descripcion completa de lo gque sucede. Sin embargo esta
no es estructuralmente estable y no siempre captura el compor
tamiento total. Por ejemplo en 1a fig. 11 {a) no existen brin
cos repentinos.

En efecto;-si perturbames--1a famitia de funciones={(1) - °

por un pequefio término ex, se obtiene

<

Wa(x)= + % " ¥ £2X

S

Ahora los puntqs criticos estan dados por

e



y la grifica (para € pequefio diferente dé cero) se asemeja
mucho a la fig. 711 (b). La topologia de esta grafica es
bastante diferente: por ejemplo es discontinua y tiene pun
tos que no se autointersectan; esto es cierto no importa

que tan pequefio sea ¢

&

(a) (b)

Fig. 11
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2,3 L0 LEMAS DE MORSE Y SEPARACION PARA FAMILIAS

Los lemas de Morse y Separacidn se extienden para fami-
lias en un sentido mds fuerte, haciendo uso del teorema de

la funcidn implicita.

TEOREMA 2.3.7. (Lema de Separacidn para familias). Sea

r

F:R"xR—>R suave. Dendtese un punto R" x R por (x,c)=

{xl,...,xﬂ, cl,...,cr}. Supéngase que el Hessiano

32

AX. X
Voo d1gd, jsN

tiene corango m enI{x,c}= 0. Entonces F es equivalente a una

familia de 1a forma

F{yl[x,c},....ym[x,c},c}i_y$+1 I yﬁ.

PRUEBA: Encuéntrese un menor no degenerado (n-m)x(n-m)

de H y renumérese las coordenadas para hacer
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3%F

ax, 23X,
1¢i, jgn-m
Ahora definase
gipl-=p" =g+
] 9 :
(x,C)——>(—F—(x,C),..., BE_ ix.e))
axl axn—m

Este es el rango maximal n-m o R"™™ x{0}, por hipdtesis.

De aqui por el teorema de la funcidon implicita existe una fun

cidén local (deifinida sobre una vecindad U de 0 en R™ x R")

r }Rn—m

g:R™ x R
tal que

G(f(xn_m+1,.-.,xn,C), xn_m+l’-¢.sxn',c)= 0

g(0)=0
Por continuidad se puede poner

L= (g(xn_m+Il- . -sxnsc‘)s xn-m+1";' sxnsc):

u B -




la matriz

r
_JiiE_H;z]
[ﬁaxiaxj

es no degenerada para todo ceU., Definase

1<i, j<n-m

(x,c}—>{x1+glix

B

VR D ERERPS S-) PO

'*’xn-m+g{xn-m+l""’Hnlﬂ}’xn—m+1""’xn1cj

Este es claramente un difeomorfismo el cual preserva los con-

juntos c=constante. Sea F=Fo¢. Entonces alrededor de 0,

3F (o,.,.0, x

el st Y= O 1<ign-m
Hxi n=-m+1? n

_—___[{5,....D,xn'm+l,...,xn,c} 40

1<i, j<n-m

Ahora se puede proceder como en la prueba del lema de

Morse, excepto que hij’ Hij‘ g, etc. (para 1<i, j<n-m) tiene

a (xn_m+1,...,xn1cj como pardmetros. Para valores de parame

tro fijo solo se cambia X;,...,x _+ en el proceso. El valor

critico de cada Fl.n-m es inalterado
. IR X{(Xy_pagoeeesXpe€)} Y

G _ = 8Bs
e



defina la funcién F:R™ x R"—>R en la exposiciﬁn del teorema.

A
COROLARIO 2.3.2.(Lema de Morse para familias). Sea F:R"xR£>R
suave. Supodongase que el Hessiano
Lal
T

Ma 8%z |
L Vood l1gi, dsN
es no degenerado en (x,c)=0. Entonces F es equivalente a una
c—familia-de-1la-ferma

2
il LT B

PRUEBA: Hdgase m=0 en el teorema anterior,

Para una familia de funciones expresada en la forma dada
en el lema de separacidon se dice que Yl""’Yn son las varia-
bles esenciales y Ym+1""’Yn las variables inesenciales. Esto
refleja el hecho de que para varios propdésitos se puede olvi-
dar el efecto de Y, 1....,Y . '

ET corolario da la estabijlidad de funciones de Morse en
una forma particularmente fuerte. No sd6lo puede cualquier pe-
quefia perturbacién de una funcidon f:RE>R con una singularidad
de Morse en 0 R" ser anulada alrededor de 0 R" por una parame
trizacion de R" y 1a adicién de una constante, permaneciendo
la forma original, sino qué se puede hacer esto uniformemente
‘para una gamilia suave de perturbaciones F:R" x R£—>R, donde
Fkn x{c} Son pequefias perturbaciones de f cuando ¢ es pequefio,
sin embargo "pequefio" es medido por la continuidad y suavidad
de F.
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" +2.1i TRANS VERS ALIDAD PARA FAMILIA DE FUNCIONES

Veremos aqui una serie de lemas sin dar su demostracidn
que se refieren al concepto de transversalidad pero referente
a familia de funciones &adu un Cs-mapeu local fs= {fl,...,fpl:
R" Rp"cﬂn-f{ﬁ]= 0, podemos expander cada_fi en un desarrollo
de Taylor alrededor del origen. Si omitimos todos los términos
de grado 3r+l (r<s), To que resta en una p-ada de polinomios
de grado r, lo cual aproxima a f. A tal p-ada se le ltama un
r-jet. Esta es la definicion intuitiva de un r-jet que depen
de de la eleccidon de un sistema de coordenadas. Ahora daremos
la definicidn pero en el cual el r-jet no depende de la elec-

cidon del sistema de coordenadas.

Dedinicifn 2.4.1.5ea C(n,p) el conjunto de todos los mapeos
s-veces diferenciables f= {fl,....fp}: RM>RP, con f(0)=0.
Llamamos f,geC3(n,p) equivalentes de onden xen 0, .si en 0eR", sus
desarrollo de Taylor hasta incluir los términos de grado &r
son idénticos. E1 r-jet de f, denotado por J"(f) (también pue
de ser denotado por J"(f)(0)) es la clase de equivalencia de

f; y f es 1lamada una realizacidn del jet J"(f).

E1 conjunto de todos los r-jets es denotado por Jr(n,p}.

Tomando los valores de las derivadas_ parciales en 0 como 1las
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coordenadas de un jet, dr{n,p} se convierte en un espacio eu
clideano. Asi un r-jet puede ser realizado en un espacio con
junto de polinomios truncados de grado &£r o por una N-ada

u={m1,...,aﬂ} para algin N en el espacio euclideano J"(n,p).

Para un Cs-mapea f:u—bﬂp, donde U es un subconjunto abier

to de R", 7(0)=0, £a n-extensifn de §
3"(f): u—=a"(n,p)

es definido como sigue: para X.elU translademos los origenes
de R" y RP a x. y f(xo) respectivamente, entonces J"(Ff)(x.)
es el desarrollo de Taylor de f en x. hasta incluir Tos térmi

nos de grado sr.

) ’ = (1+t2}

EJEMPLO 1.- Sean f,g: R-———>R definidas por f(t)= e

y g(t)= sen(e®-1) entonces 3= et?s % y d4fg}= te L g2 54
2 24

corresponden a los 4-jets en 0 de f x g respectivamente.

EJEMPLO 2.- Sea f:R—>R definida por f(x)=x° cercano a Xo

en R.

F(x)= FlX-Xo*Xo)= (X-Xo+Xo)>

= x§+ 3:5 (x=Xo)* 3%Xo0 (X=xo

.

4
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Por definicion

J3 filxs)= 3xE ¥+ 3xax2 - x3 Edafl;l}

3

donde Jafl;l} puede ser identificado con R” con la corres-

pondencia

2

ax + bx® + cxﬁ———>{a,h,¢}

3 3

Asi, es claro que J

pardbola a=3x§, b=3x,, c=1 an R

f, donde f(x)= x
3

, mapeo R' sobre 1la
. Utilizando un diagrama

esto puede verse de la siguiente manera

=
R T

385 |

| I

donde 1 es la proyeccidn sobre el eje C.-
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Sea f:NxS—>P un mapeo suave. Podemos pensar de este
como una familia de mapeos suaves fS:N—>P donde fs(x)= F(x,s)
parametrizado por los elementos s S. Supongase que F Q, donde
Q es una subvariedad suave de P. Preguntamos gi-8¥ Q para to
dos los parametros? La respuesta puede ser negativa como lo:
muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4.- Témese N=R%, S=R, P=R’
Tia suave F:NxS=>P- definida por=la-férmula ({x,y),s)=" (%535S) -
Asi fs ‘mapea R2 sobre el plano horizontal Z=s en R™. ¥y Toman-

y considérese la fami

do Q la r-esfera 52. F es un difeomorfismo, asi F Q. De otra
manera f Q con tal de que evitemos dos parametros excepcio-
nales s= il cuagndo-el plano Z=s es tangente a Q..

Sin embargo es claro en este ejemplo que cualquier valor
del parametro s puede ser aproximado tan cercano como se quie
ra por valores "buenos", es decir aquellos para los cuales
f Q. Que esto sea cierto generalmente es el contenido del le
ma de Transversalidad Bdsico; por razones técnicas preferimos
reemplazar la Gnica variedad suave Q por varias variedades sua
ves Ql""’Qt La herramienta crucial aqui es el Teorema de
Sard, el cual establecemos en la siguiente forma.

TEOREMA 2.4.1. Sea f N1_>P una familia numerable de mapeos

suaves. E1 conjunto de valores regulares comunes de f es den-
so en P.

E1 Lema de Transversalidad Basico es
lema 2.4.1. Sea F:NxS—>P una familia suave de mapeos suaves
transverso o subvariedades suaves Ql"""qt de P: entonces

existe un conjunto denso de pardmetros s para lo cual fs es
transverso para todo Ql""’Qt'

< &0 «



Ahora dado un mapeo suave f:Rn——>Rr y una variedad suave
P

QGRP, podemos encontrar un mapeo suave g:Rn sR' el cual es -
transverso a Q, y tan "cercano" como queramos a £, Por supues
to el primer problema es decir precisamente que significa_que
los mapeos suaves sean "cerganos”, hablando intuitivamente to

maremos esto diciendo que sus valores son "cercanos" y que para

cada entero k31 sus derivadas de orden K soh "cercanos".

Haremos esto més preciso como sigue. g (Rn;RP) denota el
conjunto de todos los mapeos'Rﬂ—>RP y ‘sea f‘:Rﬂ—>RP un mapeo
suave dado. Dado un nimero real positivo (pequefio) € un nimero
real positivo (grande) R y un entero k»0, asociamos a f una -
vecedndad fundamental en c” (Rn, RP) abarcando todos aquellos mapeos

suaves g:R"——>RP para lo cual, para toda xeR" con |x|<R se tie-

ne que

c :
| 137 F(x)- a*g(x) |1 ¢
con || || una norma fija sobre el espacio-jet g* (Rn, RP).

Y 1lamamos un subconjunto Xc ™ 1%, RP) denso aqui’ cuando
dado cualquier mapeo suave f:RL_>RP y cualquier vecindad fun-
damental V de f, uno puede encontrar un mapeo suave g:Rﬂ—>R en \
“ X con geV; intuitivamente, cualquier mapeo puede ser apfoximg

do tan cercanamente como se quiera por mapeos en X.

= B1 =



Teonema de Transversalidad Efemental 2.4.2.- E1 conjunto de ma-
peo suaves RL_>RP transverso a subvariedades suaves dadas

Ql""’Qt de RP es denso en C¢° (RL>RP).

- Nuestro siguiente teorema de transversalidad es algo mds

itil que el teorema 2.4.2.

Teorema de Transversalidad de Thom 2.4.3.- Sean 01,. ..,Qt subva
riedades suaves del espacio-jet Jk(n,p). E1 conjunto de todos

k

los mapeos suaves f:R™—RP para lo cual J°f: RN gk (n,p) es

transverso a Ql,...,Qt}es denso en C” (R",RP).

Es esencial que se aprecie la diferencia entre el teorema
2.4.1 y el teorema 2.4.2. En el resultado previo se manejo que
para hacer f transverso a una subvariedad se usara una defor-
macion constante. Pero en la situacidon presente es ka, no f
el cual deseamos hacer transverso a una subvafiedad. Aqui no
se trabaja con una deformacidn constante dado que no altera
las derivadas de f. Lo que se hace en lugar de esto es usar de

formacidn polinomial.



CAPITULO 3
3. 1. GERMENES DE MAPEOS

Definicién 3.1.1.Sea S el conjunto de todos los c°- mapeos
suaves continuos: RL—RP definidos en una vecindad del origen.
Se dice que dos de tales c°- mapeos f,geS determinan el mismo
gexmen-mapeo (0 simplemente gemmen ) si estos concuerdan en al-

cgiNa=veeindad- del- origeny- de-modo-que- Uun—germen- de-un - *==ma-
peos, estrictamente hablando es una clase de equivalencia de

c°-mapeos.

Dado que la teoria es enteramente local, se permitira
hablar de valores de un germen ? y escribir f(x), xeRn, aun-
que sea mads correcto escoger un representante f de la clase
de equivalencia f. Se puede hablar también de gérmenes: ROL_>RP
en puntos de R" diferentes del origen. Nitese aqui que se pue
de escribir ? =[f].1a clase de equivalencia de f, y algunas

veces no se distingue el germen ? y sus representantes.

Lhv}
o« - 3 3 3
~Un germen f en X es suave o C (analitico o C@) si tiene

un representante el cual es suave (respectivamente analitico)

en una vecindad de X.

Los gérmenes se comportan de la misma forma que los ma-
%

peos, i.e. si f: RE_>RP es un germen en xeR" Yy g: RE>R" es

o 3 -




un germen en f(x)eRP, el germen de E o ¥ en x se puede defi
nir en una forma natural tomando las clases de equivalencia

n av]
de los representantes de f'y g .

Definicién 3.7.2.Déendtese por e(n,p) el conjunto de gérme
nes en o cR" de mapeos suaves R™—>RP. Si p=1. Se escribe

e(n,1) para denotar e(n,1).

Es claro que £(n) es anillo con identidad, donde la
identidad es el germen en o de la funcién constante que toma
el valor de 1eR. La adicidn y la multiplicacidon en e(n) son

inducidos por la estructura R-algebra de R.

€

v n
Definamos m(n)= {fee(n)|f(0)=0}, que es un ideal de

"]
e(n). Dados f5...,f ¢ e(n), se adopta la siguiente notacion
v 4V} A}

<fiseeesf, >c(n) ©5 el ideal en e(n) generado por fy

r V)
r’l ',fr‘s
- 03 L3 - o 5
j.e. el conjunto de gérmenes expresable en la forma i§1a1 i

donde asE gln).
Ahora dendtese por m(n)k'e1 conjunto de aquellos gérme-

nes que se anulan en 0 junto con sus derivadas de orden menor

N

que K. En otras palabras

n "
m(n)k = {fem(n) | Jk'¥=0 fef} -
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3

claramente si f m(n)2 entonces f es singular (en 0), si fem(n)
n

f se dice degenerado.

Deginicibn 3.7.3.Dendtese L(n)= {¢e e(n,n)|d(0)=0 y ¢ no sin-
gular en o} por el grupo de gérmenes de difeomorfismos locales

de R" de 6 bajo la operacidn composicidn.

vy v} [4V]
Definicién 3.1.4,Sean-f y g gérmenes de e(n). Se dice que f
(1Y) Ly 4.7}
Y g son derecho-equivalentes y escribimos fmrg si existe un
- Y u Ny
¢e L(n) tal que f= goo . Se dice que f x g son derecho-Lzquierdo
3 - v 4V} Y]

equivalente  f si existen ¢e L{n) ve L(1) tal que f = ¥ g¢.

re9
Es claro que derecho equivalente y derecho-izquierdo equi-

valente son relaciones de equivalencia.

Ny
Definicibn 3.1.5.5ea fem(n) y sea k un entero no negativo.
i
"Entonces f es derecho (o derecho-izquierdo)- dterminado por

su k-jet o simplemente derecho (o derecho-izquierdo) k-deter

Y]
minado si para cada gem(n) tal que Jk(f)= Jk(g) entonces
N N
fv,. g (respectivamente fv g).

De aqui en adelante k-determinado indicard derecho k-de-

terminado. d
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EJEMPLO 1.- Si f(x)=x y g(x)con d'g=x, entonces J'f= x

1 1

como g'(0)=13 g”" en V(0). Eligamos ¢(x)= g ~ encontramos

que

go¢= 9109'1 = x = f(x)

. —por 1o que f-es l-determinado.

Si suponemos que f(x) y g(x) son dos funciones con f(0)=
g(0)=0 y J'f$0, J'g#0. Entonces el teorema de 1la funciéﬁkim—
plicita garantiza que f(x)= g(y(x)), dado que ambas fyg pue-
den ser transformadas a la misma forma canonicas. En efecto

siempre se puede elegir un cambio lineal y suave de coordena

das tal que
J'gly(x))= a'f(x)

Por ejemplo sea f:Rg—>R dada bor f(xl,x2)=x2 como la
derivada en 0 de f es diferente de 0, cero es un punto sin
gular, Tomemos g:Rg—>R dada por g(xl,x2)=x2+x§ claramente
J'g=J'f, podemos tomar ¢(y1,y2)= (yl,yz) donde yy=x; y ¥,=

xz-xi por lo que

god = gly sy,)= x,= flxy.%,)

como se requeriaglka menor k para lo cual f es k-determinado

w B8



en 0 es la determinacién de f y se denota por o(f).
v
Definicibn3.1.6.Un germen fem(n) se dice §initamente-determl
nado si existe un entero no negativo k tal que f es k-deter
minado.
.. Los-ejemplos 1 y 2_son-—gérmenes:finitamente-determina-

dos. Un ejemplo de un germen que no es finitamente determi-

nado es
-1,.2
i 1%
£(x) =1 © x$0
0 x=0
ya que si tomamos el germen g(x)=0, es claro que ka = Jkg=0

pero f(x) no es equivalente a g(x).

Por conveniencia X denotard un elemento (xl,...,xn)eRn
n

con coordenagas estandar, Si fem(n)z, entonces sus derivadas
parciales L i=1,....,n pertenecen a m(n) y denotaremos
N Bxi ny
< %;— > el ideal generado por las %%; 0
V]
< -—ai— > =Z af ,ono’af >€(n)
X Bxl axn
" n
es claro que < 3f c m(n) si f-m(n}z.
: X
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En 1o que sigue enunciaremos (sin probarlo) un importan
tisimo teorema debido a Mather que es de gran ayuda para co-

nocer la k-determinancia de un germen.

TEOREMA 3.1.1(Mather) sea fem(n). Sea k un entero no negati
y

v

vo. Si m(n)lk+1 ¢ m? <2 5 entonces f es k-determinado.
X
o 3 . 1 .2 3
EJEMPLO 1. Sea f(xl’%Z)' g 1% X X5 = xg (; Xy + x2)
of . 2 3 2 2. 2 2
< E; >= < X7 F X, 5 XyXp >y m{2)“= < X]s X1Xps X5 >.

Por consiguiente

2 af 4 2 3 3 4 2 2. 5 3 2 2 3 4
p{2) e > e USRS s RIXatMaNa, XoXaotRL;: Xo¥as X A
5k 1+~ =2 172 =102 s 172 {24 =2

dado que xg J;m(2)2 PLRIN implica que m(z) ¢ m(2)2 2f, aunque
oX 9X

)
f es 4-determinado. Puesto que xgwx (x4+x§ 3) x2 (x%xg)

4. 4

? Xp= XpXp(Xg +x1x2)" Xlxz(x )’ X1%9= xl(x3

xg) etc, es

facil ver que m(2)6 c m(2)2 <3t 5 as?T por el teorema 1

n X
f es b6-determinada.

EJEMPLO 2. E1 germen f(xl,x2)= x§+xg es 3-determinado.
En efecto < My e x%, xg >
oX
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9X
m4(2)= <X§, XiXZ’ x].X%s xlxg’ Xg> mz < %{- >

por lo que f es 3-determinado.

E1 siguiente teorema da la condicidn necesaria para que

un germen sea k-determinado.

S

v G;
TEOREMA 3.1.2.5i fem(n) y f es k-determinado entonces m(n)k+1
¢ m(n) <25,
X
; Para la prueba del teorema véase [ _]. La condicion de

este teorema no es una condicién de suficiencia para la k-de

terminancia.

Por ejemplo el germen f(x,y)=x2 no es l-determinado aun
que m(l)2 c m(l) <%§>, ya que para cualquier entero positivo

2N

k y 2N>k el germen g(x,y)=x2-y no es equivalente‘a f(x,y)

aunque akf= Jkg por 1o que f(x,y) no es k-determinado.

Poniendo juntos los teoremas 1 y 2 generan el siguiente

interesante corolario.
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N
Conolarnio 3. f es finitamente determinado si y solo si

.m(n)k c <%§> para alguna k.

4"
Prucba: Si f es finitamente determinado, es decir k de

terminado entonces

m(n)k+1 ¢ m(n) Sfs ¢ 2f,
3x 3x
y si existe una k tal que
m(n)|< g wols
9X
¥ :
m(n)k+2 c m(n)2 JELIN

X

5
por el teorema J f es (k+1)-determinado.

Deginicibn 3.1.7,Si f m(n)z, la codimensién de f, denotada
Ny

por codrﬁ;__es definida por el entero dimR m(n)/ 4%;>.

v

v
EJEMPLO 3. f= xX m(1), cod f = dimy <x>/ k-1, =k-2 con

X
bases {xl,xz,...xk'z}
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- af 2
EJEMPLO 4. f =x"yem(2), < it <2xy,y >. En este caso
Ny

las clases de y,yz,ya,... nunca serdn cero. Asi cod f=w=
dimR <X, y> f<2xy,y2}_
B o 2 .2
EJEMPLO 5, f =x"+y"em(2) cod f= dimp <x,y>/<x,y">= 3

con base {x,y,xy}.

My "y
EJEMPLO 6. f= x4+y em(2), cod f= dimy <Roy>f .3 3.= 8

SN
con bases {x,y,xz.xy,ye.xzy.xyz.x ¥ }-

3. 2,- DESPLIEGUES

Definicidn 3.2.1, Un r-despliegue de una funcidn FiRE>R es

una funcion

tal que

F{xlil‘l!lxnlui'i'!u}= f(xl""‘xn}

Frecuentemente denotamos F{xl,...,x LT RTINS ) por

F 3 (Xyseessx,) y pensar de F como una familia de fun

tl"t!l

ciones R——>R ‘parametrizada por t. Llamamos a XiseansX, las

vaniables {nternas tiseeent, las variables despliegues, r la

codimensifn del despliegue y R e espaclo despliegue , podemos
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escribir (F,r) para enfatizar la codimensidn de F.

Por ejemplo F(x,u)= x3

3

+ux es un despliegue uniparametri

2

zado de x“, mientras que F(x,u)= x3+sentul}x+u2x es un 2-des

pliegue de xa. Asi un germen dado tiene en general infinita-

mente muchos despliegues.

Para cualquier fem(n), el despliegue constante F de codimen

sion r es definido por

F(X,0)= f(X), xER",GeRr"
EJEMPLO 2.1.- Sea bem(n), U= {ul....,ur}ERr. Entonces
F(X,0)= F(X)+ b(X)i,

es un despliegue de fem(n) de codimensién 1, mis generalmen-

te sean bl,...,hram(n}, Entonces
- - - r -
G{xlu}— fix)+ i1 bi[x,lu1
es un de§p1fegue de fem(n) de codimensidn r.

Este ejemplo sugiere 1mpi{c1tamente la nocidn de Ta

suma de dos despliegues de f(X).
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Definicibn 3.2.2. Sean (F,r) y (G,s) dos despliegues de

fem(n). Definimos la suma de (F,r) y (G,s) como

(Fyr)+(G,s)= (H,r+s)

donde

H{x,u,v)= F(X,U)+ GLX,v)- f(Xx)

donde XeR",.GeR", ¥eRS.

Véase (ejemplo 2.1) que F(X,0I)= f(X)+ I i:r,i{i:!u_i es la
suma de despliegues de codimensién 1,f[i}+b1{2}ui. En general
1a codimensidn es aditiva con respecto a la suma de desplie-

gues,

EJEMPLO 2.2, Sea fem(1) definido por f(x)= x?, F(x,u)=
x3+u2 es un despliegue de f. G(x,u)= x3+ux es también un des
p11egu€"de.f. Intuitivamente G dari todas las deformaciones
de f cuando Varfamos el parametro u. Este es desde el punto
de vista intuitivo el despliegue vensal el cual se definird des

3 2

pués. Similarmente H(x,w,v)= x3+wx+vx y kix,v)= x"+3vx“ son

también despliegues de f,

Una pregunta natural surge de nuestro segundo ejemplo:
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iComo podemos distinguir (o asociar) dos despliegues? Empeza
remos con una discusibn informal. Sea fem(n) y sean (F,r) y
(G,s) dos despliegues de f. Entonces F y G se dicen asociados

n

. si existe un C*- mapeo §: (R~ x RS, 3)= (R" x R", o) donde

6eR" que tiene las siguientes propiedades:

= . = jd i.e {x,0)= {xtU}
(1) & |pnyio0) RN -

(2) & es una §ibra en el sentido de que si mantenemos VeR®
constante, entonces ¢ mapeard R"x{V} dentro de algin R"x{i}
donde GeR" depende Gnicamente de ¥, Se requiere que este mapeo

——

sea suave '@ u
N

T ey

\}: cans -lnn'tn

— =&

l X
y escribimos U= ¢ (V).

(2) La grifica de G sobre R"x{V}cuando V= constante y la
grifi:a.de F sobre R"x{{i} cuando = constante, donde U=y(¥V)
difieren Gnicamente por una translacidon. Esas translaciones
pueden depender de v, i.e. podemos tener diferentes transla

ciones para diferentes V's, este mapeo sobre RS se.requiere

e



que sea también C”.

EJEMPLO 2.3, Refiriéndonos al ejemplo 2.2..

3 3

i) G(x,u)= x“+ux es asociado a H(x,w,v)=x"+wx+vX.

2+ R'xR' por $ (x,w,v)= (x,u). En este caso

Definimos ¢:R*xR
si mantenemos w.v constante, obtenemos una linea paralela al
eje x en el espacio (x,w,v). Entonces la grifica de H para
W,V manteniéndose constante es la misma que la grafica de G
donde u=w+v. Nﬁtese que no se hizo una translacidn para este

caso.

ii) G(x,u) es asociado a k(x,v)= x3+3vx2. Definimos

$: R'xR'> R'xR' por ¢ (x,v)= (x+v,u). Dado que k(x,v)= X3+

3yx2= (x+v)3- 3y?2 (x+v1+2v3, es claro que u serd definido

como -3v2 de modo que k(u,v)= Go(x,v)+ 2v3, necesitamos una

transdlacion
AR AR VR

dada por

At,v)= t-2y°

0 escrita de otra manera

Alt,v)= t+ a(y)
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donde a(v)= _2v3,

Ahora la formal definicidn de ascelacifn de dos desplie-

.gues (F,r) y (G,s) de un germen fem(n) puede ser dada como

sigue:

Deginicibn 3,2.3,(F,r) y (G,s) son asociados si existe un
“morfismo ($; ¥y A): (G,s)—>(F,r) donde § es un germen:

RS 0)—>(R"*",0), v es un germen (R®,0)—>(R", 0) y una trans

lacidn Xi: {R1+5,UJ—>{R,UJ con A(t,v)= t+a(¥) donde o:(R®,0)~

(R,0) tal que

o 3 : == _ 4= n
1.- R"x{ﬁ}- id i.e. 8(x,0)= (x,0) xeR

g1
2.- Hr $ =y Hs donde ﬂr’ns son proyecciones naturales

3.- 6= A (Fg,N )= F§ + all

Algunas veces denotamos un morfismo (¢,VY,)) simplemente

por (§,¥,a)."

Para ser consistente con la nocidn de equivalencia (de
recha) de gérmenes requeriremos que Az & ef{1)., l;[tj= Alt,v)
sea el mapeo identidad para cada v en lugar de permitir que

A sea una translacidn.
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Es posible reemplazar esta trans1ac16n por transforma
ciones mds generales.
| /
Deginieibn 3.2.4.(F,r) y (G,s) son derecha-izquierda asgo
ciado si existe un morfismo derecho-izquierdo (Q,w,i) donde

®,0 son igual que antes pero Aee(l+s), A|R= ile y G=A(F¢,Hs)-

Notese que el mapeo A mencionado en la definicidn no
se requiere que sea una translacidn en contraste con la A

dada en la definicion 2.4.

Ahora dado un morfismo (@1,¢1,Al): (Fl,rl)+ CFsF] &
un morfismo (@2,w2,xz): (F2,r2)+ (Fl,rl), podemos componer

estos morfismos como sigue
(95505005) 0 (§15¥7s2;)=(8, ¥s A)

donde & =@, 0 ¢qs. Y=V50U; . ¥ . a=a ,*a, CON Ay (t.¥)= t+aq(¥) .
Az(t,ﬁ)= t+a2(ﬂ) y A(t,w)= t+a(w). Claramente (Qlwlk) es un
morfismo (Ez,r2)+ (F,r). En esta forma obtenemos una categorla
de desplieqgues de f. Para la categoria derecha-izquierda Ta {ni
ca diferencia es que debemos escribir A por la regla mads ge-

neral
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2
A(tW)= 2, (Ay(t, U,(#), W) para WeR'

I
¢Cuando dos despliegues se consideran los mismos?. La

. respuesta a esta pregunta nos la da la siguiente definicion

Definicién 3.2.5.Dos despliegues (F,r) y (G,s) de fem(n)
son equivalentes (o isomorfos) si son objetos equivalentes

en la categoria de despliegues de f.

Geométricamente (F,r) es equivalente a (G,s) si
i) r=s
ii) Existe un morfismo de (G,s) a (F,r) donde ¥ es
una reparametrizacion de RY (o v e L(r)) y IV

RL_>R" es una reparametrizacidn de R". Asi
(¢,¥,a) , tiene una inversa o™ wmt, a@'l).

Vayamos ahora a la definicidn de despliegue versal que

ya se did0 intuitivamente.

Definicién 3,2,6,Un despliegue . (F,r) de fem(n) es vemwsal (o
estable) si para cualquier despliegue (G,é) de f, existe un
morfismo (¢,v,0) de (G,s) a (F,r).

n

Definicibn 3.2,7. Un despliegue (F,r) es universal si este

es estable y r es la codimensibén minima de F.
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Definicibn 3.2.8.5ea F: U(abierto en ROy y (x,0)el.

Definimos F i) el germen en m(n) del mapeo representativo

(x,
denotado también por F(x,a) el cual es definido sobre una pe
2

vquefia vecindad de x en R" como sigue:

Entonces sea F= Jk

F:u»> d%(n,1) el jet extensién de F defini
do por F(x,u)= J¥F(x,u)= Te(F(z,5))-  Auf Ty e(n,1)+~3%(n,1)=
Efﬂ-lifm{n}k+1 es el mapeo proyeccion natural y un elemento
candnico dela clase de Fix,u) ©s su expansion de Taylor evalua

da en 0, hasta de orden K.

Definicibn 3.2.9.5ea (F,r) un despliegue de fem(n). Sea
z=Hk{f}Edk{n,1}. Entonces F es k-transversal (derecha-{zquierda)
k-Zrnansversal, o r& k-transvensal) si el k-jet de f{i.ﬁ]l
esto es, F(X,0) es transversal en & a ELk{n}

[Lkil}ka{nJ respectivamente), para u fijo.

Aquf ILk(n} es la orbita de z en Kk[n,l} bajo el grupo
"de k-jets de difeomorfismo la cual fija oeR™. La accidn es
dada por zep =1, (fog) donde g:(R",3)+ (R",8) es un difeomor

fismo local de R" con Jk{g}=u
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Veamos ahora que condiciones debe cumplir un desplie-

gue para que sea k-transversal.

Sea F un despliegue de f, Fe e(n+r). Sea ai(F)=

E. eé(n), j=1,.,..,r, donde {“1"°"ur} es el siste-

du, (R",0)

r
n , e
ma coordenado de R, sea V.= {iélai ai(F)+ al: 8o, Ap5.-.58y

r
eR} y We= {,Z;2; o (F): ag,...,a.eR}.

TEOREMA 3,2.2,

i) Un despliegque (F,r) de f es k-transversal si y solo

; af of k+1
si e(n)= < G ¥ > + Vo + m(n)
ii) F es r% k-transversal si y sdlo si
o=« 2, 0 b 5 ¥ fe(1)+ NF+m(n)k+‘1

Para probar el teorefia necesitamos el siguiente lema el
cual es esecialmente una reinterpretacidon del espacio tangen
te z de sz(n) 0 Lk(l)zL”(n)‘en J"(n,1). Para la prueba de

este tema-remitase a [ +7].

Lema Sea fem(n), sea k un entero no negativo y sea

zmHk(f)eJk(n,l). Entonces
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]

] k i of of k+1
(a) Hk [Tz(z L (n}):l m(n) <15;(-1-g,§ > +m(n)
Y
(b) ! [:TZ(Lk(I)z Lk(n)):}= m(n) <_%§I,...;%§— >+ fkm(1)+m(n)k+1
-k n

Ahora se probard la parte i) del teorema, se necesita

mostrar que: dE(U’O)(T(D’D)Rn+r)+ T2(z Lk(n))= Jk(n,l). Asi

~
.es necesario encontrar la diferencial de F en 0:

donde lgi, j<n. Ahora

oF pomy. -

a5, 00 5 e, m) W) (x,)=(0,0) = T E—(F(x ) |(z,8)-0,0) ]
Entonces

oF = (_—} R - a (F e

'W:.,-#E(.xar P{%,0)=(0,0) B (y50)=-F(0,0))=

TF;( 7,0)- 2 (oo (y) gj—J(o)

| k[g—(F 30| ,5)=(0,0) |7 kax e (0)) Hk(ax AL,
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Similarmente

[ (F(x 0) (¥)) (%,0)=(0,0) ] ]:—-——(F(O+y,0)- F(0, b)]

- [ 3500 $0.0)= 1 G-5.0).

Asi c&(ﬁﬁﬂ (T(D U)Rn+r) es generado por
s ool (35 Ty FB0)s Ty FL50))
n P

sobre R. De aqui F es transversal a z Lk(n) en 0 si y s6lo si

of of of of _ak
H- (m(n) BX 5. --93 A gt <1 I (ax ) -sHk(_a"f_), Hk(_a'u_)s-- sHk('§U_)>R_J (n,l
1 1 n 1 k
0 equivalentemente
ot JBE of q OF F o mmkH]

s e TR + 3 Ry ey
9%, X m(n) Uy’ oX R

< of of af - of

ﬁi" "UERCR . QEI""’sxn: m(n)

Un argumento similar prueba la parte (ii).
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A la luz del siguiente teorema se tienen Tlos siguientes

corolarios.

Conolario 2.4, E1 despliegue (F,r) de f es k-transversal
si m(n) <%§—> + VF +_m(n)k+1, es derecho=izquierdo k-trans-

versal si

of k+1

m(n) <2+ v+ m(m) e ka1

Conolario 2.5. Sea bysb,s...,b, elementos de m(n) los cua

(n)k+1. Entonces el

les proyectan una base para m(n) /<———>+
despliegue F(X,u)= f(X)+ Zl b (X)u ; donde u= (ul,...,ur),

es k-transversal.

Corolarnio 2.6. La suma de cualquier despliegue y un des-

pliegue k-transversal es k-transversal.

Como una consecuencia del teorema 2.1 se tienen los si-

guientes dos resultados importantes.
TEOREMA 3.7.7,Sea fem(n). Entonces para cada entero no ne-

gativo k, existe un despliegue F de f el cual es k-transver-

sal (y de aqui r& k-transversal).
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Prueba: Sea k un entero no negativo. Dado que e(n)/f%g%+

)k+1) es un espacio vectorial de dimensidon finita sobre R,
podemos elegir by,...,b e e(n) cuyo coset modulo <§§>+ m(n)k+1

m(n

genera este espacio vectorial sobre R. Definase Fee(n+r) por

r
F(X,u)= f(Xx)+ ;27 Yy bi(i). Entonces

1

5F ) . | |

e = bi para 1l<igr, De aqui b; genera We V.. Del teo
i |R"x0

rema 4.1 es claro que F es k-transversal, ademds es también

inmediato que cualquier despliegue k-transversal de f es tam

bién derecho izquierdo k-transversal.

TEOREMA 3.2.8.Para fem(n)z, sea (F,r) un despliegue versal
de f. Entonces F es k-transversal para cualquier entero no ne

gativo k.
Para su demostracidn véase Yung-chen Lu.

La=siguiente=cuestidn-a -considerar—es—-concerniente a iden
tificar un criterio para que una funcidn tenga un desp]iegu;
versal. Observaremos que la existencia de un despliegue es -
equivalente a una condicion algebraica la cual es facilitada

por la condicidén de transversalidad formulada anteriormente.
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Ahora estableceremos sin probarlo el siguiente Zeorema
fundamental y entonces aplicarlo a la nocidn de determinacidn
finita para mostrar el reciproco del teorema 2.8.

\

TEOREMA 3.2.9. Sea k un entero no negativo. Si fem(n) es

k-determinado, entonces cualesquiera dos k-transversal des-

pliegue de f de 1a misma condimensidn son equivalentes.

TEOREMA 3,2.10,5ea fsm(n)2 k-determinado. Entonces un des-
pliegue (F,r) de f es versal si y sdlo si este es k-transver

sal.

PRUEBA: "solo si" es claro del teorema 2.7. Ahora sea
(G,s) cualquier despliegue de F. Se puede mostrar que (G,s)
es asociado con (F,r). Es fdcil verse que, en la categoria

de despliegues de cualquier germen f, existen siempre morfis

mo

(6,8)+ (G,8) + (F,r)

(For) + constante> (F,r)
Ademds (F,r)+ (G,s) es obviamente un despliegue k—trahg

versal de f, dado que (F,r) lo es. Por la misma razén (F,r)+.

constante es también k-transversal. Entonces por el teorema
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¥

4.8 se tiene una equivalencia de despliegues.

(F,r)+ constante = (F,r)+(G,s)

L

donde, del lado jzquierdo se toma el despliegue constante de

dimensifn s. Asi se tiene que

(G,s)+ (G,s)+{F,r) = (F,r) + constante+ (F,r)
mostrando que (F.r) es versal,

Conokanio 2.11, Si para cada k, el despliegue (F,r) de

fe:m(n}2 es k-transversal, entonces

a) F es versal

b) f es finitamente determinado,

PRUEBA: Por el teorema 2.9 lo Gnico que se tiene que mos
trar—bajo=la hipétesis que f es-finitamente determinado. Pero
si F es k-transversal, entonces F es derecho-izquierdo k-trans

versal, asi por el Teorema 4.1., se tiene gque para cada ente

re no negativo k

e(n)= <§;>+ F* g(1)+ We + m{n}k+1
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y de aqui dimRzin}f<%§>+ f*s{1)+m{n}k+1 cdimgh<r, de lo cual

es facil ver que f es finitamente determinado.

\ TEOREMA 3..2,12, (Existencia de despliegues versales). E1 ger
men ‘Fe:m{n]2 tiene un despliegue versal si y sdlo si este es

finitamente determinado,

PRUEBA: "Si" es una consecuencia inmediata del teorema 2.9
y 2.6 "solo si" se puede concluir del teorema 2.7 y el corola

rio 2.10 en una forma obvia.

TEOREMA 3.2.13. Sea fam{n}Z y sea (F,r) un despliegue de f.

; 4 ; _ _af
Entonces F es versal si y sdlo si e(n)= <wz>t Vi

Como resultado de este teorema, se puede también calcu-
lar"el minimo nimero de pardmetros que un despliegue universal

de un germen finitamente determinado debe tener.

Recordemos que si fzm{n}E es finitamente determinado,

entonces

e af
cod f = dimg min)/ 5% m(n)
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TEOREMA 3,2,14.Para fsm[n]z finitamente determinado, el
mfnimn nﬁmeru de pardmetros aparecen en un despliegue uni-

versal, i.e. la codimension de un despliegue es la codimen-

sion de f.

Ademds sabemos como construir un despliegue universal

de f. La idea es la misma como la prueba del Teorema 4.6;

af
<ﬁ>

forman una base para este espacio R-vectorial y entonces

elegimos by,b,,...,bre m(n) como sus cosets en m(n)/

r
F{i,ul....,ur)= f{i}+i§1ui bi{i} es un despliegue universal

de f.

Esta informacidon y el teorema 4.13 dan lugar a una res
puesta positiva a la siguiente pregunta. Sea k un entero no
negativo y sea fsm{n]2 k-determinado. Si se tienen dos des-
pliegues (F,r) y (G,r) de f y F, G son k-transversal, les
F asociada con G? y si asi es, ées G asociado con F?. Esto
es podemos inducir F de G y wiceversa con morfismos compues-
tos como la identidad. Ademas si se puede, entonces para un
de;pliegue de dimensidn minima (igual a dimﬁa(n}ff%£>}, po-
demos hablar de un despliegue universal de f (la respuesta
positiva a esta cuestidn es por supuesto el Teorema 4.8).

51 no nos contentaremos con la existencia de un despliegue

versal de f.
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3,3 TEOREMA DE CLASIFICACION DE THOM

En esta seccidn la siguiente idea sera formalizada: Dado

un "despliegue canonico" (G,r) (en un sentido que se hard mas

preciso después), y un despliegue arbitrario (F,k), k r del -

mismo germen fsm(n)s, nos gustaria expresar el hecho de que -

‘el madximo y el minimo de F puedan ser esencialmente obtenidos

e 2 g : .- n
del madximo y minimo de G (por supuesto como funcidn de R),

esto es maximo y minimo de FE RN para cada GeRk se pueda ob

tener esecialmente del maximo y minimo de Gy|gn para cada -
veR". En esta forma F es un despliegue universal de f, enton-
ces no s0lo contendra la reparametrizacion de todos los des-

pliegues de f, sino que también contendrd la configuracion en

‘tera de extremos para despliegues de f. Definimos el 4itio sin

gularn del germen F en 0 el subconjunto de Rk

que consiste -
de—todos 1os puntos singulares de la funcion F RMx{g} Para -
todo u y 0 en RK. Claramente esta definicién es independien-
te de la eleccion de los representantes del germen F. Esto es
porque no se hace distincidén entre el germen y sus represen-
tantes, Es también obvio que el sitio singular de F no cambia
esencialmente si sumamos una forma cuadrdtica no degenerada

2 2 2 2 . N ;
“Fyriei=Yy ¥ Ygey Fesnd yq a un despliegue F ni aln si se -

‘toma un despliegue constante de F. Esto nos l1leva a las si-

guientes definiciones.
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_ Definicibn 3.3.17Sea (G,r) un despliegue de gem(n). Sea
(F,r+s) un despliegue de fem(n+q) y u un entero Ogpsgq. F re-
duce a G con fndice 1 si F es equivalente como un despliegue

~

. r+s al despliegue (G, n+g+r+s) donde

2 5.1

= N 2 2
G(X,y,u,v)= G(x,u)- yy=eoomy + ¥ gt FY
para XeR", yeRY, GeR", VeRS.

Deginicibn 3.3.2. F reduce a G propiamente si q+s es positi
vo en la definicidén 5.1 y G serd 1lamada una reduceibn propia
de F. Si un despliegue F no tiene reduccidon propia, enton-

ces F se dira {iweducible,

Observe que en el caso de que f y g sean singulares ¥y
un despliegue {(F,r+s) de fem(n+g) reduce a un despliegue
(G,r) de gem(n), entonces existe un isomorfismo (¢,¢y,a) don

!

de velL(r+s) ¢eL(n+q+r+s) tal que

donde G es de la forma 5.1. Asi u es lnicamente determinado,
dado que p en este caso es igual al indice de la forma del

Hessiano de f menos el indice de la forma del Hessiano de f.
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Correspondiente a despliegues, se tiene también una no-

cion de reduccidn para germenes:

Definicibn 3.%.3 Sea gem(n), fem(n+q), n un entero Ogusq,
f neduce a g con Zndice p si f es equivalente al germen § donde
g esta definido por

N oe my pea 2 g . B 2 |
g (X.¥)= g(X)- y]-ecoz¥py * Yy ¥eeo® Vg 5.3

con xeR", yeRrY.

Llamamos a g una #educcién de f con indice u si f redu-
ce a g, con indice p. Dado que el indice u no jugara un impor
tante rol en la discusién, decimos que g es una reducedibn de f

si para algin u, O<p<qg, f reduce a g con indice u.

Definiciéns.3.4.f reduce propiamente a g si- g>0, en tal
case-decimos-que-g es—una-educetbnpropia-de—Ff.~f es-{uveductble--

si f no tiene reduccidn propia.
Antes de establecer el Teorema de Clasificacion de Thom

veremos la nocidn correcta de vecindad comparada con la reduc

cidn de germenes de sus despliegues.
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Dediniceibn 3.3.5,. 51 (G,r) es un despliegue de gem(n) y exis
te un entero Dgv¢n, G tiene una singularidad simple con indice
v an 0 si g es equivalente a Qvem(n) donde
=\ _ 2 2 2 2
Q, (X)= - XT=e e emXg ¥ Xo gt BX L 5.4,
Deginicién 3.3.6.G tiene un minimo simple si v=0 y tiene

un midximo simple si v=n.

Porque es esta una vacio?, g equivalente a Q significa

3 3 P :
45%>=' <3%2>= <KpseeesX > = m(n). De aqui g es un despliegue

‘universal de si mismo con codimensién cero. Asi, G es iso-
morfico a un despliegue constante de g y de aqui G reduce a
un despliegue trivial 0em(0). Esto es, G es equivalente a
0+ q-u ) 2

LY 1Yy, el-cual no produce catastrofe. De aqui

u
£1Viey ~4E

debemos excluir este caso cuando establecemos el teorema de

Thom.

Ademds si f tiene un minimo (mdximo) local en 0, el
indice del punto critico debe ser claramente 0 (n respecti-

vamente).
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Definicibn 3.3.7.5ea (F,r) un despliegue de fem(n). F tie
ne un minimo Local 0eR"" si para cada vecindad W de 0 en

RM*T existe un punto (X,u)eW tal que F tiene un

s (R {D3Nu
\ mfnimo local en (x,u).

Es importante sefialar que si F tiene un minimo local en
.0, entonces F tiene un minimo local cercano a 0. Sin embargo
F puede tener un minimo local cercano a 0 aunque f no tenga
un mfnimo en 0, ET ejemplo obvio para este caso es f(x)= x3

y F(x,u)= X3+px.

TEOREMA 3.3.11. (Teorema de Clasificacion de Thom). Sea
fem(nlz finitamente determinado, (F,r) un despliegue estable
de f y que tiene un minimo local cercano a 0, y r<4. Entonces
F tiene un minimo simple o F se reduce con indice 0 a uno de
los—siguientes-siete despliegues irreducibles (éanonicas) G;

de germes 9;
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CODIMENSTION DEL)

NOMBRE 9 i DESPLIEGUE
DOBLES g1(x)= x> Gl(x,u)= 3 +ux 2|
|CUSPIDE gztx)= K Gz(x,u,v)= x4+ux2+vx 2
1COLA DE

|GOLONDRINA g3(x)= x° Gs(x,u,v,w)= x5+ux3+vx2+wx 3
MARIPOSA  [g,(x)= x° 64 (%5U,V,Wst)= xEuxbrvxSHixCHtx 4
|OMBLIGO s 2 3 3

HIPERBOLICO gs(x,y)= x“+y Gs(x,y,u,v,w)= Xy T HUXy+HVXHWY 3
OMBLIGO 3.2 3.2 2 2

ELIPTICO gG(x,y)= x”-xy Gs(x,y,u,v,w)= Xy SHu (X “Hy© ) Huxtwy 3
OMBLIGO o 4 5 4 2 2

PARABOLICO g7(x,y)= Xy |65 (X, Y5 UsvaW, t)= XTyhy THUXTHVY Tty 4

Para la demostracidn remitase a Brdcker y Lander,
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% ' CAPITULO 4
1. LA GEOMETRIA DE LAS SIETE CATASTROFES ELEMENTALES.

Ahora quese'tienen Ta lista de las siete catdstrofes ele

mentales descubriremos sus propiedades,

Dado unpotencial V, definimos la superficie de equilibrio M,

por la ecuacion
VyV= 0

donde el indice x indica que el gradiente es con respecto
unicamente a las variables estado. Esta superficie es cons-
truida con todos los puntos criticos de V; i.e. con todos
los puntos de equilibrio (o estables) del sistema.

Ahora encontremos el conjunto singularidad S, el cual es
el subconjunto de M el cual consiste de todos los puntos cri
ticos degenerados de V, Estos -son—tos—puntos los cuales VxV=0

y también
A= det{H(V)}= 0

donde H(V) es el Hessiano de V. Entonces proyectamos S hacia
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;
abajo en el espacio de control C (eliminando las variables
estados de las ecuaciones del cual se definiﬁ) para obtener
el conjunto de bifurcacin B, el cual es el conjunto de todos
los puntos en C en el cual los cambios en la forma de que V
ocurren., Finalmente determinemos la forma de V en cada punto

C'
LAS DOBLES

La grafica de la catdstrofe dobles representa el com-
portamiento de todos los sistemas que dependen de una sola

condicion de variacion o factor de control.

E1 potencial de la catdstrofe dobles esta dada por

V(x)= x3+ux

a
(algunos autores utilizan el potencial V(x)= é— +ux para

simplificar-los—cdlculos)s-

Asi el espacio estado es de dos dimensiones. La super

ficie de equilibrio M es la curva
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E1 conjunto singularidad S es el subconjunto de M para

1o cual la ecuacion

:gs-tambjén satisfecha, e.i. el dnico punto (0,0). E1 conjun
to bifurcacién B es la proyeccién de este sobre el espacio
control (i.e. sobre la 1fnea x=0) y es por consiguiente el
punto u=0 véase figura 1

T x

factor de comportamiento

2
w
factor de control

- ¥
b
Fig. 1, La superficie equilibrio y el conjunto

bifurcacidn de la catdstrofe dobles.
E1 conjunto bifurcacidn divide el espacio control en

dos regiones, el eje positivo y el eje negativo, 35i u>0, Tla

ecuacidn (1) no tiene soluciones reales y V no tiene puntos
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criticos, S1 u<0, V tiene dos puntos criticos un maximo y un
minimo y por consiguiente dos puntos de equilibrio uno esta

ble y otro inestable, Sobre B (i.e. cuando u=0) estas se con
. vierten en un punto de inflexién es decir un estado semiesta

ble.

Un ejemplo de un sistema tal es una 119@, en el cual el
factor control es 1a fuerza aplicada al estirarla y-el com-
portamiento es su tensidn. Hasta un nivel critico de fuerza,
la 1liga esta tiesa y derecha esto es, minimiza la tensi&n
siendo tan corta como se pueda. Sobre este nivel critico, la
liga se rompe y la tensidn desaparece. La posicion de las pie

zas sueltas es estable.

LA cisPIDE (o RiEMANN-HuGONIOT)

La catdstrofe clispide ocurre en sistemas cuyo comporta
miento depende de dos factores de control. Su gréafica (Fig. 2)
es-tridimensional, una superficie curva con un pliegue. De -
nuevo cada punto de Ta superficie representa un estado de e-
gquilibrio.Todos los puntos en la parte de abajo del pliegue
son maximo inestable. Todos los puntos a lo largo de la 1{nea
dobles, los cuales forman el "labio" del pliegue son puntos

de inflexidn inestables. E1 resto de los puntos son minimo es



tables.

Para ciertas combinaciones de valores de los factores
* de control, existen solo dos estables positivos, uno sobre
la superficie superior del pliegue y otro sobre la superfi-
cie inferior abajo del pliegue. E1 comportamiento del sis-
tema bajo esas condiciones es 1lamado "bimodal", es decir
que las mismas condiciones permiten cualesquiera de los dos
estados estables. (Existe una tercera posibilidad, el méximo
inestable sobre la parte de abajo del pliegue, pero este es
generalmente inaccesible: si el sistema ocupa este estado,
cualquier perturbacién lo forzarS a un punto estable arriba

o abajo.

E1 potencial para la catdstrofe clispide estd dado por

-

V(x)= x4 + ux2 + vx

La:superficie-de-equilibrio M estd dada por
; X
4x“+2ux+y= 0 (1)

y el conjunto singularidad es el subconjunto de M para lo

cual la ecuacidn



? ~

12x242u= 0 (2)

es también satisfecha. Encontramos el conjunto bifurcaciodn

eliminando x de (1) y (2) y obtenemos
8u3+27v2= 0

Para la cispide, como realmente para todas las catdstro
fes elementales no existe una notacién generalmente aceptada.
Diferentes autores usan diferentes simbo1os para los parémg
tros despliegues, algunos prefieren escribir V como
% 4 %—ux2 + vx para evitar factores numéricos en M., De otra
manera algunos autores siguen a Zeeman y se refieren a 10s
coeficientes de x y x2 como los factores nommal y separacifn
respectivamente. Estos nombres reflejan el hecho de gque cuan
do u>0, el cambio en v sb6lo produce cambios suaves en X, el
cual podemos 1lamar el comportamiento "normal" pero cuando
u decrece a valores negativos "parte" a My las discontinui

dades en x pueden ocurrir
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Fig. 2. La superficie de equilibrio y el conjunto

bifurcacidn de la catdstrofe cispide.

LA COLA DE GOLONDRINA

La catastrofe cola de golondrina puede ser usada para
modelar procesos en sistemas cuyo comportamiento depende de
tres factores de control. Su gr&fica es de cuatro dimensio-
nes, asi que un modelo tridimensional es inadecuado. Pero
.un-ccﬁtemtnidimens%enairdef+a~gr&fita:se;puedaznbiener'fii?~
jando el valor de uno de los factores de control como se
‘muestra en la figura 3, En la parte de su rango (3a) la su-
-perficie es simplemente una hoja doblada. En la otra parte
(3b) se desenvuelve un enrosque interno que se asemeja al

‘trazo de una cola de pdjaro. Fuera del enrosque, la cola de

- Bl =



golondrina tiene un estado estab1e.para cada conjunto de

condiciones, Dentro de la cola de golondrina se tienen dos:
una 1inea recta a través del enrosque pasard a través de la
superficie cuatro veces, dos veces un maximo y dos veces un
m{nimu. En un modelo de 1a cola de golondrina, la catdstro-
fe ocurre cuando un sistéma deja la superficie, si este es

otra capa de la superficie o Ta posicidn no estd sobre la su

perficie. |
» 4
.f.p.r de Contrel T
o Factor & Control 2-4 ‘f‘%\ Fac
; (V)
2
&
g
X
=
v
Factor de control 1 fijo Factor de control fijo en un
valor diferente.
3d.a, Una vista tridimensional de 3.b. Otra vista de 1a misma

la-eola-de—gotondrina; - graficaz-

E1 potencial de la cola de golondrina se da por

V(x)= x2+ux3+vxZawx

La superficie de equilibrio M es la hipersuperficie

5xtemyuxle2yxin= 0 (1)

Bl

Finaiméﬂte—nﬁtéte—que.si-v=ﬂ,uentﬂnnes-x=ﬂ~%'u=iJi:ﬁ;3uI
Se ha visto que x=0 corresponde un mdximo en el origen y sus
tituyendo dentro de la ecuacién (1), se encuentra gue las

otras raices dan m=9u2fED- ﬁe.gauiiﬁ _tiane un nunta de in-



y el conjunto singularidad es el subconjunto de M para lo
cual la ecuacibn

3

20x° + ‘Bux + 2y=0 (2)

también es cierta.

Es posible eliminar x directamente de (1) y (2) y de
-aqui encontrar la ecuacidn del conjunto bifurcacién B, el
cual es una superficie en el espacio de control tri-dimen-
siona1 C. Dado que estamos interesados Unicamente con el
comportamiento cualitativo del sistema y por consiguiente
queremos primeramente ser capaces de dibujar B, una diferen
te aproximacidén resulta ser mas efectiva. Sea C, un plano
u=constante.en C, y sea Bu la interseccidn de Cu con B. En-
tonces Bu serd una curva en C y si podemos dibujar esta cur
va para todos los valores de u podemos construir completa-

mente la superficie B.

Aln con u siendo constante es mejornoeliminar x de las

ecuaciones si no considerarlo como parametro a lo largo de

B, -

Entonces observamos que (2) implica que v es una fun-
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cidén impar de X y esto junto con (1) implica que w es una
“funcidn par de X, De aquf w es una func1§n par de ¥y asf para

‘cualquier u la curva Bu es simétrica con respecto al eje w.

Diferenciando—{1) y (2) obtenemos

lli-u-{“'-zxd_v---q- --------- (5)
dx dx

Y
¥ o o (30x%431) = mm = mim 2 = = s (4)
dx

el resto de los términos en (3) se han eliminado a causa de
(2). Ahora se tienen que considerar los casos u>0 y u<0 se-

paradamente.

: o d p
Si u es positivo, entonceg‘ai- no se anula. De aqui v
. :

es una funcibn estrictamente mondtona de x y la ecuacidn

es vdlida donde quiera. Ademds la ecuacidn (2) implica que
xv<0, con jgualdad sd6lo cuando x=v=0 en la cual el punto w
también se anula. Se sigue que Bu es suave, que w es grande

cuando |x| es grande y que el signo de 4o o5 e1 mismo que
dv
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el de v, anuldndose s81o en el origen, Esto nos permite tener
la fig. 4,a.

Si u es negativo, entonces la situacidn es mids compli-
cada, Véase de (4) que ﬁi se anula para dos valores reales

X
d
de x, +/{-0,1 u] . Consecuentemente =2 se anula para 3 valo-

dx
res de x, estos dos junto con x=0 como antes, y se sigue que
B, tiene un punto critico en x=0 y clspide en los otros dos

puntos.

Para determinar el tipo de punto critico, nétese que
la ecuacién (2) implica que |x|<+ v{=0.3u)] el producto xv
no puede ser negativo. Dado que X y v se anulan juntamente,
se sigue que si v es pequefio y positivo también X lo es, y
%% es entonces negativa. Asi, juntamente con el hecho de que
Bu es-simétrica.con respecto al-eje w se establece que el

punto critico es minimo relativo.

Finalmente notese que-si v=0,-entonces—x=0-8 1=3JTTUTEET
Se ha visto que x=0 corresponde un madximo en el origen y sus
tituyendo dentro de l1a ecuacidn (1), se encuentra que las
otras raices dan anuEIEU. De aqui Bu tiene un punto de in-
terés seccibn propia, sobre el eje positivo w. Entonces se

checa que |x| grande implica que |v| y w son también grandes
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y entonces usando los valores del parémetro x nos lleva a
que e] orden de 10s puntos que se ha encontrado es: inter-
seccidn propia, cﬁspide. méximo, cﬁsp1de, 1ntersecc15n pro
pia, podemos dibujar fig. 4(b). Y dado que la ecuacidn de

la 1inea de puntos de interseccidn propia es la parﬁbOIé.

-9._uz

20

w= v=0
podemos poner las curvas Bu juntas para formar la superfi-
cie B mostrado en la fig. 5. E1 origen del nombre "cola de

golondrina" es ahora aparente,

Para encontrar la forma del potencial en cada una de
las tres regiones dentro del cual B divide a C, es suficien
te considerar puntos para los cuales v=0 y u<0, Entonces la

solucidn de la ecuacibn (1) es

x% = —%— (-3u+ /{9u%-20w ))
g T

Existen tres'casos:,

9u2

20

a) w>

La ecuacion (1) no tiene raices reales y

V no tiene puntos criticos,
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2
b) O<w< U”  pado que Y{9uZ-20w) es menor que el
20
‘real y positivo -3u, ambas soluciones para x2 son reales y
positivas y V tiene 4 puntos criticos, dos méx{mo y dos mT-

nimos.

fus 2
c) w<o  Ambas soluciones para x~ son reales pero una
es negativa. Consecuentemente .V tiene {Gnicamente dos puntos

criticos uno mdximo y uno minimo.

Asi en la figura 5 no existen equilibrios estables po-
sibles sobre la superficié, un equilibrio estable algo de

la superficie, y dos dentro de la cola de golondrina

Fig. 4. Secciones transversales del conjunto bifurca

cién de 1a cola de golondrina (a) u>0, (b) u<O.
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Fig. 5. E1 conjunto bifurcacion de l1a cola de

golondrina,

EL OMBLIGO ELIPTICO

E1 potencial es

2 4 w(x2+y2)—ux+vy

V(x,y)= % xa-xy
Hemos introducido un factor % en el primer término ya
que%esta;hacef+os§eéleulesﬂmeier;*105:resuTtﬁdasrcualitati-
vos no son afectados por esto, E1 espacio estado es ahora
de cinco dimensiones, es'decir tres factores de control y
dos de comportamiento. La superficie de equilibrio M es una

hipersuperficie tri-dimensional cuyas ecuaciones son
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12-y2+2mx— u=0 (1.a)

-2xy+20y+y = 0 (1.b)

y el conjunto singularidad S es el subconjunto de M para lo

cual
2X+ZW -2y
= 0
-2y =2%+2w
‘es decir
A =4 (wl-x%-y®)= 0

Ahora procederemos casi de la misma forma que antes.
En lugar de encontrar la ecuacidn de B directamente, eli-
minando X y Y de las ecuaciones de S, consideremas planos
w=constante y tratemos de dibujar las curvas B . De la ecua

cion (2) véase que si w es una constante podemos escribir
A = wcosB, Y= wsend

las cuales cuando se sustituyen dentro de las ecuaciones (1)
nos llevan a las ecuaciones para u y v en términos de un sé

1o pardmetro, 8:
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u= w? (cos26+2cosh)

v= w? (sen28-2send)

Si w=0, entonces B es un sblo punto u=v=0, Si w ¥ 0

entonces escribimos

— =0 cuando ©6=0,m,+ 2n/3

dv

= 0 cuando 6=0,+ 2%/3
dg e

De aqui que existen clspides en

Gt )y (308 48 of), (8 o, 2E
y una tangente vertical en {«mz,n]. Ahora es facil dibujar
B, (fig. 6), y dado que las T1fneas de las clispides son cla

ramente parébolas se puede dibujar el conjunto de la bifur

cacidn completo (fig. 7).
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Fig. 6. Seccibn transversal del conjunto bifurcacidn
del ombligo eléptico.

EL OMBLIGO HIPERBOLICO
E1 potencial es
V(x,y)= x3+y3+wxy-ux-vy

se tiene de nuevo que el espacio estado es de cinco dimen-
siones y el espacio de control_tridimensional, Nétese—que-—
se han cambiado los signos de u y v para hacer los cdlculos

mejor. Las ecuaciones de M son

3x2+wy-u= 0 (1.a)
3_y2+wx-v= 0 (1.b)



y el-.conjunto singularidad de$ es el subconjunto-de-M para

1o cual
6X w I
=0
w 6y
fe€a
&= 36xy - wewo (2).

De nuevo, la forma mis simple es considerada secciones
w=constante. Obseryemos primero que si w=0 entonces X o Y
se pueden anular, Si x=0, entonces (1a) implica que u=0 mien
tras que (1.,b) requiere que v sea positivo. De esto y del re
sultado similar para Y=0, vemos que BO consiste de los ejes

positivos u y v,

Supdngase ahora que w}0, Usemos la ecuacién (2) para
EXﬁﬁﬁsaﬁﬂy’&ﬂ?%éfMiﬂQSﬁﬂ%%X'yuSUﬁiituitleﬁeniiﬂ1;p&tafabt6-i

ner ecuaciones paramétricas para u y v:

2_.w,3
u=s 3x°+ — (3,a)
36
- 3!.0‘4\ .
V= e WX (3.b)
36°x
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Si |x| es muy pequefia, entonces |u| y |v] son muy grap
des., Por otra parte, v es positivo si x es pequefio y positi
VO © peﬁueﬁu y negativo, mientras u cambia de signo (dado
que este tiene el mismo que x si w>o y el signo opuesto si
w<o), Consecuentemente Bm no es una curva continua, este se

hace de du; piezas disjuntas,

Diferenciando la ecuacidn (3) con respecto a x;

du . 6x . w3/36x2
dx
. -@.‘—F. = c—-—-z—:;—-'ﬁt"llllliIF +w
dx 36™x '

Ambas derivadas se anulan si y s8lo si x= 7 , asi que
Bm no tiene mdxime o minimo relative dnicamente una cilspide,

1a cual es localizada en {% w2, é w?),

$1 w>0, la porcibn de B correspondiente a x<0 es suave

y no~tiene puntos estacionarios, Este cruzan el eje u cuando

x= =2 {,e. cuando

3,443

il 1
w2 [——I~ - = )< 0
16 ° /3 4773

-
n
Lo [t



La porciﬁn de la curva correspondiente a x>0 tiene una
cﬁsﬁide pero ningﬁn punto estacionario ni intersecciones con
los ejes., De esto junto con el hecho de que 1a simetr{a de
V con respecto a X y Y implica simetria de Etm con respecto

a la 17nea u=v, podemos dibujar la fig. 8.

Si w<eo, la figura es la misma, excepto que esta es la
misma porcidn de la curva que ahora corresponde a X>0, Las
1ineas de interseccibn de B con u=v son de nuevo pardbolas,

as1 podemos inmediatamente dibujar B mismo (fig. 9).

ET1 conjunto bifurcacién diyide al espacio control den
tro de cuatro regiones y podemos examinar tres de estas con
siderando puntos sobre l1a 1{nea

T ousy, w=l

Sustituyendo estas ecuaciones en (1) nos da

SxE + y= Syz + X

{:‘{-:f] {X"'}"ﬂ I

T e



de modo que
X=y o0 Xx+ty= 1/3

Estas son satisfechas simultdneamente inicamente en los
puntos cllspide, y no hacemos consideracién de aquellos que

estdn sobre B mismo.

Si x=y, la ecuacibn (1,a) da

3x2 + x-u= Q

la cual tiene dos rajces reales si y sﬁlu si u»-1/2, Si

Xx+y= 1/3, entonces la ecuacifn (1,a) da
3x2 - x+ 1/3 - u=0

la cual tiene dos ra?ces si v s8lo si u»1/4. Dado gue
U=¥=é61312-E5¢iT§DﬁTEfia‘pU?ﬂfﬁﬂLéuBEELﬁEiBi_ymMEJElIA es
su punto clispide, véase que existen cuatro puntos criticos
en la regién 1, dos en la regibén 2 y ninguno en la regién
3, Eligiendo al azar puntos apropiados sobre la T1inea es
facil mostrar que en la regifn 1 el potencial tiene un mi

nimo, un maximo y dos puntos silla, mientras en 1a regidn 2

o R .




este tiene un m&ximo y un punto silla, Todo lo que resta esta
en-la regibn 4, 1a cual incluye el eje negativo w, y calculan
do como ya se ha hecho, podemos mostrar que el potencia’ tie-

ne un punto silla y un minimo.

~Asi el potencial para el omb]igoﬁhiperbélico como para
el ombligo eliptico, pueden tener mis de un equilibrio esta-
ble A

Fig. 7. E1 conjunto bifurcacidon del ombljgo eliptico.
4 U

Fia. 8. Seccian transversal del conjunto bifurcacifn
del ombligo hiperbdlico.
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-dv = 50x3 + 12tx + 3u (5)
dx :
dw - 100x% + 24tx? + 6ux (6)
dx
Notese que dw solo se anula si x=0 y que ambas derivadas
; : o
se anulan sfi
20x3 + 4tx + u=0 (7)

Las ecuaciones (5) y (6) no tienen otros ceros, asf
Biu puede tener una tangente vertical (la cual debe estar

en el origen) o cispide, pero no tangentes horizontales.

- Dado que la ecuacian (7) es chica debe siempre tener
al menos una rafz real, y Btu debe tener por consiguiente
siempre, al menos una cQspide, Exist1rén tres cﬁspides si
todas las ra{ces de (7) son reales, y la condicién para

esto es que
w2 + a(*t3)? <0

Esta condicidn no puede ser satisfecha si t es positivo, °
y as{ t es 1lamado el factor "mariposa" para recordarnos que
este es esencial cambiando esta variable, progresando de una

simple curva cdspide a una con forma como de mariposa. La va

4

By gl



W
Uy

riable u es 1lamada el factor "bias" dado que B, es simé—
trica con respecto al eje v sﬁiu si u=0(por un argumento
similar que se usa para establecer la s1metr1a de la cola

. de golondrina), Y w y v son 1lamadas las variables "normal"
y “sepdraci&n“ respectivamente, ya que estas jueg{n el mismo
papel que las variables normal y separacidon de la cilspide ca
tidstrofe.

Ahora poniendo u=0, las ecuaciones (3)-(6) se transfor

man en
~y= 15x% 4 6tx 2 (8)
w= 24x°% + §txS (9)
. %-;l = 60x° + 12tx (10)
g‘% = 120x% + 24tx2 (11)

5i t>0, se ve facilmente que v es siempre negativo, que
existezuna=clspide=en-el=origen-y que=B,. es-una-curva-cls-,

pide simple,

S1 t 0, las dos derivadas se anulan an x=0 y x= +/{-t/5)
asi existen tres cﬁSpides. Sustituyendo directamente en (8)
y (9) se pude mostrar que las dos clispides que no estdn en

el origen se encuentran en la mitad del plano superior.
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]
Finalmente localizemos las intersecciones con los ejes;

v=0 {mpliica que x=0 o x2= _ 6t

w=0 implica que x=0 0 x2= - t/3

/15

Aparte Jel;orjgen; encontramos que existen dos interseccio
nes con el eje w y sﬁ]o.une con el eje v, casi los dos va-
lores iJ*Cﬂﬂ3I‘ da el mismo valor (positive) de v a saber
t2/3, De aqﬁf que existe un punto de 1ntersecc1§n propia
sobre el eje v, Después de checar que v y w tienen el com-
. portamiento indicado para grandes valores de |x| podemos

dibujar la fig, 10,

Para encontrar las formas del'potencial para diferen-
tes regiones podemos empezar tomando u=w=0 de modo que la

ecuacidn de M se convierte en =

5 3

6x~ + 4tx” + 2vx= 0

Una raiz es obyiamente x=0 y las otras cuatro estdn

dadas por
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SS9 t=0, entonces xz

tiene un s61o valor real positivo si y sélo

si v<0. De aqu? gque existen tres equilibrios (dos estables
y uno inestable) dentro de la clspide, pero sdlo un equili
brio (estable) fuera de este, exactamente como para la cis

pide catdstrofe.
Si t<0, existen tres casous

(a) v<0 tres equilibrios, dos estables y uno inestable.
(b) 0<v<t2/3 cinco equilibrios, tres estables y dos inesta

bles,

(c) v>t2f3 un equijlibrio estable,

Estos resultados son Fﬁci?mente establecidos por argu-
mentos exactamente similares a aquellos empleados en la dis
cusidn de la cola de golondrina. Podemos tratar con las dos
regiones restantes sin hacer ninglin cdlculo, notando que
cuando cruzamos el conjunto bifurcacidon de una cispide, en
tonces en general (1o cual significa que no cruzamos un pun
to especial tal como un punto de interseccidn propia) suma

mos 0 substraemos un par de equilibrios uno estable y otro

inestables.
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Finalmente en la fig., 11 se muestra la superficie de
equilibrio M como una fun:fﬁn de x,v,w para u=0 y t<0,Esto
ilustra la similitud entre la mariposa y la ciispide 'y por

supuesto para t>0 las superficies son equivalentes.

N

Fig. 10, La seccidn transversal del conjunto °

bifurcacibn de la mariposa con u=0

Fig. 11. La superficie de equilibrio de la

mariposa con u=0 y t<0.
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EL OMBLIGO PARAEOLICO

Tomando el potencial como

V(x,y)= 34+xz+wxz+t32

~UX-vVy

La superficie de equilibrio M esta dada por las ecuaciones

2xy+2wx-w= 0 (1,a)

x2+4y3+2tyuv= 0 (1,b)

y el conjunto singularidad S es el subconjunto de M para lo

cual
: I 2y+2 2Xw
2 = M =
2x 12y“+2t
j
(y+u) (6y2+t)= x° (2)

El espacio estado es de seis dimensiones, cuatro facto
res de control y dos de comportamiento por 1o que tratar de
dibujar el conjunto bifurcaciﬁn es algo mﬁs dificil que los
anteriores, Para ver esto de una forma detallada remitase a

Pastos y Ian Stewart,
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