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INTRODUCCION Ftoyftq 
••p l" LO :-1- '2.,V y l o.. 

1 '7 80- 
Existen en la naturaleza una inmensa cantidad de fenómenos que pre- 

' sentan cambios bruscos en su comportamiento. Por ejemplo tomemos un fen.§. 
meno ques'-da' en la economía de un sistema competitivo donde aparecen va­ 
rios centros de actividad económica con actitudes distintas entre ellas 
a los cuales llamaremos competidores y a un grupo de consumidores al que 
nombraremos demanda. 

En la configuraci6n del mercado donde la demanda y el número de com 
petidores se mantiene fija el precio tiende a ser estable y puede ser con 
siderado corno punto crítico de una funciBn f(x,u,v). 

Pero si Onicamente el número de competidores se mantiene fijo y la 
demanda crece o disminuye1el precio del producto tiende a subwr o a bajar 
�e una manera suave, de otra manera si la demanda es.lo que se mantiene 
fijo y el número de competidores es el que varia el precio también vari� 
ra dependiendo si el No. de consumidores crece o disminuye, es decir el 
precio bajará si el No. de compeúdores aumenta y subirá si el número de 
consumidore_s disminuye y también de una manera suave. Ahora si variamos 
tanto la demanda como el número de competidores se tendrá lo siguiente: 
Si la demanda disminuye y el número de competidores aumenta el precio 
del producto baja y si la demanda crece y el número de competidores baja 
el precio sube pero esta alza y baja de precios se hace de una forma brus 
ca. 

El modelo matemático que asemeja en cierta medida a una fenómeno 
bajo esas condiciones esta dada por una función de la forma f(x,u,v)= 
x4+ux2+vx. El �� precio se obtiene precisamente donde 
f(x,u,v) tiene sus puntos críticos, es decir donde df =4x3+2ux+v= O por 

dx 

• 



. , 
despliegues universales es decir despliegues en los que intervienen un 
mínimo de par��etros. Cualquier fen6meno en la naturaleza que.presente 
cambios bruscos en su comportamiento puede ser analizado utilizando cu!_ 
lesquiera de los siete desplie��es universales catástrofe, dependiendo 

, este del nQmero de variables de control y variables de comportamiento. 

Finalmente en el capítulo IV se dará la interpretación geométrica 
de los siete modelos, haciendo énfasis_ en los dos primeros dado que es 
más fácil la visualización de dichos modelos. 
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Q .:.16 lo que p{u,v)= 
• Se puede decir que en aquellas situaciones en las que el precio 

baja o sube de una manera estable es en los puntos críticos no degene­ 
rados de f(x,u,v) mientras que si el cambio es dado bruscamente ·este co 

' rresponde a los,puntos crítiéos degenerados1 

La teorí� de la catástrofe estudia precisamente aquellas situacio­ 
nes en las que movimientos suaves en los parámetros de control (demanda 
y número de competidores en eJ ejemplo) originan cambios bruscos en los 
parámetros de comportamiento {precio), es decir el comportamiento de fun 
cienes alrededor de puntos críticos degenerados. 

En el capitulo I se estudia el conpor-temtento de las funciones alre 
dedor de puntos criticos no degenerados y generados. Para el estudio de 
los primeros se hará uso la teoría de Morse la cual prueba que aquellas 
funciones cuyos puntos críticos son no degenerados son estables y el que 
el conjunto formado por tales funciones es denso. En el estudio de los 
segundos es d�cir en puntos críticos degenerados se utiliza el lema de 
Separación el cual permite a una función separarla en dos una de Morse 
y una-degenerada y esta última nos da el comportamiento de la función 
alrededor del punto. 

E n,e 1 _cap í1;u 1 a II ncs.concentraremcs.a) ....e.studio.-de ... t:.am.tl.fa....de...J;un,.-,. .. 
c i one�steltres-que-nos-.ta-i-as'il-ernm i en tas necesar-tas=per-e comprender 
el concepto de despliegue, Concepto que ser& definido en el capítulo 
III y· el cual nos permite conocer todos las definiciones posibles que 
puede tener una función cuando se analiza alrededor de un punto críti- 

. co degenerado y concluir el capitulo III con el teorema de clasificación 
de Thom que nos dice que si tiene una función k-determinada es decir una 
función en que su comportamiento topológico pueda ser determinado por su 
polinomio de Taylor hasta de grado k y de codimensión, 4 existen siete 
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CAPITULO 1 

Sea f:R-n->R una función potencial y considérese x�vf(x) 
el gradiente de la función. Se dice que un punto es punto de 
equilibrio�� una fu�ci�n cuando Af(x)=O. Trataremos de est� 
diar el comportamiento de la función en tales puntos conoci- 

1 
dos como singularidades de las cuales se tienen dos tipos: 

a) Los puntos críticos no degener�dos que son aquellos 
en los que det (�)+ o. 

axay 

b) Los puntos críticos degenerados es decir aquellos 
en los que det {�)- o . 

axay 

Si lo que se tiene son puntos críticos no degenerados, 
se puede hacer un cambio local de coordenadas de tal manera 

2 2 2 2 2 que la función tome la forma f(x)= x1+x2+ ... +Xr-Xr+1- ..• -Xn 
(1). Ar se le conoce como el índice de la función y existe 
un tipo básico para cada r=0,1, ... n. Todas las funciones que 
toman la forma (1) se les conoce como funciones de Morse y 
dan el comportamiento de la función alrededor de un punto 
crítico no degenerado. También una propiedad que guardan las 
funcion�s de �orse es la estabilidad, es decir si tomamos g 
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una pequefta perturbaci6n suficientemente cercana a un punto 
y derivadas de f, entonces g toma la forma (1). 

Por otro lado si se tienen puntos críticos degenerados, 
se puede utilizar el lema de Separaci6n que permite separar a 

funci6n en �os funciones, una de morse y una no de morse, la 

primera contiene variables llamadai no esenciales y la otra 
esenciales. Estas altimas nos dicen como es el compo�tamiento 
de la funci6n para puntos críticos degenerados. 

La propiedad de estabilidad referida anteriormente puede 
ser vista algebraicamente, pero se hace más clara si se formu 
la como una propiedad geométrica transversal. Esto nos lleva 
a una discusi6n de tranversalidad, concepto que introducido 
por Rene Thom ya que ayud6 en gran medida a crear la teoria 
de la catástrofe. 
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/ 1,1 PUNTOS CRITICOSY EL LEMA DE MORSE 

Ve.6,l.n,lc,(.On 1.1. Sea f un mapeo diferenciable de M a N, do.!!_ 
, de M y N son variedades diferenciables. Un punto XoEM es un 

punto l>i.ngu.l.aJr. de· f si el rango Df(Xo )<mi n {dim M, d í m N}. De 
otra manera. Xo es llamado un punto Jt.e.gu.l.aJr. de.·6. Para funciones 
de R->R a los puntos singulares se les llama puntos crfticos. 

EJEMPLOS: 

(1.1) Sea f:R->R, f(x)= x2• Dado que Df(x) tiene matriz 
(2x) la cual tiene rango 1 si y sólo si x+o, enton 
ces el único punto singualr de fes O, 

(1,2) Sea f:R�>R dada por f(x,y)= 2x2 + 3y2• Entonces la 
matriz jacobiana es (4x,6y) la cual tiene rango 1 a 
menos que X= Y=O, por lo cual (0,0) es un punto sin 
gular, 

3 .. (1.3) Sea f:R->R, f(x,y,z)= (xy,xz). El jacobiano de f 
es y x O el cual tiene rango 2 a menos que todos los 

Z O X 

menores 2x2 sean cero, es decir que xz= xy= x2= O 
lo cual es equivalente a x=O por lo que (0,y,z) es 
un punto singular, 

.,. 3 - 



Ve.6-i.Júc..l6nJ;2,Sea f:R,!l_>R una función suave. Un punto Xo en 
Rn es un pu.n-to Cll.ltlc.o no de.ge.neJuido si x0 es un punto singular de 
f y el Hessiano es no singular es decir, el determinante de la 
matriz 

(a2f ), ... 1,1, J,n 
ax.ax. 

l J 
evaluado en.xo, es diferente de cero, 

EJEMPLOS: 

(1.4) f:R->R definida por f(x)= x2+2x+l tiene un 
punto crítico no degenerado en x=-1. 

(1.5) g:R->R definida por g(x)= x4 tiene un punto 
crítico degenerado en x=O. 

(1.6) h:R�>R dada por h(x,y)= x2+4xy+xy2 tiene un 
punto crítico no degenerado en (x,y)= (0,0). 

Ve.6,i.MC-l6ri1�·3.Una función suave f:R-n-->R es una función de 
Morse si todos sus puntos singulares son puntos críticos no 
degenerados. 

Ahoi--a�qu e,-s e..c...h a n- d e-f i ñ1-do �las fu n c ;.o nes--de-..:Mor.s e ,_s e_pu � 
de dar un resultado importante de la teoría de Morse, el lema 
que lleva su nombre, el cual nos dice como es el comportamie� 
to de una función alrededor de un punto crítico no degenerado, 
pero antes veamos el siguiente lema. 

Lema.7,7.Sea f:R-n->R una función suave en una vecindad de 
O con f(O)= O. Entonces en una posible pequeña vecindad, exis 
ten funciones g:R- n->R tal que 
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, donde cada 9i es suave y 

9i(O) = 

Vem0hbw.cú6n: Se tiene que 

af 
axi o 

S i�7:I e- a qui�s e �d ef-T ne 

1 

9i(x1•····•xn)= Jo 
af 
ax-:· · 

1 (t-xl' ..... ,tx11)dt 

diferenciando parcialmente con respecto ax. se muestra que 
1 

9i {O) = 
af 
axi o 

.,.. 5 - 

Q.E.D • 



, donde cada 9; es suave y 

af 
ax; 0 

Vemol>btaci.6n: Se tiene que 

i d 
f - (f(tx1, .... ,txn))dt 

0 dt 

1 
9;(x1•····•xn)= fo af 

ax;: · 
1 (t-x1-•·····•tx11�dt 

diferenciando parcialmente con respecto a X; se muestra que 

9; (O) = 
a f 
ax; 0 

Q.E.D. 



TEOREMA 1.,1 ,(L€ma de Morse), Sea u un punto crítico no. deg� 
nerado de una función f:R-n->R. Entonces existe un sistema 1� 
cal de coordenadas {y1,y2, ... ,yn) en una vecindad U de u, con 
Y; (u)=O para toda i, tal que 

• 

para toda ye:U. 

PRUEBA: Se puede tras l ad ar e 1 o r i gen a u y de aquí supo - 
ner que u=O y f(u)= f(O)=O. Por el lema 1, se puede entonces 
escribir 

n 
f(x)=1�1 x1g1(x) 

tiene que 

g.(O)= 
1 

= o 
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De aquí usando el lema 1 de nuevo, existen funciones sua 
ves hi j tal que 

' 
n 

gi(x)= i�l xi hij(x) 

y f(x) se puede escribir como 

n 
f (x) I: 

i , j = 1 
X • X •. h • j ( X ) 

1 J 1 

si reemplaza h i . por 
J 

A 

.!.( h i . + h i . ) hij = 2 J 1 

� ,. ,. 
la ecuación sigue siendo verdadera y además h i . = h ji . J 

Derivando parcialmente (1) dos veces, se tiene que 

,. 
=2hi.(O) 

J o 
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y que la matriz 

\ 

es no singular dado que O es un punto crítico no degenerado. 

Supóngase inductivamente que existen coordenadas loca­ 
les u1,u2, ... ,un en una vecindad u1 de O tal que 

donde Hij= Hji. Por un cambio lineal es las r coordenadas fi 
nales, se puede suponer que Hrr{O){O. Sea 

Por el teorema de la función inversa, esta es suave en 
alguna vecindad u2 de O contenida en u1. 

Cambiando coordenadas a v1, ... ,Vn definida por 

li f r) 
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la cual, de nuevo usando el teorema de la función inversa, 
es un difeomorfismo local. Ahora 

+ v2 + I: v .. v. Hi, (V1•···•Vn) r ij r+l 1 J 

una fórmula semejante como para las ui' pero con r sustituido 
por r+j. Dé aquí por inducción se obtiene la conclusión del 
teorema. 

Una función de la forma 

z2 + z2 z2 - z2 - z2 1 2 + ... + n-t n-t+l· ·· n 

es llamada una t-silla de morse. _De aquí el lema de Morse 
implica ·que cada punto crítico no degenerado puede ser tran� 
f cnema;do..:::po-r.·,-u n -d if=e:o111-0·rf-iásmo,,_,a una �t-s-'i-lTa-d�Mo�pa_ra al -­ 
gú n t. Cuando t=n se tiene un máximo, cuando t=O un mínimo. 

- 9 - 
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Ji,. 2 ESTABILIDAD DE FUNCIONES 

Existen funciones las cuales con pequeñas perturbacio­ 
nes que se le hagan alrededor de un punto crítico, el campo� 
tamiento cualitativo de dichas funciones variará notablemen­ 
te, a este tipo de funciones se les dice inestables. 

Considérese por ejemplo la función f:R->R dada por 
f(x)= x2 y sumémosle el término 2Ex para E suficientemente 
pequeño y obtendremos una nueva función 

F(X)= f(x) + 2Ex = x2+2Ex 

véase que F(x) no varía no importa como se tome (fig. 8), 
el _e om porta mi.e n..t.o--d eJ. (.x�- y J ( x J- a 1-iee.d.e.dW!-d � =-,, -t- t Pl/1')-t-e,.,, 
crítico no degenerado) sera cualitativamente el mismo 

- 10 - 



. e:< o e:=O e:>o 

Fi g. 8 

Por lo que f(x)=x2 es estable. 

Por otra parte veamos g:R� R, glx)= x3. 

Hagamos lo mismo que en ejemplo anterior pero sumando 
e:x, obtendremos G(x)= g{x)+e:x = x3+e:x la cual asume diferen 
tes tipos topol6gicos para e:<o, e:>o y e:=O. 

E:> o e: "'º 
,Fig. 9 

e:> o 

Para e:<o se obtienen dos puntos críticos un máximo y un 
mínimo- en una pequeña-vecinaad 'de -o�.-mieñtras que para e:>o 
ninguno se obtiene,de ahí que g{x)= x3 es -inestable 

- 11 - 



Intuitivamente diremos que una rfunc í én f es uta.ble. si 
para todas las funciones suficientemente pequeñas p, los 
puntos críticos de f y f+p son del mismo tipo; o en otras 
palabras si f y f+p son equivalentes después de una apropia­ 

-da translación del origen. 

El ejemplo estandar de una función inestable es f(x)=x3, 
dado que para cualquier Efo, pequeño, g(x)= x3+Ex es cercano 
pero no equivalente a g(x) (fig. 9) 

Ve.6,úúc..i.6n :J. 1. 1 • Dos mapeos f y g en C k ( M, N) son e qui va 1 entes 
(o estrictamente hablando ck_ equivalentes) f�g, si existen 
ck-difeomorfismos (en el caso de k=O son homeomorfismos) 
h l : M-+- N y h2: N-+- N tal que el di agrama 

t-\· � � N. 

n•l l ht 
�---9 � 

� 

conmuta. Así fes estable (en el sentido global) si la clase 
de equivalencia de f contiene una vecindad de f en la ck-topQ 
logia. 

Ve.6,<.n..i.c.lón de. u:ta.bilidad loca.1. T. 2. 2. Un - ck-mapeo f: R n_> R m es 
uta.ble. e.n un punto p si ex i s te un a ve c i n da et U de p· con 1 a si - 

- 12 - 
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guiente propiedad: para cualquier vecindad U' de P con i·CU 
y para cualquier peque�a ck-perturbaci6n g de f, existe· un 
punto p' e: U' y un diagrama conmutativo 

(Rn,p') ---�"8 (Rm,g(p' )) 
g 

donde h1,h2 son ck-difeomorfismo locales, en p y f(p) respe� 
tivamente. 

El resultado principal de la teoría de Morse es que las 
fu n c i o ne s de Morse son R.oc.ab,¡erLte e.ó.ta.b.te,_E_s_p_e_c_íí.ic.amen-t e-Sj_ f 
tiene una singularidad no degenerada en X0e:Rn y si ges su­ 
ficientemente cercano a f, entonces f se mira como f cercano 
a ..x o-.:....e st a-� t anibi,é,ri==:t i-e n-e u n-a=s i n gu4:a r.-4.d afr;::rto-c:de-g'elte-r-a-d-a-=e n - -:-, 
algún punto X� cercano a Xo, 

La importancia de este resultado depende por supue� 
to de cuantas funciones de Morse existan. La respuesta es si� 
ple y fortuita ''al menos cada'' funci6n es una funci6n de Morse. 

- 13 - 



Resumamos estos dos conceptos de la teoría de Morse con 
·el siguiente teorema. 

TEOREMA 1 • 2 : 

(1) Las funciones de Morse sobre Rn son (localmente) esta­ 
bles en sus puntos críticos no degenerados. 

(2) El conjunto de las funciones de Morse es denso en 
C00 (Rn,R') 

La demostración puede verse en [10] 

La importancia de este teorema estriba que al menos to­ 
das las funciones son de Morse y de ahí estables (localmente). 
Entonces para conocer si una función es estable o no, basta 
con saber si es de Morse; es decir conocer de que tipo son 
sus singularidades. 

1.3. LEMA DE SEPARACION 

Una mejor versión del lema de Morse que permite algo más 
es el lema de separación (o lema de reducción) el cual bajo 
ciertas circunstancias permite una reducción en el número de 
variables en el problema. En otras palabras el lema de sepa- 
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racl6n-no.s-p e--r-m.:i...te---'' se pa-r,.a.r.!!.- u n¡¡._.f.ur:ic:i-ón-a. 1-r:ee ded-o-1!--de-u n-p u n.t.o . - 
crítico degenerado en una pieza de Morse sobre un conjunto de 
"variables no esenciales'' y una pieza degenerada sobre un con- 

' junto de ''variables esenciales'' que envuelven la inestabilidad 
estructural, por lo tanto nos concentramos en_ las segundas e 
ignoramos las primeras, de ahí la reducción. 

TEOREMAJ,3.Seaf:R.!L_>R una función suave, con Df(O)=O cuyo 
Hessiano en O tiene rango r {y corango n-r). Entonces fes equ! 
valente, alrededor de O a una función de la forma 

+ x2 + 1 

donde 

es suave. 

PRUEBA: Por un cambio 1 ineal de coordenadas u=u(x) podemos 
transformar el Hessiano de f en O a la forma 
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l - í o 
l 
-1 o r 

o l -1 
o o 

L . 
El teorema de la función implfcita nos permite expresar al 
i;onjunto 

{ u I ílf 
a u 1 

= = = o } 

( 1 oc a 1 mente ) como 1 a gr á f i ca 

de una función suave 

n-,- g: R-->R 1 

Usemos g para tener esta gráfica en el eje {ur+l' ... ,un) por 
un mapeo •• un difeomorfismo local definido por 
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Sea F= fo�. Localmente cada función 

tiene un punto crítico de Morse en el origen de Rr, aunque no 
necesariamente toma el valor de cero en ese punto. Escribamos 

,.. 
f(ur+i•···•unJ= FlO, ... ,o,ur+l'º .. ,un) 

Aho-1"-aiel-argumento que aparece en 1 a primera parte de 
la prueba del lema de Morse (después de generalizar el lema 
al caso donde f se anula a lo largo de un multieje) para es 
c r:tli-1...r . 

donde para cada elección de ur+l'" .. \.In la función 
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( u r+ 1' · · • 'U·n) 
hkm R-r--�R 

es suave. El resto de la prueba del lema de Morse, se aplica 
\ \ en una manera (Ur+l'''. ,Un)- dependiente para esta expresión, 

reduce Fa 1 a forma 

+ ,¡2 
r 

y prueba el teorema. En esencia, el proceso entero de reduc 
ción a la forma usada para probar el lema de Morse dependen 
suavemente sobre ur+l'''''un, de nueve el arreglo inicial ha 
sido hecho. Q.E.D. 

Este teorema dice en un sentido fuerte, que el compor­ 
tamiento de una función cercano a un punto crítico degenera 
do se puede encontrar, estudiando una función que envuelva 
un número de variables igual al corango del Hessiano. Así 
un punto crítico de una función de 2001 variables �e coran 
qo- 3,--requiere-únicamente·del estudio de-una-función·de-tres 
variables. 

Esta reducción a un número pequeño de variables, es 
lo que hace al Lema de Separación útil y sorprendente. 
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·.'. •· l,'4 TRANSVERSALIDAD 

Los puntos críticos de Morse tienen una importante pro- 
1 piedad de estabilidad, lo cual puede ser establecida simple- 

' mente como "la preservación topológica bajo pequeñas pertur- 
' baciones''. Esta propiedad pued� mirarse de una forma algebra! 
c� pero se hace más clara si se formula como una propiedad - 
geométrica transversal. Esto lleva a una discusión general de 
transversalidad, la cual es discutida primero para espacios 
vectorias y generalizado para variedades suaves. 

Dos subespacios U, V de Rn son transversos si se inter­ 
sectan en un subespacio cuya dimensión es lo más pequeña po­ 
sible. Si dim U=S y dim V=T entonces su dimensión mínima es 

max (O, s+t-n) 

3 por ejemplo, dos planos en R son transversos si se unen en 
una línea (o equivalentemente, no coinciden), porque 

max (O, 2+2=3)= 1 

un subespacio de 4 dimensiones y un subespacio de dimensión 
6 de R7 son· t r ansver-s c s+s t+s e unen en un subespaci o de dimen 
sión 

max (O, 4+6=7)= 3 

por otra parte dos subespacios unidimensional de R3 son trans 
versos si se unen en un subespacio de dimensión 
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max (O, 1+1-3)= O 

esto es un punto lpropiamente el origen). Equivalentemente U 

'y V son transverso si y sólo si U y V conjuntamente generan a 
Rn. 

Ahora se generalizará para subespacios afín; los subesp� 
cios vectoriales trasl�dados lejos del origen. Especfficamente, 
un subespacio afín .. de Rn es un subconjunto de la forma 

X= V+a = {v+alvEV} 

donde a es un elemento fijo de Rn y V es un subespacio lfig. 
1). La dimensión de X se define como la de V 

(Fig. 1) 

Sean X y Y subespacios afin de Rn de dimensiones s,t 
respectivamente. Ellos se unen transversalmente si 

- 20 - 
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a) Su intersección X�Y es vacía o 
b) s+t)n y dim XOY= s+t-n 

(c) (d) 
no transversa transversa ( b J transversa 

la¡ transversa 

La figura 2 muestra algunas intersecciones típicas en 
R3, estableciendo cuales son transversas 

(el (f) ( g) ( h) 
no transversa no transversa transversa no transversa 

')(. 

Lx�_yz 7 
)(. /y -y 

( i J (j) ( k) ( l ) transversa no transversa transversa transversa 

Fi g. 2 
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Nótese que la transversatilidad depende de la aimensión del·espa·, 
cio circundante, por ejemplo las figuras 4.S(a), (hJ y (j) p� 
d • . t . t . R2 r,an· ser ,n ersecc1ones ransversas en . 

' 
Ahora véase la definici6n para variedades. Dos subvarie­ 

dades de Rn se unen transversalmente en �n punto dado a cond! 
·ción de que no se intersectan o sus hiperplanos tangentes afin 
se intersectan transversalmente. A diferencia de aquellos sub 
espacios ifin, estas tangentes pueden coincidir para varie- 
dades las cuales se unen en puntos aislados. 

Por ejemplo las curvas lj-variedades} y=O y y=x3 en R2 no 
son transversa en cero, aún cuando este sea un punto aislado - 
de intersección, dada que ambos tienen el eje X como tangente 
(Fig. 3) 

F i g. 3 

La figura 4 muestra las correspondientes imágenes de la 
fig. 2 para variedades. 
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1 

(a) 
transversa 

( b) 
transversa 

(c ¡_ 
no transversa 

i 

(d ¡_ 
transversa 

(el Lf) lg) l h) 
no transver-sa no transversa transversa no transversa 

,----" E3 
Q 

u l_ .. CH- . ., ( H-: - t r a-n-sv e"l" s a- -· n o r t r-a rr s ve r s a v- tr-ansve rsa- - transversa 

F i g. 4 

Cercano a un punto de intersección transversal las dos 
variables son cercanamente aproximadas por sus tangentes. Esto 

- 23 - 



' 

implica que la naturaleza local de la intersección depende úni 
camente de la dimensión de las variedades. 

Ahora daremos la definición formal de transversalidad 

Ve6,l.n-f.u6n·L"4.1.Sean X y Y variedades suaves y f:X->Y un ma­ 
peo suave. Sea W una subvariedad de Y y x un punto de X. En­ 
tonces 6 .ú1.:teMec.ta. a W bta.nf..veMaimen.te en X (deno_tado por f4W en 
X) si 

a) f(_x)ij: W o 
b) f(x)c W y Tftx)Y= Tflx)W+ ldf)x(TxX), donde TxX es 

el espacio tangente a X en X. 

Ve6.&úc,.í.6n 1.4.2. Sean X, Y y W como en 1 a definición 4. 
Sea A un subconjunto de X, entonces f intersecta a'W trans­ 
versalmente sobre A (denotado por fipW sobre A) si f¡ftt, en 
x i)al'--a-t-od0--x-c-A-. -Finalmen-t-e--F- i n t.e-r s e c-t-a .a. w. t.r a n s.ve.r s a lmeu.c.. 

te ldenotado por FipW) si f�W sobre X. 

EJEMPLOS: 

(1) Sea x=R = W, Y= R2 y f(x)= (x ,x2). Entonces ffnlJ 

en toda x10 (véase fig. 5) 
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Fig. 5 

N6t�se que f puede ser perturbada ligeramente para que 
sea transversal a W (fig. 6) 

Fig. 6 

(a} Sea X= W= R, Y=R2. Definimos f:R� R2 por f(x)= (x�x3). 

Entonces f no se intersecta con W en (0,0) 

Fig. 7 
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Y finalmente se dará la definición de transversalidad 

pero entre variedades. 

VeM,n.lcwn.1.4.3.·seanMyS subvariedades de una variedad Y. 

Entonces M �S si 

i ) MI\S = <P ó 

ii) TxM+ TxS = TxY para todo xe:M'S. 
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CAPITULO 2 

En el capítulo anterior estuvimos manejando estabilidad 
_para funciones y vimos que las únicas funciones estables co­ 
rresponden a aquellas cuyos puntos críticos son no degenera­ 
dos. Para familia de funciones la estabilidad no radica en 
el hecho de tener o no puntos críticos no degenerados, por - 
que puede suceder que familia de funciones incluyan funcio­ 
nes inestables aunque la familia sea estable. 

El propósito principal de este capítulo es el tratamien 
to de estabilidad para funciones así como los lema de Morse 
y de Separación. Otro de los conceptos que se manejo en el 
capítulo 1 y que extendremos a familias es el �e transversa­ 
lidad .y ve nemo s una serie de lemas sin demostrarlo que estan 
relacionados con la transversalidad para familias. 

2 ·; l _ ..EQ!:J INALE:N&lA d}E�F AMI!:--1 AS.::; - 

Antes de dar la definición de equivalencia para familias, 
daremos una noción de equivalencia para funciones algo distin 
ta a la que se dió en el capítulo l. 
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Se dice que dos funciones f, g:R-n->R son equivalentes 
alrededor de cero, si existe un difeomorfismo local y:R.!!_>Rn 
y un término constante y tal ·que 

g(x)= f(y(x))+y 

en una vecindad de cero. Para familia de funciones fjg:Rnx 
R.!!_>R se requiere una mezcla apropiada de equivalencia. El 
difeomorfismo Y se transforma en una namlUa. de difeomorfismo 

Ys:R.!!_>Rn, para ser se:Rr , la cual vcuúa.·.6ua.veme.n-te. c.on .6; la 
constante y se transforma en una ''familia de constantes'', 
que varían suavemente con s, o lo que es lo mismo una función 
suave R-r->R. Finalmente se permite también un difeomorfismo 
R-r->Rr. 

Formulando estos requerimientos de una manera clara, lle 
va a demandar que: 

a) un difeomorfismo 
e: R-r->Rr 

b) un mapeo suave 
Y: RnxR-r->Rn 

tal que para cada se:Rr, el mapeo 

y : R-n-->Rn s 
Ys(x)= y(x,s) 
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sea un difeomorfi•smo 

c). un mapeo suave 
y; Rr-->R. 

Entonces f y g son e.qU-<.va.len,tu, si ex i s ten e , y, y , de fin i 
dos en una vecindad de O, tal que 

g{x,s)= f(ys(x), e(s))+ y(s) 

par a todo ( x , s ) e: R n� x R r en es a ve ci n dad . 

El significado geométrico se ve ilustrado en la figura 
10, la cual representa a Rn y Rr por lí-neas. Para cualquier 
se:Rr fijo, el conjunto de puntos (x,s) para xe:Rn representado 
por la línea vertical arriba des, es deformado de acuerdo a 
Ys y colocado verticalmente arriba de e(s). Así la descomposi 
ción por líneas verticales es preservado, aunque las líneas 
individuales sean deformadas y movidas casi a lo largo de Rr. 
Finalmente se puede trasladar el origen en cada linea verti­ 
cal utilizando y, 

Las líneas de contorno en la figura 10 son dibujadas para 
i-lustrar el efecto de este sobre RnxRn: este es _deformado sua­ 
vemente en forma tal que preserva las características topológi 
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cas de la proyección RnxR-n->Rr, (x,s)->s. Así un contorno 
el cual es ''multivariado'' arriba de Rs, así continua y de 
una forma cualitativamente similar. 

�(s) 
� .: ♦--- .. , _.., , _ __.. __ ,_ � .. 

Fig. 10 

2,2 ESTABILIDAD ESTRUCTURAL PARA FAMILIAS 

El concepto de estabilidad estructural se extiende ahora 
para familias en una forma natural. Si f:RnxR-r->R es equiva­ 
lente en el sentido anterior, para cualquier familia f+p: 
RnxR-r->R donde pes una 6am.lU.a. suficientemente pequeña RnxRI....>R, 
entonces f es ubw.c.:tww.lme.rite. esta b 1 e . 

\ 

Es de alguna manera más ilustrativa mirar lo de inesta­ 
bilidad, dado que se puede ver más fácilmente lo que no se 
busca y entonces decir que "estabilidad es cuando esta clase 
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de cosa no sucede�. 

• Por ejemplo, supóngase que �e tiene la familia de fun- • ciones 

Wa(x)= x4 a 2 + X - - - - - - - - (1) 
4 2 

los puntos críticos serán dados por, 

O= d 
dx Wa(x)= x3 + ax 

esto es por la línea x=O y la parábola x2+a= O, como se mues 
traen la figura ll(a). Para varios propósitos se puede hacer 
una descripción completa de lo que sucede. Sin embargo esta 
no es estructuralmente estable y no siempre captura el compo� 
tamiento total. Por ejemplo en la fig. 11 (a) no existen brin 
cos repentinos. 

En -efecw;-.si perturbamos--la·fam-r+ia de f unc t o rre-s=I L) · · 
por un pequeño término €X, se obtiene 

• 

Wa(x)= x4 + a x2 + d( 
4 2 

Ahora los puntqs críticos están dados por 
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3 O = x + ax + e: 

y la gráfica (para e: pequeño diferente de cero) se asemeja 
mucho a la fig. 71 (b). La topología de esta gráfica es 
bastante diferente: por ejemplo es discontinua y tiene pu� 
tos que no se autointersectan; esto es cierto no importa 
que tan pequeño sea e: 

• 

(a) (b) 

Fig. 11 
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2,:3 LCS LEMA'> DE MOIBE Y SEPARACION PARA FAMILIA'> 

Los lemas de Morse y Separación se extienden para fami­ 
lias en un sentido más fuerte, haciendo uso del teorema de 
la función implícita. 

TEOREMA 2. 3. 1 • ( Lema de Separa c i ó n par a f am i1 i as ) . Se a 
F:RnxRr:..>R suave. Denótese un punto Rn x Rr por (x,c)= 
(x1, ... ,xn, c1, ... ,cr). Supóngase que el Hessiano 

tiene corango m en (x,c)= O. Entonces Fes equivalente a una 
familia de la forma 

PRUEBA: Encuéntrese un menor no degenerado (n-m)x(n-m) 
de H y renumérese las coordenadas para hacer 
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.Ahora definase 

aF ( aF (x,c)->(-- x,c), ... , (x,c)) 
ax1 axn-m 

Este es el rango máximal n-m o Rn-m x{O},�por hipótesis. 
De aquí por el teorema de la función implícita existe una fun 
ción local (deifinida sobre una vecindad U de O en Rm x Rr) 

tal que 

g(O)=O 

Por continuidad se puede poner \ 
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la matriz 

rl a2F <zi] ax.ax. 
1 J 1 . '1 , j<n-m 

es no degenerada para todo CEU. �ef{nase 

(x,c)->(xl+gl(xn-m+l), ... ,xn,c), ... 
-� 

Este es claramente un difeomorfismo el cual preserva los con­ 
juntos c=constante. Sea F=Fo�. Entonces alrededor de O, 

Ahora se puede proceder como en ]a prueba del lema de 
Morse, excepto que hij' "u: g, etc. (para Ic í , j,n-m) tiene 
a (xn-m+l'""'xn1c) como parámetros. Para valores de p a r amg 

tro fijo solo se cambia x1, •.. ,x ' en el proceso. El valor n-m 
crítico de cada FIRn-m x{(x x c)} es inalterado y 

n-m+ 1' · · · ' n' 
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defina la función F:Rm x Rr->R en la exposición del teorema. 
1\ 

COROLARIO 2.3.2.(Lema de Morse para familias). Sea F:RnxR..!:>R 
suave. Supóngase que el Hessiano 

¡ a2 T ] 
Lax. ax. · 

1 J li.i, j:.N 
es no degenerado en (x,c)=O. Entonces Fes equivalente a una 

�-..f-alil r-l=i á- de� l á~,f-orma 
+vf2:_ ... 2:_Yn 

PRUEBA: Hágase m=O en el teorema anterior. 

Para una familia de funciones expresada en la forma dada 
en el lema de separación se dice que v1, ... ,Yn son las varia­ 
bles esenciales y Ym+i•·· .,Yn las variables inesenciales. Esto 
refleja el hecho de que para varios propósitos se puede olvi­ 
dar el efecto de Ym+l' ... ,Yn. 

El corolario da la estabilidad de funciones de Morse en 
una forma particularmente fuerte. No sólo puede cualquier pe­ 
queña perturbación de una función f:R�;R con una singularidad 
de Morsi en O Rn ·ser anulada al�ededor de O Rn por una parame 
trizact6n de Rn y la adición de una constante, permaneciehdo 
la forma original, sino que se puede hacer esto uni.60/fmeme.n.te 

·para una 6am-lU.a. suave de_perturbaciones F:Rn x R.r_>R, donde 
F�n x{c} son pequeñas perturbaciones de f cuando ces pequeño, 
sin embargo ''pequeño'' es medido por la continuidad y suavidad • 
ele F. 

• 
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. ·2·,4 TRAt-6 VER> ALI DAD PARA FAMILIA DE FUNCIONES 

Veremos aquí una serie de lemas sin dar su demostración 
que se refieren al concepto de transversalidad pero referente 
a familia de funciones dado un Cs-mapeo local f=. (f1, ... ,fp): 

-Rn_ R-�e-on�f-€-0)= 0,�p_odemos exp an de r r c ad a f. en un desarrollo . 1 

de Taylor alrededor del origen. Si omitimos todos los términos 
de grado �r+l (r<s), lo que resta en una p-ada de polinomios 
de grado r, lo cual aproxima a f. A tal p-a�a se le llama un 
r-jet. Esta es la definición intuitiva de un r-jet que depe� 
de de la elección de un sistema de coordenadas. Ahora daremos 
la definición pero en el cual el r-jet no depende de la elec­ 
ción del sistema de coordenadas. 

Ve6,úú.c.i6n 2.4.1.Sea Cs(n,p) el conjunto de todos los mapeos 
s-veces diferenciables f= (f1, ... ,fp): R.!!.....>RP, con f(O)=O. 
Llamamos f,ge:Cs(n,p) eqÚ-<.val.entu. de otu:len .1ten 0,.si en Oe:Rn, sus 
desarrollo· de Taylor hasta incluir los términos de grado ,r 
son idénticos. El r-jet de f, denotado por Jr(f) (también pue 
de ser denotado por Jr(f)(O)) es la clase de equivalencia de 
f; y fes llamada una realización del jet Jr(f). 

El conjunto de todos los r-jets es denotado por Jr(n,p). 
Tomando los valores de las derivadas.parciales en O como las 
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coordenadas de un jet, Jr(n,p) se convierte en un espacio eu 
clideano. Así un r-jet puede ser realizado en un espacio co� 
junto de polinomios truncados de grado �r o por una N-ada 
a=(a1, ... ,aN) para algún Nen el espacio euclideano Jr(n,p). 

Para un cs-mapeo f:U->Rp, donde U es-un---s-ubconjunto ab-ier 
to de s". f(O)=O, .ea. 1t-e.x,te.Y11>.l6n de. 6 

es definido como sigue: para XoEU translademos los orígenes 
de Rn y a Xo y f(xo) respectivamente, entonces Jr(f)(xol 
es el desarrollo de Taylor de f en Xo hasta incluir los térmi 
nos de grado ',r. 

(l+t2) EJEMPLO 1.- Sean f,g: R--->R definidas por f(t)= e 

Y g(t)= sen(et-1) entonces J4(f)= et2+ .!. y J4(g)= t+ .!. t2- .Lt4 
2 2 24 

corresponden a los 4-jets en O de f x g respectivamente. 

EJEMPLO -2.- Sea f:R->R defiriida por f(x)=x3 cercano a Xo 
en R. 

f(x)= f(X-X0+x0)= (X-X0+Xo)3 
3 2 �2 ( )3 = Xo+ 3xo (x�xol+ JXo (x�Xol .+ X-Xo 
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Por defini c ión 

donde J3(1,j) puede ser identificado �on R3 con la corres­ 
pondencia 

ax+ bx2 + cx�-->(a,b,c) 

Así, es claro que J3f, donde f(x)= x3, mapeo R' sobre la 
parábola a=3x�, b=3xo, c=l en R3• Utilizando un diagrama 
esto puede verse de la siguiente manera 

� 
)� (3/) � IR 

7T 

donde rr es la proyección sobre el eje c.· 
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Sea f:NxS->P un mapeo suave. Podemos pensar de este 
como una familia de mapeos suaves fs:N->P donde fs(x)= F(x,s) 
parametrizado por los elementos s S. Supóngase que F Q, donde 
Q es una subvariedad suave de P. Preguntamos si ¿fs Q para to 
dos los parámetros? La respuesta puede ser negativa como lo; 
muestra el siguiente ejemplo. 

. 2 3 EJEMPLO 4.- Tómese N=R , S=R, P=R y considérese la fami 
l i a suave f�:..NxS->fl_de-fi ní da rp o r., l a,dórmul a ( ( x ,y), s) = (�,y ,s). 
Así f ·inapea- R2 sobre el plano horizontal Z=s- en Rr. y Toman- s 
do Q lar-esfera s2• Fes un difeomorfismo, así F Q. De otra 
manera fs Q con tal de que evitemos dos parámetros excepcio­ 
nales s=�l, cu�ndo el plano Z=s es tangente a Q. 

Sin embargo es claro en este ejemplo que cualquier valor 
del parámetros puede ser aproximado tan cercano como se qui� 
ra por valores ''buenos'', es decir aquellos para los cuales 
fs Q. Que esto sea cierto generalmente es el contenido del le 
ma de Transversalidad Básico; por razones técnicas preferimos 
reemplazar la única variedad suave Q por varias variedades su� 
ves Q1, ... ,Qt. La herramienta crucial aquí es el Teorema de 
Sard, el cual establecemos en la siguiente forma. 

TEOREMA 2.4.1. Sea f i: tii->P una familia numerable de mapeos 
suaves. El conjunto de valores regulares comunes qe fi es den­ 
so en P. 

El Lema de Transversalidad Básico es 

Lema. 2.4.1. Sea F: NxS->P una familia suave de mapeos suaves 
transverso o subvariedades suaves Q1, .... ,Qt de P: entonces 
existe un conjunto denso de parámetros s para lo cual fs es 
transverso para todo Q1, •.. ,Qt. 
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Ahora dado un mapeo suave f:Rn->Rr y una variedad suave 
p n P Q�R , podemos encontrar un mapeo suave g:R-->R el cual es - 

transverso a Q, y tan ''cercano'' como queramos a f. Por supue� 
to el primer problema es decir precisamente que significo__,que 
los mapeos suaves sean "cercanos'', hablando intuitivamente to 
maremos esto diciendo que sus valores son ''cercanos'' y que para 
cada entero �t� sus d e r t v a d a s de ó-rden- K son "cercanos". 

Haremos esto mas preciso como sigue. C00 (Rn,RP) denota el 
conjunto de todos los mapeos R�>Rp y sea {:R�>Rp un mapeo 
suave dado. Dado un número real positivo lpequeño) E un número 
real positivo (grande) R y un entero k�O, asociamos a f una - 
ve,c.,ú¡cfad 6undame.n-tal. en C 00 ( R n , R p) abarcando todos aquel 1 os m apeos 
suaves g:Rn->Rp para lo cual, para toda XERn con lxl<R se tie­ 
ne que 

k k . I IJ f(x)- J g(x} 11, E 

con 11 1 I· una norma fija sobre el espacio-jet 
( R n , R p) de.ru,o aquí' cuando Y llamamos un subconjunto Xc c00 

dado cualquier mapeo suave f:R�>RP y cualquier vecindad fun­ 
damental V de f, uno puede encontrar un mapeo suave g:R�>R en 

X con geV; intuitivamente, cualquier mapeo puede ser aproxima 
do tan cercanamente como se quiera por mapeos en X. 
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T e.011.ema de. T.1taYL6 vvu.a.lldad Ueme.nta.l 2. 4. 2. - El con j unto de m a - 
peo suaves R�>RP transverso a subvariedades suaves dadas 
Q 1 , ... , Q t de R P es denso en e 00 ( R�> R P ) . 

Nuestro siguiente teorema de transversalidad es algo más 
útil que el teorema 2.4.2. 

Te.01tema de. T.ltaYL6vvu.a.lldad de. Thom 2.4.3.- Sea� Q1, ... ,Qt subva 
riedades suaves del espacio-jet Jk(n,p). El conjunto de todos � 
1 os m apeos suaves f : R n___;,� P par a l o cual J k f : R n -�J k ( n , p) es 

ce n p) transverso a Q1, ... ,Qt;es denso en C (R ,R . 

Es esencial que se aprecie la diferencia entre el teorema 
2.4.1 y el teorema 2.4.2. En el resultado previo se manejo que 
para hacer f transverso a una subvariedad se usará una defor­ 
m·ación constante. Pero en la situación· presente es Jkf, no f 
el cual deseamos hacer transverso a una subvariedad. Aquí no 
se trabaja con una deformación constante dado que no altera 
las derivadas de f. Lo que se hace en lugar de· esto es usar de 
�ormación polinomial. 
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CAPITULO 3 
3, 1, GERMENES DE MAPEOS 

Ve.6-úúu6n 3. 1.1. Se a S e l con j unto de todos l os c º - m apeos 
suaves continuos: �>Rp definidos e!1 una vecindad del origen. 
Se dice ·que dos de tales cº- mapeos f,gES determinan el mismo 
geJUne.n-ma.pe.o (o simplemente ge.June.n) si estos concuerdan en al- 

•�,g-u n-a--•ve--E-i-n-d a-i>- --del~ o l"'i·g en-,- de---mo d o--""q uec• u 1F -g�m en- de----un:----c º•--m a - 

peas, estrictamente hablando es una clase de equivalencia de 
cº-mapeos. 

Dado que la teoría es enteramente local, se permitirá 
'\, 

hablar de valores de un germen f y escribir f(x), xERn, aun- 
que sea más correcto escoger un representante f de la clase 
de equivalencia f. Se puede hablar también de gérmenes: R.!L>RP 
en puntos de Rn diferentes del origen. Nótese aquí que se pue 

� - 
de escribir f =O'J,la clase de equivalencia de f, y algunas 
veces no se distingue el germen� y sus representantes. 

'\, 

. Un germen f en x es .6w:we. o C00 ( ana liti co o Cw) si ti ene 
un representante el cual es suave (respectivamente analítico) 
en una vecindad de X. 

Los gérmenes se comportan de la 
'\, 

pe o s , i • e . s i f : R.!1_> R P es un ge rm en 
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un germen en f(x)ERP, el germen de g o} en x se puede defi 
nir en una forma natural tomando las clases· de equivalencia 

'\, '\, 

de los representantes de f·y g . 

Ve6,i_¡,¡_,¿u6n 3 .. f •. 2.Dénótese por dn ,p) el conjunto de gérme 
nes en o E Rn de mapeos suaves R�>RP. Si p=l._Se escribe 
E(n,1) para denotar E(n,1). 

Es claro que E{n) es anillo con identidad, donde la 
-� identidad es el germen en o de la función constante que toma 

el valor de lER. La adición y la multiplicación en E(n) son 
inducidos por la estructura R-algebra de R. 

'\, � '\, 

Definamos m{n)= {f'c e í n ) if(O)=O}, que es un ideal de 

i. e. el conjunto 
donde aiE dn). 

E(n), se adopta la siguiente notación 
'\, '\, 

ideal en dn) generado por f1, ... ,fr 
n -... �"' de gérmenes expresable en la forma i�1ai fi 

'\, '\, 

E{n). Dados f1, .•• ,f E 
"' "' r 

<f1, •.• ,fr >8(n) es el 

Ahora denótese por m(n)k ·el conjunto de aquellos gérme­ 
nes que se anulan en o junto con sus derivadas de orden menor 
que K. En otras palabras 

'\, '\, 

m(n)k = {fEm{n) 1 Jk-l fEf} f=O 
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<v 2 <v <v 3 claramente si f m(n) entonces f es singular (en o), si f sm í n ) 
'\, 

f se di ce de.ge.nvw.do • 

Ve.6,ln-lu6n3.1.3.Denótese L(n)= {cj)E dn,n)¡cp{o)=o y <P no sin­ 
gular en o} por el grupo de gérmenes de difeomorfismos locales 
de Rn de o bajo la operación composición. 

Ve.6húu6n3 .. L4.Sean f y g gérmenes de dn). Se dice que f 
'\, '\, '\, 

y g son deJLe.c.ho-e.qulva.le.ntv., y escribimos f<v g si existe un 
'\, '\, ✓ 

cj)E L(n) tal que f= gocp. Se dice que f x g son deJLe.c.ho-.lzquleJLdo 
• '\, f\., '\, '\, 

e.qulva.le.rite. f<vrtg si existen <PE L(n) 1/JE L{l) tal que f = 1/J gcp. 

Es claro que derecho equivalente y derecho-izquierdo equi­ 
valente son relaciones de equivalencia. 

'\, 

Ve.6,ln-lwn 3.1-5.Sea fEm(n) y sea k un entero no negativo. 
· Entonces f es derech_o (o derecho-izquierdo)- dtermi nado por 
su k-jet o simplemente derecho (o derecho-izquierdo) k-dete� 

'\, 

minado si para cada gEm(n) tal que Jk(f)= Jk{g) entonces 
'\, '\, '\, '\, 

f<vr g (respectivamente f<vrtg). 

De aquf en adelante k-determinado indicar& derecho k-de­ 
terminado. 
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EJEMPLO 1.- Si f(x)=x y g(x)con J'g=x, entonces J'f= x 
como g' (0)=1 3 g-l en V(O). El igamos <j,{x)= g-l encontramos 
que 

¡ -por lq que fes l -de ee rmf na do . 

Si suponemos que f(x) y g(x) son dos funciones con f(O)= 
� 

g(O)=O y J' ftO, J' gfO, E�tonces el teorema de 1 a función im- 
plícita garantiza que f(x)= g(y(x)), dado que ambas fijg pue­ 
den ser transformadas a la misma forma canonicas. En efecto 
siempre se puede elegir un cambio lineal y suave de coordena 
das tal que 

J'g(y(x))= J'f(x) 

2 . Por ejemplo sea f:R->R dada por f(x1,x2)=x2 como la 
derivada en O de fes diferente de O, cero es un punto sin 
gular. Tomemos g:R�>R dada por g(x1,x2)=x2+xf claramente 
J'g=J'f, podemos tomar <P(y1,y2)= (y1,y2) donde y1=x1 Y y2= 

2 x2-x1 por lo que 

go<j, = g(y1,y2)= x2= ftx1,x2J 
como se requetía.�a menor k para lo cual fes k-determ�nado 
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en O es la determinación de f y se denota por cr(f). 

'v 

Ve6,úúu.6n3�.1.6. Un germer¡ f cmf n ) se dice ó,lrútamente-de.t� 

na.do si existe un entero no negativo k tal que f es k-deter 
minado. 

:. :. Los.;;:ej.emp-:l-o s 1 y_ 2�s o�gé:rme ne s--;_f:in..it:a men t e:-=de tce rm:i.n a-· 
dos. Un ejemplo de un germen que no es finitamente determi­ 
nado es 

f(x) x+o 
x=O 

ya que st tomamos el germen g(x)=O, es claro que Jkf = Jkg=O 
pero f(x) no es equivalente a g{x). 

denotará un elemento (x1, ... ,xn)E:Rn 
'v 

Si f¡;m{n)2, entonces sus derivadas 
i=l, •.• ,n pertenecen a m(n) y denotaremos 

ax; "' af > el ideal generado por las ax':' o 
1 

Por conveniencia X 

parciales 
'v. 

< lf_ ax 

con coordenadas estandar, 
'v af 

< af 
ax > =< 

\ 

es claro que 
'v 

<l.!...> c mtn) si; m{n)2• ax 
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En lo que sigue enunciaremos (sin probarlo) un importarr 
tisimo teorema debido a Mather que es de gran ayuda para co­ 
nocer la k-determinancia de un germen. 

TEOREMA 3:JJ:( Ma ther) sea f cm í n). Sea k un entero no nega tj_ 
'v 'v 

vo. Si m(n)�+l c m2 < af > entonces fes k-determinado. 
ax 

1 3 EJEMPLO l. Sea f(x1,x2)= - x1 + 
3 

X2 + x3 2 (2)2 >= < 1 2 ' xlx2 > Y m = < ax 

Por co-nsiguiente 

m(2)2<� 4 2 3 3 4 2 2 5 3 2 2 3 4 > <x1+x1x2, x1x2+x1x2, x1x2+x2, XlX2, xlx2, XlX2> ax 
dado que x� �m( 2) 2 <�> implica que m(2)5� m(2)2 <�> aunque 

ax ax 'v 6 2 4 2 3 2 2 3 f es 4-determinado. Puesto que x1=x1(xl+xlx2)-xl (xlx2/ 

fácil ver que m(2¡6 
'v 

fes 5-determinada. 
c m(2)2 < � > 

ax 
así por el teorema 1 

EJEMPLO 2 . E 1 germen 
En efecto < af > 

ax 

3 3 x1+x2 es 3-determinado. 
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m2lJ)2= <x�, x1x2, x� > Y 
m(2)2<�>= <xi, xix2, 

ax 
4 4 3 2 2 m (2)= <X¡, xlx2' X1X21 

por lo que fes 3-determinado._ 

El siguiente teorema da la condición necesaria para que 
un germen sea k-determinado. 

- '\, '\, 

TEOREMA3.1.2.Si f cmf n ) y fes k-determinado entonces m(n)k+l 
e m( n) <�>. 

ax 

Para la prueba del teorema véase [J. La condición de 
este teorema no es una condición de suficiencia para la k-de 
terminancia. 

Por· e j e m p 1 o e 1 ge rm e n f t x , y ) = x 2 n o e s 1- de te rm i n ad o a u.!!_ 
que m(1)2 c m(l) <�>, ya que para cualquier entero positivo 
k y 2N>k el germen g(x,y)=x2-y2N no es equivalente ·a f(x,y) 
aunque Jkf= Jkg por lo que f(x,y) n� es k-determinado. 

Poniendo juntos los teoremas 1 y 2 generan el siguiente 
interesante corolario. 
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'\, 

Colt.Olalúo 3. f es fi ni tamente determi n a do si y solo si 

m{n)k c <i.!> para alguna k. ax 

'\, 

PJtUeba.: Si f es finita mente determinado, es decir k de 

terminado entonces 

m(n)k+l c m(n) <i!_> c <i!_> 
ax ax 

y si existe una k tal que 

m(n)k c af <-> 
ax 

y 

( ) k+ 2 m(n)2 <i!.> m n c 
ax 

'\, 

por el teorema J f es ( k+l)-determi nado. 

Ve.6.úu.cl6n 3. 1. 7. Si f m ( n) 2, 1 a cocüme.�.l6n de 
"'-- por cod 6, es definida por el entero dimR m(n)/ 

f, denotada 
<-}f>. 

'\, '\, 

EJEMPLO 3. f= xk m(l), cod f = 

{ 2 k-2} bases x1,x , ... x 
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� >= 2 2 E t caso ax <xy,y>. nese 
'v 

co d f= 00 = 

'v 2 
EJEMPLO 4. f =x ye:m( 2), < 

2 3 las el ases de y,y ,Y , ... nunca serán cero. Así 
2 

dimR <x,y> /<2xy,y >. 

EJEMPLO 5.; =x3+y3e:m(2) cod ;= dimR <x,y>/<x2,y2>= 3 

con base {x,y,xy}. 

'v 4 'v 
EJEMPLO 6. f= x4+y e:ml2), cod f= dimR <x,y>/<x3,y3>= 8 

2 2 2 2 2 2 con bases {x,y,x ,xy,y ,x y,xy ,x y }. 

3. 2,- DESPLIEGUES 

Ve.6,uúc-l6n3.2.l:·unr-despliegue de una función f:Rl!._>R es 

una función 

F: Rn+r_>R 

tal que 

F (x 1 , •• , , x n , O , ••• , O) = f (x 1 , .•. , x n ) 

Frecuentemente denotamos F(x1, •.. ,xn,t1, ... ,tr) por 

Ft .. ·t (x1,;.,,xn) y pensar de F como una familia de fun 
l' · · · ' r 

ciones ·R�>R ·parametri zada por t. Llamamos a x1, ... ,xn las 

va.Júa.ble.6 ,&i,tvuuu, t1,.,. ,tr las variables despliegues, r la 

c.odúneM.lOn. del despliegue y Rr el e.6pa.c..lo de.6p.Ue.gu.e., podemos 
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escribir (F,r) para enfatizar la codimensión de F. 

Por ejemplo F(x,µJ= x3+ux es un despliegue uniparametri 
zado de x3, mientras que F(x,u)= x3+sen(u1)x+u2x2 es un 2-de� 
pliegue de x3. Asf un germen dado tiene en general infinita­ 
mente muchos despliegues. 

Para cualquier fe:m(n), el dup.Ue.gu.e eoru,tan.te F de codimen 
sión res definido por 

F Lx • ü ) = f LX J ' X ER n ' ü E R r 

EJEMPLO 2.1.- Sea b cm Ln }, u= lu1, ... ,ur)e:Rr. Entonces 

es un despliegue de fe:mln) de codimensión 1, más generalmen­ 
te sean b1, ... ,bre:m(n). Entonces 

es un despliegue de fe:m(nl de codimensión r. 

Este ejemplo sugiere implfcttamente la noción de la 
suma de dos despliegues de f(i). 
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Ve.6,i.n-<.ci6n 3.. 2. 2. Se a n t F , r) y ( G , s } dos des p l i egues de 
f smf n }, Definimos la �uma. de (F,r) y (G,s) como 

(F,r)+(G,s)= (H,r+s) 

donde 

H(x,ü,vl= Ftx,üJ+ GLx,vl- flxl 

donde - n - r - s XER .�UER , VER . 

Véase (ejemplo 2.1) que F(x,ü)= f(x)+ E bi(x)ui es la 
suma de despliegues de codimensi6n 1,f(x)+b.(x)u .. En general 

. l l 

la codimensión es aditiva con respecto a la suma de desplie- 
gues. 

EJEMPLO 2.2. Sea fEm(ll definido por f(x)= 3 
X • F(x,u)= 

3 2 3 x +u es un despliegue de f. Glx,úl= x +ux es también un des 
pliegui-·de f. Intuitivamente G dará todas las deformjciones 
de f cuando variamos el parámetro u. Este es desde el punto 
de vista intuitivo el d�p.Ue.gu.e. veMa.l el cual se definirá de2.. 
pués. Similarmente H(x,w,v)= x3+wx+vx y k(x,v)= x3+3vx2 son 
también despliegues de f, 

Una pregunta natural surge de nuestro segundo ejemplo: 
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lComo podemos distinguir (o aso¿iar) dos despliegues? Empez� 
remos con una discusi6n informal. Sea fem(n) y sean tF,r) y 
(G,s) dos despliegues de f. Entonces F y G se dicen MociA.do� 

si existe un C00- mapeo i: (Rn x Rs, o)+ tRn x Rr, o) donde 
oeRn que tiene las siguientes propiedades: 

(1) = id Rn i.e �(x,o)= {X, o) 

(.2} � es una 6,,i_b11.a. en el sentido de que si mantenemos VeRs 
constante, entonces p mapeará Rnx{V} dentro de algún Rnx{ü} 
donde üeRr depende únicamente de V. Se requiere que este mapeo 
sea suave � 

u -- " 

X 

y escribimos U=� (v). 

(3) La gráfica de G sobre Rnx{V}cuando V= constante y la 
gráfica de F sobre Rnx{ü} cuando Ü= constante, donde Ü=�{v) 
difieren únicamente por una translación. Esas translaciones 
pueden depender de v, i.e. podemos tener diferentes transla 
cienes para diferentes V's, este mapeo sobre Rs se.·requiere 
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que sea también e�. 

EJEMPLO 2.3. Refiriéndonos al ejemplo 2.2 .. 

i) G(x,u)= x3+ux es asociado a H(x,w,v)=x3+wx+vx. 
Definimos i:R1xR2+ R'xR' por i (x,w,v)= (x,u). En este caso 
si mantenemos w.v constante, obtenemos una lfnea paralela al 
eje x en el espacio (x,w,v). Entonces la gráfica de H para 
w,v manteniéndose constante es la misma que la gráffca de G 
donde u=w+v. N6tese que no se hizo una translación para este 
caso. 

ti) G(x,u) es asociado a k(x,v)= x3+3vx2. Definimos 
�: R I X R ' + R ' X R ' por p (_x , y) = (_x + V , u ) . Dad o que k ( X , V ) = X 3 + 
3vx2= (x+v)3- 3v2 (x+vl+2v3, es claro que u será definido 
como -3v2 de modo que k(u,v)= G�(x,v)+ 2v3, necesitamos una 
translación 

>. : R I x R 1 -> R 

dada por 

>.(t,v)= t-2v3 

o escrita de otra manera 

>.(t,vl= t+ «(v ) 
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3 donde a(v)= -2v . 

Ahora la formal definición de Moc.laci6n de dos desplie­ 
,gues (F,r) y (G,s) de un germen f8m(n) puede ser dada como 
sigue: 

Ve6.úúc.,i.6n 3.Z.3,lF,r) y (G,s) son asociados si existe un 
··morfismo (p1 1/li \): (G,s)->(F,r) donde pes un germen: 

Rn+s,0)->(Rn+r,O), 1/1 es un germen (Rs,0)->(Rr, O) y una trans 
lación \: {Rl+s,ci)->(R,0) con \(t,v)= t+a(v) donde a:(Rs,0)+ 
(R,O) tal que 

l. - $ = id i . e. �(x,Ol= (x,OJ X8Rn 
Rnx{O} Rn 

2.- II r p =ljl JI donde rrr,rrs son proyecciones naturales . s 
3.- G= A (T�,rrs)= F� + alis 

Algunas veces denotamos un morfismo (�,1/1,A) simplemente 
por (��-ljl,a). · 

Para ser consistente con la noción de equivalencia (de 
recha) de gérmenes requeriremos que Av 8 8(1), \v{t)= ;.(t,v) 

· sea el mapeo identidad para cada ven lugar de permitir que 
A sea una translación. 
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Es posible reemplazar esta translación por transforma 
ciones más generales. 

I 

' Ve.6,úúc..l6n3.2.4.(F,r) y (G,s) son derecha-izquierda aso 
ciado si existe un morfismo derecho-izquierdo (t,ij,,A) donde 
q¡,i¡, son igual que antes pero Ae:e:(l+s), AIR= idlR Y G=A(F<ll,II5). 

Nótese que el mapeo A mencionado en la definición no 
se requiere que sea una translación en contraste con la A 
dada en la definición 2.4. 

Ahora dado un morfismo (<I11,i¡,1,A1): (F1,r1)+ (F,rJ y 

un rnorfisrno (<l12,i¡,2,A2J: (F2,r2)+ (F1,r1), podernos componer 
estos rnorfisrnos como sigue 

donde <l1 =<l/2 Q Pi'· ij,=ij,2oij,l . y_ cx=a1ij,2+ll2 con Al �Ct�v)=. t+a1JPJ 
A2(t,Ü)= t+a2(ü) y A(t,wj= t+a(w). Claramente (J1i¡,1A) es un 
rnorfisrno (".'2,r2)+ (F,r), En esta forma obtenernos unac.ate.go.lÚ.a. 

de despliegues de f. Para 1 a c.ate.goJÚa. deJte.c.h.a-.lzqulvufa. 1 a úni 
ca diferencia es que debemos escribir A por la regla más ge­ 
nera 1 
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2 
>.(t,w)= >.2 (>.1(t, ij¡2{w), w) para we:Rr 

lCuando dos despliegues se consideran los mismos?. La 
, respuesta a esta pregunta nos la da la siguiente definición 

Ve.6,úúcl,6n 3,2.5.Dos despliegues (F,r) y (G,s) de fe:m(nJ 
son equivalentes (o isomorfos) si son objetos equivalentes 
en la categoría de despliegues de f. 

Geométricamente (F,r) es equivalente a (G,s) si 
i ) r= s 

ii) Existe un morfismo de (G,s) a (F,r) donde 1jl es 
una reparametrización de Rr (o 1jl e: L(r)) y p v: 
R_!:!_>Rn es una reparametrización de Rn. Así 
( ) ( -1 -1 -1) p,ijl,a , tiene una inversa � , 1jl , ap . 

Vayamos ahora a la definición de despliegue versal que 
ya se dió intuitivamente. 

Ve.6,úúu6n 3.2,6,Un despliegue.(F,r) de fe:m(n) es veMal. {o 
estable) si para cualquier despliegue (G,s) de f, existe u� 
morfismo (�,ij¡,a) de (G,s) a (F,r). 

11 

Ve.6,úúci.6n 3.2,7. Un despliegue lF ,r) es universal si este 
es estable y res la codimensión mfnima de F. 
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Ve.6,ln,lc..wn.3 •. 2 •. 8.Sea F: U(abierto en Rntl)->R y (.x,ü}e:U. 
Definimos F(x,ü} el germen en m(n} del mapeo representativo 
denotado también por F(x,ü) el cual es definido sobre una p� 

,queña vecindad de x en Rn como sigue: 

. F(x,üJtyl= F(x+y,ü)- f(x,ü) 

A k k Entonces sea F= J F:U➔ J Ln,1) el jet extensión de F defini 
do por F(x,u)= JkF(x,u)= rrktF(x,ü)). Aquí rrk: e:(n,l)➔Jk(n,1)= 

e:(n,1)/m(n)k+l es el mapeo proyección natural y un elemento 
canónico dela clase de Fl- -) es su expansión de Taylor evalua x,u 
da en O, hasta de orden K. 

Ve.f,,i,n,,i.cú6n. 3.2.9.Sea (F,r) un despliegue de fe:m(n). Sea 
k z=rrk(f}e:J (n,1). Entonces F es k-tlul.MveMai. (deJt.e.c.ha.-.lzquhvr.da) 

k-:úw.n6vVLl>al., o r z k-btan6vVLl>al.) si el k-jet de F(x,Ü) 
esto e-s , F(x,ü) es transversal en o a Zlk(n) 
(Lk(l)xlk(n) respectivamente), para ü fijo. 

Aquí Zlk(n) es la orbita de zen Kk(n,1) bajo el grupo 
· de k-jets de difeomorfismo lo. cual fijo.. oe:Rn. La acción es 
dada por z•µ = ITk (fog) donde g: (Rn ,o)➔ (Rn ,o) es un difeomor 
fismo local de Rn con Jk{g)=µ 
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Veamos ahora que condiciones debe cumplir un desplie­ 
gue para que sea k-transversal. 

Sea F un despliegue de f, FE E(n+r). Sea ai{F)= 
aF n E¡(n), 
aui (R ,o) 
ma ccor denad o de 

r 
E R} y 'flF = { i § 1 a i 

i=l,, .• ,r, donde {u1, •.• ,ur} es el siste­ 
r 

Rn, sea VF= {i¡lai ai(F)+ a0i: a., a1,. • ••ªr 
ai(F): a1, ... ,arER}. 

TEOREMA 3.2.2. 
i) Un despliegue (F,r) de fes k-transversal si y solo 

si E(n)= < af af > + VF + m(n)k+l ai<i°' ... •ax;;- d n J 

ii) Fes ri k-transversal si y sólo si 
dn)= < af , ... ' af > 

E(n) 
k+l + fdl)+ WF+m(n) 

Para probar el teorema necesitamos el siguiente lema el 
cual es esecialmente una reinterpretación del espacio tange� 
tez de zLk(n) o Lk(l)zLn(n) en Jn(n,l). Para la prueba de 
este lema=remi tase a [ ·]. 

Lema Sea fEm(n), sea k un entero no negativo y sea 
z=rrk{f)EJk(n,l). Entonces 
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1 [ k J af af ( k+l (a)\ T2(zL(nJ) =m\n)<"'axi'"''�> +mn) 

y 

{b) 1C1 [r (Lk(l)z Lk(n))]= m(n) <.�� , .... �� > + fkm(l)+m(n)k+l 
k 2 1 n 

Ahora se probará la parte i) del teorema, se necesita 
A n+r k k ·mostrar que• dF(O,D)(T(n,n¡R )+ T2(z L (nJ)= J {n,1). Asi 

A 

-es necesario encontrar la diferencial de F en O: 

A 

dF(0,0) 

donde l s i , j�n. Ahora 

A 

= (�)(o O) ;¡ X • • 
J 

A 

��_(O,o)= a�. 11F(F(x,u)(y)) (x,uJ=(O,o) = 11k G�.(F(x,u)(yJ) (x,ü)=(O,n)J 
J J J 

Entonces 

�r.:- � f-y) ·t- - (" " = ..íl (F - - . ax .:.:.\xTu-,- - x..-u)= u,u) "ax-:- (y,.0)-cF(O,O) J= 
J J 

aF - aF " af - af ") = rx-:-(y,0)- ax:-(u,0)= ax:-(y)- "ax":"(u , 
J J J J 
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Similarmente 

IaF - 11) ar ,- - (ªF ,- 11)) = IIk au(y,u - au 0,0)= IIk au y,u . 
a a a 

" n+r Así dF(O,Ó) (T (O,O)R ) es generado por 

{ af ,- af ,- ar (- 11) ar (- O) II¡¿ ax;-Y), .•. ,IIk -;¡;c y), IIk au":" y,u , ... ,IIk "au::- y, } 
1 n 1 r 

,., k 
sobre R. De a qui F es t r a ns versa 1 a z L ( n ) en O si y s ó 1 o si 

o equivalentemente 

( af af aF ar k+ 1 
e: n)= "'ax , ... •�> (nt <l, 3u·' ... 'ai<>R + m(n) 

1 n m 1 n 

< af . af ax:-• ... •rx m( n) 1 n 

Un argumento similar prueba la parte (ii). 
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A la luz del siguiente teorema se tienen los siguientes 
corolarios. 

' CoJLo.f.o.Júo 2. 4. El despliegue ( F , r) de fes k-transversal 
si m(n) <ªf > + VF + m(n}k+l, es derecho�izquierdo k-trans- � 

versal si 
m(n) <ªf > + VF + m(n)k+l + fkm(l) rx- 

CoJLolo.lrJ.o 2.5. Sea b1,b2, ... ,br elementos de m(n} los cu!_ 
les proyectan u.na base para m(n)/<�>+ m(n)k+l. Entonces el 

r e x 
despliegue F(x,u)= f(x)+ i�l bi(x}ui donde u= (u1, ... ,ur), 
es k-transversal. 

CoMlo.lrJ.o 2.6. La suma de cualquier despliegue y un des­ 
pliegue k-transversal es k-transversal. 

Como una consecuencia del teorema 2.1 se tienen los si­ 
guientes dos resultados importantes. 

TEOREMA 3.2".7,Sea f cm] n). Entonces para cada entero no ne­ 
gativo k, existe un despliegue F de f el cual es k-transver­ 
sal (y de aquí ri k-transversal). 
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PIW.e.ba.: Sea k un entero no negativo. Dado que e:(n)/(���>+ 
m(n)k+l¡ es un espacio vectorial de dimensión finita sobre R, 
podemos elegir b1, ••• ,brE E(n) cuyo coset modulo<#>+ m(n)k+l 
�enera este espacio vectorial sobre R. Definase FEE(n+r) por 

r 
F(x,u)= f(x)+ -E1 u. b.(.x). Entonces 

l - l l . 

aF 1 -..-;-;- = b1. para 1,i,r. De aquí b1. genera Wf Vf. De te� oUi RnxO 
rema 4.1 es claro que Fes k-transversal, adem�s es también 
inmediato que cualquier despliegue k-transversal de fes tam 
bién derecho izquierdo k-transversal. 

TEOREMA 3. 2. 8. P a r a f E m ( n ) 2 , se a ( F , r ) un de s p l i e g u e ve r s a 1 
de f. Entonces Fes k-transversal para cualquier entero no ne 
gativo k. 

Para su demostración véase Yung-chen Lu. 

L a�s iag-u i en t e=c ues-t-i-ó n-a -e o ns id erar ·-e s+ccn ce r n+en te °á id e·!!_ 
tificar un criterio para que una función tenga un despliegue 
versal. Observiremos que la existencia de un despliegue es 
equivalente a una condición algebraica la cual es facilitada 
por la condición de transversalidad formulada anteriormente. 
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Ahora estableceremos sin probarlo el siguiente .teoJt.ema. 
6wu:famenta.l y entonces aplicarlo a la noción de determinación 
finita para mostrar el recíproco del teorema 2.8. 

' 
TE0REMA�:.2,.9. Sea k un entero no negativo. Si fe:m(n) es 

_k-determinado� entonces cualesquiera dos k-transversal des­ 
pliegue de f de la misma condimensión son equivalentes. 

TE0REMA3 •. 2.JO.Sea fe:m(n)2 k-determinado. Entonces un des­ 
pliegue (F,r) de fes Jersal si y sólo si este es k-transver 

's a l . 

PRUEBA: "solo si" es claro del teorema 2.7. Ahora sea 
(G,sÍ cualquier despliegue de F. Se puede mostrar que (G,s) 
es asociado con (F,r). Es fácil verse que, en la categoría 
de despliegues de cualquier germen f, existen siempre morfis 
mo 

(G,s)+ (G,s) + (F,r) 
(F,r) + constante+ (F,r) 

A.demás (F,r)+ (G,s) es obviamente un despliegue k-tran� 
verJal de f, dado que (F,r) lo es. Por la misma razón (F,r)+. 
constante es tambi�n k-transversal. Entonces por el teorema 
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4.8 se tiene una equivalencia de despliegues. 

(F,r)+ constante� (f ,r)+CG,s) 

donde, del lado izquierdo se toma el despliegue constante de 
dimensión s. Así se tiene que 

( G , s )-+ ( G , s ) + ( F , r) � lF , r} + constante-+ ( F , r } 

mostrando que (F,r) es versal, 

Co1w.f.alúo 2. 11. Si par a cada k , e 1 des p 1 i egue ( F , r) de 
fEm(n)2 es k-transversal, entonces 

a) F es versal 
b) fes finitamente determinado, 

PRUEBA: Po r e 1 teorema 2 . 9 1 o ú n i e o q u e s e ti en e q u e m o� 
t l'.1lr::b a-j:o-:il a -:h i-p 6 t es i s · que -f -é s--f i nl--t-a m-e n te d e.t e rm in a.do__ Pe.ro 
si Fes k-transversal, entonces Fes derecho-izquierdo k-tran� 
versal, así por el Teorema 4.1., se tiene que para cada ente 
ro no negativo k 
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y de aquí dimRE(n)/<::>+ f*E(l)+m(n)k+l ,dimRWF,r, de lo cual 
es fácil ver que fes finitamente determinado. 

, TEOREMA 3 •. f. J 2. ( Ex i s ten c i a de des p 1 i egues versa 1 es ) . E 1 ge.!:_ 
men fEm(n)2 tiene un despliegue versal si y sólo si este es 
finitamente 9eterminado, 

PRUEBA: 11 Si II es una consecuencia inmediata del teorema 2. 9 

y 2.6 ''solo si'' se puede concluir del teorema 2.7 y el corola 
río 2.10 en una forma obvia. 

TEOREMA 3. 2. I 3. Se a f E m ( n ) 2 y se a ( F , r ) u n de s p l i e g u e de f . 
Entonces Fes versal si y sólo si E(n)= <-}f>+ VF. 

Como resultado de este teorema, se puede también calcu­ 
larTel mínimo número de parámetros que un despliegue universal 
de un germen finitamente determinado debe tener. 

Recordemos-que -s; fEm(n)2 es finitamente determinado, 
entonces 

cod f = dimR m(n)/ <if>m(n) 
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TEOREMA 3,2, JA.Para fe:m( n) 2 finita mente determinado, e 1 
minimo número de parámetros aparecen en un despliegue uni­ 
versal, i.e. la codimensión de un despliegue es la codimen­ 

' sión de f. 

Ad emá s sabemos como construir un despliegue universal 
de f. La 

elegimos 
idea es la misma como la prueba del Teorema 4.6; 

él f bl'b2, ... ,bre: m(n) como sus cosets en m(n)/<ax> 
forman una base 
F(x,u1, ... ,ur)= 
de f. 

para este espacio R-vectorial y entonces 
r 

f(x)+.�1u. b.(x) es un despliegue universal 
1 - 1 1 

Esta información y el teorema 4.13 dan lugar a una res 
puesta positiva a la siguiente pregunta. Sea k un entero no 
negativo y sea fe:m(n)2 k-determinado. Si se tienen dos des­ 
pliegues (F,r) y (G,r) de f y F, G son k-transversal, les 

F asociada con G? y si asi es, ¿es G asociado con F?. Esto 
es podemos inducir F de G y v-<.ceveJL6ct con morfi smos compues­ 
tos como la identidad. Además si se puede, entonces para un 
despliegue de dimensión mínima (igual a dimRe:(n)/<¾f>), po­ 
demos hablar de un despliegue universal de f (la respuesta 
positiva a esta cuestión es por supuesto el Teorema 4.8). 
Si no nos contentaremos con la existencia de un despliegue 
versal de f. 
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·3, 3 i TEOREMA DE CLAS I F I CAC ION DE THOM 

En esta secci6n la siguiente idea será fbrmalizada: Dado 
' un ''despliegue canonice'' (G,r) (en un sentido que se hará más 

preciso después), y un despliegue arbitrario (F,k), k r del - 
mismo germen fEm(n)3, nos gustaría expresar el hecho de que - 
el máximo y el mínimo de F puedan ser esencialmente obtenidos 
del máximo y mínimo de G (por s�puesto como funci6n de Rn), 

�sto es máximo y mínimo de FÜ\Rn para 
tener esecialmente del máximo y mínimo 

cada ÜERk se pueda ob 
de GvlRn para cada 

- r - VER . En esta forma Fes un despliegue universal de f, enton- 
�es no s6lo contendrá la reparametri�aci6n de todos los des­ 
pliegues de f, sino que también contendrá la configuraci6n e.!!_ 
i:era de extremos para despliegues de f. Definimos el stx;» h-ÚI. 

gui.M del germen F en O el subconjunto de Rn+k que consiste - 
de+trrdtrs los puntos singulares de la funci6n F/Rnx{Ü} para 
todo ü y O en Rk. Claramente esta definici6n es independien­ 
�e de la elecci6n de los representantes del germen F. Esto es 
�orque no se hace distinci6n entre el germen y sus represen­ 
tantes. Es también obvio que el sitio singular de F no cambia 
esencialmente si sumamos una forma cuadrática no degenerada 

2 2 2 2 -yi- • .. -yu + Yu+l + .•. + Yq a un despliegue F ni aún si se - 
toma un despliegue constante de F. Esto nos lleva a las si­ 
guientes definiciones. 
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_Ve6bútú6nS.3.1;Sea(G,r) un despliegue de ge:rn(n). Sea 

(F,r+s) un despliegue de fe:rn(n+q) yµ un entero o,µ,q. F �e­ 
duce-a. G c.on tndlc.e µ si F es equivalente corno un despliegue 

,., 
, r+s al· despliegue (G, n+q+r+s) donde 

,G(x,y,u,v)= G(x,u)- Yi- .. --y� + Yµ+l+ .... +y� 5.1 

Veó,úúu6n3.3'.2. F reduce a G pMp.i.ammte si q+s es p o s i.t j, 
vo en la definición 5,1 y G será llamada una �ducu6n p�op.la. 

de F. Si un despliegue F no tiene reducción propia, enton- 
e e s F s e d i r á bvr.eduuble. 

Observe que en el caso de que f y g sean singulares y 
� 

un despliegue (F,r+s) de fe:rn(n+q) reduce a un despliegue 
(G,r) de ge:rn(n), entonces existe un isomorfismo (�.w,a) don 
de we:L(r+s) �e:L(n+q+r+s) tal que 

F = G4> + mrr+s 

donde Ges de la forma 5.1. Asíµ es únicamente determinado, 
dado queµ en este caso es igual al índice de la forma del 
Hessiano de f menos el índice de la forma del Hessiano de f. 
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Correspondiente a despliegues, se tiene también una no­ 
ción de reducción para germenes: 

Ve6,i.1Úci.6n 3".3".3 Sea ge:m(n), fe:m(n+q), µ un entero Os us q , 
f !Ledu.c.e a g c.on btcUc.e µ si f es e qui va 1 ente a 1 germen � don de 
... 
gesta definido por 

"" 2 2 2 g (x,y)= g(x)- Y1-···-Yµ + Yµ+l 

con xe:Rn, ye:Rq. 

2 + ... + Yq 5. 3 . 
/ 

Llamamos a g una 1Leduc.c.1.6n de f con índice µ si f redu­ 
ce a g, con fndice µ. Dado que el índiceµ no jugará un impo.!:_ 
tan te rol en 1 a discusión, decimos que g es una 1Leduc.ci.6n de f 

si para algúnµ, Oi,µ(q, f reduce a g con índiceµ. 

Ve6,ln.lc.,i.6n"''.-3 • .4.f reduce propiamente a g si- q>O, en tal 
ca s &--ae e+m os- -q u e--g- e·s-u n a-�dtteei:6trp1Wp..fu.»d•e -f-. · f e s ·-:.ÜLJl.edueibl::e:0" • 

si f no tiene reducción propia. 

Antes de establecer el Teorema de Clasificación de Thom 
veremos la noción correcta de vecindad comparada con la reduc 
ción de germenes de sus despliegues. 
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Ve.6,ln,lc-wn3,,3..,5.,S:i (G,r) es un despliegue de ge:m(n) y exi.1 
te un entero O,v,n, G ti ene una h.lngui.aJu.da.d .6.lmple. con índice 
van o si ges equivalente a Qve:m(n) donde 

Ve.6.llU.cú6n 3,3,6,G tiene un mínimo simple si v=O y tiene 
un .m<ÍJWno l>.lmple. s i v = n • 

Porque es esta una vacío?, g equivalente a Q significa 
\) 

<i-;>=· <��v>= <x1, ... ,xn> = m(n). De aquí g es un despl legue 
universal de sí mismo con codimensi6n cero. Así, Ges iso­ 
morfico a un despliegue constante de g y de aquí G reduce a 
un despliegue trivial Oe:m(O). Esto es, Ges equivalente a 

q-µ 2 u 2 
0+-1�1 Vi+µ -1�1vl' el-cual-no produce catástrofe. De aquí 
debemos excluir este caso cuando establecemos el teorema de 
Thom. 

Además si f tiene un mínimo (máximo) local en O, el 
índice del punto crítico debe ser claramente O (n respecti­ 
vamente). 

� 72 - 

• 



Ve.6,i.11.lwn 3.3.7.Sea (F,r) un despliegue de fe:m(n). F ti� 
ne un mlnimQ lQcal Oe:Rn+r s1 para cada vecindad W de O en 
Rn+r existe un punto (i,üle:W tal que F tiene un 

(Rnx{fuflW 
, mínimo local en (i,ü}. 

Es importante señalar que si F tiene un mínimo local en 
O, entonces f tiene un mfnimo local cercano a O. Sin embargo 
F puede tener un mínimo local cercano a O aunque f no tenga 
un mínimo en O, El ejemplo obvio para este caso es f(x)= x3 
y F(_x,u)= x3+µx. 

TEOREMA 3".3'.11. (Teorema de Clasificación de Thom). Sea 
fe:m(nl2 finitamente determinado, (F,r) un despliegue estable 
de f y que tiene un mínimo local cercano a O, y r,4. Entonces 
F tiene un mínimo simple o F se reduce con índice O a uno de 
los -s i-qu i e n t e s+s'i e t e despliegues irreducibles (canonicas) G. 

l 

de germes g. 
l 
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91 G; l.UUL1'lt.n::uv11 1Jt.L 1 
NOMBRE DESPLIEGUE 

DOBLES 3 G1 (x,u)= x3+ux l 91 (X)= X 
: OJSPIDE . 92(x)= x4 G2(x,u,v)= x4+ux2+vx 2 

COLA DE 
93(x)= x5 G3(x,u,v,w)= x5+ux3+vx2+wx , GOLONDRINA 3 

MARIPOSA 94(x)= x6 G4(x,u,v,w,t)= x6+ux4+vx3+wx2+tx 4 

OMBLIGO 3 3 G5(x,y,u,v,w)= x3+y3+uxy+vx+wy HIPERBOLICO 95(X,y)= X +y 3 

OMBLIGO 
g6(x,y)= x3-xy2 G6(x,y,u,v,w)= x3+xy2+utx2+y2)+vx+wy ELIPTICO 3 

OMBLIGO ( 2 4 2 4 2 2 PARABOLICO 97 X,y)= X y+y G7(x,y,u,v,w,t)= x y+y +ux +vy +wx+ty 4 

1 

Para la demostración remitase a Brocker y Lander. 
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CAPITULO 4 
1, LA GEOMETRIA DE LAS SIETE CATASTROFES .ELEMENTALES, 

Ahora que:se'fienen la lista de las siete catástrofes ele 

mentales descubriremos sus pr�piedades • 

. Da"t!o" un potencial V, definimos la -6u.pe1t6,lcle de eqc.úUb4lo M, 

por la ecuación 

'í/ V= O :X 

donde el índice x indica que el gradiente es con respecto 
unicamente a las variables estado. Esta superficie es cons­ 
truida con todos los puntos críticos de V, i.e. con todos 
los puntos de equilibrio (o estables) del sistema. 

Ahora encontremos el c.onju.n,to ,t,,mguhvúc/ad S, el cual es 
el subconjunto de M el cual consiste de todos los puntos crí 
ti .e.o.s�e.g-e.ne r ad os de V. Estos so n-=+o·s=p u n"t-os""·l os cual es 'í/ x V= O 
y también 

!::.= det{,j-j(V)}= O 

donde H(V) es el Hessiano de V. Entonces proyectamos S hacia 
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abajo en el espacio de control C (eliminando la� variables 
estados de las ecuaciones del cual se defini6) para obtener 
el c.onju.nto de bi.6uJtc.a.cúc5n B, el cual es el conjunto de todos 

los puntos en C en el cual los cambios en la forma de que V 

ocurren. Finalmente determinemos la forma de V en cada punto 
c. 

LA$ DOBLES 

La gráfica de la catástrofe dobles representa el com­ 
portamiento de todos los sistemas que dependen de una sola 
condición de variación o factor de control. 

El potencial de la catástrofe dobles esta dada por 

V(x)= x3+ux 

x3 (algunos autores utilizan el potencial V(x)= T +ux para 
s ünp+tt+c.a-r� os-e; á-.l-t u-l-o s-h , 

Asi el espacio estado es de dos dimensiones. La supe� 
ficie de equilibrio Mes la curva 

2 3x +u= O 
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El conjunto singularidad Ses el subconjunto de M para 
lo cual la ecuación 

' 6x= O - 2 

�es también s.atisfecha, e, i. el único punto (0,0). El conju,!!_ 
to bifurcaci6n Bes la proyección de este sobre el espacio 
control (i .e. sobre la línea x=O) y es por consiguiente el 
punto u=O véase figura 1 

factor de comportamiento 

u. 
factor de control 

u.. 
Fig. l. La superficie equilibrio y el conjunto 

bifurcaci6n de la catástrofe dobles. 

El conjunto bifurcación divide el espacio control en 
do s regiones, el eje positivo y el eje negativo. Si u>O, la 
ecuaci6n (1) no tiene soluciones reales y V no tiene puntos 
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críticos. Si u<O, V tiene dos puntos críticos un máximo y un 

mi�imo y por consiguiente dos puntos de equilibrio uno est� 
ble y otro inestable, Sobre B (i .e. cuando u=O) estas se co!!_ 

, vierten en un punto de inflexión es decir un estado semi esta 

ble. 

Un ejemplo de un sistema tal es una liga, en el cual el 

fa�tor control es la fuerza aplicada al estirarla y·el com­ 
portamiento es su tensión. Hasta un nivel crítico de fuerza, 
la liga esta tiesa y derecha esto es, minimiza la tensión 
siendo tan corta como se pueda. Sobre este nivel crítico, la 

liga se rompe y la tensión desaparece. La posición de las pie 
zas sueltas es estable, 

LA CLE PIDE (o RIEMANN-HUGONIOT) 

La catástrofe cúspide ocurre en sistemas cuyo comporta 
miento depende de dos factores de control. Su gráfica (Fig. 2) 
e s+t r-í d+men s í on a l , una superficie curva con un pliegue. De - 
nuevo cada punto de la superficie representa un estado de e­ 
quilibrio.Todos los puntos en la parte de abajo del pliegue 
3on máximo inestable. Todos los puntos a lo largo de la línea 

dobles, los cuales forman el "labio" del pliegue son puntos 
.de inflexión inestables. El resto de los puntos son mínimo es 
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tables. 

Para ciertas combinaciones de valores de los factores 
'de control, existen solo dos estables positivos, uno sobre 

la su�erficie superior del pliegue y otro sobre la superfi­ 
cie inferior abajo del pliegue. El comportamiento del sis­ 
tema bajo esas condiciones es llamado "bimodal'', es decir 
qu€ las mismas condiciones permiten cualesquiera de los dos 
estados estables. (Existe una tercera posibilidad, el máximo 
in�stable sobre la parte de abajo del pliegue, pero este es 
generalmente inaccesible: si el sistema ocupa este estado, 
cualquier perturbación lo forzará a un punto estable arriba 
o abajo. 

El potencial para la catástrofe cúspide está dado por 

V(x)= x4 + ux2 + vx 

La�-"Superficie-de equil ibrio�M-está dada por 

3 4x +2ux+v= O ( 1) 

y el conjunto singularidad es el subconjunto de M para lo 
cual la ecuación 
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12x2+2u= O ( 2) 

es también satisfecha. Encontramos el conjunto bifurcación 
, e-liminando x de (1) y (2) y obtenemos 

3 2 Su +27v = O 

Para la cGspide, como realmente par� todas las catistro 
fes elementales no existe una notación generalmente aceptada. 
Diferentes autores usan diferentes símbolos para los parim� 
tros despliegues, algunos prefieren escribir V como 
¼x4 + ½ux2 + vx para evitar factores numéricos en M. De otra 
manera algunos autores siguen a Zeeman y se refieren a los 
coeficientes de x y x2 como los factores noll.ll'lal y hepa;w,cl6n 

respectivamente. Estos nombres reflejan el hecho de que cua� 
do u>O, el cambio en v sólo produce cambios suaves en x, el 
cual podemos llamar el comportamiento ''normal'' pero cuando 
u decrece a val ores negat_i vos_ "parte" a M y ),a� di sconti nui 
dades en x pueden ocurrir 
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l ��w_ .... _\c._nto__,.--7 
\ 

Fig. 2. La superficie de equilibrio y el conjunto 
bifurcación de la catástrofe cúspide. 

LA COLA DE GOLONDRINA 

La catástrofe cola de golondrina puede ser usada para 
modelar procesos en sistemas cuyo comportamiento depende de 
tres factores de control. Su gráfica es de cuatro dimensio­ 
nes, así que un modelo tridimensional es inadecuado. Pero 
u h--C0-1'-t-e--t r-i-d-i-m€-R-S+o na l·--d e---la - g r-á: ftc: �se-= p U-e-d-e=-0 b:t e.rre r f i � ; 
jando el valor de uno de los-factores de control como se 
muestra en la figura 1, En la parte de su rango (3a) la su- 

•perficie es simplemente una hoja doblada. En la otra parte 
(3b) se desenvuelve un enrosque interno que se asemeja al 
trazo de una cola de pájaro. Fuera del enrosque, la cola de 
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golondrina tiene un estado estable para cada conjunto de 
condiciones. Dentro de la cola de golondrina se -tienen dos: 
una linea recta a través del enrosque pasará a través de la 

, superficie cuatro veces, dos veces un máximo y dos veces un 
mfnimo, En un modelo de la cola de golondrina, la catástro­ 
_fe ocurre cuando un sis-tema deja la superficie, si este es 
otra .c ap a i d e la superficie o la posición no está sobre 1·a su 

perficie. 

Factor de control 1 fijo 

3.a, Una vista tridimensional de 
l a- eo+e-de-qo+endr+ne-- 

factor de control fijo en un 
valor diferente. 
3.b. Otra vista de la misma 

g ráf:ica::= 

El potencial de la cola de golondrina se da por 

V(x)= x5+ux3+vx2+wx 
La superficie de equilibrio Mes la hipersuperficie 

5x4+;31Jx2+2vx+w= O (1) 
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Se ha visto que x=O corresponde un máximo en el origen y su� 
tituyendo dentro de la ecuación (1), se encuentra que las 
otras raíces dan w=9u2/20. De aquí B tiene un punto de in- u 



, 

y el conjunto singularidad es el subconjunto de M para lo 
cual la ecuaci 6n 

\ 
20x3 + 5ux + 2v� O 

fambi�n es cierta. 

(2) 

Es posible eliminar x directamente de (1) y (2) y de 
aquf encontrar la ecuación del conjunto bifurcaci6n B, el 
cual es una superficie en el espacio de control tri-dimen­ 
sional C. Dado que estamos interesados únicamente con el 
comportamiento cualitativo del sistema y por consiguiente 
queremos primeramente ser capaces de dibujar B, una diferen 
te aproximación resulta ser más efectiva. Sea Cu un plano 
u=constante en C, y sea Bu la intersección de Cu con B. En­ 
tonces Bu será una curva en C y si podemos dibujar esta cur 
va para todos los valores de u podemos construir completa­ 
mente la superficie B. 

Aún con u si en do constante es mej ór no el i mi na r x de l as 
ecuaciones si no considerarlo como parámetro a lo largo de 
�B u • 

Entonces observamos que (2) implica que ves una fun- 
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ci6n impar de X y esto junto con (1) implica que w es una 
·función par de X. De aquf w es una función par de y así para 

�ualquier u la curva B es simétrica con respecto al eje w. u . 

Diferenci ando-(-1) y (.2) obtenemos 

y 

·dw = _ 2x dv 
dx dx - - - � - - � - - - - ( 5) 

dv 
dx 

(30x2+3u) - - - - - - - - - - (4) · 

el resto de los términos en (3) se han eliminado a causa de 
(2), Ahora se tienen que considerar los casos u>O y u<O se­ 
paradamente, 

Si u es post tivo, entonces� no se anula. De aquí v dx 
es una funci6n estrictamente monótona de x y la ecuación 

dw = 2x ( 5) - - - - - - - dv 

es válida donde quiera. Además 1 a ecuación (2) implica que 
xv<O, con igualdad sólo cuando x=v=O en la cual el punto w 

también se anula. Se sigue que Bu es suave, que w es grande 
cuando [x I es grande y que el signo de dw es el mismo que 

dv 
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el de v, anulándose s6lo en el origen. Esto nos permite tener 
la r ts- 4,a. 

Si u es negativo, entonces la situación es m�s compli- 
cada, Véase de (4) que dv se anula para dos valores reales 

dx 'de de x, :!:_✓(-0�1. u) • Consecuentemente se anula para 3 val o- 
dx 

res de x, estos dos junto con x=O como antes, y se sigue que 
B� tiene un punto critico en x=O y cOspide en los otros dos 
p�ntos. 

Para determinar el tipo de punto crítico, nótese que 
la ecuación (2) implica que lxlc± ✓(-0.3u) el producto xv 
no puede ser negativo. Dado que X y v se anulan juntamente, 
se sigue que si ves pequeño y positivo también x lo es, y 
dw ax es entonces negativa. Así, juntamente con el hecho de que 
Bu-·es-siJnétrica_:._eon.=-respecto___al_eje-w se estableo.e que el 
punto critico es mínimo relativo. 

F i mi'1-mecn=t-e-n &t-e-s-e-::-q u e-si - v =(),::;en=t�TI:c-.ce-s� x = o� :::x =:!::11 =.O.� u ) . 
Se ha visto que x=O corresponde un máximo en el origen y su� 
tituyendo dentro de la ecuación (1), se encuentra que las 
otras raíces dan w=9u2/20. De aquí Bu tiene un punto de in­ 
terés sección propia, sobre el eje positivo w. Entonces se 
checa que lxl grande implica que !vi y w son también grandes 
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y entonces usando los valores del parámetro x nos lleva a 
que el orden de los puntos que se ha encontrado es: inter­ 
sección propia, cOspide, máximo, cúspide, intersección pro 
pia, podemos dibujar fig. 4(b). Y dado que la ecuación de 
la línea de puntos de intersección propia es la parábola. 

9u2 
w= v=O 

20 

podemos poner las curvas Bu juntas para formar la superfi­ 
cie B mostrado en la fig. 5. El origen del nombre "cola de 
golondrina'' es ahora aparente. 

Para encontrar la forma del potencial en cada una de 
las tres regiones dentro del cual B divide a C, es suficien 
te considerar puntos para los cuales v=O y u<O. Entonces la 

� 
solución de la ecuación (1) es 

x2 = -1- (-3u+ ✓(9u2-20w )) 
10-- • - 

Existen tres casos: 

9u2 a) w> La ecuación (l} no tiene raíces reales y 
20 

V no tiene puntos críticos. 
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2 b) O<w< � Dado que ✓(9u2-20w) es menor que el 
20 

·real y positivo -3u, ambas soluciones para x2 son reales y 
positivas y V tiene 4 puntos críticos, dos máximo y dos mt- 

, nimos. 

c) w<o Ambas soluciones para x2 son reales pero una 
es negativa. Consecuentemente� tiene Gnicamente dos puntos 
críticos uno máximo y uno mfnimo. 

Asi en la figura 5 no existen equilibrios estables po­ 
sibles sobre la superficie, un equilibrio estable algo de 
la superftcie, y dos dentro de la cola de golondrina 

( h) 
Ftg, 4. Secciones transversales del conjunto bifurca 

ci6n de la cola de golondrina (a) u>O, (b) ü<O. 
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Fig. 5. El conjunto bifurcación de la cola de 
golondrina, 

EL OMBLIGO ELIPTICO 

El potencial es 

Hemos introducido un factor} en el primer término ya 
q u-e ,-e·s·t-o·--n-a ce-lo s=c á-l-cu-l-e-s=me+o r , ·. 1 os "'re s-a-1-t-ad·es cu a 1 i ta ti - 
vos no son afectados por esto. El espacio estado es ahora 
de cinco dimensiones, es decir tres factores de control y 
dos de comportamiento. La superficie de equilibrio Mes una 
hipersuperficie tri-dimensional cuyas ecuaciones son 
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x2-y2+2wx- u=O 
-2xy+2wy+v = O 

(1 . a) 

( i . b l 

y el conjunto singularidad Ses el subconjunto de M para lo 
cua 1 

es decir 

2x+zw -2y 
-2y -2ic+2w 

= o 

Ahora procederemos casi de la misma forma que antes. 
En lugar de encontrar la ecuación de B directamente, eli­ 
minando X y Y de las ecuaciones de S, c.on s í de.nemns, planos 
w=constante y tratemos de dibujar las curvas Bw. De la ecua 
ción (2) véase que si w es una constante podemos escribir 

X= wcose, Y= wsene 

las cuales cuando se sustituyen dentro de las ecuaciones (1) 

nos llevan a las ecuaciones para u y ven términos de un só 
lo parámetro, e: 
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u= w2 (cos28+2cose} 
v= w2 (sen28-2sene) 

Si w=O, entonces Bw es un sólo punto u=v=O, Si w + O, 
entonces escribimos 

y 

du 
de 

· dv 
de 

= o 

= o 

cuando 

cuando 

e=O,i,! 2n/3 

8=0,! 2n/3 

De aquí que existen cúspides en 

l 2 1 c-3 2 3 ,_,_ 2) c-3 2 -3/T 2l 3w ,O , 7 w , 7 ;� w , 7 w , 2 w 

y una tangente vertical en (-w2,o), Ahora es fácil dibujar 
B lftg. 6), y dado que las líneas de las cúspides son cla w 
ramente parábolas se p_y_ede dib�j�_r. el_co_nju.n.tD_de la__bifilr 
ca�i6n completo lfig, 7). 
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Fig. 6. Secci6n transversal del conjunto bifurcación 
del ombligo eléptico. 

EL OMPLIGO H IPERBOLICO 

El potencial es 

3 3 V(x,y)= x +y +wxy-ux-vy 

se tiene de nuevo que el espacto estado es de cinco dimen­ 
si o ne s s:» l_e s.p a e i o d e_con.t� 1 __ t r :id i me ns t.e na L..,. • N &t-e-s-e-.rlJ·Ucil ... -= 

se han cambiado los signos de u y v para hacer los c§lculos 
mejor, Las ecuaciones de M son 

3x2+wy-u= O 
2 3y +wx-v= O 

- 91 ... 
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y el conjunto s1ngu.lar1dad de S es el subconjunto -de---M para 

lo cual 

i • e. 

6x w 

w 6y 
= o 

/!.= 36xy - w2=0 (2). 

De nuevo, la forma m!s simple es considerada secciones 
w=constanle, Observemos prtmero que si w=O entonces X o Y 
se pueden anular. Si x=O, entonces llaL implica que u=O mten 

· tras que (1,bl requiere que v sea p o s t t t vo , De esto y del r� 
sliltado stmtlar para Y=O, vemos que B0 consiste de los ejes 
p.o s t t.tvo s u y- v.� 

Supóngase ah0ra que w+o. Usemos la ecuación (2) para 
exp.pecsar-y en-t-ér-mtno-S=--d.e0 X y su s.t+tu t r.l-e •e·n-_(1} .:.p:ar:a:�bt.e­ 
ner ecuactQnes para�ªtricas para u y v: 

3x2� 
.. 3 

u= w (3. a) 
36i 

v= 3wA, · 
+ (3. b l 362x2 wx 
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S1 [x ] es muy p equeña , entonces [u ] y lvl son muy gran. 
des. Por otra parte, ves pos1ttvo si x es pequeno y pos1t1 
vo o pequeno y negativo, mientras u cambia de signo (dado 

, que este tiene el mismo que x si w>o y el signo opuesto si 
w<ol. Consecuentemente B no es una curva continua, este se w 
haced� dos piezas disjuntas. 

Diferenciando la ecuactBn (31 con respecto ax: 

· "du = 6x - w3f36x2 
dx 

.. d . , -� .4 _y__ = -uw 
dx -3-6.,. 2- x .... 3- +w, 

Ambas derivadas se anulan si y sBlo si x�: , asl que 
Bw no ttene m§ximo o mlnt-mo relativo, únicamente una cúspide, 

· 1 1 la cual es localizada en (4 .w2, 4 w2). 

Si w>o, la p o r c t é n de Bw�orrespondiente a x cü e.s_s�ve 
y-n-o-t1eñe-pun-ios estacionarios, Este cruzan el eje u cuando 

i .e. cuando 
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La porción de la curva correspondiente a x>O tiene una 

cúspide pero ningún punto estacionario ni intersecciones con 

los ejes. De esto junto con el he�ho de que la simetrfa de 
- , V con respecto a X y Y implica simetría de B con respecto w 

a ia línea u=v, podemos dibujar la fig, 8, 

Si w<o, la figura es la misma, excepto que esta es la 
misma porci6n de la curva que ahora corresponde a X>O. Las 
lfneás de intersecci6n de B con u:v son de nuevo parábolas. 
as1 podemos inmediatamente dibujar B mismo (fig. 9). 

El conjunto bifurcact6n divide al espacio control den 
tro de cuatro regiones y podemos examinar tres de estas con 
siderando puntos sobre la línea 

u=v, w=l 

Sustit��endo estas ecuacio_nas__en_(l}_.1Jo.s__da_ 

3x 2 + y= 3y2 + X 

i . e. 

(x-y} (x+y= }}= O 
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de modo que 

x=y o x+y= 1/3 

Estas son satisfechas simu1taneamente únicamente en los 

puntos cuspide, y no hacemos consideración de aquellos que 
están sobre B mismo. 

Si x=y, la ecuaci6n (l,a) da 

2 - 3x + x-u- O 

la cual tiene dos raíces reales si y sólo si u>-1/2, Si 
x+y= 1/3, entonces la ecuación Cl,al da 

3x2 - x+ 1/3 - u=O 

la cual tiene dos raíces si y sólo si u>l/4. Dado que 
u =v == 1 / 1 2- e si:cá ,.-; o·b.:-,:e7 a� p o-rc-tún=s I ra-ve-d e=B �...JJ-=--11 .tl / 4 e s 
su punto cOspide, véase que existen cuatro puntos críticos 
en la región l, dos en la regifin 2 y ninguno en la región 
3. Eligiendo al azar puntos apropiados sobre la línea es 
fácil mostrar que en la región 1 el potencial tiene un mí 
nimo, un máximo y dos puntos silla, mientras en la región 2 
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éste tiene un máximo y un punto silla. Todo lo que resta esta 
en-la- regi6n 4, la cual incluye el eje negativo w, y calcula� 
do como ya se ha hecho, podemos mostrar que el potencia" tie- 

' ne un punto silla y un minimo. 

Asf el _potencial para el ombligQ_hiperbólico como para 
el ombligo elíptico, pueden tener más de un equilibrio esta­ 
ble 

Fig. 7. El conjunto bifurcación del ombligo elíptico. 
� 

Fig. 8, Sección transversal del conjunto bifurcación 
del ombligo hiperbólico. 
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-dv = 60x3 + 12tx + 3u 
dx 
dw = 120x4 + 24tx2 + 6ux - dx 

(5) 

( 6) 

Nótese que dw sólo se anula si x=O y que ambas derivadas 
dx 

se anulan si 

20x3 + 4tx + u=O (.7) 

La,.s ecuaciones (51 y L6l no tienen otros ceros, así 
Btu puede tener una tangente vertical (la cual debe estar 
en el origen} o cOspide, pero. no tangentes horizontales. 

Dado que la ecuación (.7) es cQbica debe siempre tener 
al menos una rafz real, y Btu debe tener por consiguiente 
siempre, al menos una cOspide, Existirán tres cúspides si 
todas las raíces de (7) son reales, y la condición para 
esto es que 

Esta· condición no puede ser satisfecha si tes positivo, ' 
y asf tes llamado el factor "mariposa" para recordarnos que 
este es·esenctal cambiando esta variable, progresando de una 
simple curva c0sp1de a una con forma como de mariposa. La va 
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D _f5"0C/ 
"\ 1 5, 

riable u es llamada el factor "bias" dado que Btu es simª­ 
trica con respecto al eje v s6lo si u=Olpor un argumento 
similar que se usa para establecer la simetría de la cola 
de golbndrina). Y w y v· son llamadas las variables "normal" 
y "separaci8n" respectivamente, ya que estas juegan el mismo 

. ' 

papel que las variables normal y separación de la cúspide ca 
\ tástrofe. 

Ahora poniendo u=O, las ecuaciones (3)-(6) se transfor 
man en 

-v= 1Sx4 + 6tx 2 (8) 

W" 24x5 + 6tx3 (9) 
dv _ 60x3 + l 2tx (10) - ax - 
dw _ .l20x4 + 24tx2 (11) ax - 

Si t>O, se ve fácilmente que y es siempre negativo, que 
ex�,s tl!-éct?n.a:"'..C.Ú sp t-de=en=e ];;;() r ;,gen-y q u e"=-B fij � STU n-a-c u rv a -cü s.:, 

pide simple, 

Si t O, 1 as dos derivadas se anulan an x=O y x= '!:../ (-t/5) 

asi existen tres cúspides, Sustituyendo directamente en (8) 

y l9.l se pude mostrar que las dos cúspides que no están en 
el origen se encuentran en la mitad del plano superior. 
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Finalmente localizemos las intersecciones con los ejes, 

v�a implica que x=O o x2: - St/15 
w=O implica que x=O o x2= - t/3 

. Aparte del origen, encontramos que existen dos t n t e r s e cc t g 

nes con el eje (¡) y s6lo uno con el eje v, casi los dos va- 
1 ores +_,! C-t73l da el mismo valor (_positivo) de V a saber 

'""', t2/3, De aqúí de intersecci6n propia ' que existe un punto 
sobre el eje v, Después de checar que v y w tienen el com­ 
portamiento indicado para grandes valores de !xi podemos 
dibujar la fig, 10, 

Para encontrar las formas del potencial para diferen­ 
tes regiones podemos empezar tomando u= w =O de modo que la 
ecuación de M se convierte en 

6x5 + 4tx3 + 2vx= O 

Una raíz es obviamente x�o y las otras cuatro están 
dadas por 

x2=1C.-t+)(t2 3v1} 
3 

, 
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-Si t>O, entonces x2-t'iene un sólo valor real positivo si y sólo 
si v<O. De aquf que existen tres equilibrios (dos estables 
y uno inestable) dentro de la cOspide, pero sólo un equili 

' brio (estable) fuera de este, exactamente como para la cOs 
pide catástrofe, 

Si-t<O, existen tres casos 

�a) v<O tres equilibrios, dos est�b1es y uno inestable. 
(b} O<v<t2/3 cinco equilibrios, tres estables y dos inest� 

bles. 
(el v>t2/3 un equilibrio estable, 

Estos resultados son fácilmente establecidos por argu­ 
mentos exactamente similares a aquellos empleados en la dis 
cusión de la cola de golondri�a. Podemos tratar con las dos 
regiones restantes sin hacer ningan cálculo, notando que 
c u ando c r u za l])__Q___S_ e l c QJljJI.Il..tD__J¡ tf ur_c_ru:j_ó_n__d e_JJ ruLJ: ú_s_p�__e !h­ 

t onces en general (lo cual significa que no cruzamos un pu� 
to especial tal como un punto de intersección propia) suma 
mos o substraemos un par de equilibrios uno estable y otro 
inestables. 
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Finalmente-en -l a ·fi-g--; 11 se--mue·s-tr·a-la supe r f t c t e de 
equilibri� M como una funci8n de x,v,w para u=0 y t<0.Esto 
ilustra la similitud entre la mariposa y la cúspide y por 
supuesto para t>0 las superficies son equivalentes. 

' 

Fig, 10, La sección transversal del conjunto 
bifurcación de la mariposa con u=0 
y t<0, 

fig, 11. La superficie de equilibrio de la 
mariposa con u=0 y t<0. 
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EL OMBLIGO PARA ID.LI CO 

Tomando el potencial como 

La superficie de equilibrio Mesta dada por las ecuaciones 

2xy+2wx-w= O 
x2+4y3+2ty-:v= O 

(1, a) 

(J,b) 

y el conjunto singularidad Ses el subconjunto de M para lo 
cual 

i • e . _ 

2yt2 
2x 

2xw 
12y2+2t = O· 

( 2) 

El espacio estado es de seis dimensiones, cuatro fact� 
res de control y dos de comportamiento por lo que tratar de 
dibujar el conjunto bifurcaci6n es algo m§s dificil que los 
anteriores, Para ver esto de una forma detallada remítase a 
Pesto� y Ian Stewart, 
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