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Introduccién

La Fisica Cudntica es una de las asignaturas mas importantes en la formacién de un fisico,
ya que su estudio nos da informacién acerca del comportamiento de sistemas microseopi-
cos y podemos conocer la estructura més intima de la materia a nivel atdmico y molecular.
Es un hecho que la Teoria Cudntica desde su nacimiento revoluciond la forma de pensar
de los cientificos v actualmente su estudio sigue dando nuevos modelos v teorfas que al
desarrollarse producen nuevas tecnologias: como ejemplo tenemos el caso del transistor
que revoluciond la electrénica desde su creacion y esto trajo consigo una reduceion del
tamano de los aparatos electrénicos y al mismo tiempo dio paso a la electrénica moderna.
Actualmente se han dado prandes desarrollos en diversas dreas de investigacion como
Sistemas de Comunicacion, Cémputo Cudntico, Quimica Cudntica, Ingenieria Molecular,
Fisica de Radiaciones, Fisica de Altas Energias entre otras, que han tenido aplicaciones
en diversas areas como Electronica, Medicina, ete.

Es por esto que es muy importante el estudio de la Mecdnica Cudntica tanto en el as-
pecto académico porque es una de las bases para un fisico y también en el desarrollo de
nuevos modelos tedricos que tendran como consecuencia aplicaciones tecnoldgicas de gran
impacto.

En la licenciatura en Fisica normalmente se estudian atomos de uno o dos electrones

resolviendo la ecuacién de Schrodinger, obteniéndose los valores de la energia vy las fun-

v



ciones de onda, entre otras propiedades interesantes, que en general son calculos sencillos
de realizar. El ejemplo tipico es el d&tomo de hidrégeno que tiene solucién exacta, pues
se trata de un problema de dos cuerpos que se puede reducir al problema de un cuer-
po sometido a una fuerza de campo central. También se estudian métodos para resolver
de manera aproximada la ecuacién de Schrodinger como son: Teoria de Perturbaciones,
Método Variacional, Método WKB y en algunas ocasiones el Método de Hartree-Fock.

El objetivo de este trabajo es comprender los principios basicos que hay detras de la apli-
cacion del Método Variacional y del Método de Hartree-Fock, con el fin de complementar
los conocimientos de los cursos de Fisica Cudntica en la Licenciatura. Para ello hemos
tomado como ejemplo el dtomo de Litio y algunos iones de tres electrones, hicimos la
comparacion entre los resultados obtenidos con ambos métodos y comparamos también

con los resultados experimentales obtenidos a traves de técnicas de espectroscopia éptica.



Capitulo 1

Conceptos Basicos

1.1. Unidades atomicas

Para iniciar nuestros célculos resulta conveniente utilizar un sistema de unidades que es
muy utilizado en Fisica y Quimica Cuéntica, llamadas unidades atomicas. Estas unidades
resultan de manera natural al hacer un cambio en la ecuacién de Schrodinger indepen-
diente del tiempo para el 4&tomo de Hidrégeno.

Consideremos la ecuacién de Schrodinger para el Atomo de hidrégeno.

v o) = Botr) (1.1)
2m drggr TV = ST "
multiplicando la ecuacién por 45
el B . B (1.2)
s dreoh?r CR2 '

Si expresamos la coordenada radial en términos del radio de Bohr mediante un cambio

de variable p = E%v donde ay = 5‘%%2— es el radio de Bohr, entonces la ecuaciéon 1.2 nos
queda:
1 _. 1 m
B . s 1.3
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multiplicando por a} tenemos

2
mag

5V = 2lole) = TtBele)

mémeghitag

= T T Ee()

h2me?

— ]

drepap

donde el denominador en el término del lado derecho es la unidad de energia en unidades

atomicas y se conoce como hartree, 1 hartree = Mz:a“ =27.2 eV, entonces podemos escribir
la ecuacién como
1o 1
57 - S1ole) = (o) (14)

Podemos reescribir la ecuacion anterior de la formas

[~5V2 = ~Jo(r) = ep(r) (1.5

donde r estd expresada en términos del radio de Bohr y la energfa estd dada en hartrees.

En algunos textos esta ecuacién la escriben directamente de la ecuacién 1.1 tomando la

1
47!"6(]

condicion =g¢=m=h=1

1.2. La aproximacion Born-Oppenheimer

La aproximacién Born-Oppenheimer juega un papel muy importante en el modelo de 4to-
mos y moléculas, ya que toma en cuenta que los niicleos son mucho mas pesados que los
electrones, y se mueven mas lentamente, debido a lo cnal se puede considerar a los elec-
trones en un atomo moviéndose en un campo de nticleo fijo; a esta aproximacién también

se le llama aproximacién de nicleo fijo.
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Para determinar los niveles de energia y los estados permitidos en dtomos y moléculas
es necesario resolver la ecuacién de Schrodinger usando el hamiltoniano molecular, sin
embargo, en este trabajo nos enfocaremos en el estudio del caso atémico.

De acuerdo a [1] el hamiltoniano en unidades atémicas para un dtomo de N electrones se

escribe como:

) LN , N oy NN N

Hato-mico = *5 Z vi - Z T'_ <l ZZ T‘_ S & Zé}(l,)([z . Sf) (16)

i=1 =1 ' =l > T =l

donde el primer término representa la energia cinética de los electrones, el segundo término
es la interaccidon coulombiana de los electrones con el nicleo del &tomo, el tercer término
es la interaccion repulsiva entre electrones y el cuarto término representa la interaccion
espin-orbita en cada electrén. El hamiltoniano atémico depende tanto de las coordenadas
espaciales, como de sus espines. Por tanto, “para una descripcion completa de un electron
es necesario especificar la orientacién del espin”[2], lo cual se consigue introduciendo lo
que se conoce como espin-orbitales, que son el producto de una funcién espacial por una
funcién de espin.

Recordemos que las funciones de espin son ortonormales, es decir:

(ala) = (06

By =1 (1.7)

(alB) = (Bla) = 0 (1.8)
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1.3. Determinante de Slater
Como bien se sabe, una funcién de onda electrénica escrita en forma del producto

U = 1 (r1)pa(r2)ps(rs) . .. on(Tn) (1.9)

no refleja la indistinguibilidad de los electrones, caracteristica que se observa cuando un
par de electrones son intercambiados. Es un requisito fundamental en la mecdnica cudntica

que ¥ sea antisimétrica bajo el intercambio de dos electrones:
11’(?"1,'!’2) = —\D(?“g,ﬁ) (110)

Una funcién de onda que sea antisimétrica bajo el intercambio de cualquier par de coor-
denadas de electrones puede ser formada tomando una combinacion lineal de productos

de funciones:

1 5
=2y [=1)FP 1.11
VN ;( )" Po1(€1)wa(€a)ws(€s) - - - on(En) ( )
donde P es operador que permuta a las N particulas. La funcién también puede escribirse

como el determinante

e1(61) walll) o en(&)

\11(51,52,...,§A:):L %(é) 992(.‘52) <,0N.(52) 19

2

e1(6n) w2(6n) -0 en(€n)

Este es el determinante de Slater el cual estd formado por productos de espin-orbitales,
donde la variable £ representa las coordenadas espaciales y espinoriales. El determinante
de Slater tiene N electrones ocupando N espin-orbitales. Los renglones del determinante

estan etiquetados por los electrones y las columnas por los espin-orbitales.
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Si intercambiamos las coordenadas de dos electrones corresponde a intercambiar dos ren-
glones del determinante, se produce un cambio de signo en el determinante, y refleja por
tanto su antisimetria. Si dos electrones estdan ocupando el mismo espin-orbital, corres-
ponde a tener dos columnas iguales, que hacen que el determinante sea cero. La funcién
antisimetrizada ¥ satisface el principio de exclusién de Pauli, el cual nos dice que “dos o

mds electrones no pueden ocupar el mismo espin orbital”.
1.4. Introduccién al Método Variacional

En la Mecanica Cudntica existen métodos para resolver la ecuacién de Schrodinger inde-
pendiente del tiempo de manera aproximada para sistemas atémicos y moleculares que
contienen particulas que interaccionan entre si [3]. Uno de estos métodos que analizaremos
en este capitulo serd el método variacional que optimiza la determinacion aproximada de
las energias permitidas. “Esta técnica fue iniciada por Rayleigh a fines del siglo XIX y
retomada por Ritz a principios del siglo XX y surgi6 debido a la necesidad de resolver
problemas clasicos de valores en la frontera [4]”; en este trabajo lo aplicaremos especial-
mente para el cilculo de la energfa del estado base y estados excitados del dtomo de Litio.
Normalmente en los cursos de Mecanica Cuéntica se resuelve la ecuacion de Schrodinger

para el dtomo de Hidrégeno y para el caso del d&tomo de Helio se le da un tratamiento

A

usando la teoria de perturbaciones independiente del tiempo o usande el método warias <
\ =1\ (L

|

ay
-\

cional, sin embargo casi nunca se estudian dtomos de mds de doy «é‘le?\&‘trones porque Q(@b? R \/

céleulos se vuelven més largos y complicados conforme se aumenta el ndmero de electrones.

¢+t 50049 =1V
Q=Xy w07 =X
3 \§
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En este trabajo utilizaremos el método variacional aplicdndolo a un sistema de tres elec-
trones, como el d&tomo Litio neutro para estimar la energfa del estado base. Este célculo
también servird para estimar las energias de algunos iones de tres electrones, asf como la
energia del estado excitado 1s*2p, del Litio.

Para calcular la energia del estado base del Litio usamos primero una funcién propues-
ta como el producto de tres orbitales hidrogenoides, después hacemos una correccion al
calculo anterior proponiendo una funcién de onda de prueba antisimétrica, y haremos lo
mismo para el estado excitado. Antes de iniciar con los clculos daremos un breve repaso

de las ideas fundamentales que estdn detrds del método variacional en la siguiente seccion.

1.5. Teorema variacional

El teorema variacional establece lo siguiente:

Dado un sistema cuyo operador Hamiltoniano H es independiente del tiempo, y cuyo
valor propio de la energia mds bajo es Ey, si ¢ es cualquier funcion dependiente de las
coordenadas del sistema, normalizada, bien comportada y que satisface las condiciones de

frontera del problema, entonces
]ap*ﬁ’g@d’r > Ey (1:189

donde la funcién ¢ es la funcién variacional de prueba. Es facil demostrar que con este
teorema se puede obtener un limite superior para la energia del estado base del siste-

ma(ver apéndice A) para una demostracién detallada véanse las referencias (4] y [3].
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Para obtener una buena aproximacién de la energia del estado base se buscan funciones
que proporcionen el valor més bajo de la integral variacional de la ecuacién 1.13; cuanto
menor sea el valor de la integral, mejor serd la aproximacién que obtengamos de Fy. Para
tener soluciones flexibles, que incluyan distintas posibilidades, normalmente se introducen
varios pardmetros en la funcién de onda para posteriormente hacerlos variar de forma que
minimicen la integral variacional. El éxito al utilizar el método variacional depende de
nuestra habilidad para hacer una buena eleccién de la funcién de prueba [3].

El teorema variacional nos da informacién tinicamente de la energia del estado base, sin
embargo se puede hacer una extencion del teorema variacional para estados excitados.
De esta manera se puede estimar una cota superior a la energia del primer estado excitado
dada por:

/Lp*ffgodr > E, (1.14)

sin embargo, necesitamos asegurar que se cumplan las siguientes condiciones:

/(pacpd'r =0 (1.15)

/W*@d'f = (1.16)

Es decir, tenemos que asegurar que la funcién de onda de prueba que utilicemos sea orto-
gonal a la funcién de onda del estado base g y esté normalizada. El teorema variacional

se puede extender a estados superiores, para mayores detalles vease la referencia [3].
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Calculo de la Energia del Estado
Base y Estados Excitados del Atomo
de Litio

En los cursos de Fisica Cudntica de la Licenciatura en Fisica se resuelven problemas pa-
ra ilustrar el método variacional como lo son el pozo de barrera infinita, el dtomo de
Hidrégeno, Helio, oscilador armdnico, entre otros.

Sin embargo, en ocasiones no se alcanzan a ver algunos aspectos importantes de este
método, como por ejemplo: considerar una funcién de prueba con méds de un parametro,
aplicar el método a un &tomo de més de dos electrones considerando una funcién anti-
simétrica, ete.

El propésito de este capitulo es ilustrar la aplicacién del método variacional en un dtomo
de tres electrones como el Litio.

Primero aplicaremos el método variacional para estimar la energia del estado base del
dtomo de Litio considerando una funcién de prueba dada por el producto de tres orbitales
hidrogenoides, ignorando el efecto de intercambio; para ello utilizaremos un pardmetro

variacional en los orbitales tal y como lo hicieron Saleh-Jahromi y Wiliam Moebs [5].



Capitulo 2 Método Variacional

Después modificaremos el calculo anterior usando dos pardmetros variacionales diferentes
6], uno para cada orbital, también consideraremos una funcién antisimétrica formada por
espin-orbitales y estimaremos la energfa del estado base.

Extenderemos el método variacional al cdleulo de la energia del estado excitado 1522p,,
proponiendo una funcién de prueba como el producto de tres orbitales hidrogenoides,
U = o14(r1)@1s(72)@ap. (73), sin considerar el intercambio de los electrones, después anti-
simetrizaremos nuestra funcién con orbitales espinoriales y estimaremos la energia para
comparar los resultados obtenidos con valores experimentales de la energia del estado base

y de estados excitados reportados para este dtomo.

2.1. Calculo de la energia del estado base del atomo
de Litio con un parametro variacional

De la ecuacién 1.5, el hamiltoniano electrénico para dtomos de tres electrones en unidades

atomicas es

3 3
ﬁ:HHZZ% (2.1)

ij

i=1 j>i
donde H}, es el hamiltoniano hidrogenoide:
~ V2 Z
Hy=-Y ( 5 ;i)

il
Consideraremos la configuracién electrénica del dtomo de Litio en su estado base, 15°2s,
en la que dos electrones se encuentran en el estado 1s pero con orientacion de espin

diferente y el tercer electrén, el de valencia, estd en el estado 2s. Ignoramos el intercambio
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de electrones entre los estados 1s y 2s y despreciamos la interaccion espin drbita por ser
muy pequefia para dtomos con pocos electrones [6]. Las funciones de prueba propuestas
son los orbitales hidrogenoides 1 y a5 con carga nuclear efectiva a el cual seré nuestro

parametro variacional:

il

o = (2o o

T

013 % o
Yo = (3—27;> (2 = a?’)e—77 (23)

Proponemos una funcién de prueba dada por un producto de orbitales hidrogenoides:
@(r1,72,73) = 9913(?"1)9013(7‘2)9925(7'3) (2.4)
utilizando 2.1 obtenemos el valor esperado del hamiltoniano:
<(10|H\CP) - 2 (/le ‘Hh‘(fols )) @25( NH:‘LI(;D%( )) =+ Jlsls + 2Jl.523 (25)
donde es necesario calcular las integrales:
5 &
(ors(r) | Hplers(r)) = | @us(r) | V2 = =1 @14(r)r? sin 8drdbde

VA ;
(025 (r) | Hplzs (r)) = /9025(?") [V - —-} @os ()12 sin Odrdfdde

Hay que notar que en la parte de energfa cinética sélo actta la parte radial del laplaciano.

Asi mismo se requiere obtener las integrales:
1
J1s1s = <%013("1)‘P13(7"2)| T_wl%ﬁs(”"l)(ﬂls(?‘ﬂ)
1
Jis2s = (9015(7‘1)9925-('7“3)' T—l‘a«?ls(‘f‘l)@zs(?'ﬂ»

13

n
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Estas tltimas integrales son llamadas integrales de Coulomb y estan ligadas a la energfa de
repulsién electrostdtica entre los electrones. Para resolver estas integrales podemos usar un
caleulo electrostatico estandar para dos distribuciones de carga esféricamente simétricas
interactuantes [5], como en el caso del dtomo de Helio y el I6n molecular de Hidrogeno,
o bien utilizar el teorema de la adicién de armdnicos esféricos, que es una herramienta
matemética muy 1til y en el apéndice B al final de este trabajo se usa con detalle para
resolver estas integrales.

Después de resolver las integrales se obtienen:

(1) oy (1)) = %'Q_Za

(pas (1) Hnlipas(r)) = %2_%2
P = 282
Py = %71%

y la expresién para el valor esperado del hamiltoniano resulta ser:

(%

(¢lH1p) = Bo = o

(7290 — 14582 -+ 677) (2.6)

Minimizando la ecuacién 2.6 respecto al pardmetro o

i 9 67T
B el B e
e 1@ 2) g

0 (2.7)
Despejando « de la ecuacion 2.7 y dando el valor de la carga nuclear Z = 3, en el caso
del Litio, obtenemos el valor a=2.53567, el cual representa el valor de la carga nuclear
efectiva que cada electén siente debido al apantallamiento de la carga nuclear, este valor
minimiza la ecuacién 2.6, al sustituirse en dicha expresién se obtiene el valor de -7.2333
hartrees o bien -196.746 eV. El valor experimental reportado para la energia del estado

base del

11
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4tomo de Litio segiin el National Bureau of Standards es de -203.5 eV [7]. Comparando
ambos resultados se observa que cumple con el principio variacional, puesto que la energia
variacional obtenida se encuentra por encima de la energia experimental reportada. El

error porcentual es de un 3.32 % para este calculo.

2.2.  Calculo de la energia del estado base del atomo
de Litio considerando dos parametros variacio-
nales

Fn el calculo anterior usamos funciones hidrogenoides escaladas de parametro variacional
a; ahora utilizaremos dos parametros variacionales & v § en las funciones hidrogenoides.
Usaremos el pardmetro a como una carga nuclear efectiva en la funcién hidrogenoide 1,
y el pardmetro 3 en la funcion ¢as.

A diferencia del cdlculo anterior ahora estamos tomando en cuenta el apantallamiento de
la carga nuclear debido a que los dos electrones 1s se encuentran apantallando la carga
nuclear al electrén que se encuentran més lejos del nucleo, ya que este ultimo siente una
fuerza de atraccién coulombiana débil, es decir, el electrén 2s siente una carga nuclear
distinta y a esa carga se le conoce como carga nuclear efectiva. Debido a este efecto
usaremos parametros diferentes, porque los electrones que se encuentran en el estado 1s
sentirdn una carga nuclear efectiva distinta al electron 2s.

Los orbitales hidrogenoides ;s y 2, ahora son:

3
a —
P1s = == g
m

3 8
= (3‘2}) (2~ Br)e”s

[~ B

(e

18



Capitulo 2 Método Variacional

Tomamos la funcién de onda de prueba como un producto de estos orbitales hidroge-
noides y calculamos el valor esperado del hamiltoniano, con la diferencia de que ahora
tendremos integrales con dos pardmetros y minimizaremos respecto a los dos parametros

simultaneamente. El valor esperado del hamiltoniano es

(‘PU;IW) = 2(i015(7) | Hplp1s(r)) + (a5 ()| Hplp2s (1)) + J1s15 + 2152

En la seccién anterior ya fueron calculados el primer y tercer términos para el caso de un
pardmetro, por lo que sélo tendremos que calcular el segundo y cuarto términos, ya que
estos dan informacion del electrén de valencia que se encuentra en el orbital 2s y de como
interacttia con los electrones que estdn en el orbital 1s

Los resultados obtenidos de la integracién de estos términos son los siguientes:

2 32 ZpB
(oas () | Hnlpas(r)) = 5= f
04)3(8054 + 200383 + 120232 + 1003 + 8%

Jls‘ZS = (2Q+6)5

Por tanto el valor esperado del hamiltoniano queda como

> 5a # ZB 2aB(8a’+ 20038 + 12023 + 1008’ + 5%)
Hlo) = 0a?—2Za+ 242 22 | b 2,
(p|Hlp) = a at=+5g 3 + Gat B (2.8)

La minimizacién numérica de la ecuacién anterior respecto a a y 3, tomando Z=3, arroja
los valores a=2.6752 y 3=1.3682. Reinsertando estos valores en la expresion del valor
esperado del hamiltoniano, ecuacién 2.8, obtenemos el valor de la energia variacional de
-7.3909 hartrees o su equivalente -201.03 eV.

Comparado con la energia experimental, se obtiene un error porcentual del 1.21 %, esto
nos indica que el error se redujo por un factor de 2 aproximadamente, esta reduccién del
error es debido al uso de dos cargas nucleares efectivas en lugar de una como en el caso

il
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anterior, ya que el electrén exterior interacta de manera distinta con el nicleo.

2.3. Céalculo de la energia del estado base del ato-
mo de Litio considerando una funcién de onda
antisimétrica y dos parametros variacionales

Anteriormente usamos funciones formadas por productos de orbitales hidrogenoides, sin
tomar en cuenta el intercambio de electrones. Para considerar los efectos de intercambio
y tomando en cuenta el principio de Pauli de que dos electrones no tengan los mismos
espin orbitales, consideraremos una funcion de onda antisimétrica mediante el uso del
determinante de Slater formado por espin orbitales.

Para el estado base proponemos la funcién de onda

prs(ri)alry) wus(r)B(r) as(ri)alr)
1
Poruda = "5 pis(ra)a(ra) is(re)B(r2) p2s(ra)a(ra)

P1s(r3)a(rs) P15(ra)B(r3) @as(rs)a(rs)

Desarrollando el determinante de Slater:

C;Ogm'ueba = [@ZS(TI)@IS(TZ)@ls(TS) - (pls(‘]ql)(pls (7]2)9015(']”3)]&(711)05(TZ)ﬁ(T3)]

+ [¢13(T1)%013(7'2)‘P23(7'3) - #525(7"1)9%(Tz)tr’/‘ls(?“;%”ﬂ’("“’l)r‘g("'z)@(?%)]

=it

[iﬁls(T‘l)‘Pgs(Tz)%s(T:ﬂ - ﬁﬂls(’”1)@13(7‘2)%23(7"3)W(Tl)@(’rz)@(TS)]
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Capitulo 2 Método Variacional

Calculamos el valor esperado del hamiltoniano con esta funcién de onda. Para facilitar

la escritura definimos:

A= [\023(7'1)9915(‘?"2)%015(T':3) - %915(7"1)%923(7"‘2)@15(T’:%)]

B = [(Pls('f'l )WIS(TQ)(PQS(TS) - 5025(731)3013(T2)9915(T3)]

S-S~ &l

C = 7[901s(7"1)‘,02s(7"2)@1s(7"3) — @15(r1)p1s (Tz)ﬂ%s(?"z)]

El valor esperado del hamiltoniano queda expresado de la siguiente manera

(WlHlp) = (Aa(r)a(r)Brs)| H|Aa(r)a(rs)B(rs)) + (Aa(r)a(ra)B(rs)| H|Ba(r)B(r)a(rs))
HAa(r)a(r)B(rs)| HICB(r)a(r)alrs)) + {Ba(r)B(ra)a(rs)| H| Aa(r)a(r:)8(rs))
+(Ba(ry)B(ro)a(rs)| H| Ba(r)B(r)a(rs)) + (Ba(r)B(ro)a(rs) HICB(r)a(r2)a(rs))
H(CB(r)ora)a(rs)| H|Aa(r)a(r)B(ra)) + (CB(m)a(ra)a(rs) | H|Ba(r)B(ra)a(rs))

HCB(r)e(ra)a(rs)| HICB(r)alra)a(rs))
Debido a la ortogonalidad de las funciones de espin, solamente sobreviven los términos
{p|H|p) = (A|H|A) + (B|H|B) + (C|H|C)

El siguiente paso es calcular los términos anteriores para determinar la energia variacional.

Calculemos el término (A|H|A):

<A|H|A 9923(7‘1)8013(7‘2)901s(7"3)|m ©2s(T1)p1s(T2) 015 (73))
——{p2s(r1) 015 (r2)p16(r3) H | p15(r1 ) 026 (r2) 014 (73))

——{p15(r1) @25 (r2)p15(r3) | H| @as(r1)p1(r2)16(r3))

| CT-‘I'—‘ oﬁl»—' cn|>—x

(Lﬁls(7“1)@2s(?‘2)901s(7‘3)|f1r| P1s (7"1)902.;(7‘2)9913("'3))

+

15
. 1 . .
(p|Hlp) = W[12<§’«“1s(7")|HH|9013(7")>3L91552525 + 62 (1) [ H |25 (1)) SEar
—6(<,015('r‘)|f1;;|<,013( )>81525 991s( )|HH‘90ze(f)> ts2s T 615155252

+12Jlsﬁsslsls = GI{I.SQSSlsls - 12]\4'1325513231
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Al aplicar el hamiltoniano sobre los orbitales espaciales para cada electrén y agrupando
términos semejantes resultan integrales de Coulomb, integrales de intercambio, integrales
de solapamiento y los términos de energia cinética y energia potencial, obteniéndose asi la

siguiente expresién:

(AIHIA) = ors()|Hylo1s(r) ) @1s(r)1@1s(r)) (925 () |6 (1))
+2(020(r) |, [26 (1)) (015 (1) 015(r))? = 2015 (1) [ H, 15 (7)) (015(7) 015 (1))
—4{p1s(r) | H ;25 (1)) (015 (7) 015 (1)} {026 (1) @015 (1)) + 41505 + 21515

—2K 1594 — 4(3023(T2)@1s(r3)él@ls(TEJS@ls(T3))<§023(7ﬂ)‘@‘913(74)>

donde Ko, tiene la forma:

Kiae = (e renr)| —loalrden () (29)

i

escribimos las integrales de solapamiento como:
Sists = (p1s(r)leas(r))
Sis2s = {p1s(r)|pas(r))

'92523 = <LP23 (T) |@28(T)>

De una manera similar calculamos los términos (B|H|B) y (C|H|C) y los sumamos para

obtener una forma funcional del valor esperado del hamiltoniano:

. 1 A 5
<L:0|H|‘10> = BW[12<‘Pls(7‘)|HH‘(PLS(T»S'LSISSZ-;QS + 6(5025(1“) |HH|9925(T)>S%SIS
_6 991& ‘I{HIQB‘( )>512.923 i 12(9918("4)JHH'{‘PQS(T»SiIZﬂs + 6*]1.5'1.98232.5

+12Jls2sslsls == 6-{(152.951315 I 12]14132331323]
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Capitulo 2 Método Variacional

donde las integrales M, tienen la siguiente forma:

1
Migs = (ws(’f‘z)wls(?'s)|E\w15(7‘2)¢15(f'3)>

Se incluye en el denominador la normalizacion de W, ya que el uso de cargas nucleares
efectivas diferentes para los orbitales ¢4 v g, destruyen su ortogonalidad. Minimizando
numeéricamente la ecuacion algebraica resultante encontramos los valores dptimos de los
pardmetros en los cuales se encuentra la energia del estado base, con Z=3. Los valores
obtenidos para los pardmetros variacionales son o =2.6797 y 3 =1.8683 que corresponden
a una energia variacional de -7.3936 hartrees o su equivalente que es aproximadamente
-201.106 eV; como puede verse este valor mejora el resultado del caso anterior pues el

error se redujo de un 1.21% a un 1.12 %.

2.4. Célculo de la energia del estado excitado 1s%2p,
del atomo de Litio considerando dos parametros
variacionales

Ahora toca el turno de estudiar un estado excitado del 4tomo de Litio. Recordemos que
el método variacional se puede usar para estados excitados siempre v cuando aseguremos
que la funcién de onda de prueba esté normalizada y sea ortogonal a la funcién de onda
del estado base[3).

Dado que el orbital 2p tiene tres proyecciones 2p,, 2p,, 2p., consideraremos la que se
encuentra en la direccién z por tener una forma mas simple.

Proponemos la funcién de onda como el producto de orbitales hidrogenoides, es decir:
@ = p15(r1)e15(r2) P2, (73)

7



Capitulo 2 Métado Variacional

donde

5 N3
P2, (1) = (%) re 1" cos 6

De acuerdo a la condicién 1.14 podemos proceder a realizar el cdlculo de la energia del
primer estado excitado ya que nuestra funcién de prueba es ortogonal a la funcién del
estado base, esto se debe a que las funciones hidrogenoides @2, ¥ @a,, son ortogonales.

De igual manera que en casos anteriores caleulamos el valor esperado el hamiltoniano:

(el Hlp) = (ers(r)ors(r2) @, (73) | Hlers(r ers(ra) . (r3))

Al aplicar el Hamiltoniano sobre cada uno de los orbitales y agrupando términos seme-

jantes obtenemos la siguiente expresidn:

(el H ey = 2(p1a Hiors) + (0. | Frileap.) + Jrs1s + 2z

De los términos que aparecen en la expresion para el valor esperado del hamiltoniano solo
tenemos que caleular el término de energia cinética v potencial del electrén en el orbital
2p. y la integral de interaccién Coulombiana entre el electrén 1s y el 2p,, los otros dos
términos ya fueron calculados para el caso del estado base. Hay que notar que en los casos
anteriores no habia dependencia angular en la funcién de onda porque teniamos orbitales
que sélo dependian de la coordenada radial; debido a esto, el operador laplaciano que
actuaba sobre la funcién dependia exclusivamente de la parte radial: en cambio ahora
tenemos el orbital 2p. que tiene dependencia radial v angular, por lo que debemos tener
cuidado al momento de calcular el término de energia cinética para no cometer errores

matematicos que puedan alterar nuestro resultado.
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Tomando esto en cuenta caleulamos el término (wa,, |Hplwap, ) para obtener

(3 +3) Z8

L:J!DEP:”:“‘}‘:’Ep;} = T — —4—

El término Ji., se obtiene usando el teorema de la adicidon de armonicos esféricos, ver

apéndice B, obteniéndose el signiente resultado:

- g1  6atp
T 4\ B (2a+ P

Ahora podemos escribir la expresion del valor esperado del hamiltoniano como:

. 2o {-’32"1'3} 413 5
T il P, SIS . S O T =
lwe|Hlp) = a 5 b T 1 + 32 F

e .55[61‘1' e ,ﬂj}
2 2(2a+ 3)°

(2.10)
Minimizando numéricamente la expresién anterior para encontrar los valores de los pardme-
tros variacionales v dando el valor de la carga nuclear Z=3, obtenemos a=2.68454 vy

F=1.58077. Al sustituir estos valores en la ecuacién 2.10 se obtiene el valor de -7.1649

hartrees o su equivalente -194.885 eV,

2.5. Calculo de la energia del estado 15°2p. del atomo
de Litio considerando una funcién antisimétrica

En la seccién anterior utilizamos una funcién de prueba formada por el producto de los
orbitales hidrogenoides 15 y 2p. y se obtuvo una aproximacion muy cercana a la energia del
primer estado excitado. Sin embargo, podemos mejorar un poco mas esta aproximacion si
ahora tomamos una funcién que sea antisimétrica respecto al intercambio de los electrones,

tal como se hizo para el edlculo de la energia del estado base para el Litio anteriormente.

18



Capitulo 2 Método Variacional

Escribimos la funcién antisimétrica formada por los espines orbitales en forma de deter-
minante de Slater:

p1s(r1)a(r) rs(r1)B(r1) wap(ri)alr)
Yorueha = % p1s(r2)alrs) @1s(r2)B(re)  @ap(ra)a(rs) (202)

@1s(ra)a(rs) @is(rs)B(ra) pap(rs)a(rs)

Desarrollando el determinante de Slater tenemos:

U prueba = %[992p(?“1)s013(7“2)901s(?“3) — ©15(r1)ap(r2)p1s(r3)]a(r)e(r2) B(rs)]

+%[Wls(rl)@ls(r2)w2p(r3) - (Pzp(ﬁ)%s(”f“z)(ﬂls (rs)]a(ry)B(ry)a(rs)]

+%[wls(rl)wap(?‘z)wlf(fs) — 15(71)p1s(12) P2p(13)] (1 Jar (2 ) (r3)]

Recordemos que para aplicar el método variacional a estados excitados es necesario ase-

gurar la ortogonalidad con el estado base y la funcién de prueba mediante las condiciones:

f@?}%dT:U
/gp‘{apld'r =]

Para este caso la funcidon de onda de prueba si cumple con estas dos condiciones, debido
a que los orbitales hidrogenoides son ortogonales y estamos usando orbitales 1s y 2s
normalizados escalados con pardmetros a y (3 respectivamente. Una vez verificado esto
procedemos con el método calculando el valor esperado del hamiltoniano para nuestra

funcién de onda prueba, similarmente a lo que se hizo para el estado base.
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Capitulo 2 Método Variacional

Escribimos la parte espacial de la funcién con las letras A, B, C respectivamente:

A= v—%E‘:gzs[?"lj'ﬂﬁls{*‘z}‘ﬁmii‘z} — @1s(r1)was(ra)pis(rs)]

B = —={p1s(r1)p1s(r2)was(rs) — was(ri)ers(ra)ers(rs))

G

.._<.]i._.

C= v_fr"ﬂ—l‘i‘“[a{rl}‘lﬂh(?'ﬁ}wls{rﬂj _ 'r'-’*‘ls{rl:]9915[""2}‘:523(7'3”
y las funciones de espin de la siguiente manera:

x1 = afrl)a(r:)B(rs)

x2 = alr))3(rz)alrs)

x3 = 3(ry)a(rs)a(rs)

Ahora nuestra funcién de prueba queda expresada de la siguiente forma:
w = Ax1 + Bxz + Cxs
Calculamos el valor esperado del hamiltoniano:

(el ) = (ALHA) al) + (ALHIB) (alxa) + (AIHIC) (x s
+(BH|A) (xalxa) + (BIHIB) (xalx2) + (BIHIC) (xalxs)
+(CIH|A) (xalxa) + (CIH|B) (xalx2) + (CIHIC) (xslxs)
Las funciones de espin son ortonormales por lo que la expresion anterior se simplifica:
(¢lHle) = (A|H|A) + (BIH|B) + (C|HIC)

Ahora necesitamos caleular los tres términos anteriores para asi obtener una expresion

para la energia. El desarrollo del término (A|H |A) resulta ser:

5 1 > 2
(A|H|A) = Elg{zpithzp}Slzslu + 4{Ls| Hp|15) S115S2p2p + 4152051515 + 2015205 Sap2p — 2K 152551515
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Capitulo 2 Método Variacional

donde S5 = 1y Sapep = 1 son las integrales de solapamiento; el término Si4, = 0 porque
los orbitales 1s y 2p, son ortogonales. Los términos (B|H|B) y (C|H|C) se calculan de
manera similar y resulta el mismo ntimero de términos como en el caso anterior.

Sumamos términos iguales y obtenemos:
(el Hli) = (20| Hyl2p) + 2(1s|HalLs) + Jis1s + 21520 — 2K 13
Entonces la energia variacional que se obtiene es:

Boar = {2p|H)|2p) + 2(15|Hp,

1S> e 2\]132;0 - }(152;0

Ahora necesitamos calcular cada uno de los términos que aparecen en la expresién para
la energfa, los cuales son las integrales de interaccién Coulombiana Jig 5, J1s2p, la integral
de intercambio electrénico Kis, y los términos de energia cinética y potencial debida al
niicleo para cada electron.

En la seccién anterior obtuvimos cuatro términos que aparecen de nuevo en este calculo

y son: (1s|Hp|1s) , (2p|Hp|2p), J1s1s ¥ J1s2p , 88l que el tnico término que necesitamos
calcular es K42y

Los resultados de las integrales se muestran a continuacion:

~ az
(18|Hp|ls) = 5 = Za
N (B*+3) 2Zp
2| Hp|2p) = ——Ft — 2
(2p| H|2p) T 1
Jis1s = ga
p B BF6a+tp)
Slete T4 420+ B)F
112 o®p®
K -
o 3 (2a+9)
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La expresion de la energia variacional en términos de los pardmetros o y 3 y la carga

nuclear Z queda como:

# zg 5 B B6a+p) 112 o’
Brar =0 T TRt T T et B 3 2atp) 4

El siguiente paso es dar el valor de la carga nuclear del dtomo de estudio (en nuestro
caso, Litio, Z=3) y minimizar la expresion respecto a los dos pardametros para encontrar
los valores que minimicen la energfa variacional para el estado excitado. Realizando el
célculo numérico se encuentra los valores a= 2.6885 y $=1.4650, con un valor para la

energfa variacional de -7.1709 hartrees o su equivalente de -195.051 eV.
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Método de Hartree-Fock

3.1. Introduccién

Del estudio de la Mecanica Cudntica es bien conocida la funcién de onda exacta para el
dtomo de Hidrégeno; sin embargo, conforme aumentamos el nimero de electrones en el
dtomo el problema se vuelve mas complicado y no podemos resolverlo de manera analitica.
Debido a esto se recurre al uso de métodos aproximados para resolver la ecuacion de
Schrodinger. Esta complicacién es debida a los términos de interaccién interelectrdnica
que no permiten separar la ecuacién de Schrodinger. En este capitulo estudiaremos el
método de campo autoconsistente de Hartree-Fock que es uno de los métodos que se
utiliza para tratar sistemas multielectronicos (4tomos y moléculas). En este trabajo nos
centraremos en el estudio de sistemas atémicos de tres electrones y compararemos los
resultados obtenidos con ayuda de un programa realizado por Steven Koonin [8] que sirve
para calcular la energia de pequefios sistemas atomicos en la aproximacion de Hartree-

Fock, y también
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Capitulo 3 Hartree-Fock

compararemos con resultados obtenidos mediante un programa de cardcter comercial
(Gaussian).

Daremos una breve explicacién del método sin entrar mucho en los aspectos de progra-
macion.

El procedimiento para calcular estas funciones de onda fue introducido en 1928 por Dou-
glas Rayner Hartree y se conoce como método de campo autoconsistente de Hartree y se
basa en la idea de que para un sistema atdémico de N electrones, el movimiento de cada
electrdn estd inmerso en un campo efectivo de los N —1 electrones restantes y estd goberna-
do por una ecunacién de Schrodinger, esto da como resultado un conjunto de N ecuaciones
integrodiferenciales acopladas conocidas como ecuaciones de Hartree para un sistema de
N electrones. Dos anos después Slater v Fock, usando un formalismo méds matemadtico,
representaron la funcién de onda atémica por medio de un determinante formado por
espin-orbitales y que ademds fuera consistente con el principio de Pauli, introduciendo el
principio variacional al determinante de Slater, lo que les permitié encontrar un conjunto
de N ecuaciones acopladas, conocidas como ecuaciones de Hartree-Fock, muy similares a
las ecuaciones de Hartree pero con un término extra llamado interaccién de intercambio

que no tiene andlogo cldsico.

3.2. Ecuaciones de Hartree y Hartree-Fock

Consideremos el operador hamiltoniano para un atomo de N electrones, despreciando la

interaccién espin-orbita:

i=] i
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Capitulo 3 Hartree-Fock

donde H; es el hamiltoniano del i-ésimo electrén inmerso en el campo de un nicleo de
carga Ne, mientras que f/}j es el operador de interaccion de dos electrones. Podemos aplicar
el principio variacional al valor esperado del Hamiltoniano para obtener el mejor conjunto
posible de funciones de N electrones, para lo cual proponemos una funcién de onda prueba

dada por el producto de funciones de onda de un electrén:
@(r1, 72, -y T) = 01(11)02(r2), s O (T0) (3.2)

Hay que observar que en la funcién de prueba no se ha tenido en cuenta la correlacién en
el movimiento de los electrones causada por el efecto de simetria.
Escribimos el valor esperado del hamiltoniano como:
J = Z/W?Hz%dﬂ 'y ZZ /@f‘ﬂj%%@jdﬂdﬁ (3.3)
i =1 §>i "
Si hacemos que la funcién para el i-ésimo electrén varfe en una cantidad arbitrariamente
pequefa 0w, y aplicamos la condicién estacionaria, entonces tenemos que:
&d = Zfé@f[ﬁ'igoidﬂ + Z/c,ojﬁ’,-jc,ojdrj]go.;dﬂ =0 (3.4)
i j#i
de la condicién de normalizacion [ @jg;dr; = 1, se sigue que la variacién satisface la

condicion:

/&,a;"goiciﬁ:o b= 1,2 cos ¥

Aplicamos el método de los multiplicadores indeterminados de Lagrange a la condicién

anterior; multiplicando por ¢; y sumando todos los productos de la variacién obtenemos:

6J = Z /599:[}’:}?(:02({73 + Z /(P;f/z?tpjd’c, e Ei]@fdﬂ =0 (35)

J#EL
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Como las variaciones en ¢; son independientes, la identidad anterior se satisface si se

cumple:

[I;T? + Z/cpjizjup?d'rj = E,:]L,O,‘ =0 3 = 1}2,..., N (36)
JFi

Este es un sistema de ecuaciones integrodiferenciales no lineales en las funciones unielec-
tronicas desconocidas 1, @2, ..., N, & estas ecuaciones se les conoce como ecuaciones de
Hartree, las cuales son dificiles de resolver directamente, por lo que se recurre al método
de aproximaciones sucesivas que consiste en utilizar funciones hidrogenoides conocidas, y

calcular el término:

Ve =3 [ udar

JF

que representa la energia promedio de interaccién del j-ésimo electrén interactuando con
los demdés electrones, que estén descritos por funciones hidrogenoides ?; una vez calculado
el término anterior se sustituyve en las ecuaciones de Hartree, para obtener un sistema de
ecuaciones de electrones independientes, a partir de las cuales podemos determinar las

funciones ), a primera aproximacién:
(A + V) — g} =0 (3.7)

Una vez resuelto este sistema de ecuaciones, se evalia una nueva energfa potencial

Vi)=Y f o1 Visprdr (3.8)

JF

para calcular la funcién ¢? a segunda aproximacién. Podemos seguir asi sucesivamente
este proceso de ir buscando nuevas funciones. Si este proceso converge podemos continuar

y obtener una energia potencial:

Vilry) = Z/@?%%ffﬂi (3.9)

i
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para la cual, en el sistema de ecuaciones
[H; + V() — ¢les(ry) =0 (3.10)

se obtenga como resultado la misma funcidn ¢; que se obtuvo en la aproximacion anterior.
A la energia potencial efectiva obtenida de esta forma se le conoce como Campo Autocon-
sistente de Hartree. Puede hacerse otra aproximacion de este potencial si promediamos
sobre las coordenadas angulares y asi obtener un potencial efectivo que sélo dependa de
la coordenada radial, es decir, la energia potencial efectiva obtenida de esta manera tiene
simetria esférica y esto hace posible una solucién ¢; como producto de arménicos esféricos
v funciones que dependen sélo de r.

Una ventaja de introducir el campo antoconsistente es que el problema de muchos electro-
nes se reduce a un problema monoelectrénico que es solucion a la ecuacion de Schrédinger
3.10 que contiene tinicamente las coordenadas de un solo electrén, debido a esto el estado
del dtomo se considera como una combinacidn de los estados monoelectrénicos.

Una desventaja es que para dar una descripcién correcta de un estado atémico es nece-
sario utilizar una funcién de onda antisimétrica; recordemos que la funcion de onda debe
ser antisimétrica si intercambiamos cualquier par de electrones, vy una funcién de onda
escrita como un producto de los estados monoelectronicos para el dtomo no es una buena
descripeidn ya que no respeta el requerimiento de antisimetria de la funcién de onda. Otra
desventaja es que el método toma en cuenta solamente la parte principal de la interaccién
entre los electrones y no la interaccion total.

La energia total de los electrones que se encuentran en el dtomo estaria determinada por

la ecuacién 3.10; si sustituimos en la integral las funciones de onda correspondientes a la
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solucion del sistema de ecuaciones 3.6 obtenemos:

& = | Wi Hpidr;+ ) / / i1 Vigoup drid (3.11)
i#f "

Pareceria natural que la energia total del dtomo sea la suma de las energias de cada
electrén, pero esto es incorrecto ya que al calcular la suma de la energia orbital para
cada electrén estamos contando cada interaccién interelectrénica dos veces, por lo que la
energia total del atomo debe escribirse como

N
1 K kT
Eatomo = E € _5 E /‘/(103911/33@5(10desz,} (312)
J=1 ’

i#]

Una funcién de onda escrita en forma de producto no es suficientemente correcta, “ya. que
cualquier aproximacién a la funcién de onda correcta debe incluir explicitamente al espin,
y debe ser antisimétrica con respecto al intercambio de electrones” [3]. Este problema se
corrige utilizando espines orbitales en lugar de los orbitales espaciales, y escribiendo la
funcién de onda como una combinacién lineal antisimétrica de espines orbitales. “Esto
fue indicado por Vladimir Aleksandrovich Fock y John C. Slater en el afio de 19307 (3],
por lo que al método de campo autoconsistente que usa espin orbitales antisimetrizados
se le conoce como célculo de Hartree-Fock. Si bien el problema de antisimetria se corrige
de esta manera, atin queda pendiente el problema de considerar la correlacién electrénica,
aspecto que no discutiremos en este trabajo.

Los primeros célculos atémicos de Hartree-Fock eran realizados usando métodos numéricos
para resolver las ecuaciones de Hartree-Fock; afios después Roothan|3] propuso representar
a los orbitales de Hartree-Fock como combinaciones lineales de un conjunto completo,

llamadas funciones base las cuales son una descripcién matemética de los orbitales.
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Capitulo 3 Hartree-Fock

Una base muy utilizada en los cdleulos atémicos de Hartree-Fock son los [lamados orbitales
de tipo Slater (STO), que tienen la siguiente forma:

v :
[((_;z)TT_l exp® Y™(0, ) (3.13)
donde ¢ es un pardmetro llamado exponente orbital. El conjunto de todas estas funciones
con n,l, y m enteros forma un conjunto completo.

Para poder hacer una comparacién entre los valores de las energfas del Método Varia-
cional con el método de Hartree-Fock se recurrié a un programa que se puede encontrar
en el libro "Computational Physics”de Steven Koonin. También se utilizé el programa
Gaussian O3W el cual es un programa mucho més complejo y completo que el primero y

tiene la capacidad de realizar cdlculos atémicos y moleculares de mayor complejidad. La

comparacion de estos resultados se muestran en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Resultados

En esta seccién se presentan los resultados obtenidos mediante el uso del calculo variacio-
nal comparada con los valores experimentales reportados para el d&tomo de Litio y algunos
iones de tres electrones que se pueden encontrar en la referencia [7]. También se efectia

la, comparacién con los resultados obtenidos mediante el método de Hartree Fock.

4.1. Resultados con un parametro variacional

En la tabla 4.1 se muestran las energias obtenidas por el método variacional mediante el
uso de un solo pardmetro, considerando a la funcién de onda prueba como el producto de
tres orbitales hidrogenoides. También se incluye una columna con los datos experimenta-
les. Como puede apreciarse para el caso del Litio el error es un poco mayor que el caso de
los iones aunque no es muy grande. Asi mismo se observa que la energia calculada para
estos casos cumple con el principio variacional, es decir los valores estdn por encima de

los valores experimentales.



Tabla 4.1: Resultados del cdlculo variacional con un parametro

6n | Z a Energfa variacional (eV) || Energia Experimental (eV) | Y%Error

Lq 3 || 2.5356 -196.7974 -203.48 3.28
Be™ || 4 || 3.5356 -382.6006 -389. 82 1.85
B+t || 5 || 4.5356 -629.6038 -637.51 1.24
CTT* |l 6 || 5.5356 -937.8070 -946.55 0.92

Las figura 4.1 muestra las gréficas de las densidades de probabiliidad radial para los

orbitales 1s y 2s para el d&tomo de Litio con el valor de a calculado.

R+
0.12

o.10F
0.08 |
0.06 |

0.02 |

~ 1 (u.a)
6

Figura 4.1: Densidad de probabilidad radial de los orbitales 15 y 25 obtenidas con un parémetro

variacional
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La densidad de probabilidad radial total se muestra en la figura 4.2,

R~
Q12 r

0.0 |

0.08 -
0.06 -

0.04 1

002

r{wak
L1}

Figura 4.2: Densidad de probabilidad radial total obtenida con un pardmetro variacional

4.2.

Resultados con dos parametros variacionales

En la tabla 4.2 se muestran los resultados que se obtuvieron con el método variacional

utilizando dos pardmetros variacionales diferentes para los orbitales hidrogenoides. Como

se puede apreciar el resultado es mucho mejor que el edlculo con un pardmetro y coincide

con el céleulo realizado por Rioux|6].

Tabla 4.2: Resultados obtenidos con dos parametros variacionales y una funcion no simetrizada

dtoma o ion || 2

Li W 3

m

BT 3
O+ 6

Be? 4
I D || Wil

o o] Energia Var (eV) || Energia Exp (eV) || % Error
2.6752 || 1.3682 -2011.0325 -203.48 121
3.6697 || 2.4440 -386.6045 -389. 82 (.82

4.6703 | 3.4743

-633.4907 -637.51 .63

5.6654 || 4.4909

-941.6178

33
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Como se menciond en la seccién 2.3 el cdlculo se puede mejorar utilizando una funcién
antisimétrica; los resultados correspondientes se muestran en la tabla 4.3, donde se obser-
va mejorfa en los resultados aunque de manera poco apreciable, sin embargo el trabajo

analitico y numérico requerido para obtener estos resultados es mds complicado.

Tabla 4.3: Resultados obtenidos con dos pardmetros variacionales y una funcién antisimétrica

atomo o Ién || Z o B Energia Var (eV) || Energia Exp (eV) || %Error
Li 3 || 2.6797 || 1.8683 -201.106 203.48 112
Bet 4 || 3.6848 || 2.9213 -387.336 -389.82 0.63
B+ 5 || 4.6871 || 3.9451 -634.837 -637.51 0.42
SR 6 || 5.6893 || 4.9590 -034.568 -946.55 0.31

Las densidades de probabilidad radial para los orbitales 1s y 2s con los pardmetros o y 3

para el caso del Litio utilizando una funcién no simetrizada, se muestran en la figura 4.3.

IR
012 r

0.10 -
0.08 —
0.06 i
0.04 1

0.02 5 B2 Hiemg

oopli == —— e R i 1)
0 2 10

Figura 4.3: Densidades de probabilidad radial de los orbitales 1s y 2s obtenidas con el uso de

dos pardmetros variacionales diferentes y una funcién no simetrizada
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La figura 4.4 muestra las densidades de probabilidad radial de los orbitales usando una

funcion antisimétrica.

[Rir)f

- — rotr.a)y
8

Figura 4.4: Densidades de probabilidad radial de los orbitales 1s y 25 obtenidas con el uso de

dos pardmetros variacionales y una funcion antisimétrica



La figura 4.5 muestra una comparacion entre las distribuciones de probabilidad radial

total para los cdlculos realizados para el estado base.

[R()[*r*

0.04 |

0.02 4

0.00

- r(u.a)
10

Figura 4.5: Comparacién entre las distribuciones de probabilidad radial total. La linea punteada
corresponde al cdlculo con sélo un pardmetro, la linea con guiones corresponde al céleulo con
dos pardmetros pero sin simetrizar la funcién, y la linea continua es para el calculo con dos

pardmetros v una funcén antisimétrica

A diferencia de lo que ocurre con los valores de la energia, las graficas de la distribucion
de probabilidad radial son notoriamente diferentes.

La tabla 4.4 presenta los resultados obtenidos del cdleulo variacional para el estado base. Se
puede apreciar una mejor aproximacién si se usan dos pardmetros variacionales diferentes,
también se observa que una funcién no simetrizada proporciona una buena aproximacion
a la energia del estado base; sin embargo, no respeta el requerimiento de antisimetria
de la funcién de onda. El uso de una funcién antisimétrica proporciona un valor més
aproximado de la energia del estado base, pero el célculo se vuelve méds complicado.

El uso de dos pardmetros variacionales hace evidente el efecto de apantallamineto de la
carga nuclear, este efecto se nota en los valores de los pardmetros variacionales donde se

observa que los electrones 1s sienten mds carga nuclear que el electrén 2s.
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Tabla 4.4: Resultados obtenidos del calculo variacional para el estado base

Tipo de Funcién o 6] Energfa variacional | %Error
No simetrizada con un pardmetro | 2.5356 - -196.7974 3.28
No simetrizada con dos pardmetros || 2.6752 || 1.3682 -201.0325 1.21
Antisimétrica con dos pardmetros | 2.6797 || 1.8683 -201.106 1.12

4.3. Resultados del cilculo variacional para el estado

excitado 1s2p. del atomo de Litio

El valor experimental de la energia del primer estado excitado del dtomo de Litio es de

-201.629 eV [10], la tabla 4.5 muestra los resultados obtenidos usando dos parémetros.

Tabla 4.5: Resultados para el estado excitado 15%2p, del Litio

Tipo de funcién o Jo) Energia eV || %Error
no simetrizada || 2.68454 || 1.58077 -194.888 3.34
Antisimétrica 2.68853 || 1.46506 -195.051 3.26

como puede observarse, las energias variacionales obtenidas para los célculos del estado
1s2p. estdn un poco alejadas del valor experimental, la diferencia de error entre ambos
cdlculos es muy cercano y difieren de un 0.08 %, se puede observar por el valor de los

pardmetros variacionales, que el electrén en el orbital 2p se encuentra més apantallado

del nticleo que los electrones que se encuentran en los orbitales 1s, entonces se puede decir
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que la energia del electrén en el orbital 2p es menor que la del electrén ls. Las figuras
4.6 y 4.7 muestran las graficas de la distribucién radial de probabilidad para los orbitales
1s y 2p. usando una funcidn no simetrizada y una funcion antisimétrica; la linea sdlida
representa la densidad de probabilidad para el orbital 1s y la linea punteada representa

la densidad de probabilidad para el orbital 2p..

IRieH*r*

D.II[
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0.08

i
i Foali 0 R

tori{ua)
8

Figura 4.6: Densidades de probabilidad radial eon funcién no simetrizada

Rix)f

Figura 4.7: Densidades de probabilidad radial con funcién antisimétrica
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Las densidades de probabilidad anteriores a simple vista parecen iguales, la figura 4.8
muestra las densidades anteriores puestas en una sola gréfica; aqui se puede apreciar la

notoria diferencia.

[R(r)|* =

0.08
0.06 |
0.04

0.02

0.00

Figura 4.8: Comparacién entre las densidades de probabilidad radial

Se puede apreciar de la figura 4.8 que las densidades de probabilidad radial para el orbital

15 no cambié mucho pues el valor del pardmetro es muy parecido y las densidades parecen
5

empalmarse; sin embargo, en las densidades de probabilidad radial para el orbital 2p, hay

una notable diferencia.
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Las densidades de probabilidad radial total para ambos cileulos se muestran en la figura
4.9, la linea punteacda representa la densidad de probabilidad radial total para el cdlculo
con una funcidn no simetrizada y la linea solida representa la distribucién de probabilidad

radial en el caso de una funcidn antisimetrica.

[Rery

014 [-
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Figura 4.9: Distribuciones de probabilidad radial total para el estado 152p.
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4.4. Resultados obtenidos con el Método de Hartree-

Fock

Hicimos varios calculos de Hartree-Fock usando diferentes tipos de base, entre ellas estan
las bases STO-3G, 3-21G, 6-31G(d) y la 6-3114+G(d) para hacer la comparacién con los
resultados obtenidos variacionalmente, se encontré que el uso de una funcién antisimétri-
ca con dos pardmetros variacionales es buena si se compara con las bases 5TO-3G (6
funciones base) y la 3-21G (11 funciones base), sin embargo, se tiene un mejor resultado
en el Hartree-Fock con funciones 6-31G(d) y 6-3114+G(d) ya que tienen 17 y 21 funciones
bases respectivamente. La tabla 4.6 presenta los valores de la energia de Hartree-Fock ob-
tenidas con Gaussian y la energia variacional obtenida en este trabajo. Con el programa
de Koonin se obtuvo una aproximacion de -195.089 eV para la energia del estado base,
si comparamos con la base STO-3G utilizada en Gaussian es muy cercana. Si hacemos
una comparacion entre los resultados obtenidos con el método variacional y el método de
Hartree-Fock, vemos que la energia variacional obtenida con una funcién no simetrizada
de un pardmetro es mejor que el resultado obtenido mediante el programa de Koonin,
pero no mejor que los obtenidos con Gaussian; sin embargo, si usamos una funcién no si-
metrizada con parametros variacionales diferentes el resultado es mejor que los obtenidos

con las bases STO-3G y 3-21G aunque no mejor que las bases 6-31G(d) y 6-311+G(d).
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Tabla 4.6: Comparacién de resultados para el estado base del Litio.

Tipo de Funcion Energia HF (eV) || %Error
Hartree-Fock (base hidrogenoide - Koonin) -195.089 4.12
Hartree-Fock (base STO-3G - Gaussian) -198.98 221
Hartree-Fock (base 3-21G - Gaussian) -200.77 1.33
Hartree-Fock (base 6-31G(d) - Gaussian) -202.13 0.66
Hartree-Fock (base 6-3114+G(d)- Gaussian) -202.14 0.65
Variacional (funcién no simetrizada con un parametro) -196.7974 3.28
Variacional (funcién no simetrizada con dos parametros) -201.0325 1.21
Variacional (funcién antisimétrica con dos pardmetros) -201.106 1.12
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Capitulo 5

Conclusiones

El método variacional en la Mecdnica Cudntica es un método aproximado que se utiliza
para resolver la ecuacién de Schrodiger independiente del tiempo. En este trabajo se
ejemplificd la aplicacion del método variacional en sistemas atomicos pequenos.

El sistema de estudio en este trabajo fue el 4tomo de Litio y se logré aproximar la energia
del estado base y de un estado excitado usando como funciones de prueba los orbitales
hidrogenoides usando la aproximacién Born-Oppenheimer y despreciando la interaccion
espin-orbita.

Los célculos realizados en este trabajo fueron comparados con los resultados obtenidos
por Saleh-Jahromi and Williams Moebs en su articulo “Energy Levels of the Lithium
atom” [5], también se comparé con el articulo publicado por Frank Rioux, “A comment on
the energy levels of the lithinm atom” 6], dando una buena aproximacién al estado base.
El éxito de obtener una buena aproximacién de la energia variacional depende del tipo
de funcién de prueba que se elija, en principio se puede proponer cualquier funcion de

prueba pero lo adecuado es tomar aquellas funciones que representen mejor el sistema
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cudntico de estudio, en este caso se escogié trabajar con orbitales hidrogenoides logrando
una muy buena aproximacién. El empleo de dos pardmetros variacionales diferentes en
las funciones hidrogenoides proporciona mejores resultados que los obtenidos con un solo
pardmetro en los cdlculos de la energia.

Los resultados obtenidos de la energfa variacional para el estado base fueron mejores
en iones de tres electrones que en el Litio, lo cual puede deberse a que al aumentar la
carga nuclear el efecto de apantallamiento para el electron mds externo se vuelve menos
importante.

El uso de una funcién de prueba antisimétrica formada con espines orbitales proporciona
una buena descripcién del 4tomo y una buena aproximacién a la energia del estado base del
Litio y de su primer estado excitado; sin embargo el método de Hartree-Fock comparado
con el método variacional es mejor debido a que en un célculo de Hartree-Fock se usan
diferentes tipos de funciones bases, incluso pueden ser combinaciones lineales de orbitales
atémicos; puede observarse también que un buen céleulo de Hartree-Fock depende mucho

del ntiimero de funciones base que se utilicen.
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Apéndice A

Teorema Variacional

Para demostrar el teorema variacional desarrollemos ¢ en términos del conjunto de funcio-
nes propias ortonormales y completas del hamiltoniano H, en otras palabras, en términos

de las funciones propias estacionarias 1: [3].

Y= Zak% (A1)
K

que cumple con la ecuacién de eigenvalores:

Hiy = Extne (A2)

Usando la ecuacién Al para calcular el valor esperado del hamiltoniano tenemos:

/ c,o*I:I wpdr = / Z aiw}tf] Z A WUmdT
’ k m
= / Z ”El[z Z a-mf:f’(z’l’de
k

m



luego, usando la ecuaciéon A2 nos queda:

/W*ﬁ@dT = Z Z azamEmékm (Ag)
i Em

sumando sobre m nos queda:

/(p*fnfcpd’r = Z apap By = Z lag|* Ex (Ad)

k k

Como Ej es el valor més bajo de la energia del hamiltoniano, entonces Ej > E;, ademés

la cantidad |ax|? es positiva, entonces |ax|?Ey > |ax>Eo y por lo tanto >, ax[*Er >
2n

Ek |ax|* Eq.

Asi la ecuacién A4 nos queda queda:

/cp*fftpd'r = axlPEe 2 okl Eo = Eo Y ol (A5)
k k E

Ahora, debido a que ¢ estd normalizada, usando Al nos queda:

&= /@*WdT - Z Z aza*m/‘?/)z’l}‘,’m(fq' _— Z |ak|2 (A6)
Em -

Sustituyendo este resultado en A5 obtenemos finalmente el teorema variacional:

/cp*ﬁ’god'r > Ey (A7)
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Apéndice B

Calculo de Integrales de Coulomb y

de Intercambio

En el calculo variacional para el estado excitado 1s%2s del dtomo de Litio, resultaron
integrales de interaccion coulombiana y de intercambio, en esta seccién realizaremos el

calculo de algunas de estas integrales.

B.1. Calculo de Ji.;

Consideremos la integral de Coulomb:

1
J'les = (@13(7'1 )9913 (7"2) 1 E ‘9015(’“1)9913(7‘2»

o bien en su forma integral:

Q53 2 oo T Qar (o] T o2 1
diagy = (—) [ f / ] f f e 2 em20r2___y2 gin ) dry dfy dey r3 sin Oadradfsydey
m 0 0o Jo o Jo Jo T12

(BL)
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. o s y , . 1
Usando el teorema de adicién de arménicos esféricos, podemos expresar el término -

12

coOMmo:

o0 1 !
- Z Z S mm(ebff?l)]*}im(gzgfﬁz)% (B2)

2
+
—

Sustituyendo el desarrollo de la ecuacién B2 en Bl, multiplicando y dividiendo por

YO[YP) = £ vy separando la parte radial de la parte angular tenemos:

3 2 o ! o oo !
J i _ g_ E E dm / 6,72051'16,—20:?‘2 T '1"27‘2091‘] d”f‘z
lsls — = e 1%2
T Ql + 1 0 0 T[>+1

=0 m=-1

27 T
x / ] Y61, 1) Y2(0y, 1) sin 0,d0; dmy
0 0

2 pw
X / ] (Y2 (0a, d2)]* Y™ (B2, ¢2) sin OdOzd 7y
o Jo

Aplicando la ortogonalidad de los arménicos esféricos, tenemos:

3\ 2 > l 0 oo {
« 4 B g T g
JT].S]_S = — E E € 2““6 2ams -“—""£,<1 TfT%dTldTg

=0 m=-1 >

X 01,001m,001,00m,0

Sumando sobre m y [, solo sobreviven los términos con m=0 y [=0, al desarrollar nos

queda:
O o 1
'Jlsls = 160—'6 / / e—2mle~20rg —'f'%rfgdrld’??
Jo o J0 >

Para resolver esta integral podemos partir el intervalo de integracion, de la siguiente
manera, primero integramos sobre ry, entonces en el intervalo 0 < 7, < 7 se tiene que

r- = rg, y para el intervalo ro < r; < oo tenemos rs = ry, entonces tenemos:

g I% s f IO by = g Tl
Jiss = 16 ] A ([ e ‘“‘—d?‘1+[ e “Tlfd*rl) dry
0 0 T2 T ?1
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Estas integrales son faciles de resolver analiticamente, el resultado de la integracién es:

576"
J1s1s = 2

Se procede de la misma manera para las integrales Jyg05, Kiss ¥ Misos

B.2. Calculo de Jj4),

En el célculo variacional para el estado excitado 1s%2p, del dtomo de Litio, resultaron
integrales de interaccién coulombiana y de intercambio, en esta seccion realizaremos el
calculo de estas integrales.

Consideremos la integral:

1
J1s2p, = (‘Pls(fl)@zpz(T3)|E\iﬂls('rl)‘f?%("‘a‘%))

que en su forma integral es:

013)6'5 o0 T 2T o0 i 2
Jisop, = 2/ / f / / / g oy P g G—frlrasmﬂl sin 0
3272 Jo Jo Jo Jo Jo Jo 713

X d’f’l d@; d¢1 dTS d93d¢3

Sustituyendo el desarrollo en serie del término ;i—d , podemos separar la parte radial de la
parte angular de la siguiente forma:

l

Q3 2ary ,—frs, 2,4 T <
T etemgpra 2t < g g
3272 23 |—1 A8 P Tre

2m
/ / / / "0y, 01)]"Y;™ (03, ¢h3) cos® Bs sin Oy sin O3dfy dOsde des

Jls2pz
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Centremos nuestra atencién en la parte angular; llaméndola w, y escribiendo los diferen-

ciales de la parte angular como df2, entonces tenemos:

w:/ mm(glaébﬂ]*dﬂlf Y™ (03, ¢3) cos® B3ds
Q Qs

Podemos expresar el cos? 83 como :

; 4
cos® O3 = ?[Ylo (63, ¢3)] Y, (03, b3)

Sustituyendo en w tenemos:

‘ 4 ) .
W = [ (Y™(61, ¢1)|"dS2 % %‘ [}'10(93;@53)]*}/,57”'(93,6,53)3/10(93,¢3)d93
1951

J8g

Ahora regresamos a la integral de Jy4, v sustituimos este resultado:

‘3/55 e
327?3 2[ uh 1

_2“”6_6”7457“3 l«fl drydry x

Jls?p =

. [¥,™ (61, ¢1)]"dh X —/ [Y2(03, 63)]"Y,™ (83, ¢3) Y7 (63, ¢3)dS2s

Sumamos sobre [ v m, recordando que [ solo puede tomar valores de {=0,1 entonces
tenemos los siguientes términos:
conl=0,m=0ycon =1 tenemos tres valores de m, es decir m = —1,0,1

a®3° 1672 . .
Jisw = 35573 1(71,73) s Y5 (61, 61)] dQl/ (YD (83, 3) " Y (03, 03) Y7 (05, 63)d02s

J Q3

3!‘6) 167T -1 % -0 *
3972 9 Rz(ﬁ;?"%){ 4 [Yl (91,¢1)] d( L [}1 (93;0’53)] Y (93 (/bs) (937453)5[93
f 2(0y, ¢1)]"dh X [Y(03, 63)]* Y (05, d3) Y (05, 3)dS2s

/ H(6, 1)) A [Y (03, 3)]" Y1 (85, 93) Y7 (63, bs)d€2s}

donde:

o o<
Ri(r1,73) :47T/ / Rt r;—a’r]a’u
0 Jo

I
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471'
4207" —fBrg 2,4 i
Ry(ry,73) = Le TR — =) —dridrs

Pero debido a la ortogonalidad de los armdnicos esféricos el tnico término que sobrevive

es [ =0, m =0, por lo todo se reduce a resolver la siguiente integral:

a3 167

Jisap 3272 3

R1(T1,?"3)L[YOO(GL,qbl)]*dQL/Q [Ylo(gsa¢53)]*Y60(93=¢3)}ﬂ0(937¢3)d93

Después de integrar la parte angular se obtiene la siguiente expresion:

3a’pr [ J% 1

- —2ary ,—Fra, 2, 4

Jisgp = 2 e Lem sy — oy
0 0 s

Integrando primeramente sobre r; entonces en el intervalo 0 < r; < ry tenemos que

r~ = 13, y en el intervalo r3 < r; < oo tenemos que rs = ri, entonces escribimos la

integral como:

3 Ot’3 55 o0 , 3 " ']“2 fors) .
Jisop = 2‘ [ e Frorg / e Mlﬂ—idf‘l +/ €2n717'ld'7’1) drs
v . U 0 73 T3

Integrando obtenemos el siguiente resultado:

] _ B[l 6a+p
J1s2p — 4 64 —(204_]_5)5




Caélculo de K,

Calculemos la integral Kgp:

Kisop = (01, (r2)Pap, (7“3) |902pz (r2)1,(73))

o bien
3125 oo T 2 o0 T 2
a°G° LB r B 1
Kysp = _5/ / / / / f e~ (o 8)r2p5 cos Bye~ (44 5)70rg cos B3—drmydr
327 Jo Jo Jo o Jo Jo 723
donde

dTQ = T‘g sin H2Ci7‘2d92d¢2

drs = 73 sin Oadrsdfszdes

Separando la parte radial de la parte angular tenemos:
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Usando el teorema de adicién de arménicos esféricos, podemos expresar el término -

COImo:
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Sustituyendo este desarrollo en serie en la integral y reacomodando obtenemos:
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Podemos expresar cosfy y cosfly en términos de los armonicos esféricos Y (0a, ¢2) ¥

(Y2(63, ¢3)]* es decir:

para tener:
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Aplicando la ortogonalidad de los armdnicos esféricos:
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sumando sobre [ y m sélo sobreviven términos conm =0y [ =1
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Integrando primero sobre 7o en el intervalo 0 < rp < r3, tenemos que 7> =13 y rc = 72,
y en el intervalo r3 < ry < 0o, tenemos que 5 = 73 y 7« = 13, entonces podemos separar

la parte espacial en dos regiones de la siguiente manera:
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Una vez integrado se obtiene el valor:
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Resultados de las integrales de Coulomb y de Inter-

cambio para el estado base

5o
Jlsls . ?
. af (8a + 20033 + 120752 + 10a6° + %)
ls2s — (2& 7|‘_ /3)5

160333 (2002 — 3003 + 1337)
Qo+ 5)

I(ls‘z,s =

_32¢/3(a%)} \/FF(~2640* + 28078 + 860252 + 21a8° + 8°)
a2(2a + B (6a 1 P)*

Mg =

Resultados de las integrales de Coulomb y de Inter-

cambio para el estado excitado
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