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Se asegura que todos 1los problemas gue se& incluven se --
pueden resolver con la teoria vista.

o o r .
La seccion a) se incluye pretendiendo dar un panorama --
. Z / -
general del material que se trata a lo largo del capitulo, --
buscando situar al alumnado.

lLLas seccicnes b) y c) se introdujeron con el afé% de mo-
tivar a %os estudiantes, sobre todo a }os de las distinpgs ——
ingenierias, gue sienten poca atraccicn hacia la cuestion —---
tedrica, cuando eeta no vd acompafada de una buena dosis de -
aplicaciones.

En lo correspondiente a la secci&n d), toda la exposi---
cidn busca ir introduciendo al alumno de manera natural en --
conceptos que van aumentande en grado de dificultad y donde -
es posible se les motiva mediante ejemplos muy sencillos.

F 7 a
i0ue relacion guarda esta propuesta con respaecto al pro-
grama actual gue se maneja en la materia?

De entrada, podemos decir que no hay una diferencia fun-
damental en lo referente al contenido del material gue se cu-
bre. Basicamente se trata del mismo, aunque difiere sustan---
cialmente en el orden en el gue se presentan los temas.

S ] . D .
2 Por queldeoldlmos seguir este orden? Trataremos de ex--
plicarlo lo mas ampliamente posible.

Elegimos empezar con Vectores en rR™, para aprovechar que
se mantienen relativamente frescos en lz mente de los alumnos
conceptos que se manejaron en Geometria Analftica Vv en Mecd--
nica, ejemplo: la nocicon de vector en los espacios de dos y -
de tres dimensiones y aspectos relacionados, normas, dngulo,
distancia, etc. De hecho, cada vez gque desto es posible, se --
lez menciona que tal o cual cosa ya la conocen, remitiendolos
al cursc donde lo vieron.

No pegdamos de vista, sin embargo, que todas estas no---
cicnes estan generalizadas al espacic de n dimensicones porgue
&8 muy importaqte desde el principio tratar de mostrgr qu? no
tenemos por gue limitarnos a Casos particulares, aqul serian
los espacios de dos y tres dimensiones, cuando "se siente’,
que sin mayor problema puede pasarse al de n dimensiones ¥y —-
que ello no implica el perderse en abstracciones innecesarias.

Qtra argumentaciém a favor de 1la introducci&n de Vecto--
res en R como Capftulo I, serfa decir que la estructura de -
un vector es mucho mas sencilla que la de una matriz y por --
ende, mas facilmente asimilable.

En l1la&a presentacidn de SEL como Capftulo II, lo importan-

y ¥ /
te,ser{a el mostrar distintos métodos de resalverlos, que es

. = / 3
practicamente la parte medular, no so¢loc del capitulo, sinc de
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CAPITULO 2

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
2.1 I NTRODUCOCION

7o
Al introducirnos a este capitulo, estamos penetrandc a -

¥ - B R

lo que sera la parte medular del cursc : la rescolucioh de =

Sistemas de Ecuacioneq Lineales (SEL). Desarrollaremos aqul
/

dos de los metodoﬁ mds utilizados para e€lloc : el llamado Me-

tode de Eliminacion de Gauss yv el Metodo de Gauss-Jordan.

Estamos seguras de que el contenido de este cap{tulo i
traerd poderosamente la atencicn del alumnado, puesto que ve-
réﬁ un material gue Llenw aplicaciones muy variadas e intere-
cantes, ya sea en el drea de estudic especifico de sus carre-
ras, comoc en el resto de los cursos gue llevan.

Ademés, este material ya les es un tante conocido, pu
to que desde la secundaria se tiene contacto con los SEL, aun-
que,de tamanc pequeno, a lo mds de tres ecuaciones con tres -
incognitas.

; : . 7 n
Aparte de las aplicaciones, ye de por si interesantes, -
= . - 4 :
ice conceptos y algoritmos gue aqui se trabaien serdn de g
utilidad posterior.

an

.

2.2 BREVE RESENA HISTCGCRTIGCA.

Hablar de la historia de los Sistemas de Ecuaciones Li--
=Y A s . . e -
neales significa hablar primero de lo que es una ecuacicon li-
neal .

El problema de resolver una de las mas sencillas de las
ecuaciones lineales, la que tiene la forma ax = b, es algo --
que ya,ocupaba a los hombres antiguos. Los egipcios incluso
vya sablan resolverla, pues se les habia aparecido como resul-
tado de dificultades a la hora de realizar ciertas medicio-—-
nes .

La aparici&h de los SEL se debe mas g que nada a la nece--
cidad de resolver ciertos problemas prdcticos.

Franc01s Viete (1540-1602) y Rene Descartes ({1596-1650)
fueron los gue establecieron 1la notac1on gue actualmente s= -
ut;llaa Anteq;ormente tode se escri ibic en latin Yy no exis-
+ld una notacion gque fuerszs praftlca

stav Jacob Jacobi (1804-1851
resoclver un{SEL obtenidc de s
unca llego a soluciocnarlo.

] v

en planteoc 1la
-

-tudics en Fi--—
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r
senta la solucidn habitual de las ecuaciones simultaneas por
eliminacion sucesiva de incégnitas. En uno de sus capffulos
presenta ademds otra solucidn mediante lc que s£ conoce COomo
determinante, e incluso llega a mencicnar ls famosa regla a--
tribuida hoy a Gabriel Cramer.

Gabriel Cramer (1704-1752) publicc en 1750 lz misma re--
gla gue dos afics antes habia aparecido =n =1 tratado de Mac -
Laurin. Lo mds probable es gue esta regla sea conocidsa como
la Regla de Cramer debidc & la supericridad de la notacion.

3 . /7
Fosteriormente, Ha

arl Friedrich Gauss (1777-1855) da un
netodo para resolver 1l casc general del sistema A¥x = b, co--
nocido con el nombre de Mdtodo de Eliminacich de Gauss Y oCcu--—
vas ideas fundam=ntales =e remcontan a la é poca de los babilo-

niocs.

En la actualidad, 1 problema de resclver un SEL se ha -
visto reforzado con €l empleo de la computadora y hea alcanza-
do grados de desarrcllc que son en verdad asombrosos. Ha da-
do lugar a la aparicidn de ramas de las Mdtewé%icdc COmG SOn
el Andlisis Numerico y la Programacion Lineal gque en nuestros
dfas son de utilidad inso spechada.

2.3 PR BLEMAS APLICADOS

Problema 1. Un modelo sobre flujo de tran51to Lo que ve-
remos a continuacicn es como un problema de flu;o de transito
citadino puede modelarse medizante un SEL.

; B " = o
En el diagrama siguiente se muestra una seccion de la --
ciudad de Hermosillo., Sonora.

& 350 300G 450
&
100 PEAL 4= < 400
F E D
[ A
X3 Xa Xy
200 s — 1 b b 3200
c Xs B Xa g
A : A
; b
1 L
|
150 50 200
Las flechas ?O indican el sentide en el gue viajan los
vehlcu%os v los numercs que aparecen represengan la cantidad
de wvehiculcs gue entran y gue salen en un pericdo de una ho--
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/ -

Esta medicion se hizo colocando contadores en cada’una -
de las intersecciones en una de las hora '"pico" del trafico -
citadino (Qe §:00 a 9:00 a.m. ). Se han designadec mediante --
letras mavusculas las interseccicnes de las calles y mediante

5 z . H £ 3
variables con subindice el flujo de trafico entre intersec---
ciones adyacentes.

La calle que vd de B a A estard en etapa de bacheo. Los
trabajos se rezlizaran & partir de las 8:00 a.m. Se reguiere
por lo tanto que el trdfico sea mfnimo, perc sin causar embo-
tellamientos en otras calles.

' / e 7/ /
zQue recomendacion daria usted al Departamento de Tran-
site, encargado de resolver este problema 7

Problema 2.- Teoria de Circuitos Eléctricos.- Un circuito -
eldctrico es una serie de dispositivos eldctricos conectados

entre =i de tal manera gue existe un flujo de corriente entre
elleos y se produce un efecto determinado.

Un circuito eléctrico consta de dos tipos de elementos
activos vy pasivos. Entre los elementecs activos se tienen las
fuentes de voltaje o fuentes de corriente ; entre los pasivos
estdn las resistencias, transformadores, inductancias, capa--
citancias, etc.

Un ¢ircuito elébtrico puede dividirse en mallas o redes
parea desglosar la informacidn gue pueda tenerse de 1. uUna -
malla o red es una interconexich de dispecsitivos eléctricos -
coms transistores, baterfas, resistencias, capacitores, etc.

En un circuito se tienen ciertos puntos en leos cuales --
ceoinciden {ofbay conexion entre) varios conductores. Este --
punto de unicn recibe el nombre de nodo.

Debido & la naturaleza propia de los elementos gue se —-—
. s /- .
cuentan entre los del tipo pasivo, resulta que los mas senci-
llos son las resistencias.

Dentroc de la teorfa de circuitos eléctricos la hipétesis
fundamental de linealidad se conoce ccomo la Ley de Ohm. Esta
ley establece que : '

= . ; / : -

"La intensidad de corriente electrica es directamente —-
proporcional al veoltaje e inversamente proporcional a -
la resistencia'.

i =il ” o o =
Pero tambien se hace presente una propiedad de aditivi--
dad, ya que :

"Si la misma corriente pasa por una red con solamente --
tencias conectadas en serie, le; czida de ---
de 1z red e= la suma de lzs caidasz indivi---
st i

=
.
"

E
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Esto se conoce com¢e la Segunda Ley de Kirchhoff.

Pero ademés se tiene la Primera Ley de Kirchhoff gue di-
ce que

’ ", corriente que llega a cierto nodo en un ¢circulto —-—=-
» - - . 2=y
electrico es igual & la corriente que sale de 1".

ales ofrece un excelente
4 -
a, comoc se ve & gomls ==

Q.

e circuites lin

/ {
Asi, la tecria
uti adc en Ingenier

&

ejemplo de SEL utili
N

nuacliorn:

Ha (D

N

Corisidere el siguiente circuito. Determine los wvalores
de la corriente en cada recsistencia.

i
Fet &
B RN
A
PR

—sti6 L
AAN

|

B
A ———20 V. g g
®

20 V.

——e

Problema 3.-, Modelos de Leontief (*).- Este es un modelo —-
usado frecuentemente en Economia y consiste en lo siguiente:

HSupongamos que un sistema econdﬁico tiene n sectores —---
economicos. Cada sector tiene dos tipos de demanda : exter—-—
na, que viene de afuera del sistema, e interna, que es la he-
cha a un sector por otro sector del mismo sistema.

i Tenemos e, para representar la demanda externa hecha al
i-esimo sector y &g para representar la demanda interna he-
cha al i-esimo sectfor por el j—ésimo sector. Mas precisamen-
tew ac; representa el n'merc de unidades del producto del --
i-d=imé sector necesario para producir una unidad del produc-
to del sector j. Sea %/ 1la producci&n del sector i. Supon——"
gamos que la produccién de cada sector es igual a su demanda
(esto es, no hay sobreproduccién). La demanda total es igual
z la suma de las demandas externa e interna. Para calcular -
l1a demanda interna del sector 1 notemos Qgue g¢ #: €8 da =
demanda hecha al sector i por el sector 1; asi, la demanda —-
interna total del sector i1 es

ag X, + @i Xy * ... * 8in Xn

. / i 4 o g ’ .
(*) Llamado asi debido al economigte amerilceano Wassily W.--—-
Leontief.
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7 . - = . B
Llegamos asi al siguiente sistema de ecuaciones obtenido
de igualar la demanda total con la produccicn de cada sector:

1ty X/ s a,z Xp_ s °F Qin Xn + E:, = Xy
Baj Hj F 238 BE F wsn = San Xn +* €n = X g
8pny X, + 8pg Hag + + 8pn Xn *t €En = Mpn
De donde
(1L - ap )¥t - @ a0 Xy - - 8,n Xn = &
= aa" Hy * (1 = dlﬁ.j}‘z_ - a;n_ }’fl = =
~ &p, X, - Bpg Xg - + (1 - app )%= €n
e . : = ($ 5
Este =lstema de n ecuaciones con n incognitas es muy
importante en el analisis econdmico Ejemplo

La cCOﬂnmla de un cierto estado PST; sostenida por tres
sectores economicos que dependen entre =1 perc que no depen-
den de sectcores del resto del pals. stos sectores son : a--
gricultursa, gana@grl& ¥y pesca. En la siguiente tabla se —----
muestra la porcicn de cada producto cansumido por cada uno de
los sectores

e

Produceidn
Agricultura Ganaderia Pesca
Agricultura 46 &4/7 275
Consumo Ganader{a 2/86 23/14 1/5
Pesca ) 1/6 Iria 275
Este arreglo podemos interpretarlo como sigue : la agri-

¥
cultura consume 3/6 de su propia prodUPc1on la . ganaderia —---
consume 1/5 de la produccidn del sector de la pesca, etc.

[
Supongamos que los ingresos de cada sector economicc es-
tan dados por 12’ I, € I3, respectivamente.

Bajo el supuesto de que €l ingreso ocasionado por las --
ventas, del producto es igual Jl gasto ocasionado por la pro--
duccion, €sto es la produ001on de cada sector e=s igual a su -
consumo (es decir, no hay sobreproduc01on), de,ermln— les in-

gresos de cada unc de los miembros del sistema econdmico.

Observacion. - El tipo de modelo gue se manejJ es muy utili--
zado en Economia y recibe el nombre de Modelc Cerrado de In—-
sumo Producto de Leontief.

Problema 4.- Ecuacionss Quimicas.- Las reacciones qufﬁi:as
pueden expresarse mediante representacicnes simbdlicas llzma-
das Ecuaciones OLimiCas, por su semejanza con las ecuacicnes
matematicas. Lz igualdad qulm*ﬁa 25 una ezpresic& cs la Lev
de Lavoisier de la Conservacicn de 1a Materia Al reprez=sn--
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tar simbolicamente una reaccion quimica, debemos tomar en ---
cuenta gque

i) En el primer miembro de la ecuaci&n se tienen las fd}mu-—
1as o s{mbolos de las sustancias que reaccipnan.

ii) En el segundo miembrc se tienen los 51mbolos o férmulas
de las sustancias gque se forman en la reaccidn.

iii) Se equilibra 1la PCLac16n con respecto a los dtomos, de-
to es, gue el nimeroc de dtomos gue intervienen en el primer -
miembro aparezca en el segunde. A este proceso se le conoce
comoc Balanceo de Ecuaciones.

Ejemplo , .
Balanfee la ecuac1on que re““Pcenta a la reaccion quimi-
ca : Hidrdxido de SOle con Acido Sulfdrico se transforma en

Sulfato de Sodio mas Asua.

Na OH + Hi"-. SO(,‘ —> Nag 504 + H;LO

4 SISTEMAS D E E G U’A ¢ I ONES L INE A-
E S .- Definicion, clasificacion y ejemplos.,

: (- - . ; / .
Historicamente, el Algebra Lineal evoluciono a partir de
la tia de formular un meétodo general para investigar la so--
lucion de SEL.

Las técnicas gue actualmente se manejan para resolver un
SEL son algo antiguas, sin embargo han resultado altamente --
provechosas a partir del adelanto de la= computadoras elec---
tronicas, mismas gue realizan un gran nimero de operaciones -
con enorme rapidez.

/ . g
Tanto la teoria de las matrices como ld de los determi--
nantes dan un procedimiento para 1la solurlon de sistemas de -
ecuaciones lineales, aunque esto se vera posteriormente.

. . 3 i B
A continuacion daremcs c1ergos conoc;mlento% basicos ne-
cesarios para poder tratar los metodos de scolucion de SEL.

"Definicién 2.4.1.- Unsa ecuacién lineal de n incéénitas
es una expresidn del tipo a, %, + @ Xz +...+ an Xn =b , ---
donde x, son las incégnitas, a¢ los coeficientes, i1 = 1, 2,--

., ny bes el tdrmino constante. Salvo que se indique ---

otra cosa, =ntenderemcs que trabajamos con ag¢ , Xp. , b e R.

Encontrar valores X, ,X;,..., Xa 9que Satlsfagan la 1gLal—
dad pedida significa encontrar una solucidn de la ecuacion.

- 5 ;A
Ya que tanto hemos hablado de la solucicn de SEL, debe--
mos definir formalmente lo gue son los SEL. Para ellc tene--

'
Definicion 2.4.2.- Cuando tenemos un conjunto de m ----



ecuaciones lineales de la forma

&y X, + 842 Xg+...+ 8, Xn = by
8ay ¥y + Baa Xg +...+ Ban Xn = ba
Sy X+ 8mg Xg +.. .4+ mn ¥n = Em ,

se dice que tenemos un sistema de m ecuacicnes 11

n incognitas. Cada a¢ , i = Y Bisss, I, J o= A, Biiain B =
ecibe el nombre de cdeficiente, cada x; es una incdgnita y -
cada by es llamadc t€rminc independiente.

Observaciones
-Remarcamos que estames trabajando con ac) , Xx¢ , b €éR.
-E1 doble subindice de cade coeficiente es de bastante util
dad, porque el primerc de ellos nos indica la ecuacion a la -
cua% pertenece la constante y el segundoc de ellos indica la -
incognita a la cual acompanhan. '
-Resolver un sistema de este tipo significa encontrar los --—-
conjuntos de valores x,, Xa,..., X que satisfagan las m ----
ecuacicnes. Usualmente se habla de cada uno de esos conjuntos
de valores simplemente como un vector solucidn.

s

Definicion 2.4.3.- Cuando cada b,y =0 , i =1, 2,..., m
se dice que el sistema es HOMOGENEO. Cuando m = n, el siste-
ma se llama CUADRADC.

Para la solucién de un sistema de ecuaciones, se pueden

presentar dos p051b11+dadec

a) Que no exista solucidn, en CuUyo caso se dice que el sis--
tema es incompatible o inconsistente.

b) Que exista solucidh ; Se trata entonces de un sistema ---
consistente, pero aun aqu{ se abren otras dos poibilidades

b') Que la solucidn sea dnica (sistema determinado)

b") GQue existan infinidad de soluciones (sistema indetermi--
nado) .

sz o1 il . .
Esta clasificacion que hemos hechﬁ de los SEL se justi--

ficard con la teoria gue veremos mas adelante. Esto es, como
recult.Fo de 1la teor%g se concluira gque si acaso un SEL tiene
solucidn, ésta o es unica o son una infinidad. En los siste-

mas pequehos de 2,x Zy de 3 x 3, estas posibilidades =se pue-
den analizar geometricamente.

Por ejemplo, en sistemas de 2 x 2, la graflCa de cad
una de las ecuaciones es una recta. Ls solucidn sera el con-
junto de puntos donde las rectas se corten. El sistema in---
compatible quedara determinado por un par de lineas parale---
las ; el sistema determinado por un par de rectas que se in--
tersecan y el sistema indeterminado por un par de rectas ----
coincidentes.

W
w

5

de 3 x 3, cada

En 1 =
= €ne como representaci

aso de los =istema
cuscione tien

c
que lo forman

r’} r

i
w

m

— Q.
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un planc (eso cuando al menos uno de los coeficientes sea --—-
distinto de cero ).

Los sistemas incompatibles de 3 x 2 quedarén graficados
como tres planos de los cuales al menos dos son paralelos.
Los determinados son tres planos gue se cortan &n un sclo ---
punto vy los indeterminados los podemos graficar de varias ma-
neras, dado gque la interseccion de los tres planos, aparte de

ser un puntc (casc anterior), puede ser una recta o un planc.
; ’ % ‘ ¥ 5 .
Resumiremos todo estoc en un cuadro sinoptico de la si---
gulente manera
5 E L
o 5 ot . . 0
51 tiene soluciocon No tiene solucion
s
b , a4
Sistema Sistenas
Consistente Inconsistente
Solucion Unica Varias Soclucicnes

A
Sistema Sistemsa
Determinado Indeterminado
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Antes de adentrarnos en los métodos dq solucion de los -
SEL, y dado gque ya conocemos la forma que estos tienen, vamos
a tratar de encontrar cuales de ellos nos representan los ---
problemas gue se enunciaron en la seccion anterior.

Problema 1.- En el problema de flujo de tréfico se tienen --
las siguientes caracteristicas

4, B, C, D, E, F designan las intersecciones de la% calles.
Mpw My Xge Mu, X5, ¥, Xy designan €l flujo de ftransito en—-
tre intersecciones adyacentes.

il / s i
Como la calle que estd& en reparacicon es la que vd de B a
2 I AR
A, el problema esfencontrar entonces el valor minimo de X« ,
gue estard tambien sujeto a ciertas restricciones, dadas por

el mismo problema.

El argumento fundamental a utilizarse es que, como las -
calles son de un solo sentido, entonces el ndmero,de carros -
que llegue a una interseccion debe ser igual al numero de ca-
rros gue salie.

De acuerdo con esto ;
Por ejemplo en A, entran x4 + 200 vehiculos y salen x, + 300,
de ahi que
X, + 300 = x4 + 200.
Entonces
X; - Xy = =100
y obtenemos una primera ecuacioh.

/ i ;
Analogamente, para cada una de las intersecciones
En B, x5 + X5 = 50 + %y ;, entonces X, - Xy + Xg = 50.

B ©

En C, 150 + 200 = X3 + Xg , entonces X3 + X, = 350.

En D, 400 + x, X¢ + 450, entonces x, - % = 50.

En E, %X¢ + 300 = %, + X2, entonces x, - X, + Hg = 3200.
En F, x3 + x7 = 330 + 100, entonces x5 + X3 = 450.
Resumiendo, el sistema por resolver es

Xy —X 4 = =100
Y —~ Kaf. * N = 50

73 + Hg 250

X‘ = Xg = 50
X a - Mg + Xq = 300.

X3 + XN, = 450.

o~
I

Se tratsa pe un sistema de 6 ecuaciones con 7 incégnitas
- - rd Z
cuya resolucicn, tal como se planteard mds adelante, resulta-
7 . Lo .
ra bastante ilustrztiva e interesante.

Y} ~ 3 - / 1 L 2 4 L,
Problema 2.- Dentro de la teoria de circuitos electricos, --
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FPrcocblema 3.- En =1 han desiggedo cComc
1,, I, e I3 los ing gric .. ganaderiza Yy pes--
ca, respectivamente Se supcne tambien gue Ingreso por Ven-
tase = Gastoc por consumo. Entonces
Iy = 3/6 Ti. + 477 Ta + 2/5 I3
T = 276 I, + 38/14 T4 + 1/F k%
I3 = 11’6 If =+ __'.Jl'i-— I;s_ + S5 1.3 B
- 4
gue en su forma homcgenea es
2/6 Ir¢ - 4/7 I - Z/E Iz = @
= 1,/3 I, + ll/l"i Ig_ = F A& Ij = {0
-~ 146 Ip ~ BAlE I; + 3/5 I =0
D
. % 4 i N
donde I, , II’ I, son las ingognitas del sistems
. = /
; Dado que el numero de ecuaciones igual al numero de
incognitas, tenemos un sistema homogeneo cuadrado
Frgblema & .- Este tipo de- problemas {balancec de ecu
guimicas) pueden modelarse de tal forma que de la dni
5 o o Ly - .
cion-guimica a balancear se obtenga un SEL Esto pod
cerlo de lz siguiente forma : comec para gue una &cuacion
i / y ) Y F
mica este balanceada es necesaric gue 21 numerc de ét?mG% -
{mel las) existentes en €l lado izgulerdo de la ecuacion a-
tambien =n el derecho, entonces a cada sustancia ---
las gue reaccionan.comc a las gque se forman en la --
. / 5
reaccicn) le asociameos una 1ncogn1?a que nos represente dichs
i de cada una de ellas. Asi, podemos escribinr
¥, NaGH + x5 Hy SOy %3 Na,SCy + xy HyO0
X &a, "
/ o ' i ) ) . .
Despues procedemcs & =separar (desglosar) la ecuacion ---
completa en ecuacioneslpara cads uno de los elementos gue 1n-
tervienen en la reacaidon.  De agui se obtiene un sisteme de

Sodioc {(Naj %y = 2X3 , entonces 3, - Zng - I
v ;
Oxigeno (O) X, + 4Xg = 4%y + Xy , entonces

3 ! 3 i ~
Hidrogeno (H} x, + 2Zx, = 2xg4 , entonces X, + 2X, - Zxg=0
Azufre (5} Hg = #Hg entonces N, - His = B
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Z.5 METODOS D E S OL QI ON D E S EL
Método de Gauss, QOperaciones Elementales, Eiemplos.

En la actualidad exi=sten varios metodos para la solucion
numerica de SEL que todavia se siguen pez%ec010ndndo Estos
mdtodos podemos separarlo= en dos categorias Mdtodos Exac--
tos v Mdtodos Iteratlv Los ndtodos exactos son aquéﬁlos -
gue dan una solucidh del problem=z usando un nimero finito de
cperaciones aritmeticas elementales 21 tanto los datos camo
las célculos hechos son exactos, la solucidn también es exac-
ta. En &ste tipo de me étodes el nfmerc de peracicnes de cél-
culoc necesarias depende sélo del tipo de esguema utilizado y
del tamafio del sistema asociado al problems dado.

El primer metodo de este tipoc se basa en la idea de la -
eliminacion de inodgnitac 1&:ibe el nombre de Método de E--

liminacion de Gauss (*) y consis en una serie de elimina---
ciones sucesivas por medic de las cualeq el sistema original

se reduce a una forma lo suficientemente sencilla como para -
poder resolverse a DlmplP vistsa. thLaimenLe existen mLchps

esguemas para apllca01on de este metedo ; entre ellos c=Lan_—
los esguemas compactos gue reguieren un minimo de notacidn.

Hay otros métodos,‘como el del limite v el de inversidﬁ
de matrices, aungue para poder entenderlos es necesario pri--
mero introducirnecs en la teoria de matrices. Unicamente como
comentarioc mencionaremos gue, por ejemplo el me€todo del 1{mi—
te considera una matriz dada como un ceonjunto de matrices en-
cajadas sucesivamente, 1n1c1agdo con una matriz de orden uno.
Ciertas variaciones de este metodo se fundamentan en opera---
ciones con matrices.

Los mctodor iterativos. proporcionan un mcdlu para deter—
minar QOlUClODeQ aproximadas de un SEL, ¥ acemau, un llmlte -
para las aprow1mac1one= sucesivas mbtenldac mediante algun =
proceso. &

En estos métodos son esenciales tantg la convergencia de
estas aproximaciones sucesivas como tambien la uelocidad de -
convergencia. Es importante tambidn una prcpdraulon prelimi-
nar del sistema pars custitLlr el sistema original por uno e-
quivalente que converja tan rapldamente como sea posible, por
lo que - tambi€n son importantes los métcodos de dcelera51d%.

C - /
Los metodos exactos se utilizan cuando €1 numero de -- - - - - =
ecuaciones no es muy grande {(del orden de 40 o menos).

/ = %
g Los metodos iterativos son mas aproplados cuando aparece
un gran numerc de ecuaciones simult dneaq (100 o mats) las cua-
les a menudo poseen otras caracteristicas especiales.

/ / /
{*) Llamado asi en honor al celebre matematico aleman Karl --
Friedrich Gauss (1777-1855).
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A continuacion describiremos los metodos mas simples - -
pertenecientes a la categorila de metodos exactos. Iniciaremos
con la siguiente definicion

Definicidn 2.5.1.- Dados dos sistemas de ecuacionQ§ li-
neales, dstos se dicen gquivalentes si cualguier soluc%on del
primer sistema es tambien solucion del segundo, y, reclproca-
mente, cualguier solucidn del segundo sistema lo es también -
del primeroc.

Por ejemplo, el sistema

Ex -3y = -1 PIBLIOTE
% 42y = 5 De C;E’:{PAS EXACTAS
es equivalente al sistema ' TURALE
g 4 +y = 9 ‘ %Rﬁiﬁll:f:ﬂ:‘kéblég\“ s
=3x -6y =-15

. e
En ambos casos la soclucion es el punto (1,Z).

El cambio de orden con que se presentan las ecuaciones
en un sistema no influye en la determinacidh.de las sclucio-
nes en caso de gue existan. Asi, dos csistemas gue difieren
apenas en cuanto al orden en que se disponen sus ecuac1onee
son equivalentes. Existen dos formas particularmente dtiles
de transformar un SEL en un sistema equivalente:

1.~ Dos sistemas son equivalentes si uno-de ellos difiere del
otro solamente en el hecho de gue una ecuacilon €s Uun mil-
tiplec escalar no nulo de una de las ecuaciocnes del otro -
sistema, siende identicas las ecuacicnes restantes en 1los
dos sistemas. Ejempls:

BR — 4y = ~B" &
¥ + Zy = 8 y

k=

[ @)

YNy
n -

I m
in
‘P

T
il

son egquivalentes. >

Dos SEL son eguivalentes si unco difiere del otro Soﬁo por
el hecho de gue una de las ecuaciones del primer sistema

se su%tituye en el seguqdo sistgpa por la suma de esa & -
cuacion con otra ecuacion tambien perteneciente al primer
sistema, sienlic todas las demés ecuaciones las mismas en

ambos sistemas. Ejemplo:

[N
|

2N ~ 3y = =5 es eqguivalente 2x = 3y = =5
B+ ¥ = B9 al sistema 5% - 2y = 4

Usando repetiddmente estos dos hechos podemos obtener --
SEL mucho mas C1mples equvalenges a los sistemas considera--
/’
dos originalmente ; &sto se vera en detalle mas adelante.
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METODDO D E G AUS S .

Lo introduciremos mediante un ejemplo. Consideremos el
problema de calcular el valor de la corriente en cada resis--
tencia (es decir, i,, ig e i3) en el circuito dade anterior--
mente

Como ya lo hemos mencionado, esto se reduce a resolver
el sistema

i; = i, + i3 = 0 .
6i, + 5ia = 2
Siz + 4iz = 30
'—Gi; + 'iis = 29
v llegar al final a encontrar dichos valores gue satisfacen
todas las ecuaciones simultdneamente. Para esto utilizaremos
el Método de Reduccidn de Gauss (o de eliminacio%), Cuyosg ru-
dimentos se remontan a la dpoca de los babileonios. El metodo

. - . / i v
consiste en ellmlqar una de las incognitas, combinando las --
ecuaciones a travds de operacicnes de los dos tipos anterio--

res. De esto resulta un sistema mds simple y equivalente al
original.
Hy = i3 + 13 = a
. Biy + S5ia = 20
) SlQ ~+ ql3 =30
-61, + 4iz = 10.
y : : , il ;
Multiplicamos la segunda ecuacion por (-1) V¥ la sumamos a la
tercera :
G . iy, - 12 +. i3 = O
6i, + 5ia = 2
. —6iy + 4i3 = 10
-y —61 1 + & 13 = 10
- - . ',
Multiplicamos la tercera ecuacion por (-1) y la sumamos & la
cuarta : : =
Tig -ig + i3 = 0
5147 % 15Ee = 20
—6i! + 4ig = 10
g = .

n

! . ; .
Multiplicamos por 5 la primera ecuacicn y la sumamos a la se-

gunds
= Fy = g B Gy = W
0 s i # Hi1g = 20
—E!i; = 4i5 = 140

c =20.
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Multiplicamos por (-1) la tercera ecuacioh vy la sumamos a la
segunda

i; - iz + i) = 0

17iq + 13 = 10

-61, + 4is = 10
@ = D ’

o
Finalmente, multiplicamos por (-4) la segunda ecuacion y la -
sumamos a la tercera

iy = iy, + is = 0

174, + i3 = 10

—?41; = =30
g = 0.

/
Despejando i, de la tercera ecuacion cobtenemos
i, = 3074

. /!
Sustituyendo el valor de i, en la segunda ecuacion y despe---
jando 1ig

ij =. 10 = 173.;
= 18 = .17 36/ 7%
13 = 230/74 »

7 3
Despejando ixren la primera ecuacion y sustituyendo i, e 1,

i, =1 + i3 = 30/74 + 230/74
= 260/74

.
De donde, la solucion es

i, = 30/74 amperios

ia 260/74 amperios

i3 = 220/74 amperios.

Observamos gue dicha solucién es Gnica. Como & su vez -
podemos retornar al sistema original por operaciocnes combina-
das de los does mismos tipos anteriocres, se tiene gque 30/74
260/74, 230/74 es una solucidn para €1.

Antes de pasar a resclver otros problemas,introduciremos
una notacidn que haga més fécil escribir cada paso en nuestro
procedimiento. Si mentalmente s lleva un registro de la co-
locacidn de los signos (+L o (-) de las incﬁgnitas v de los -
signos (=) de ca@a ecuacion, un sistems de mlecuaciones’li———
rneales con n incognitas se puede abreviar escribiendo unica--
mente el arreglc rectangular de numercs :

~



Este arreglo se conoce como la Matriz Aumentaaa del Sis-
tema. (El términoc matriz se nmplea en Matematicas para deno--
tar un arreglo rectanguldr de nimercs. Postericrmente se ---
abordara su estudio mas detalladamente).

En cuanto a la matriz

Sy 22 - - Ba
3oy dag --- 24
Smy @&mg -+ @mn

' i i - 2 e
es la Matriz de los Coeficientes del Sistema. (Observese que
sus elementos componentes son exactamente los Locr icientes --
del sistema general de m ecuaciones con n 1ncoan1ta:;.

MENTALES

e}

OPERACIONES E L

El método bdsico para resolver un SEL consiste en reem--
plazar el sistema dado poYr un u¢gtemd nuevo gue tengsa el mis-
mo conjunto SOlLClOD perc gue sea ma's facil de resolver.

Por lo general, este nuevo sistema-.se obt¥ene en una serie de
etapas, aplicando los clgulentes tres tipos de operaciones --
elementales

1.- Intercambio de dos renglonms E‘ y Ry , indicada por Ref -
Z. - Mthlpllcac1on del i-desimo renglon R por un escalar no -
nulo k, indicada por EkR(
. / P ’ .
3. - uuqtltLplOD de un renglon R, por su suma con un multiplo
escalar de otro renglon SJ , indicada por kﬁf + R¢
b

E=tas operaciones o transformaciones elementales corres-
ponden a las siguientes operaciones en el sistema ascciado de
ecuaciones

1.- Cambio de or@en en las eguaciones iy ] del}sistema.

2.- Multiplicacion de cada termino de la ecuacion i por la --
misma constante no nula.

3.- Sustitucidn de la i- 551ma cCL&CléD POr su suma con un ---

multiplo escalar de otra ecuacidn (la J- eclmo;.

gl proceso de efectuar estas operaciones elementales de
renglon para simplificar una matriz aumentada se llama Reduc-
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7
cion por Renglones.

: : o o .

Como ya vimos, la aplicacion de estas operaciones produ-

ce un nuevo SEL que es equivalente al sistema original, en el

sentido de que ambos sistemas tienen la(s) misma(s) solucidn-
{es).

; = T 2 P
A continuacion veremos ejemplos gque ilustran la forma en
gue se pueden emplear estas operaciones para resolver SEL.

Retomaremos &1 problema del circuito eléctrico Apli--—-
cando ahora estos tres tipos de opera c1oneq encontraremos la
solucidn del problema (trabajando simultaneamente el sistema
v la matriz asociada & el).

i, - da + 43 = 0 i .-1-1. 70
6i; + 5ig = 20 = 5 o 1 20
S5ipa + 4i3 = 20 0 5 4 4 30
-61, + 4iy = 10 -6 0 4 | 10
Multib%icamos per (-6) la primera
ecuacion y la sumamos a la segun- . -6R, + Ra
da ;
iy~ 4z ¢+ da = © 1 -1 AR
11y~ Big = 20 0 i1 -6 | Z0
S5iz+ 41z = 30 0 5 4 30
-61i, + 4iz = 10 -6 0 4 1 10
4 & sadt
Multiglicamos per 6 la primera - 6R, + Ry
cuacicn ¥ la sumamos a la cuarta: .. -
iy - l1g + iy, = a ¥ =3 = ] Q
11i4 - 6iz = 20 0 11 -6 | 20
Sig + 4ig = 20 0 5 4 1 30
— @ly + 10is =10 ] -6 10 | 10
Intercambiamos las ecusciones se- v R a3
gunda y tercera
B; = Sud Bs = O L =3 &} &
Si, + 4is = 30 0 5 & ¢ 20
11i, - 6is = 20 c 11 -6 | 20
- 6iy + 10iz= 10 -6 10 4 10

MulLlpllcamo¢ por 1/5 la segunda
ecuacidn : = i 1/5 R g,



if-ia-ﬁ i}

ig + 4/5 ia

11i, - & i,

—6ia + 10 i3
Multiplicamos‘por {-11)

gunda ecuacion y lz suma

lz tercera

i_p s il + i3—
i, + 4/5

- 74/5 i3
= Bilyg #* 10
Multiplicamos por

Intercambiamcs tercera

ta ecuaciones :

i’ = ig_ L i3
_/‘4,:”5 13
~74/5 ij

Sumamcs tercera vy
ciones

1, "ig_'*' j.a
74/5 i
g]

Multiplicamos por
.2
cera ecuacion

g = dg i3
12. e g a;”f‘ 13
1y

o
oo

i

€Y =l

k= (D
w

0 a ==
ecuacion y la sumamos
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Nos devolvemos a sustituir valores en las ecuacicnes anteri
res y, mediante despejeg, concluimos que

O
!

i, = 30/74
ia = 260/74
i3 = 230/74

Observaciones
- En cada paso las operacicones se refieren al sistema de —----
ecuaciones equivalente obtenido en el paso inmediatc ante----
Fior. ) i
- Estas operaciones se realizan en secuenciz v no simultanea-
mente.
- Con la prartlua se puede rezlizar mas de una oppra01on en -
cada casc (sin clvidar la observacicn anterior).
- 51 puede cbtenerse una matriz D mediante una secuencia de--
cperaciones elementales efectuadas sobre los renglones de una
matriz A, se dice gue A es eqguivalente por renglones a D.

5 : : : b

El proceso de encontrar el valor de una primer incognita
se llaqa CURZ0 HACIA ADELANTE v el procesc de encontrar la
sclucicn completa se llama CURSC DE RECRES

Dentro de todos loe esqLemac computacionales diferentes
correspondientes al Metodo de Gauss 5 dete corresponde al lla-
mado ESGQUEMA - DE DIVISION SIMPLE.

Ejemplo.- Vamos ahora g resolver €l sistema obtenido de
el problema 1 de flujo de trafico.

Habiamos llegado al sistema

-100

Ky - Xy + Xs 50

A + X5 = 35

X, - ¥g 50
X = Kg ¥ X?, 300 -

Ko + X5 450

- X &

1n

1]

oo o S
Utilizando la notacion matricial

B ] B Al
i 0 @6 =2 0 @9 6 (=100 1 0 0-20¢0 0 0.-100
g 2 6 -1 = @ § [ 5 =B, % Rgl0 I 0 =11 B 6 50
¢ o 1 0 1 0O O 30 |—>|0 0 1 01 0 0! 350
i1 & 8 0 © -1 8 ! 5O g @ 6 4 6 =& ©U) 1508
6 1 0 0 0 -1 1 ! 200 € i1 0O G g -1 1, 300
0 6 1 © © 9 41 [ 450 ¢ & 1 ©o®x» B 1i 458




— ] - ]
100-1 0 0 0,-100 100-1 0 0 0,;,-100
R+ Rgl0 1 0 =12 1 0 O 50 -R3+R |01 0 -1 1 0 0: 50
8@ 1L @ 1 @ 6 256 o1 0 0 0 0, 350
—_—h E——
060 1 0 =1 o 150 000 1 0 -10 150
o0 1 -1-1 17 250 0040 1 -1 -1 1, 250
g @ 1 o a 0 i 458 O 00 0 -1 ¢ 1! 100
b i - -
il = — =
100-1 0 - o0!-100 160 =10 8§ 9 -160
—R#+R5 ¢10-1 1 ©2¢C] 50| -Rg 01 0-11 0 0f 50
1@ 0 @ 1 @ Qg 350 - 6 1 93 8 g B35
000 1 0-1 0} 150 2@ g 1 04 0O} 150
g o0 8- ¢ 1§ 100 R;+R, 000 01 0 -1} -100
oo 0 -1 0O 1) 100 ¢co¢C 00 0 0 0
L - b ]
s r
Comc e1 ﬂltimo renglon esta formado por ceros, entonces
pademos eliminarlo.
Este arreglc corresponde al sistema
Xy - 3 = =100
X2 - Xyg+ ¥s = 50
X3 *+ Xs = 350
Xy - X = 150
s - X3 = -100
Despejandc en todas las ecuaciones cobtenemos
g e — 100
Xy = ¥4 = Ng + 50
X3 = - ¥s ¢+ 350
He = X¢ + 150
Xg = X3 — 100.
Sustituvendo Xy ¥ X5 en las expresiones para Xy 0 Ay ¥
%3 llegamos a
X, = X¢ + 50
Xy = g - %3 + 300 ¥
Xy = - Xu + 450
Xy = ¥g + 150
Ky = Xg - 100.
Recordemos que el problema es minimizar Ry .
" Como XE no,puede ser negativo (X, > 0, pues las calles
son e€n sentido unico), entences Yy % 150.
Por etro lade, si iA15O entonces x¢ = 0, por 1c que
para evitar riesgos, deberz cerrarse la circulacion en ls ca-

lle que vd de D a

Si

b4

2

E.

6l




De las ecuaciones pPara X2 , X3 ¥y %s tenemos
Xa = - X? o 300
X3 = - X?. + 450
g = Xz = 100,
/
De agui
Xy 200
My ¢ 450
X3 3 100
con lo cual 100 ¢ x5 ¢ 200.

Por lo tanto

0 ¢ 300 - Xz ¢ 200
150 ¢ 450 - Xz & 350 ;
” 0 ¢ %3 - 100 < 200
esto es
0 ¢ x2 ¢ 200
150 ¢ x5 ¢ 350
a g Xy & 200
g 5ol ;
Resumlendp, la solucion deil problema es
Xy = 50
0 ¢ %3¢ 200
150 & X3 $ 350
g = 150
) \( s N 200
Xe = 0O
100 ¢ X3 g 300 .

I L} - - - i V -
Este metodo y algunas modificaciones a &1 gque funcionan
en base a las Cperaciones elementales €nunciadas anteriormen-
te se justifican pPor el siguiente teorema

,Teorema 2.5.2.- 35i un SEL se transforma en otro SEL &
traves de operaciones elementales, los sistemas son eguiva——=-
lentes.

. ; g ; .
Demostracion. - Sea un sistema arbitrario de €cuaciones
lineales
&y X, 4 B2 Xg+' ... + a,, Xn = bs
By Byt g Wat .. % Bp, my = be
a5y X+ adz Ho + + ciJn_XrL = bj
Bmi ¥y + Bpg Ha+ . o @mata = Dy,
en donde m » 1. El conjunto de va ores
IXJ = By Xl——' CJ_ s mgm - y ."’1 = T
€S una solucicn del sistenma £i y sdlo si Sustituysndo estos
valores en el sistema e obtienen m identidades . Debemos ---
== a.ters

Q@ﬁﬁX%& QNE Xﬁ ENARTeENCa ?e es%slm ldentidzdes nc
peracioc entales
or las trecs operaciones eleme : gt LS Ly S o
? - E1 intercambio de dos ecuaciones cualesguiera no altersa



la existencia de las m identidades cuando sustituimos los va-
lores de ®, , 3, ... , ¥p en el SEL.
2.- La multlpllca01on de una ecuacion del SEL por un escalar
k ne nulo no altera la existencia de las m identidades cuando
sustituimos X/ , X&x , , ¥Xn en el SEL, pues

k{ac, c/+ ag Ca+ ... + @aencn) = kKbe , K # 0
gi v solo =i

a(,, c, + a,,-; Cat o cu.nCn = be
2.- Consideremos la i-dsima vy 1g j-dsima ecuacio nes del SEL
(i # J}I Sumemos k veces los tdrminocs de la j-e 1ma scuacidn
a los terminos correspondintes de la i-deima ecuacidn. E1 -—-
sistema resultante puede expresarse como
Sy ¥y + EygHa + ... o+ B HEpa = Dy
Bp, M+ BigXg+. ..+ Ea Xn+t k{%j,x,+§j;x1+...+§p,xn) = b+ kpj'
‘:f_)a}:‘ + dJa Hg + + dJ,l ¥n = C:j
Spm ¥y T E@maXa + . * 8ma¥p = Dm

R o il L = . = s
La i-esima ecuacicon fue la unica ecuacion modificada en

el nuevc sistema. Luego, sustituyendce los valores de 3y, Xao,
..., Xn &n este nuevo sistema, tTenemos gue
Byt Heg Oyd. . .+ Bpa st kiay, Cr+8jg Cat. ..+ Bjn cnl = b + ka
¥
L(qj,c,+ 8j3Ca+-. -+ @jnCal = k%f
i y lamente =i
8;,C1+ 8¢3Cn +...% 8;,Cn = bt y
%j‘c,+ &)aga *---F 3jaCp = ?j‘ L.@.Q.D.

!
El proceso de reduccion de Gau=s aplicado al sistema ge-

neral de m ecuaciones con n lncognltas se puede describir co-
mc sigue

Sea el sistema

8p X, + 8,9 Xgq + o« + A Hn = Iy
g, Xy + @33 a + + &@andn = f2 (1}
B ¥, F By Xg 4+ + Bmp ¥y = Im .
SLPOHE%QC ay $# 0. Dividimos los coeficientes de la pri-
mera ecuacion por el coeficiente a;,, , al gque llamaremos el --
elemento principal (en el primer paso), y escribimos
b{f = a.q (3> 1) , g, = f% . (2)

S ayy
ot
Con esto, obtenemos la nueva ecuacion

¥ + b ¥ wim 4 B

—5
Ly
—

Iy n p T 8y
o R 2l : T y

Ahcorea, eliminamcs la incognita ¥; de todas las ecuacio--

nes restantes del sistema (1), comenzando con la segu:da -

restandc de cada una de ellas el producto de 1 )

por €l numero agy, , &3,, --- , 8m, Tespectivamen

- i



. /
cilones transformadas seran

S22 Hag F ow.w * El_u,,l Ao = Ty
........................ (4)
Sma.y ¥ g * + 8mp, Fn = LTmey .
donde
a‘J., = aqg - ag bfj' (T 3 =,2), (5)
fi, = £, - a¢, 8 -

Ahora dividimos los coeficientes de 1la primera de las
ecuaciones transformadas por el elemento principal del segun-

do pasc &ja- s Queé suponemos gque es diferente de cero. Ob--
- = r
tenemos la ecuacion Mg + b23x3 * oume b B B = g, , donde
= " F = 2 ¢
bfj 2. = i -
& B, ..
221 28y

T X /. . .
Eliminando las incognitas xa de las ecuaciones (4), co--
menzando con la segunda, llegamos a las ecuaciones

332 Xy + ...+ 83,7.0 Xn = fa.g_,
&m3.p %3 + * Smag Xn = ftmoa ,
donde
a¢y-a = &g - oag ba FEadl 3 B .
J 2 +
: % 2 = Fy 1 . al:gl =%
- I -
Continuamos el proceso de esta forma. En el r-esimo pa-
o obtenemos las ecuaciones
¥p + brry  Xey + ... 4+ Brn Hp = S
ar+, a7 Xr+’+ R - 7 PR Hp = fr+ o (6)
Baipprir Begp F ror P Bpuee Ene fangs
donde
bU = ar;'.r_. L3 » r#1) , B+ = Bries s
e arir: Ty
aLJ'T o a{J"T" = Sy b’:j o fer= fepn, - @0y 8p(7)

Combinando todas las primeras ecuaciones de cada pasc --
obtenemos el sistema

X,‘ =+ b:}_xl ol o b‘an = gz
Mot Dyaxgz # e t B Bas Ba .
...................... (8)

Hy, * bﬁki—l Rcpp Tl v ¥ Bty = £ s

Senalemos que k < m, puesto que, posiblemente, alguna(s)
- i S s G,
de las ecuacicnes se hayan eliminado y ademas, evidentemente,

k $ m.
Si k = n, €l sistema es de la forma
Ay + D%y + baxg + L.+ by = E ; _
Ko + DagXqa + ... + bapx, = gl(BW
i X =
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En cualquiera de los dos casos, el sistema al que se ---
llega al final es equivalente al original.

En (8'), de la dltima ecuacidh se obtiene un valor per--
fectamente determinado,para la incdgnita xn . Determinamos -
los valores de las incognitas restantes, de Xn & Xy , por la
formula

*m = Em — bm.mf, Eappr — »ae = B ¥

Por Jltimo llegamos a que el sistema final, y por lo ---

tantc el original, poseen solucidn Unica.

En otro caso, si en (8') resulta gue Xa= 0y gn =
constante £ 0, se tigne que 0 = constante # 0, con lo gue ---
(8") no tiene solucion , y por lo tanto, el sistema original-
tampoco la tiene.

S1 k ¢« n (sistema (8')), asignamos valores numericos ar-—
bitrarios para las variables XK+ , ..., Hna y aplicamos despué%
el proceso de regreso. Por tanto, como estos valores arbi --
trarios los podemos elegir de muchas maneras distintas, el --
sistema tendra una infinidad de soluciones.

) Debemos hacer notar que el Proceso descrito es posible -
solo bajo la condicidn de que los elementos principales —-—-—-
&rr.ry Son diferentes de cero, ya que dividimos por ellos —-—
durante el proceso. 51 alguno de estos elementos es cero po-
demos entonces intercambiar las ecuaciones, de manera gque el
nuevo ayrr.r-r Sea distinto de cero. Hemos de sénalar que, --
baioc esta suposicién, el SEL toma una forma "triangular"(8")
o "trapezoi@al”{S}. En el caso general, el SEL = que llega--
remos despues dg aplicar hasga el fin el proceso de eli@ina——
cion de las incognitas tomara una de estas dos formas sdélo --
después de un cambio adecuado de la numeracidn de las incég~~
nitas.

7
si, para resolver el sistema dado por el esquema de di-
vision simple, primerc construimos un sistema triangular au--
- - - i
Xiliar (o trapezoidal), y despu€es procedemos a resolverlo.

La matriz aumentada correspondiente a este nueve sistena
es de la forma

7 4 bsa b;3 ST - P g9
0 1 byy... banl g4
O 0 0 L § 8a

3 N ! :
& en la forma escalonads ; las incognitas x,
. . ] . f <
1l principio de alguna ecuacidn (i # 1) se --
T 3
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Para resolver un sistema de este tipo, se aplica el gi--
guilente tecrema

ot '
Teorema 2.5.3.- Hay dos casos para la solucion del sis-
tema en la forma escalonada
K Id = . /! .
i) r = n, estoc es, hay tantas ecuacio es como incognitas. -
Entonces el sistema tiene una solucion dnica. ”
ii) r ¢« n , es decir, hay menos ecuacicnes gque incognitas. -
Entonces podemos asignar arbltrarlameqte valores & las n - r
variables libres y obtener una solucion del sistema.
. oy B s .
Demostracion.- Consideremos el sistema en forma escalo-
nada que sigue
S, X, * 89Xy +f... + a;n ¥n = £,
8., Xat ... + 2g,, Xa = £,
af:r-u-r‘ Krg * T Sk o X = fen .o,
donde a,,# 0, &2z« # 0 , ... , agr,., # 0. Nuestro sistema -
contiene ahora t ecuaciones, t < mo, puesto que, posiblemen--
te, algunas de las ecuac1one¢ hayan sido suprimidas. La de--

mostracion es por induccidn sobre el ntmero T Hﬁtﬂcuaciones

del sistema. Si r = 1 , tenemos una sola ecuzcion lineal
Qp%y + Bg Hg + . F By Bpo= 13

donde a; 4 0 . Las variables libres (¢ independientes) son

X2 5 +-. 5 Xp . Asignemos valores arbitrarios a las varia---—

bles libres T X = kg o, s ¥p = kn . Sustituyendo en la -

ecuacidn obtenemos

B, =

que es una solucioch de la ecua01on A51

a,[;l_ (f- ay; ky - ... = {] +agkyg+ ... +a, k= f
ay ¥
51 r = n =1, entonces se tiene una ecuacion lineal de -
la forma ax = f , donde & # 0. Entonces x = f es solu---

7/ 7’ 7 a
cion. Si tambien ¥ = K es sclucion, es decir. =i ak = £,
entonces k =_£_ " Por lo tanto, la solucich es Unica.

o

/
Supongamos ahora r > 1 y que el teorema es valido para
un sistema de r-1 ecuaciones. Consideremos las r-1 ecua---
ciones del sistema

! :
Observese que este sistema
Si’ r=n, de acuerdo con 1la hipdte



o W

asignar valores arbitrarios a las (n-2+1) - (r-1) = n-r-2+7
variables libres en el sistema reducido para obtener una so--
P

lucion (por ejemplo, Xz = ka , X3 =Kk3y , ... , Xn= k) de
. .
la primera ecuacion con
B, = _1 (f — 8,9 Kg = ... = By k)

aul

= e P
De donde obtenemos una solucion unica del subsistema vy

o 3
en consecuencia, una solucion del sistema total. L.Q.Q.D.
La siguiente tabla presenta un ejemplc para el esguema --

de divisidn simple apllcado en la solu01on de un sistema de 4

ecuaciones con 3

1ncognltas
al sistema obtenido del circuito eléectrico.

Esp

1flcamenue

es la solucion

Tabla 2.1.- Esquema de Divisioé Simple.
{ 1 i
85 (&g a3 a,4q ars I fe=1 1 0 1
aal {aza 823 8 gy das & 5 0 20 EE L3
g3, {232 a33 834 a3s 0 5 4 30 39
By, {842 843 ady a«s -6 0 = 10 8
z Dia 013 biy bis T =1 1 6] 1
G224 & 83 8 a4/ 8as-s 12 -6 z20 25
832. (833., {834/ S35, i 5 4 30 39
ada-y |ad3.; |agy. By 1-6 10 10 14
1 bas bou bas -6/11] Z20/131]125/311
833.2 |834:2 835.2 74/111230/111304/11
G433z |89¢-2 ays,a 74/11|230/11|304/11
I [bay b3y 1 230/74|304/74
By 3 8ys-3 o 0
4] 0] 8] Q
| X3 M3 1 |230/74|304/74
1 Rn - 1 1260/74 | 334/74
1 %y %, 1 30/74|104/74

En 1a tabla,
los coeficientes de cada 1ncogn1ta del sistema,
lumna representsa

para control.

minar X

las prlmnrac tres columnas corresponden a
la cuarta co-

A

X

Este control se basa en

en el sistema dado tomamos +1,

iguales a

a los terminos constantes y la guinta se usa
la siguiente idea : si
entonces para deter--
obtenemos un sistema con los mismos coeficientes an-

? i :
teriores pero con los términos constantes las sumas

dg lcs elementos en los renglones de la matriz aumentada. A-
si, si incluimos esta columna y r%alizamos en ella todas las
operaciones efectuadas en las demas,

/
errores de calculo deberemos obtener resultados iguales a

entonces en ausencia de

las

sumas de los elementos de los renglones recién conctruidos
los numeros X

Por lo tanto,

obtenidos deberan ser
ramocs las sumas de los elementos de locs renglcnec Ccons

a Hg

+1 .

al terminar el curso de regreso

iguales Con esto

sdloc compa-

truidos
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con los resultados de las operaciones en la columna de con---
RG],

Por ejemplo, en la tabla

82a. = @22 - @, b =5 - (6)(-1) = 11
a43.y = ay3 - @44 bz = 4 - (=6)(1) = &4 + 6 = 10
D23 = aasz., = -6
829, e o
83.{.2 = a3y - 83a-qy bR"’ = 320 - [(BYL20/11F = 230/11

Al llegar al valor de ¥3 {gque nos represents al valor de
la corriente in aplicamos el procesc de regreso.

~—t

./ & 5 -
E% numerc de operaciones necesarias pars encontrar la
solu01on de un sistema de 1 ecuaciones por este esquema es —-—

n/3 i 13p~ 1y . Este nimero se reduce significativamente si
la matrlz original es casi triangular. Ademds, si ae¢, = ajc
en la matriz original, obviamente ag;.x = @jcim VY pﬁgde re--
ducirse la notacioh. J
/
Observacion.- Est ,tlpo de matriz en la cual a,, = ajc
recibe el nombre de Simetrica. J

S£i es necesario resclver varios sistemas que Tengan una
misma matriz de coefig}entes dada, es natural buscar toda= ==
las soluciones simultaneamente, eecrlhlendo fuera los termi--

nes constantes en columnas vecinas. La columna control esta
formada por la suma de los elementos en los renglones de la
matriz aumentadsa. Este esquema se representa en la siguiente
tabla.
Tabla 2.2.- Esquema de Divisidn Simple para Varios Sistemas
de Ecuaciones Lineales.
2 -1 1 0 1
= 5 0 20 25 56
9] 5 4 30 40 79
-6 O 4 10 5 25
i) -1 =l ] G 3
1% -6 20 25 50
= 4 =0 40 79
-5 i0 10 15 29
i -6/11 20/11 25T 50717
74711 230/11 315711 519/11
747411 230/11 ERAT ] 619/11
1 230/74 315745 619/74
) 0 o
4] d] 8]
il 230/74 BI5/74 619/74
i 200/74 170/27 C74/74
1 30/74 RS 774 128/74




En el esquema de divisidn y sustraccién todas las ecua--
c1ones se lelden en cada pasc por el coerlclente de la in---
cognlt% que va a ellmlnarse y €stec se efectué sustrayendo una
ecuacion del resto de ell

En el esquema de mul+1p11ca01on v suqtracc1on eliminamos
la incégnita %, de la i- eSima ecuacioh en el primer paso mul-
tiplicando esta ecuacidn POT a4y Yy sustrayendo la primer ---
ecuacidn multiplicada por agy

. - s ; g .
El mismo procedimiento continua en los siguientes pasos,

de forma que los coeficientes de las ecuaciones auxiliares --
Fa v - - e
aU-m se calculan en el r-esimo pasc mediante las formulas
~ ~ . ekeg
o = aryer- [=EE N - aiy-r-? =
?’J -3 ? 2, s
= Srv.r—s I(_'-T‘-,r - d(_‘-,—.y-_, 3R 2 e

En particular, es posible aplicar cada uno de 105 esque-
mas descritcs, con el orden para ellmlnac1onfde 1ncogn1tas -—
descrito o escogiendo el orden de eliminacioh durante el pro-
ceso.

Un refinamientc del mmtodo de reducczon de Gauss lo =5 -

/
el Método de Gauss e-Jordan (*). Este método no efecgua el ---
curso de regreso de Gauss para determinar la scolucidn del ---
sistema, sinc que, en lugar de efectuar sustituciones :uce:i—

. vas, naoe operac;onps eTementales y e€limina un mayor nidmero -
de 1ncogn1tas en cadsa eCLa01on de tal manera gque la matriz -
asocilada a este sistema la reduce todavia més en el valor de
Sus componentes ; es decir, en base a los elementos principa-
les de cada ecuacich ellmlna la incognita correspondiente en-
todas las ecuaciones restantes del sistema ¥y con esto llegs a
una matriz que, ademas de ser escalondda al igual que con ----
Gauss, tiene todavia mds componentes nulas. Este tipo de ma-
trices las describe la siguiente

Definicigh 2.5.4.- Una matriz esté en forma escalonada redu-
cida si cumple las siguientes propiedades’

1) Todos los renglones que consisten unicamente de ceros (si
exi=ten) aparecen en lﬁ parte inferior de la matriz.

2) En cualquier renglon que no consista Unicamente de ceros,
el primer término distinto de cerc (smpezando por la izquier-
da) es uno.

2) E1 ndmero de ceros al inicio de un rengld% aumenta a medi-
da gue descendemos.

4) Todos los demds @lementoc de la columna donde aparece el -
primer 1 de un renglon sEon ceros.

i E P w5,
Jase a esta definicion vemos gque para olver un SEL
por el Metodo de Gauss-Jordan simplemente tomamos la matriz -

¥y e

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) y Camille Jordan (1838~
)



del sistema (la'que m£5 convenga, dependiendo del tipo de ---
sistema : homogenec © no homogeneco) y realizamos las opera---
ciones elementales necesarias para obtener una mdtrlg de la -
forma escalonada reduciodsa. A=l, el conjunto solucidn del --
sistema puede obtenerse a simple vista c, en el peor de los -
casos, despues de unas cuantas etapas mas.
Observacicones
- La diferencia entre la forma e
cida de matrice% es clara. En 1
nlmeros gue estan abajo del prim

onada v escalonada redu--
a escalonada todes los
on cercs. En la forma

o u < g 4
escalonada reducida todos los numercs que esgan rriba v aba-
jo del primer 1 de un rcng15 scon cerocs. Asi, la forma esca-
£ - "
lonada reducida es mdc exclusiva, esto g : cualguier matriz

en forma escalonada reducida estJ en forma escalonada, pero -
no inversamente.

- Siempre podemos reducir una matriz a la forma escalconada --
reducida © a la fgrma escalonada realizando operaciones ele--
mentales de renglon. Esto se ha visto en los ejemplos.

/
Comc se observa, existe una fuerte conexion entre lz ——-
ferma escalonada reducida de una matriz y la existencia de --

y - I - o e 3
una unica sclucicon al sistema. Como la forma escalonada re--
dugida de la matriz de coeficigntes tiene un 1 =n cada ren——-—
gilon, la =clucion existe y es unica. En otras ocasiocones, la

forma escalonada reducida de la matriz de coeficientes tiene
un rernglon de cercs y 1 sistema no tiene solucidn o tiene un
nimero infinito de soluciones. Esto siempre es ciertc en ---
cualguier sistema con €l mismo anpro de ecuaciones gue de --
1ncégn1tas

/
Tenemes, por tanto, dos metodos para resolver nuestro --
sistema de ecuaciones:

.— Reducir la matriz de coeficientes a la forma escalonada
educida (Eliminacich de Gauss-Jordan) .

.- Reducir la mdtri" de coef1c1entea a la forma escalonadsa,
resolver para la ultlma 1ncogn1ta v luego aplicar el curso de

i/
regreso (sustltu01on} para rescolver para las otras incognitas
f?l;m’n501on de Gauss)

el B s

Cual de estos dos metodos es mas ut:Ll’> Si se resueljf
ven sistemas de 5CUdC10n€S en una computadora, la eliminacion
=

de Gauss es el mdtodo mas usado, ya gue requiere menos opera-
cion=s elementalies de radurploﬁ por renglén. Por otro lado,
hay ocasiones en las gque es necesaric obtener la forma esca--
lonada reducida de una matriz. Estcocs procesos se efectian --
nasta que ocurra una de las tres situacicnes siguientes :

! /
i} La ultima ecuacion diferente de cerc queda ¥, = ¢, parz —-
alguna constante c. Entonces hay una solucidn vhica o hay un
nimerc infinito de scluciocnes para el sistenma.
iF0 28 dl?lma ecuacidn diferente de cerc gueds

at; By # aU+; jpr * .. = E?J;n B ™= €



para alguna constante ¢ donde al menos dos de las a's son di-
ferentes de cero. Estoc es, la Ultima es una ecuacion lineal
en dos o mas variables. Entonces existe un ndmero infinito -
de soluciones. P

111y La ﬂltim% ecuacion queda 0 = ¢, con ¢ # 0. Entonces no
existe solucion.

Como se vera’después de resolver varios problemas, los -
calculos se pueden convertir en algo muy complicado. Es una
buena medida usar una calculadera cuando las fracciones se —-
vuelven muy complicadas ; sin embargo, es necesaric hacer no-
tar que si los cldlculos se efectdan en calculadora o computa-
dora, se pueden introducir errores por "redondec'.

.6 58I STEMAS HOMOGENE®OGS B E E: G U A ==
I ONES LINEALE 8.

QR

Como ya se ha sefialado, todo SEL tiene tres posibilida--
des de solucion, aungue en ocasiones lo gue interesa es saber
el ndmerq de soluciones del sistema. En lo qQue respecta a
SEL homogeneos podemos afirmar una de dos cosas
i} El sistema tiene solamgnte la solucidn trivial.

ii) El sistemp tiene un numero infinito de soluciones no tri-
viales, ademas de la trivial.

Un caso, especial en el gue es posible Asegurar la segun-
da afirmacion es cuandq_el sistema tiene mas incognitas que -
ecuaciones. PFara ver esto, analizaremos el siguiente ejem---
pla.

o . .
Refiramonos ahcora al sistema del Modelo de Leontief.

3/6 1, - 4/7 12 - 2/513=0
=143 Ta % 21/34 T2z = 1/5 I5 = 0O
-1/6 1, - B3/14 Iz + 3/5 I3 = @

g ’ . @ — e 2 o
Trabajando mediante notacion matricial y con eliminacion
gaussiana

— —_—

3/6 -4/7 -2¢5 142 -4/7 + =2/5

=2/6 1Il/14 =1/5] = }-3/3 13734 - =175

-1/6 -3/14% 3/5 -1/6 =3/14 3/5

=d 1 —-8/7 ~4 /5 y 1 =8y7 -4/5
1/2 Ry + Eajp 0O L7442 =7/158 0 17/42 -7/1%
1/6 R, + Rg| 0 -17/42 7/15 0o 0 0



42/17 Ryl 1 -8/7 -4/5
0 1 -98/85
—_—
0 0] 0
/
De agui gue
I, - 8/7 14 - 4/5 I3 = 0
I, - 98/85% %d = C

Hay una variable libre y por lco tanto una infinidad de -

scluciones. La variable libre es I,
Despejandoe Iz e I, :
I,= 98/85 Ij :

%L I,=8/7 Ia+ 4/5 I3= 8/7 (98/85 Iy + &4/8 15
‘;g. EE2119 Ig
“".‘, 3(‘/]«)

s = v - o
A 1 La forma general de la solucion es

252/119 15 G885 Iy » I35}

De ahi que si, por ejemplc, el ingreso del sector pesca
es de & 9'265,000.00, el ingre=soc del sector ganadero sera
12 =98/85 I3= $ 10'682,000.00
v €l de la agricultura
I, = 252/119 13 = § 19'620,000.00.

Cen lo gue una soluci&h particular seré (19 620 000 ,
1G 682 000 , 9 265 000).

Resolvamos ahora el problema del balanceo de= la ecuacion

guimica. El sistema a resclver es
X, ~ 2X 3z =0
Hp + 44Xy - 4xz - xg = 0
By & Z¥a - Z2xy =0
By = Xy = 0.

- - ,
Utilizaremos de nueva cuenta el metodo de Gauss, con ma-
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i1 0 -2 @ +4 -1 |~2Rg + Rat & O -2 o ! -1 1/4 Rs
o 1 -1 0! 0 of O 1 -1 S C ;
g 2 2 -2 1 2 |-4Rya + Ry] 0 O 4 =2 | 2
o 4 -2 -1 | 1 0 0 2 =1 | i
| F— = S
i 0 -2 & @ =1 -2R3 + Ry 1 0O -Z o 1 -1
1 0 i -1 O : QO § 0 oL -1 0 ; &
Q 0 1 =1 F2 4 Tr2 O 0 1 -1/2 | 1/2
o 0 2 -1 ; 1 o o o o ¢ 0
Debemocs aclarar gue la dltima colu&na corresponde al ---
centrol., ¥ no a las constantes. De aguili que €l sistema aso--
ciado a la ultima matriz es
Xy = Zxs = 0
Xp — X3 = ?
Xy - 1/2 xny = 0
Entconces
X, = 2}'(3 = Xy
Xa= Xz = 1/2 Hg
}{3 = 1/2 X_-’,
Comc se velexiste una variable libre, x4 , por lo que se
tienen muchas soluciones. Esto es porque., segun la Ou{mica,

dependiendc de las cantidades de cada sustancia a reaccionar
que se mezclen, se van a obtener diferentes cantidades de —--
sustancias despu€s de la reaccidn. Podemos representar el --
conjunto solucidn como

s =4{(k, 1/2 kK, 1/2 k, RK) / k 3 0 } ,
donde k es un pardmetro que nos representa la cantidad de ---
agua.

! b o o % =

S5i k=2, entonces (2,1,1,2) es una solucicn particular.
% - . 7
Y efectivamente la ecuacion

g 2 NaOH + H,S80y —p NaS50y + Z H,O
esta balanceada.

Es obvio que si una cierta m
ta no se zltera si se ej a
de la matriz ({(esta es 1 zZon por la cual en estos
abajamos con la matriz de coeficientes del sistema v
n la aumentada). Por lo tanto, el ultimo sistema tam---
era homogeneo. Ademds, como se notd en los ejempl
el numerc de ecuaciones en el sistema simplificado es me
g = inzl

7 g ; , 3 N
ue el numeroc de ecuaciones en €l sistemz origin

iene una columnz de
raciones en los --



t

quponga que determinado sistema homogeneo de m ernac1ﬁneq con
n 1ncogn1tac es tal gue m < n Yy gue ademav, decpuaﬁ de gque se
llev& el sistema a la forma escalconada, las variables princi-
pales en el sistema de ecuacignes correspondiente son Xk, ,
Kk 5 nwmn 3 Hfg o L & B ; Asl, el sistema tiene la forma

Xy, + Z ( 1 =0

X + =O
Ry 3 )
xhr 5 Z { ) = 0 .
donde ‘Z { ) indica sumas en donde aparecen algunas de las

n-r variables libres. EResolviendo para las variables princi
pales tenemos
5%

il

iy

By = g & 7

Donde, como se vid en el ejemplo, es posible asignar valores
arbitrarios a las variables del lado derecho de las ecuacic--
nes del sistema y, por tanto, obtener un nimerc infinito de -
soluciones para el sistema. En resumen, tenemos que

5 " / o £ A
Teorema 2.6.1.- Un SEL homogeneo que tlene mas incogni-
i & e rd N
tas que ecuaciones siempre tiene un numerc infinito de solu--
ciones.

El siguiente teorema proporc1ond una propiedad caracte--
r{stica de los sistemas homogengoc,

Tecrema 2Z2.6£.2.- Cualquler comblnarlon lineal™ (*} de
dos soluciones de un SEL homogeneo es tambien una sclucidn --
del sistema. Esto es, si U= {¢, ,¢53 ,..., Cn) ¥ T= (d, ,--
dga., ... , dan) son scluciones de un sistema de ecuaciones ho-
mogdneo, entonces la n-upla

d@’+p@’= (dc, +Bd.,,xCy +pdl,.. ;A Cn + fdn)
en}gonde <, @ son uumeros cualesquiera tamblﬁn sera una solu-
cion del sistemsa. FPor lo tanto, la suma de dos solucicones --
cualesquieraIE” una ecchidh , Y un miltiplo de cualquier so--

i i, + 5
lucion tambien es una coluc1on del sistema de =cuaciones ho--
mogeneo.

’3) Nota Aungue en este teorema s€ nos haga referencia al -
- / = /

termino coqp1n5c1ﬁn linszal y su representacion, =ste concepto

se definira formslmsnte en Espacios Vectoriales



/ 2 :
Demostracion.- Considere el sistema

8, X, + 8,5 Xa + ... + GpX, =0

821Xs + @a2aXg + ... + A4,%Xp = 0

Smy Xy + BmgXg + + 8mp¥%py = 0

- % s
Para escribir este sistema en forma mas compacta, deno--

temos por Ly{d, . %¥g 4 ccw, ), o0, Lmix; , Ka wnwey XA) @ =
los miembros izquierdos del sistema, respectiﬂamente, Yy por
X = {(¥Xy , X3 ,..-, Xn} @ la n-upla de las incdgnitas. Asi,
A Lt} = 0
a2{x) =0
Lm(?; = 6
Sean = (}i' L }:2 g e w s g }:’L} s ¥ ¥ = {yl 3 yl xro r oy yrb)_
(no importa si son o no scluciones del sistema). Entonces

Litdx + py)
ml &% + py) A L) + PLuly)
para CUEIESQLler par de numer05¢4y¢3 Ahora tom%mos ¥ ey —--
tales gue sean solucicnes para el sistema vy ademds x =,
v =0 . Entonces
L,(o(’f’+f3(7‘) = Ly o ) +PL/(U-) =0 + 0 =0

Lot +BT ) =dLpy{T) +pLy{ad) =60 +p0 =0
& P P

ot L, (%) +pL,{y)

Con ésto gqueda demostrada 1@ primera afirmacio% del teo-
rema. Ahora bien, como suma y multiplo son 51mplﬁmente casos
especiales de comb1n361ones lineales (como se vera en Espa---
cios Vectorlales) entonces se tiene probada tambien la se---
gunda afirmacion del teorema :

T +0=dT+ T , con A=p= 1,
(T = ot + 7 , con B = g

a

7/
El caso en que la - upla cero es siempre una solucion se

sigue de la verificacion

5 5 5 s
Observac1oq’ Basicamente, este teorema clasifica al --
conjunto solucion de un SEL hom@geneo como un espacio vecto--
rial. En su momento se dara esta def1n1c1on

FPara poder apreciar en todo lo que vale 1la fuerza de es-
te teorema, es necesarioc saber en qu€ circunstancias son fal-
sas sus afirmacionecs.

- P v !
Proposicion 2.6.3.- Dado un SEL no homogeneo, para cada
dos de sus soluciones {“= (&, , ©a ».v:4 Sn}, =0(d, i da .-
j dn) la sum +? no es una solucidn. Ningdn multiplo

& Eg}ucion, a mencs gue « = 1. Lz
ucion.
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Ti- L:ﬂa cero nunca es una S0

t
1]
=
O
L}
ct
-
W
@]
[=p
%)
|
n
m
W
M
"
n
',l
m

»LENa



Si T+ ¢ fuera solucibn, entonces

L T+0 ) = Le(?) + Lelg) = b + b, = 2b; 4§ b, , para to-
da 1 =1, 2,..., m y esto es posible sdlc cuandc Jfodos los
b, son iguales con cero, ‘lo cual contradice la hipotesis de -

. '
ue €l sisteme es no homogeneo.
9

Si &0 es soluciéﬁ. sntonces
Li{(ad T ) =L (T ) =Ab¢ = b{ , para toda i = 1, 2, ..., m.
Como algun b es diferente de cero, entonces ¢ tiene que ser
igual a 1.

] . ay ol .
Finalmente, analizaremos la rela01qn existente entre las
soluciones de un S5EL y su sisteme homogeneo asociado (el sis-

tema obtenido al sustituir las constantes por ceros). Esto -

e8 « .

a, ¥+ ayaXyp+...+ anXn= by By Xt By Xat. ..ot Bep¥py= 0

g ¥+ 8aaXat...+ 8y, %Xp= ba By Myt Bay Xat. .ot E@mada= 0
........................ {1 DR D EL R e o .50 8 5 2 [ OW o e A Pl (2)

S Ryt 8mpXg+...+ 8, % = bn By Xy % BpaMe+s ot BmgX = 0

5 g 5 : «
Esta relacion queda determinada mediante el siguiente

/
Teorema Z.6.4.- Sea u una solucion particular de .(1) y W la
solycion general de (2). Entonces la suma de cualguier solu-

cion de (1) con cualguier solucion de (2} es nuevamente soclu-
cion de (1).

L ./
Demostracion.- Por ser u = (u, , wua,..., uplt solucion
de (1) se debe de cumplir para toda i = 1, 2,..., m que
Le{u) = be
Ahora, Eomemos a W&W, donde w = (W, ,Wg ,...,W,). Por
ser w solucion de (2), se debe cumplir para toda i = 2 i
m gue
Le(w) = 0
De estas dos afirmaciones tenemos que, para toda i = 1,
i = & g G .
LMfu + w) = ail(u,+ Wi)d + agglua+ Wa) +...+ ag, (Up+ We)
= aL" U,‘}' ad'w,-} a"‘aua"i* a‘:aw;.‘}‘...*l' a‘;nun";' Sin W
={ag, u,+ ag Ug+...+ 8¢, Un) +{ag, W+ g, Wat...aaWa)
= L (u) + Liw) =by+ 0 =25

- .7
Por lo tanto, u + w es solucion de (1.

Veqmos algunos ejemplos. Tomemos el sistema del proble-
ma 4 ; este es



Xy - 2X3 = 0
X, *+ 4X;3 - 4X3 - X¢= 0
X, + 22X, - 2Xy= 0

X X3 = D

X, = Xd
Xga = 1/2 n#
Xa= 1/2 xu .

Sean 7 = T e Y solucio% que se obtiene con xy = 2
vy 0= (4,2,2,4) la solucidn obtenida con %y = Gy Tomemos
oA =p= 2 Entonces ot = (4,2,2,4) vy Pr = (8,4,4,8), de don-
de oT + pT = (12,6,6,12), quefefect%vamente csatisface el
sistema y es, por lo tanto, solucion de €1, tal vy como lo a--
firma el teorema 2.6.2.

Por otreo ladc, observemos el sistema del problema (1), -
cuyas soluciones son

X = 50
0 & %y ¢ 200
150 < #z ¢ 350
X.'T( = 150
Q < Xy ¢ 200
X(’ = O
100 & X ¢ 206,

Sean ij " dos scluciones tales gque
"= (50, 100, 200, 150, 150, 0 ,150)
g = {50, 150, 300, 150, 200, 0, 200).

De aqui que

e T = (100, 250, 500, 200, 350, 0 ,350) ;
la cual claramente nec es solucidn del sistema (tecrema 2.6.3)
" / ; ;
Para ilustrar el ultimo teorema tomemos el sistema
Hp = Ha + 3}{3 = 1
33y = 3, + 9%z = 3 (g
—2%; + ZXg4 - 63z = -2
Resolviendolo tenemos
i -1 g 4 1 =1 & 3
3 -3 9 i =3 i -2
-2 2 -6, -2 =3 |
i =1

(=]
(]

OO W
o



'
De aqui

Xy = Xg 4+ 3x3 = 1

]

por lo tanto
Ry = Xag~ g + L,
de donde la solucicn general esta dada por
5 = {({xz- 3x%4 + 1, X2 » %) / x5 , X3 £ R}.
1, entonces
u = {(-1,1,1).

I

./ : !

Una solucion particular €S, €1 Hj; = w4
. 7

¥y, = -1, de donde (-1,1,1) es solucidn. Sea

= £ S / . 4
Tomemos zhora el Slstema homcgeneo asociade a (1)

i -1 2 ~173 Ryt 1 ~3 1 -1 3
3 -3 9 |—_ _3l-1 1 G c 0 :
-2 2 -5 1/2 Ry |-1 1 o 0 0
de donQe X4 -~ Xz + 3%X3 = 0. Entonces Fp = By — B . La ==
solucion general en este caso es
8= {dx, - 3 , 2y , X3 ) / Xa , X3 gR}
; 5 i z g
Una sclucion partlcula% €S, 51 2 =33 = 1, entonces
Ky B =P Sea w esta solucidn, &sto B2, W = (~2,1,1}.
Entonces
u + w = (_3,2:2} ]

s md < s = i ¥
que no es dificil verificar que efectivamente tambi€n es so--
lucidn de (I).
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CAPITULO 3

MATRICES
8.1 I NTRODUTCTC 1 0N

En el capltu]o anterior se introdujoc el concepto de ma--
triz y se empled como una herramienta aux111ar muy importante
para el estudio vy so]u01on de los SEL. . A raig de esto, como-
muchos de los problemas pradcticos pueden plantearse comg SEL,
resulta que dichos problemas pueden ser planteados en tdrmi--
nos de matrices y resueltos a travds de operaciones matricia-

les ¥ sus propiedades.

En la actualidad, las matrices son instrumentos muy efi-
cientes en varias ramas de la Matemhtica Aplicada pues utili-
zan métodos matriciales Definiremos ahora algunos conceptos
y desarrollaremos un élgebra para matrices de manera ,que re--
almente proporcionen aplicaciones Gtiles. Veremos cdmo en el
algebra matricial se definen operaciones de modo que el sis--
tema matemdtico resultante es un espacio vectorial.

£
Debemos hacer hlncaple en que lo mas importante de este

'capltulo es el estudlo del papel que juegan las matrices den-

tro de la solucidn de SEL representativos de 51tuac1ones rea-
les ¥ el dejar lo suficientemente clara la relacidn que exis-
te entre unas vy otros.

3.2 RESENA HISTORTICA

Aungue el ooncepto de matriz precede légicamente al de -
determinante, es este ultlmo el gue se desarrolld primero.
No fué hasta despues cuando los matembdticos se interesaron --
especificamente en el arreglo rectangular de los numeros que
aparecen en el determinante, aunque varias propiedades rela--
cionadas con esta teoria ya se habgan desarrol lado.

Los conceptos de matriz aumentada y matriz de los coefi-
cientes fueron introducidos por Henry J. S. Smith (1826-1883)
con ocasidn de la solucion de sistemas de m ecuaciones con n
1ncogn1tas.

Se considera a Arthur Cay]ey (1821-1895) el fundador de
la teoria de matrices pues fue el primero en publicar una --
serie de tratados sobre el tema.

Muchos matematlcos pretendieron extender y desarrollar -
]a idea de Cayley al morir estﬂ. los gque prestaron un mayor -
numero de contribuciones fueron Frobenius, Smith, Clebsch, --
Buchheim, Hensel, Jordan, Metzler y Taber.
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’ . / . i .
taneamente mediante el metodc de soluglon para varios SEL to-
mando a la matriz de coeficientes comun & todos los SEL y a--
gregando encseguida lcs vectores columna de las constantes de

cada uno de leos n SEL,

b esto da lugar a una matriz de nx2n -

elementos, ;
1
& g =T aan 4 1 0 8]
= 8 ,e g ¥ 0 1 0 = A 1]
i ® . - .- - L ! " - . o
2 & I A -
B 8 g Ean | O O 1
Al aplicar cperaciones elementales =n el blogue A para -
escalonarlc y reducirle (Gasuss-Jordan), en el ado derecho --
{bloguel) van aparec endo las soluciones para cada SEL, es --
decir, el vector scolucio cn X tal que satisfags = su corre spon—
diente SEL. Con €sto en I van apareciendo X y &sto es AL
i - %
I P X, g Xn = XK = A
i i t
. i 5 ] ]
Observacion.- Para.controlar los calculos y verificar el
resultado, es conveniente comprobar que AA'=
Veamos un e=jemplo:
Ejemplo 8.- SZea
5 10 i8
5 0 12
10 20 16
la matriz asociada & un SEL. Queremos determinar la inversa -
1 B i i ! _ .
de esta matriz mediante el metodo de Gauss-Jordan
7 . - -
Solucion.- Siguiendo €l algoritmo representado anterior-
mente tenemocs
15 10 18 p1 000 10 20 e 10 @ 1
15 G 2 1 @ 1 R;3 15 Q 12 ' 1 B
10 20 i4&E ) ¥l 15 10 18 13 @ @0
1/10 Ry i 2 8/5 [ 0 0 1/10
-15 R + R=a o -30- -12 | 0 ;2 -3/2
-15 K, + Ry |_0 -20 -5 | 1 6] -3/2
0 4/5 !0 1515 © |
1 2/5 0 -1/320 1/20 |
0 % S R 8 - -1/1_J
3 8] 0 | =245 1.3 175
o 2 6] y =175 1/71¢g 2720
@ @] 1 B 0 -1/3 -1/4
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3.6 ALGO MAS ACERCA DE & EL
./ .

, En esta seccion establecersmos &
bien concernieqtes a sistemas de =cua
daremos otro metodo de solucidan pars
con n incognitas gue, en cierta ciase
eficientes gue la eliminacicn de Gauss

I = ’ g
Adema%, analizaremos que sucede con los SEL que no tie--
nen sclucion.

e m 1
entonces, para cadafma riz de nxl, €l & X B ti =
tamente una solucicn, a saber X = a' B

o / . il o s

Demostracion.- Ya gque A{(A  C} = C para cus
C cuandc A es invertible, tenemos entonces &n pa
A(A"'B)=B, de donde ¥ = AV B es una solucicn de A
mostrar gue &s 1la linica solucidn supongamos gque
guier solucion. Vamos a demostrar gue ¥, tiene
solucidn A™' B. Si X, es una solucich, entonces
Premultiplicande por A™' en ambos lados tenemos
A™' B, entonces X,= A™' B.

oot . % v _,&&;

Podemos ahora resumir mediante algunsg relacion todas las
propiedades presentadas anteriormente
a) A es invertible. .

b) AX = 0 tieme unicamente la solucion trivial

c) A es equivalente por renglones a I

d) A¥ = B es consistente para toda matriz de nxl
/

De aguil podémos concluir gue =i A es invertible, enton--
c2s su sistema asocia@o tiene solucich énl:a; En Caso Fontrs—
riq, el sistema tendra varias soluciones ¢ no exdistire solu--
cion

Froblema 2.- A partir de la informacion dada en €1 pro-
blema obtensmeos 21 siguiente SEL a resolver

i5 x + 10 ¥y + 18 =z = 1&C0
1¢ % + + 12 =z = 1800
10 v &+ 20 v # 16 = = 1206

/

Este sistema mediante notacion matrici

mn

1l lo repressnitz—-

wm
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Cheerve gue la matriz de coeficientes del =sistema va e€s
conocida por nosotras ; su inversa existe y es

e

I

I
b R
T Sy B
k) tn tn

-
143 1/5

1/10  3/20

-1/3 -1/4

- -'
D= donde la solucidn estara dada por

—

—
' -Z2/5 1/2 1 /5 200 120
-1 . =
= A B = -1/5 1710 3/20 1800 . ¢
142 =31/83 =1/4 1200 G
den producir 120 unidades 4 ertilizantse de

% - z = 1
Zy + 3z = 2 -
&3 + 2 = 3
donde x,v,z » €. En notacioh matricisl
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La respuesta es : 2/3 partes del menﬁ 1, la mitad del 2
Yy una tercera parte del 3.

Froblema 5.- En &ste problema los gectores ©° COmpa affas
se 1n§grrélaclonaﬂ de uns, forma elaborada. Se hace unag dis—-
tincidn entre las compafiias o sectores (que convierten un ---
producte en otros productos de tal manera que los productos -
suministrados no son realmente consumidos, =ino rmwmpla"doos
en el mercado por los productos de la produccion)y el pdhi
considerade como los "consumidores finales™, (que en este ca-
=o corresponde a ahorro). 2

con dos tipos!de modelos: cerrado y a--
lc cerrado, &l publico se trata como una -
a o sector ma cuyc ingreso es lz canasta de mercado,
mientras gue la produccion es el ingrediente trabajo en el —-
suministro de mds sectores tradicicnales La dlstlrc1dh en-—
tre "huenos consumos finales" en nuestro modelc abierto y los
ingresos gque €l sector construcc15ﬁ "procesa' en un producto
de %allda %laredc manc de cbra en un modelo cerradoe g dg in-
terés econdmice pero no presenta alguna diferencia matemati--
ca

n =1 :apftulo de Sistemas
solv15 un problema representado
o%tief en 1 gue S& enfatizd gu
nomico s& trabaisris supeoniendo
v el consumo Aquf supondrfﬁmrs lo mismo

El arregleo dado se interpreta como sigue: €l sector de -
la agricultura prudrc up total de 20 unidades, de las cuales
se auteosuministra con 4, la manufactura consume 6 y el sector



de la CODStTLC%lgH consume Z; las 7 restantes son los produc-
tos de inversion (que pasan a formar los fondos invertidos ©

ahorros y gue son consumidos por el sector de 1la construg----
cion). El mismo :@cbor agricultura, consume 4 unidades de -
su propia construccion, 8 de la manufactura y 8 del sector de
la construcc16n, 20 unidades en tctal.

tor ahorros es sector abierto, -

Comc en este caso el sec
=]l problema se interpreta como un modelo de sectores: agri---
cultura, manufactura y construccion, PEro todavfa no corres—-
ponde & un L@delc de Leontief. Lo ¢ onvertiremos en unc en la
siguiente forma: los insumes {consumcs) de la agricultura es
4/20 de ells mlsma, &/20 de la manufactura ¥y 8£/20 de la cons-

b B e ot e o N etc.

-

V3
Con esto resulta que, =n este problema, necesita sat1=——
facerse cierta demanda, que €n este Caso &5 la 1nver°1@n de
ue se formen los ahorros ¥y sean utilizados por el ---

iy

manera gu
d

. 3
& construccicn. En otras palabras, el vector de--

sector de 1 El
manda d tiene como elementos 71, v la.matriz a trabajar se--
2
’ 2
ra: __ o —
4/20 &/20 AXEQ A5 1£5 2/20
A = 8/20a lge/z0 1/20 = 2/5 Y -] 1/20
8/20 6/20 4720 2/5 i/5 1/5
Lo :esolvegemos mediante (I—A}Jd = ¥ , donde X = vector
produccicn. Asi:
445 -1/5 -3/20
I-4 = |-2/5 2/5 -1/20
-2/5 -1/5 445
4/5 ~1/5 =328 & & 4] g
i -2/5 2158 -1/20 | O 1 G
(I-4A) " = {-2/5 -1/5 4/5 & B 0 gl
5/4 Ry 1 -1/4 -3/16 | &/4 0 8]
2/5 Ry+ Ra. 0 3/10 -1/8 | 1/2 1 0
2¥5 R,.+ Bs 0 -32/10 z2e/s40 | 1/2 O 1
10/2 Ra 1 a ~7r24 1 By3 5/6 0
1/4 Ra+ By .1 0O 1 -5/12 | 543 10/2 0
C G 2/5 i i 1 1

2 ¥
3/10 R, + R3L



(Y

5/3 Ry 1 0 0 55/ 72 QL /72 B5L72
7/24 Ry+ R, 0 1 g 1 B5/35 145/36 25736
T/12 Ry+ R, 0 0 B 3 BiE 5/3 543
! .
D= donde !
15E 35/72 E
_.I S 4 oo
{I - A) = g5 25736
g 5/3
1 55
= 1/7& 1 50
1 120
S =
For lo tanto, _ . S,
-_IE = _/' i 20
W o= (I - a)y d = 1/72 17 5¢ 3 = 30
: 120 120 2 {20
= : . Zolte /
Ecte resultado era de esperarse debido a la suposlicioen -
hecha v & lcsg dates dados en la tatla
. ! : ’ 2
Finalmente, solo comentaremos dos ultimos problemas g
Fodemos considerar un tipo de problema muy importante en Fl--
« - . = 5 yos il -
sica: en ciertas aplicaciones se trabaja con sistemas I181CO0S
%lamad95 "cajas negras", por haber sideo reducidos & Sus Cca&---
racteristicas ssenciales En ellas consideramos gue si al e
sistema le aplicamos una cierta entrada, el sistema producira
ina cierta salida; sin embargo, el fumcignamiento internco del
= § " !
sistema s= desconocce © gc importa, de ahi el termine "cala --
negra' En cacos como éste, tante la entrada como la szlide
poedemcs describirlas como patrices de una columna Por ejem-
plo, i la caja negra esta formada por un cilerteo circuito e--
lectrdnico, entonces la entrada puede Ser una matriz de nxl -
cuyos elementos son los n voltajes medidos entre ciertas ter-
minalecs de entrada, y la salida puede ser una matriz de mxl
cuyos elementos son las cogrlentes resultantes en m cables de
E / 3 .
salida En t€rmincos matematicos lo gue hace el sistema €8 --
transformar una matriz de entrada de nxl &n una matriz de sa-
lida de mxl.
Entrada Sist=ma Zalida
_—k {Caja Negra! p
/ - . -
Para un gran numerco de sistemas de este tipo la relacion
es como sigue: al sistema le ascciamos una g;erta magri: S
constante A de mxn, cuyos elementos son parametros figicos =-

y
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determinados por el sistema. La matri
que resulta de una matriz de

ner mediante B AC.

Un sistema de este tipo
lineal. En 1au aplicaciaone

terminar que entrada C se le debe
conseguir cierta salids B, :
AX = B para la entrada 1ncé

da.

ff}l

gnit

un thlmm problema fundamental co
Sea A una matriz constante de myn. En
trices B de mx1l, tales gue el =istema

Si A es una matriz invertible, =1
en forma completa el problema al afirm
B de mx1, AX = B tiene lsa solucidn dni
-cuadrada ¢ no es invertible seria muy
en gue condiciones el sistema AX =B e=s
puede hacerse utilizando alguno de los
desarrollados en el cap{tulc anterior

entrada C de nxl,

z de =salida B de mxl,
se puede obte-

de sistema fisico
con Irecusncia de-
1 sistema parg ---
rer la ecuacion ---
salida B requeri--
risiste en lo siguiente:
cuentre todas las ma---
A¥ = B sea consistente
teorema 2.8.1 resuelve
ar qus pgra toda matriz
ga m o= A B. S5i A no es
convenisnte detgrminar
gﬁn51stente v est? i
metodos de reduccion -
{Gauss, Gauss-Jordan).
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4
de Algebra Lineal I. Aqu1 se contempla toda la justificacior
tedrica que respalda a lo desarrolladc en temas anteriores
4.2 RESENA HISTORICA

Es al llamado "PriJ:ipe de las Matemdticas", Karl Frie--
drich Gauss (1777-18E5), al gue se le atribuyven las primeras
ideas acerca del concepto de n dimensiones asl como el méto-
do pars sumar vectores de dos componentes esto ultimo debi-
do a que aparecen cuandc dd 1la demostracidn del Teorema Fun--
damental del Algebra. &1 identificar punteos del planc con nti-
mercs complejos

Fosteriores &1, encontramos los trabajos de Arthur ---
Cayley (1821-1895; v de Hermann Gunther Grossman (1809-1877),
en los cuales va se maneja el concepto de espacic vectorial

En las publicaciones de Grossman encontramoes ademas no-
ciocnes come subkespacio, independencia lineal, conjuntoe de ge-
neradores, dimensidn, suma e interseccibdn de subespacics.

Lz vida de Grossman €s algo curiocsa, porque z pesar de
ser un gran matemdtico, tardlamente se did valor a su cobra, -
quizd debido a la dificultad de la lectura de su trabajo.
Prdcticamente la totalidad de su vida la pguﬂ comc maestro de
secundarisa en Stettin, pequena ciudad de Pomerania situada a

poca distancia del Mar Baltico.

- - ! . ] - - =
Giuseppe Peanc (1858—%952), logico y matematico italia--
= o . - o o } o C
no, en 1888 da la definicion axiomatica de un espacic vecto--
» « 4
rial con escalares reales empleando una notacion moderna.

Continuaremcs con algunos resultados important=ss para el
casg R™ y después generalizaremcs 21 casoc abstracto.

4.3 € OMBINAGCIGOHN L I NEAL I E VECTO -
RES, DEPENDENCTIA E I NDEPENTLENCTIA
1. I NE & L D E VECTORES ¥ GENEERADOC ——-
R ES : Caso R™

o
E? esta seccion estudiaremos algunos conceptos guse nos -

serviran para despues obtener a partir de ellos unze defini---
cidn muy 1mportdrte : lz de hbase. Obzervaremos cérmc =stos --
C’ﬂ'eptOS estén muy relacionados unos con otros, exlste unsa -
seriacidn entre ellos de tal formsa gue trataremcs = gue =1 -
tltimo cConcepta gue s€ presente gusede 1o bastante firme Zomc
para comprenderse =sin mucha dificultad. Empecemos.

o ! - Y 5 &

Coma se recordara, las gperaciones multipiicacicn por un
escalzr v guma de vectores, para vectores en R*c =n R -
tiensn un significado g&ométri:: =i r, €5 Un ESIE.:T % §
es un vector en B+ o R®, con d ntes valores de v, nads-—




1 z -
mos llegar a cualquier punto que este cclocado sobre la misma
direccion de V,. Este punto determina otro vector con la ---
misma direccidn que V, pero diferente magnitud.

Si queremos alcanzar otro punto fuera de esta direccion
podemos tomar otro vector V, (por supuesto no colineal a V)
de manera que V, ¥y V,; forman un paralelogramc (¢ plano), cuys
resultante estd definida por V, 4 vV w b ¥ contiene a ambos ---

vectores.

Tomando mdltip]os convenientes de V,; y V, podemos alcan-
zar cualquier punto en este planc mediante r, V, + raV;, eam =
r,.r, escalares, pero no podemos movernos fuera de este pla--
no. Para llegar a un punto fuera de este plano podemos in---
troducir un tercer vector Vg3 que no esté contenido en el pla-
no definide por V4 y Vz (es decir, VE no coplanar a V, y V; ).
Anélogamente, tomando sumas de mdltip]os de la forma rV,+ 5
Vg + ryVx , con ry, Py Ty escalares, podemos llegar a ----
cualquier punto en R3 que determina a un cierto vector.

Generalizando, si tenemos n vectores fijos V,, Vo s eoosVy
E'H“‘y queremos llegar a un cierto punto que determina a un -
vector V £ R"™, podemcs hacerlo mediante la suma de mtltiplos
escalares ceonvenientes de Viise Vyyeon, My, es decir :

V= ryVp+ r Vg +...4+ LaVan s €On 1y , r., ,..., r, escalares.
Por el hecho de poder representar a V de esta forma, decimos
que V es una Combinacidn Lineal de s Wgpnaoy B . Asi, enun-

) - - "
ciamos la siguiente

Definici&n 4.3.1.- Sean v, Vyseowoy, Vu vectores fijos -

en R™. Un vector V en R™ es una COMBINACION LINEAL de .
V;,..., Vin 81 podemos expresarioc como

V = rV, + PaVg Helaw

para algunos escalares Ty r}, vewy I s

rMV«A

Observacign. - Notese que las combinaciones lineales de
vectores tambidn son vectores. Asimismo, el verificar si un
vector V es una combinacién lineal de los vectores Vi, V
V anos lleva a resolver un sistema de ecuaciones,

@

Si variamos indistintamente los valores de Wy ¢ W jemrsg &
podemos formar vectores distintos i si reunimos todos estos -
vectores que se obtienen mediante co binaciones lineales de -
V‘, Vo oo 5 VWAy lo denotamos por J@(Vi, V&,..., V,.) , es --

V Fgaw Mo A

degir si
LYY
j%(v,, Vgreees Vad= { VERY V= rVy o+ org Vg * M con
Ty Tasenn fﬂ\escalares i
‘mzs de todas las com--
los mismos V,, V

-1,--1
LI

binaciones lineales de Wi Va,.

Vw Para valores adecuados de los osca

n
g
M
n
“
o
—

1D
m
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en el concepto de combinacién lineal de vectaresles la de de-—
pendencia e independencia lineal de vectnre% ; mas adelante -
veremos como este concepto es central tambien =n 1z teoria ——
general de conjuntos abstractos. Es de ssperarse que estos —
conceptos estén mucho muy relacionados con sicstemas de ecus——
ciones y la existencia de los escalares t, 4 Fysexsy P

Recordemos la forma de un sistems de mun ¢
-

By ¥ F A MyFaaet A M= by
= L o M Fizat & e S
Rgn T P gt Fawm- B
* B KX _Foaat 3 —
Sy Whe Tam Ak ™
Este sisiems pusde resscribirse en la siguisnis forms -
= 4 243 23‘“ Y
s = 4 e = B - —
=1 = aid .rxa = 33 F aww g “‘\‘\» P Dw tﬁ 5
= ye 2w = B v
2= d=oir,
a .,
w oM.+ o o * gV =h o Pw = B s i o= P uw
XY, h;kb & w ”“bw\ b ., donde we ago s 1 : i
‘ o Tia
_ ) S )
son vectorses columna en R . Lo gue hemos hecho entonces es
= = = s - ! « = x
escribir al sistema comoc combinacion lineal de los veciorss -
Vis Vaswany V. Cuando el sistema s consistente == porgus —
existen las constantes 3, ¥, ;:-.5 ¥, que permiten hacer lo
anteriocr, es decir b eé&cv,, Varrr=s Y 3§ si no es posible -
encontrar esas constantes ec porque el sistema es inconsis——-—
berbe g B g KWy Voypuuny Wb

Fero ademza iiste una relacion muy estrecha entre Eﬁz =
EmluCiQﬂEE‘dE un s=istema de escuaciones linesales nioc homogenso
y su homogeneo asociado {teorems 2.6.4) ;3 resulizs gus en la

« 5 .
s?iuczen del sistems x,V, + x Vg f“‘+ Yo = b, 81 comporta-—
miento que tenga =l sistema homogenso Mg b oV el o ox Vo

= ¢ es muy importante, puess :

.o . .
Froposicion 4.3.2.— 85i el sis
4 %y L3 s
_ FongVy F el + o, _
16n, entonces tiene infinitazs soluci
= oV, Ll oF HMU = 0 tiens =ol

in
o~
|-wl
[m]

Frimero verificaremos gue si el sistemsa
oo = b tTiene varias soluciones, entonces
o %V F gV, F it Ha M, = 0 tisne solu—
decir, =sxisien constantes Fyos Pyomees Tan
que
ra¥y T orVY, Feat o Moo= 0




rias formas distintas en términos de W o Vi vsenp Vs OSeER ==

las siguientes dos de estas expresiones

HaVy & MgV +. oo Sl y = b=b XV, # XV +.0 .4 HnMaw = b

y‘v‘ - y;V; towet PuVe = b —y‘vi -« P b = = WMo -b
(Xy =V )V + (Xa-¥s}V + + s V)V =0

_ . 12 Tl \ Sy
donde ri¢ # 0, pues X ¢ # y§ para algurdi. As1,
1‘\\/1 el i PR rmyrﬁz ¢, con alguna r, 3 0.

En el otreo =z=entido, si el sistema
- -

b4 ‘V + '\Lﬂ_ S xm\’(w: G
tiene =oluc1o? no tr1v1al forzosamente tiene varias solucio--
nes. Si ademas, el sistema x%,V, + X V. +...+ x4V, = b tiene

solucidn, el QLQ dicho sistema tiene varias soluciones puede

concluirse a partir del teorema 2.6.4.

Observacion.- En otro caso, si ry= r,=. Fa= 0 signi-
fica gue la forma de expresar el vector b en térmﬁqo= GF Vi o
Vg v ows Vg &8 dnica v gue la SOlLClAﬁ del =sistenma homoaeneo -
XV + HyaVgy 4.0+ XV, =0 deberd ser trivial, para que s=a -

vialidc el teorema Z.6.4.

For otro lado, supongamos que existen escalares no todes

cero tales que riVy + rgV, +...+ roVyu =0 Vy tomemos r, # 0.
Reescribiendo el sistema tenemos gue .
V‘ = (—I‘:;/'l") Va+ (- ~PRLT o } V,‘+ ..+ (‘3""\/1" ) V,\;\,
es decir podemos expresar un vector del conjunto como combi-
nacidn 11ﬂ8n1 de los restantes. Sin embarge, si r,= rg=...=
rm= 0, no podemos hacer lo anterior. En el primer caso pode-
mos decir que V, depende de V3, V,,..., V,, en otras palabras
v, € k(vl, Va,..., V) ¥ por lo tante V,, Vo gwswy Vg SOB e@e=c
planares, esto es (Vy Va="'= Vit = (V;, Vg,oon, Vaa es
deflﬁlClén de coplanares ; en cambic, en el segurido caso no -
lo son. Esto nos permite enunciar la siguiente
Definicién 4.3,3,~ Diremecs que V., Vy,..., Vu Son LT———

NEALMENTE DEPENDIENTES (L.D.) =i en el conjunto existe deun
vector gque se escribe como combinacidn lineal de los restan--

tes. En caso contrario, diremos que son LINEALMENTE INDE--
PENDIENTIES (L.1).

En lo gue respecta al conjunto ﬂe(v‘, Vgowenwy Vgt 48 an-
terior corresponde a verificar si el vector 0 pertenece a el
o, dicho de otrc modo, si podemos expresar el vector 0 como -

- - 1 - 5
combinacicn lineal de V,, V Vﬂ.y resultc gue d

Ve oL, e s==r asl
esta forma de expresarlo pu;de ser tnica o no, dependiendo de
los valores gue tomen los escalares r,, T y Tapo  Desde ==
este punto de vista, podemos reescribir la definicidn ante--—-
riocr comoc sigue

Def 1015n 4.3.3".- El conjunto de vectores V., Vo u - .
V.. es L. =i exizten escal ;X ¢ Todos cereo

N
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S8i VW, V ...,y V¥V, no son L.D., sntonces son

foud a
< w

'
wisten varias tecnicas para determin

nar si un cenjunto

de VECFDFEE son L.oI. o L.D. Una de ellas se relaciocna con la
solucion de sistemas de ecuaciocnes ; esto lo podemos ver como
sigue =

Sean los vectores V= ix,, Rowmeos Muds Vo= ¥,y Yos---
Yodaeens Vo= (22 Zgsesny Zwle R™. Para zaber si dichos —-
vactores son L.I. o L.D. necesitamos determinar los valorss —
de las censtantes ry, 5.2,y 'mgue permiitan gue

FR ’vl‘ i f-"é\lfla Feaet ‘VN\"‘"}N\ .

=stc == :
r\{x‘,”3,..../m}+r3£y!,ya,._..xh)+...frmfg ,:;,-s.,hm}ziﬂn.é}

. T A : g i

Definicion 4.3.4.— Si el sistema #,V,+ RaWateoot ¥ M, =b

. = = < 4 4

tiene sgluczén, entonces tiems una ﬁnlca =olucibn si ¥ solo —
=i los vectores son Lol

Otra forma de referirnos a 2sto es gue =i Vis Myseeos Vi
son L.I., entonces existe un dnico conjuntoc de constantes Hy ou
Haawees Han t;leg que X,V + x V_ o+ .4+ X¥pVWu= by Es d?cir, 52 ——
tiene una bnica forma de expresar el vector b en t&rminocs de
Vs Mgy em ws Wi S1 son L.D. hay infinitos conjuntos de cans—

. . .7 E :

tantes que expresan a2 b como combynacion line=al de Vb s v&,..,

V,: 21 caso de existir alguna




tir de la definicion 4.2.3, pues si estos vectores son L.D, -

entonces uno de ellos puede escribirse come combinacion li---

neal de los restantes ; esto es, si V= a,V_+ a.V,+ + B Vans
. Bl

entonces azVy+ aaVa+...+ &V, - V,= 0, con el coeficiente de -

V , distinto de cero.

En el cotro sentide, si existen constantes Ly T, T
no todas cerc tales gue r V+ ry Vg, + —.rmvmf Q,rentcn: W iy
Vs + ¥ son L.D es exactamente la definicion <.2.2°7

v B i oy 9.4 3 - §

Observacion.- Este proposicion valide 1 que la defini-

! ;o \ . T E =
cicn 4.32.3 se puede reescribir como 4.3.Z2
Por otre lado, équ% sucede cuande un clerto vector V —--—-
/ . 5 P - S
puede escribirse en terminos de n vectores L.D.7. Vezmos.

Sean Vi, V.,..., Ve vectores L.D., entonces existen —----

constantes no todas cero r,, Y5 .-.-., Tan tales que TVt r;VR+
+ T V.= 0 pero ademas, por la definicicon &4.2.3, unc de ez-

1 i .
tos vectores puede expresarse como combinacion lineal de los

restantes, digamos

! = = = 14 = X '
T Ealpt Paletie? Belfn , SM
(n-1) wvectores
Sea V un vector tal gue
—-— i - - 3 ~
Vo o, Vot RV, BV . (2)
Sustituyvends (1} en (2) tenemcos gue
V= xa(83Va+ aaVe+. ..+ QW) + X Vo+.. .+ Vo
= (H,a, + H IV + {(x oa_+ » IV +...+ {3 a + x IV
Ly = A ey e | 2 3 3 b s fv\.)
5 & d 5 i 1 « 5
Es decir, pudimos escribir el vector V en terminos de --
(n-1) vectores. Esto lo afirma la siguiente
- .l , ~ >
Proposicion 4.2.6.- Si V,, Vo, . -, Vi son L.D. y un vector -

se escribe comc combinacidn linezl de estos n vectores, en-—-
tonces existen (n-1) vectores con los que se puede escribir -
dicho vector

51 tomamos a todos los vectores V que puedan expresarse
de esta forma, es decir, si tomamos el conjunto LN V:’-->
V) con Yie Yy, Vi L.D. los resultados dntprlorea sugie--

2 &,
ren comg cconsecuencia de ellos los dos siguientes

Corolario 4.23.7.-, 81 ¥, Voa,..., Vi son L.D., entonces cual-
gquier vector en }?{Vl, Va, ..., Van) Se puede escribir con ----
(R-1) vectores. Es mds, si V,, Vy,..., Vmson L.D., entonces
jﬁ{vi, Vg w o2 23 V“} se puede escribir con in-1) vectores. es

decir }?’V‘, Vaseoos V) = Vs Vgumees Vgl

Corclaric 4.3.8.- &1 jg(v,, Va,..., Vo Se escribe con menos
vectores, entonces V, V;,..., Vq\son s
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Enseguida veremos en el caso de dos vectores cuando son
L.D. v la interpretacidn geo ome&trica de este hecho. Lo hare--
mos as{ para facilitar su compren516n.

Teorema 4.3.9. Dos vectores son L.D. si y sblo si unc
de ellos es multi plo escalar del otro.

1 ”

Demostracion.- Supongamcos que V= rV,, conr 4 0. En--
tonces vV, - Vg, = @ v Vy, V4 son L.D For otro lado, supon-
gamos que V ¢y V, scn L.L ; entonces existen constantes r,,
T xal menos una diferente de cero tales gue 1TV, + r, V. = 0.
= N . T i . = ~
Siry ¢+ 0 entopces Vy + (ra /ry) V5= 0, de donde
Vi=-(ra/r,) V,, esto es Vy ez miltiplo escalar de Vq
=S4 == (] T OITIoes = e ! = O = H
8i r, = 0, entonces r_ f y V= 0V = ¢

Geometric amente, =1 gue dcg vectores sean L.D. signifi-
ca gue dichos vectores son parslelos (figura aj)

Figura b)
- . ! . e . - -

51 se tienen tres vectoreg L.D. geometricamente signifi-
ca gque.estos &Sires vectores estan sobre el mismo plano {(figura

o " = = . a 2
b)), pues unc de ellos puede expresarse como combinacion 1i--
neal de los otreos dos {simplemente,la Ley del Faralelogramo);
en otrag palabras, son coplanares En caso contrario, los —-—
vectores son no coplanares y L.I

= = e
En general cui2dc se tienen n vectores .. en E ¥ to=

T
mamos al conjunto (Vy s Vgiesns Yl dirhm conjuqto lo aso--
ciamos con un plano (por ser la idea gcometrlca mas simple --

que tenemos) ; pero este ceonjunto no es exactamente un plano

sino una generalizacidn de €1 en F™ de forma tal gue cual----
quier elemsnto V4;kﬁv‘, Va,..., Vaul pueda expresarse mediante
una combinacibn lineal de Vigs Mages s Ve En caso contrario,
=1 gue V¢ Wy . Va="" V) Elgnifica gue £1 vector V no pue-
de escribirse en tdrminos de V 1.V Y g BB decir, V no -

;,‘;_s
se encuentra en esta sspecis de planc.

id

o~
O
o]
s

L

W g
& ea grafica par
entonces pa (e} e
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oV + raVat.ot M = ¥V, entonces
Y

riVy F oraVat..o.% £V, =0
i V§,..., Vou? »
%23 Vm}’ indica que

ryV, * r Vg +...4 r V=V para cuales--
guiera ry, ry;..-, rm&R , de modo que -
r My b orglg tee.t BVt ¢V = Q E010 ~-
GO B 2 ¥ e’ w® TS &

Observacionegs. -

. - ) i :
- El hecho de que V este o no en ,Q(V], Vo, esey Vi) unicamen-

'6, !
te depende de si existe o no una combinacidn lineal de ViaVy.
«vs+y Vg gque nos exprese a V. .
- Ror su semejanza con un planc denominaremos.al conjunto ---
d? . g,..., Vm) como HIPERPLAND.

as figuras a) ¥y b), vemos gue en
) gue contiene a V, puede for--
marse a partir de este vect y mediante mﬁltipios escalares
de el dsto-es, Ia rects X ) puede "generarse" a partir de
Vv dec1mos que, V ; genera a # (Vy) i asimismo en b)), si to-
do-'elementa en j?(V,, V,) se puede "crear" o "generar” a par-
tirpﬁe Vy ¥ Vg, decimos que V, ¥y Vk son generadores del pla-
no (V,, V)

Basandonos de nueveo en
; ; 7
la primera toda la recta X

Cabe SGnalgr lo siguiente ¢ el plano de la figura b) se

5 A P
obtdvo a partir de V,, Vo, ¥ V3 ¥y sin embargo lineas arriba se
i

dijo gque 2! plano puede generarse unicgmente con Vi ¥ Vi. En

otras paldbras estamos afirmando gque t(V,,%;,Va) = (VA’V1>'
nQue tan valido es dsto 7. Completamente, pues cemo estos --
tres vectores son L.D., podemos sustituir uno de ellos, diga-

2 L =
mos Vg, como combinacion lineal de los otros dos de forta tal
que en realidad estamos generando el plano en base a VvV, vy VK
solamente. '

Este concepto de generadores también puede extenderse a
un conjunto de n vectores Vy, Va,..., Cuando estos vec—-
tores son L.D. generamos al hiperplanc EQ(V,, Visesres M ¥ -
ademds podemos sustituir uno de los vectores (igual gque en el
caso anterior) y cambiar el conjunto de generadores, esto es,

Wy o Vo swros W) = KL, Va,.ony Yu¥. A esto hace
referencia el corolario 4.3.7.

3 s 1 s 5 ’
Antes de estudiar algunos ejemplos sencillos de esto, a-
provecharemos para desarrollar lo gue corresponde a sistemas
% - = v
de ecuaciones lineales sin solucion.
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4.3.b S5 I STEMAS DE ECUATC JoOMNES L INES-
LEEB BIN SOBLUE AN

B0t s . ' .
Hasta =1 momento hemos estudiado varios metodos difsren—
: . - i . B .
TEES para soclucion de cictemas de ecuacicones. Fosteriormente
i n

[
:l::} Fule el feed

ol

L
[

Py
il

o
(BT
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pendicular = %?{V W, Ym?. De acuerdo con la defini-———
o -
cion de PEFPEHdlCUlu: idad entre vectores tenemos gue debe ———
cumplirse que =
e

(BX)eth— B8X ¥ ) = 0 para toda X, pues AX & LV, .V, -5 V)
oy k-5

o v

0 Io gue s lo mismo
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2) K no tiene que ser necesariamente el campo de los reales,
ni siquiera el de leos complejos, en general cualguier conjun-
to con estructura de campo nos sirve.

3) E= conveniente referirse al "espacio vectorial]r" . ya gue
es solamente un conjunto de vectorec mientras que un espa--
o vectorial es un sistema matemdtico que congiste en una --
crdenadsa (7r,+,-}. donde ¢ es la mLLtlpllCdCan por un

s algunos ejemplos de espaclos vec-

L]

1l conjunto de polinomics con coe—-
mener o igual & n, es decir

(s By X 4 BpX® t...% BpX™ , &8 iR }.
um elementos de Pyw como:
p(x) Bo + @, X + ByX. 4...+ 8yX¥
g(®) = bs + b BT degoh BE™
entonces
o(x) + g{x) = (aa*Po) + (a,+b;)x + ‘{t-:la-p.ba};ﬂ;"l +.L L+ {an+bn)xh
v la multiplicacion por un escalar 4 €R como

AP(x} = f 3¢ + o B X + da}xa+.”+ A a,x"

Es clarc que la suma de dos polinomios de grado menor ©
igual 2 n es otro polinecmic tambidn de grado menor o igual a
n, por lo gue se satisface la propiedad 1).

Las propiedades 2 v 2 =ze siguen de la conmutatividad y
asociatividad para la suma de reales. Por argumentos seme---
jantes es facil verificar que se satisfacen las propiedades -
& 7 :

B.7:8,9. w 10.

ficar la propiedad 4 necesitamos defanir el po-
omo & = 0 + 03 + 0xX +...+ 0Oxn . Asi definido,

e, haciendo -p(x) = -a, - a,®x -—-...- amﬁn , ve-
& propiedad 5, por lo gue concluimos que Py e
torial con coeficientes reales.

Ejemplo.- Consideremos shora el conjunto de funciones -
definidas y continuas en I = [0,1] yv con valores reales, es -
decir f:[0,1]—=> R , f continua en I.

Definimos (f+g){x) = £(x) + g{x),
(A L) () L3t 1

I
A
™
rh

gue la suma de dos funciones continuas es continua

s analizados en los cursos de Cdlculo o), la propie—-—

dad 1 se satisface ; las propiedades jyestantes se verifican -
= Tomande O como la funcidn cerc, es decir f(x}=0

c

-f{x), democstramos las propiedades 4 y 5.

«
]
-
‘E
1
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Aunados a los anteriores tenemos como ejemplos de espa--
cios vectoriales a los tres primeros capltulow de esta tesis,
es decir, vectores, matrices y soclucidn de 51stemas de ecua--
ciones lineales homogéneos. Los primeros dos estdn demostra-
dos ya en el desarrollo de la tecriz j} veremos el Ultimo.

= i R— R (R . , z .
=ea el conjunto solucion de un sistema de ecuaciones 1i

2 s e _— & .
neales homogeneo formado por lementos en R o C (es decir, +~-
K=Ro8 € J: El teorema 2.6. erifica las propiedades 1 y 6
¥; &n consecuencia, 5,% y 10, & propiedades 2,3,7 v 8 se -
siguen de propiedades compiegos).

"3

o

|.'_' \.

&.
(o

reales

0.
(]

m

m
-

! g -
La propiedad 4 se satisface tambien, pues es la solucion

tedwiad.

] - i, .
Con todo esto, podemos relacionar estos temas grafica---

mente como sigue :

Espacios 1
Vectoriales

\r 4
Vectores J : Sistemas de B Matrices
Ecuaclaanw
Lineale

pues los espacios vectoriales son la genera]izacidn de los --
otros tres te%as ¥ ademés, éstos estan relacionados entre s{
. como ya se vio antes.
b

De los axiomas requeridos en la definicién podemos -
cilmente obtener algunas propicdades elementales de las espa-
cios vectoriales tales como :
a) Unicidad del! cero, es decir, s§ B y '\ son tales gule ==
para toda V&V se tiene que V + B =V y V + 8 =YV, enton--
ces & = B8',.
b) Unicidad de
c) 8X = XB = g.
al) =X (=L)X,
e> Si WeX tal que W + V = V, para toda V&7, entonces W = 8

] inverso aditivo.

L}

- ! . -
Por lo sencillo y logico de estos enunciados no nos de--
tendremos a demostrarlos.

. Reeel - . ;
Generalizando las definiciones de la seccion anterior --
tenemos :

& 4 o [ -
Definicion 4.4.2.- Sean V,,@l,...,V“&Q(K). Un vector ¥ - =~
se dice que es una combinacibn lineal! de los vectores Vo,V
R 51 v soloe si

-V
LA

:'}\; V' + .}\E‘-‘. V;_ L R +’§\U\V\’\
para Wyr “R;,¢ ‘\'kakelemento§ del campo K.
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Definicién 4.4.3.- 8Sean Vi ,Vg,... Vneer} Diremcs gque V, , -
Va,...,Vvn forman un conjuanto de vectores linealmente indepen-
dientes, L.I., si existers bi,hs,..y An€R tales que

Ay + AraVa +...+daVa = &

£ - 7
un1qgmen te con Ar;ﬁ; G kn— , y 8 = elemento cero OEﬂjﬁ

Si deto se obtiene con & .lgzun AL# . entonces V, ,V,,....V, son
L. 1.,

s g ¥ 2 : e . e
Definicion 4.4.4.- Si t:ade vector VE V(K) puede escribirse.-
come AVi + AaVa + %Anvn = V, entonces decimos que V, , Va,...,Vn
generan Y {K}. & :

C I S vVECT OQRTIALES Defini--

4.% S U-B ES P A
cion y ejemplos.

0
'_l
4]
n

Ya que algebraicamersite un espacic vectori un con-
junto de objetos (con unzz serie de propiedades comunes), po--
demos deterninar varios ==ubconiuntos de &1 de manera que al--
gunos "heredan" dichas prropiedades y otros na ; can ésto, los
subconjuntos en los guUe =& preservan &sitas propiedades {axio-
mas) son & su ver espaciios vectorisles, por lo gue decimos —--
gue estos subconjuntos =:ion subespaciocs vectoriales de . En
esta seccidn estudiaremcss estos conjuntos tan importantes

Definicion 4.5.1.- Sea7v~un subceoniuntc no vacfﬁ de ——-
WFU{). 53 7¢r~ él mismc un espacic vectorisl, baljc las mis--
mas operaciones definidass en'y_, entonces se dice que“ﬂfes un
‘subespacic vectorial de'jpr. B

De aquf resulta, ar:zsrentemente, gue el demestrar si un
suboonjunto-hfdc un esps::io_vectorial'ﬁ”tambiéﬁ =8 espacio s
vectorial bajo las mispme:z= woperacignes implica la demostracion
de %os 10 axiomas gue de’“inen & un espacic vectorial, lo cual
Seria muy EengorrocesEoc FPe-ro podemos simplificar bastante este
trabajo utilizando la "h=r=dabilidad" de varizs de las pro---
piedades vy pidiendo dni-zamente gue cez velida la cerradura -
para ambas operaciones t:z=l ¥y como se snunciz en el siguiente

. 2 P ;
Teorema 4.5.2.- Sea‘hrvin sunconjunto no vacio del espacio
vectorial TV . 8i para toodo V,wélfée catisface gue

iy V. + WeE W

ii) AvewW , ek

afirmamos que W mismo ti=ne estructura de espacio vectorial y
se dice que WY es un sub=spacic vectorial de

. ;

Demcstracion.- Par:z=s demostrar este teorema debemos ve--—

rificar gue satisface _losg 10 axitmas necesarios para sSer un
spacio vectorial. o

- Lag cerraduras para la suma {axioma 1)
plicacion por un escalar (axioma &) se satis
sis. Ahora, i A= 0, enTtonces QVE , ‘por . i
961U; per la unicidad de2! cero en Wr; es val

y para la multW-—
facen por lputp—

i), pero OV eelfv
ida la propiedad
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&

La asociatividad y conmutatividad para la suma (axiomas
2 y 3), asocilatividad para el producto (axioma 9), las dos -~
leyes distributives (axiocmas 7 yv 8) v la existencia del elq——
mente neutro multiplicativo (axioma 10) se verifican tambien,
dadoc que V.We W cl.

Faltar{a por verificar Jnicamente el axioma 5, eéto es,
la existencia de elementos inversos Fero é%to es facil, ---
basta con tomar A= -1, ¥y por el axioma &, (-1}V VélﬂT con
lo cual terminamos la demostracidn

Lz id=a georét31Cd de un subespacioc vectorial T{Qs la --
siguients : Supongamos gue estamos en ﬁQJ. El que AVEY, con
A€ K vy Vélrsingfica gue toda la recta generada por el vector
V {y¥ gue por supuesto 1o contiene a 41} ests contenida en =1
conjuntoW; igualmente, el gus 66?Vélgn1f¢ca que dicha recta
pasa por el origen del espacic R? .,y el gue (V+W)eW con V,W

W indica que este nuevo vector (v las sumas de mﬁltiplos de
V y W) tambien forman parte de W , es decir, W no admite do--
bladuras u ondulaciones.

£

5/§ N4y,

nos ejemplos de subespacios. Tratare-

Ahorsa veremos algu
jemplos de espaciocs vectoriales gue va se

mos con los mismos e
vieron.

o . n .
Ejemplo.- 5ea7f; Ry = L%y Hg,-: - 3X ) / H= Hal).
,---;};?L} :)’, W = {v(s}rf vyJ!'~-:yIL) y laS

coperaciones de suma y multiplicacid dn por un escalar ya cono--
cidas. Entqnces V o+ W o= (30, %%, 23, ¥V ;Bg FHS 5+ - « w Kt Y} de
donde (V+W)&W. Por lo tanto, se satisface i).

AV = £d % . B8, #5850 o0 Al , Por lo gue se satis-
face 1i)

Sean V = (x,,¥%, ,%3

Par 1o tanto-ﬂfés-un subespacio vectorial de

Ejemplc. - Sea‘V; Pn , €l conjunto de polinomics con ---—
coeficientes reales de grado menor o igual a n, es decir
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2 o
= = + X #oo et &K / as& R}
Pw& f S By® By A L
Sea
2 s,
W= plx) = agt a,x + a.x *...+ ax / a.= 0},
y las operaciones ya conocidas.
s A
Sean pix) = ag + aix}—+...+ B4 X
-
qlx) = b g+ bgx  +...% B, x™ ,

entonces 2 -
pCx) «+ g(x) = (ag+by) + Fa3+b})x oot La_+Bb Jx
Por lo tantoc, se cumple 1i).
hpix) = a, + ha, > o+ +Ma x cwW. Se satisface ---
PLyX W By i 1 e M - . =2
Bl ) =

Por lo tantc, W es un subespacic vectorial de V.

En base a lo visto anteriormente podemos enunciar la si-
3 4 s ! - ]
guiente proposicion i

Proposician &e 5 B Seanﬁw un espacio vectorial arbi---
trario y V|,Va,.,.,vw\vectores\de\f . 51
PE= IV NV e AV, con NNy eK D
entonces " 25 un subespacio vectorial denl
En octras p=a ras, el conjunto de combinaciones lineales de VI
n subespacio deﬂ = )

mostracion. -

i) Tenemos V,weﬂﬁ, entonces
Vo= (,r\, V) + haVs +. . » F ot
W o=, V, +elyVy +. .. tel, Uy

De aqguil que -

V o+ W NV, +RaVate oo+ haVa ) + (o Vit olyVy .. 4oV ~

= ONtd DV 4+ Ntz IV #e e ot (Ratedy IV
Como €stoc tambiédn es una combinacidn lineal de Vy s Vg s o v ey V

o Ww !
entonces V + W & W .

il

A NV (+ MV +. . AV W)
TV + 0"’>\;.V5 T +a'f-'\.f\\1:\/v\

= (ARNIV + (FPRIVg+. oo+ (Fhw)Vy,
que, claramente vemos, tambidn es una combinacidn lineal de -

Vi,Vi,...,V . Por lo tanto oLVE\Mx e

ii) 5i vewl, entonces oV

Esteoe prueba que“\/\ar es un subespacio vectorial de’lr .

Observaciones ;
- El conjunto anterior \N podemos denctarlo por W = i@(V,,—

Vys-..-5.V) ¥ se le conoce como el subespacio generado por V',
Vigey mnw iy Vine

- Se le llamz subespaci generado por Y ,V,,...,Vx porque ---
cualquier elemento de K (V,,Vy,...,V.) se puede "crear™ o ---
"generar® a partir de “ ,V;,...,Vm.

o

Ejemplo. - Sea'mrél espacio vectorial R El 5ubespé—~

-



/
cio generado por un vector no nulco Vé@F esta formado por
vy = (AV, der 3 .

ir, por todes los multiplos escalares de V. Geo mé%rl——

es dec
camente, es la recta gue pasa por el origen y contiene a V.
&
N
g2
Ejemplo. - 3El subespacico generado por dos vectores cuzl-
guiers V¢ ,Va € RY tales gue no son multiplos uno del otro lo -
representamcs por
(Vi,Va) = { & Vi +daVa A L€ K }
- . , - - -
& deci Esometricamente nos forma un paralslogramc {(planoc)

E =Cir, =0on e
que contiene a V, ¥ Vg, V¥ que pasa por 21 corigen.

,/\\A
73 N\
) ~
s ~
) NN e AN
/
4 N2 .>
~ ..-———’___%/ {}
\\ y
i ]
/
\ s
~ /
B
N/
Ejemplo. Sean V, = (1;1,0), V& E (2,40}
W= &V Va) = {(x.y.0), %, VE K}
Z ECT@ un subespacio generado por V; v Vz,?. Si acasoc lo es

debera cumplir con gque

W= A Vi+ AV, A AR 3

Esto es, A. Vi +4aVa = ), (1,1,0) +Jaf2,1,0).
Perc, =a zs, por como esta definido
P 0{1,1,0) «4£2,1,0) = (x,y.,0).
D= agui, gque todo =2 reduce a resolver el sistema
¢+ 2/‘2' ¥
/\ ﬁa=

/ Ui
:¢tacion matricial vy el m

=
M
(L
|. 1
o
t
m
b



I Rsa r _Rl +R 4 _F;Q+RI
i 2 | Xx |— 1 1 | ¥y 1 147 vy e
1 1 ! ¥ 1 2 § = 0O 1 1 %y

L ; ot
1 0 | —-x+Z2y

L_O 1. % - Vv

De donde el sistema ascociado es

A= =¥ + 2V
A;= ¥ -y
Comprobandec :
(=% + 2y){1,1,0) + (x - yv){(2,1,0) = {(-x%x + 2y, -x + 2y, 0) +
(2% - 2y, % - vy, 0)
= (—-xX+2y+2x-2vy, +2y+¥-V,
0}
= {%.9,0).

Por le tanto, —Mf;w es un subespacic vectorlaT de R
Geomé tricamente, esto se ve como sigue

A

,/\fl /(,.- x(\f,,va_’) = (x,y,O)

/" // ) ; ‘/
a F : : .
Observacion.- Generalizando la idea geométrlca del su--
bespacio generado por V,,Va,...,Va , al conjunto & (Vy ,Vg,...
Vn) s= le conoce tambié€n como el Hiperplanc Generadoc por V.,
Va_, .o . ,VA -

4.6 BASES Y DIMENSTIOUON

Hasta el momente tenemos definido formalmente el concep-
toc de espscioc vectorial, analizamos algunas de sus propleda——
des bgéicas e investigamos comc clasificar a un ceonjunto de -
vectores como un espacio o sut spacio vectorial ; ademas, de-
finimos lz dep=sndencia e independencia lineal de un conjunto
de vectores y comprobamos que algunos conjuntos gensran un --
espacio vectorizl



Todos €stos Conceptos, especialmente el de ESpacic vec_.
torial, £E0n importantfsimos en Matemgticas Por lc gue quere—_
mos COnocer mas &Cerca de estos Conjuntos en té}minos, de ser
posib%g, de suys caracterfsticas ma's elementale§‘ En esta ___
Seccion estudiaremos &lgunas de estas caracterlsticas Para -_
las oy les es fundamental el Concepto de base . Veremos egte_
Pars {V;,Vq,...,vnj Y despugsg generalizaremos & espacics __
vectoriales. De] mismo modo definiremos fcrmalment@ el con--
Ccepto de dimensidﬁ de un ESpacio Vecteoriasl Trabajs i
intuitivg que se tiene de €llo perc €n forms m&s gznerz

I =8 $ 0w gl ¥ tene-
Coniunto :f(vl,va,...,vn}. Spendiende de =3 U;,Vz,..
L.1. ¢ L.B. cada Vector Vé—df(V,,V;,...,Vn} Puede g3 _
€ en forms dnica en té}minos de V,,VQ,;..,VA © no.

Esto es, g5 Vi oVa, ... va son L.1. ademat Eeneran un hipep._
Plana (X(V,.Vg,...,vn} significa que Cialguier Vector V& y,

3

Suoongamos que tenemos I vectore V, , Vv
1 o

{v,,vi,....vng Ul conjunte Finmde
cio vectoriaj z%v,,va,..,,vnj.
=

4 / 2 m - .
Todavia mas : g4 7Vés un subespac1o vectorial de'77R) A%

v, 3 WA En entonces g3 W= X (v, Voo, V) vy V,,va. .
Van son L.I. resultg que ccurre €Xactamente lo misme que en e3
Casao anterior . Cualguier VE Puede SXpPresarsze de manerag -_.
ﬂnica €n base 2 Ve JQ,...,Vn con lo que ampliando Un poco 1z
definicidﬁ anterior, tenemeos que -

/

Definicion &.8.4" - Seg {v,,vg,.._,vn} Un conjunte
finito de vVectores en Weix) . Decimos que {V,,Uz,...gvn}
€S una base para Ysi .

32 {V{,Va,.._;vn} €S L.I,

i1) Y= LY. Vik)

{ il = = VEctores Vi,
Observacicn - Los sistemas donde apar;zﬁgﬁ ve t, sl
Vn gue son bhase Elempre tienen sclucion v e;‘ ade f_:
V gdue son base I - ¥ FHamy x b
o [ ¥ =3 m-AQJ.,.,Vn Eensran d'h,, son
! 1

a1
itas £oluciones .
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subespacio de R generado por V, = (1,1,0) ¥y V, = (2,1,0).
Falta determinar si estog vectores 509 L.I. para clasificar—
los como una base para VisVal. Asi :
Bl 1,00 + hat2,1,0) = (0,0,0)
™M+ Z2ha=0
o+ Ho = O,

s i . i s ’ :
Madiante notacion matricial y el metodo de Gauss :

yE—
1 = i 3
<L 4 >t

4 2 =t |

i i i) i

f - z 4§ .
En esta misma ssccion vimos el significado de esto :
4

4\-7 )
5 X)w‘ Vi) = Llx,y,0) /7 x,y
3 es simple—
ments el planc
Hy -

Fodemos generalizar este concepto a esparios vectoriales
Yy enunciarla como i

- Decimos gus tVyaVysenes
ﬁ

Ve 25 una base para‘( =

Definicidn 4.6.2.—- Sea N )
tisface qus

et
n
il

1 £V 5V eesVind &5 L.,
ii) k(v. Mo s wis Vs = NG 0

1
espacio vec
que estos ds
cumeslen 1=
=2 uUna parts

todo caso,
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forme un conjunto L.I. ¥y ademés genere a R3 . Por ejemplo, -
tomemos V¢ = (1,1,0), Vg = (2,1,0) ¥ V3 = (0,0,1).
Necesitamos determinar AUA%A,tales gue
A(1,1,0) + Aa(2,1,0) + A5(0,0,1) = (0,0,0).
De aqui ;
A4+ Z2da= 0
A Az = O
‘ Az = 0.
EntoncesA;= Ag= A3= G, por io gue Vy ,Va v V3 son L.I. Falta
comprobar gue generan a R® . FPara esto tomamos un vector ge-

neral en =
Acci,1,00 + da(z,1,0) + Az3(0,0,1) = (x,vy,2).

De daonde
,Lr + 2('2

=i 5
Ae + 12. = ¥
= Z.
Asi AB
% 2 ¢ % [-R,+Rg r 2 8 1@ = ZR, +R, 100 |-n+2y
11 07y |/— 0 -1 0 |-3+y |—| .0 1 ¢ | x- vy
g o© I B c o 1 zZ -Ra_ O g A g z
De aquf gque A= -x + 2y
Aa= ¥ -y
A= &
Comprobando -

(—x+2¥})(1,1,0) + {x-y)(2,1,0) + ={0,0,1)

(-%+2v+2x-2v,
—X+2y+y-y, 2)

= {¥,¥,2).
De donde concluimos gue efectivamente V, .Vy vy V3 son una base
para R3

/ . : /
Pero, 2 por gue esta diferencia en el numero de vectores

. : /
de una base para:X(V;,VaJ Yy para R2 7, {Tendra algo que ver
en esta diferencia el hecho de gue uno represente geometrica-
mente un planc y €l otro el espacio ?. Para aclarar esta in-

terrogante es esencial el concepto de dimensidn. Nos apova—-—
remos, como dijimos al inicioc Qg esta secéién, en la idea in-
tuitiva gue tenemos de dimension.
/ /L

Segun cursos de Geometria pensamos en una recta (R) como
un}espacio unidimensicnal, es decir, algo con una sola dimen-
sion ; asil tambiéen identificamos al plano como un espaclio bi-
dimensional (le, Yy en un espacio como algo de tres dimensio-
Gz Curiosamentg, observe que, en los ejemplecs ante---
coinciden el numeroc de vectores en una base v la di--
de cada cenjunto, respectivaments. Esto es:<%{v,,vq)
un plano con los vectores V,,Va formando una bass para el
Yy es de dimensidn 2 ; E3, es un espacioc de dimensidn 2 con --
{V, ,Va,V3} una base de

En pocas palabras,

3

i 0 0

Iy
]
m

s
mgmmm
(M

=

i

1Y

M

B

; _
1 numerc de vectores que con tuyen

- 5
=

n
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una base de un conjunto es una cantidad muy especial. Estoc -
nos sugiere la

DeflnlClOD 4.6.3. La dimenaid% de un espacio vectorial-yYK}
es el numero de vectqreq en una base de Wfi Dicho de otro --
modo, es el nUmero maximo de vectores L.I. de TV; y se denota
dim.V .(En el caso J ={0}, definimos su dimension comoc ceroj.

i —~ - - -
Para aclarar un poco mas la definicion anterior, daremos
la siguiente

pedinietdn 4.6. 4.~ Sea ViK). Diremos que V,,Va....,vnézfés
un conjuntc maximo 1. i

a} Vi \Va,...,Vn son L.;.

b) Para cualquier WEY se tiene que V,,Vy,...,Va,W son L.D.

Estoc e=, =i =& un conjunto de vectores L.I. en V le afia—-
dimos otro vector mas WETV y este nueve conjunto de vectores
es, ahora L.D., decimos que el cenjunto inicizl 2= un conjunto
maximoc L.TI.

- 7
Con esta definicio n tenemos un criterioc mas para afirmar
rA
cuandeo un conjunto de vectores de un espacio vectorial Vcons-
tituyen una Lase. Esto lo enunciamos en la siguiente

o e : 4
Froposicion 4.6.5.~ Vi,fg,.. ‘h_&V?’ forman un conjunto ma-
ximo de vectores L.I. si vy solo =i V, wVa,...,Vqg son una base
para )/

meostracioﬁ Prlmero demostraremos que si V, ,Va, ...,
Vn forman un conjunto maximo de vectores L.I. ; entonces son -
una base verificando gue
i) v, ,Vg,...,V son L.I.
ll) —V_Z X(V’,VZ,...,Vh}.

. . .2 . i i X @

La primera condicion se sigue por hipdtesis, no necesita
demostracion. Para demostrar ii) hay que ver gue cualguier -
elemento wewrpuede expresarse en términos de Vi Va,...,Vn, €8
decir, hay qup demostrar que existen constantes A -;Am ta-
les que 2o Vi #daVa 4., .4 dain.

Como por hipd&esis Vi,Vz,...,Vun forman un conjunto méxi—
mo L.I., entonces V; ,Va,...,Vqa,W son L.D., es decir,

he Vi +h,_V1 +, .."'hVn,'f‘haw:O,
con alguna ho % C. Es sencillo ODQPTVET gue he = 0y enton-
ces
W = (—haﬁha}V[ - (—hn/,’,ha}v1 +.. .+ (—thpa)v
Al )\D, An

En el otro sentido : Supongamos gue V, Vg, ...,Vy son una
base para ?r; ay que demostrar que estes vectores forman un
conjunto ma&ximo L.

B /

Aplicando la definicion anterior hay que verificar que

a) v, 1 Vg oo VeS0T BT
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b) Para cualguier WE][ée tiene que V; ,Va ,...,V, ,W son L.D.
El primer inciso se cumple por hipcftesis, pues al ser --
Vi Vs 5w ¥ una base para]f'necesariamente estos vectores
son L.I. En b) hay que demostrar gque para WeTY existen cons-
tantes At,ﬂﬁ;ﬂyAL)A tales gue J;V, +AaVa +. .. + AV =0, --
con nc todas las constantes nulas. Como V. Vg ,. , Vo sCn -
una base, entonces se satisface gue h;V,+ h Vi& L+ hnyn— W,

de donde podemos concluir el resultado.

Observacign.— Sea if(K) = Rn. Aqu{ una base est; for--
mada por los vectores candnicos S; ;Ba 3:::9 €@ (con g=(1,
G, 0, & =(0,1,0,...,0), ..., e1={0,0,,..,0,1l), pues puede
comprobarse gue dichos vectores son L.I. y ademas generan a -
R"‘, ya gue podemos expresar cualguier vector: (H; % 55 - - s X fm
comgo sigue
(% s®gaisonaBnd® Boellalias o000 # %200, 1 00,2 %:8] +uist

Eplil, B, .. .. 0,3%.

n - f ; .
Pero en % , Zslempre habra bases con n elementos 7.

O de manera aun mas general, ztodas las bases para un mismo
- - / .

espacic vectorial tendrén el mismo numero de elementos ?

Este &= un TQSdltddO mucho muy importante que veremos en
la siguiente seccidn.

4.7 MAS TEOREMAS SOBRE DIMENSION

Debemos aclarar gque el ndmero de vectores de una hbase --
para un espacio vectorial'VYK) puede ser finite o infinito
en el Dﬁﬁmer caso decilmos gue Y es un espacic vectorial de --
dimension flnlqp v en el segundo caso hablaremos de un espa--
cico de dimension infinita. En este casco, una definicion para
una base infinita es

i g, ..
Definicion 4.7.1.- Un conjunto infinito W ={W, ,W5,...,
Wn} es una base para J(K) si :

/
a) Nlngun elemento de W es combinacion lineal de otros ele—---
mentos de W,

b) W genera aV , es dec:ir,'?/‘= Ai(w,,wz,...,wn)_
A continuacion veremos una serie de proposiciconss v teo-
remas bastante relacionados con laos conceptos ya vistos.
’ ~ L] - - ~
Proposicion 4.7.2 (Reemplazo de Steinitz).- Sea ¥V (k) vy
{Vs,Va,...,Va} una base para . 51 W = {W, Wy,....Wn) &5 un
conjunto de vectores en Jcon m > n entonces se tiens que W, ,
Was -- -, Wmeson L.D.
¥
Demostracion.- Como {V;,Vy,...,Vp} &5 una base para 7F3r
tcdos lcs wbelr(ccn i = 1.2, ..,m}, entonces exisien COnRS---
tantes A,,Ag‘vhutales que W, =A,V, +JdaVg +...+AVn
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5i todos los J 978 entnnce Wg = 0 y directamente W, ,Wa, ...,
Wm son L B. Bi algun AL# 0, sin perder generalidad podemos -
suponer A;# 0 y entonces V= (17 A0Ws =022/ p, Vo= . .= Au/p ) Vn

Por lo tanto J((W;,VL,...,VHJ contiene a Vs v ademag, -
obviamente, & Va ,...,Va . Como & (V,,Va,...,Vn) = /7, pode-
mos cambiar el conjunto de generadores a¢f(w,,vl,._.,vn) ="/,

Entonces existen escalares o, da,.,dn tales que
{NR =0(.W.r +a/nV1 +_.,+a(uV'l.

Sid{= 0 para toda i 5 2, entonces Wa =i, vy {W, Wg,...,WmJ
es L.D. Si®# 0 para alguna i entonces

Va =/:{d:/qgjw, + (1/ealla - (H3/ga)Va —. . .- (n/ga)Vn
De aqui que Vg ¢ £(W, Wy3,V3,...,Va) = Y.

Continuando en esta forma este procesc, como n < m lle—-—
garemos a gue cixw,,wa,...,wh) :‘Wh, por lo que Wagpr, ..., Wm -
son combinaciones lineales de Wy,...,Wa ¥, por lo tanto, {W,,
Wy,.-.,Wm} es L.D.

7

La proposicion anterior contiene la importancia del con-

cepto de dimensidn de un espacio vectorial. Como consecusn-—-

cia de ella se cbtiene el siguiente resultado
Lema 4.7.2.- Si {Vs,...,Vay ¥ {Ws,...,Wms son bases pa-
ra un espacic vectorial )/, entonces m = n.

= Esto puede obtenerse fa%ilmente a partir de la proposi-
cidon anterior, pues si alguna base tiene mas elementos que --
tra, digamos m » n, podemos afirmar que W,,...,Wmson L.D.
lo cual no es p021ble pues al ser una base es necesario cum--
plir la condicidn de independencia lineal, por lo tanto m=n,
es decir, todas las bases deben tener el mismo nﬂmero de ele-
mentos . :

0

Observaciones

- La dimensidn de R" es n. Podemos asegurar gue una base de
un espacio n-dimensional no puede contar con menos de n vec—--
tores, por la definicidn de dlmenswon Yy no puede tener mds -
de n vectores por la propoalclon Goai d e B

- E1 ndmero qs vectores de una base de un espacic no depende
de la eleccion de la base y coincide con la dimensidn del es—
pacio.

Con estec resulta que la base de un espacio no es UnlCd ,
puede elegirse de manera totalmente arbitrariz como lo mues—-—
tra el siguiente teorema

Teorema 4.7 .4.- Sea {V,,...,Va} un conjunto de vectoress
L.I. en un espacic V/ de dimensidn n, entonces {Vy.,...,Vnr e=
una base para Y.

i

Demostracion.- Como V) ,...,Va son L.I. , claramente ==
observa gue al afladir cualguier WeV al cornjunto {Y,,...,Vn}.
los vectores W,V .Va scn L.D., ya que tiene mas elemen--
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" i

tos gque cualquier base de\J (teorema 4. ?;2). De agui con————
cluimos que LV\,...,%“; es un conjunto maximo L.I. y por la —
PFUPDSlClDH 4.46£.5 s una base para \{ -

Ahora pasaremos a =i
conjuntos \} y'%fque ssan Sspa
pectivamente.

ar estos conceptos entre dos -
ic ¥y subespacio vectorial, res—

s oo
Froposicion 4.7.5.- Seald (K} de dimen=1ﬁn rn ;qk un su-—
E | 13l - dimension m, entonces n > m .

Demostracion.— Si m . aseguramss gues anﬁ"hay bases

con m elementos L.I. que tagmbien estarf{an en\l, lo gual oS —
~ + - - x 2

lievaria a afirmar gque en hay conjuntas L.I. de mas clemen—
tos que una base para™\] . lo cual no es posible. FPor 1o tan—
tﬂs ] i

— . 1 a5 = [ .- . Al

Froposicion 4.7.6.-— geapk {E qe dimension 1 y W subes—
acioc vectorial con la misma dimension, entonces™ =W .

3

3
arbitraria Ty oWy 5.0 . sy Ccuyos eslem
i) M o, e--.Hpuson L.I.

b

Demostracion.— Si éim‘\N’= n, podemos slsgir unsa
ent len

oS Cump

= = {w.,...,ﬁﬂ‘ es una hase FaraﬂJ pGP
el teorem=s 4.7.4. y cor g€=to mismo (W ,...igm *Q: Fero —
EntﬂﬁhﬁE-U( = 1 —— D =“{a. De aqu4 que { = .
Esto es, =i 1la dznen51én de un subsspacio e=s 15ual a8 [y SR
tonces coincide con el espacio completo puses de hecho una ba-
=2 ds un subespacia consiste de un conjunto de vectores L.I.
2l en nlmerc a la dimension del espacio completo, por lo
tanto tamblén 2 una base para el espacioc completo

" . e : .

La siguiente proposicion garantiza que :uEEQLl o oconjun—
to de vectores L.I. de un espacio vectorial puede exitenderse
hasta llegar a formar una base de el. '

Propogiciog 4,77~ Ssa™ W de démersids & Y roun sn—
tero positivo tal gue v < n. Entonces para cualguier conjun-—
to (Vi,-..,Ve¢} que sea L.I. se pusden encontrar clementos —
Veamr=+=9V¥ ntales gue 1vﬁ,...,v sV i, 1==025Y 5 25 una baze p

Pa-jr. !

i

Demostracion.— Como VgV > B8 L:I., si al agregar
Wy €V el conjuntoc pasa a ser L.D. resultara gue VY, ...,V
. . { i
25 un conjunto i ¥s POr lo tantoc, una bas Fm;a'\(

¥
lo cual no es po
o sV geaay¥Wer = L

Sea Wo = Y4, ThsemaaVoaVa, ¥ B5 LoI. 3
51 r 4 n pod del mismo modo v llegar a obtener —
n elementos que, por el . 4.7.4, debse —
ser una base

Un resu 1lio d= demostrar en base a todos -
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los anteriores es el siguiente :

. ” . o
Fromosicion 4.7.8.- Seaﬂu’(h) M A il oy sl Moo oo
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il .
Los vectores renglon de A son R, = (a, ,a,a,,..,a,nl, ———————
Ra = (Aar,8aa,...,820),..., Bm= (&amys, &mg - . .,8mn , GQUE SO0 --

vectores en ﬂf‘. generan un subespacioc de R llamado Espacio
de los Renglcones de A. Esto es,

Espacio de los Renglones de A =&f(R,,R1....,Rw)

De la misma forma, las columnas de A (gue son v
en R"‘) forman un sub~5 acic de R™ 1l1lamado Espaci
Columnas de A4, es decir

Espacic de las Columnas de & = (&' ,4% AT

sl Rn e o . N ~ s

Segun la definicicon anterior tenemos gue a una matriz A
podemoe ascciarle dosiespacios : el de los reng%pnes v =1 de
las columnas Pero, 7 estos espacios se alteraran 21 cambiar
los elementos de los vectores (rengloﬁ ¢ columna) de A 7 Al
referirnoa & "cambiar los el=menteos de los vectores” signifi-
ca simplificar los elementos de A& mediante cperacioness ele--—-
mgntales para tran;formarla en otrz matriz B con elementos —-
mas sencillos y faciles de ocperar con ellos

Esta pregunta es interesante de responder puesto gue da’
lugar a un concepto muy importante en matrices gue nos pone -
er, condicicones des a:larFr muchos detalles r&spegﬁc & la teo--
ria de matrices y ademas facilita la conetruccidn de bases de
espaciocs vectoriazles

Recordemos los tres tipos de operaciones elementales en-
tre renglones de A
I) R{&—>PRy
II) R¢ —>»kR( , k # 0.
ITI) Ry —*—Dk%{ + R

Supongamos que mediante ellas obtenemos una matriz B.
Bajo una operacion elemental de tipo I, B y A& tien=r los mis-
¢
mos vectores renglon y, por tanto, el mismo espacic de ren--—-

m
]

. /
glones. M@dﬂantw una coperacion elemental de LlpO IT ¢ IIT --
cada rmng¢on de B es claramente una combinacidn lineal de los
renglones de A ; puestoc gue un espacic vectorial es cerrado -

bajo la suma y la multiplicacidn por un escalar teagpos que, -
tode vector en el espacio de los renglones de B esta tambien

en €l espacio de los renglones de A.

Por otro ladec, si operamos en sentide contraric v a par-
tir de B obtenemcs &2 A, empleande los mismos argumentos, ten-
dremocs que el espacio de los renglones de & est itenido en
=l de B. Consecuentemente, A v B tienen 2l mism pacic de
renglones Todo €stc lo pocdemos resumir en 1 te teo-
rema

Tecrema 4.8.2.- Las operacicnes elsmentales =n lces ren-
glones de una matriz no alteran el espacic de renglsnes de —-
ella.
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los anteriores ez el siguiente :

PFJPCEiCIéﬂ 4.7.8.—- Ses {3} de dimensién n fbﬁrun Su—
bespacic vectorial dE'U’ entonces dim. W < dim. .

El’m(= {0, no hay vectores L.I. ¥ dim. W 0. Bi cons—
tz de otros elemsntos ademias del cero, nicnces contiene con—
juntos de vectoress L.I. de, & lo méz, iy Eleqentﬂg; por lg ——-—
tanto los conjuntos maximos de vectores L.1I1. de W tienen a io
mas n elementos ; == da ir, una base ﬁzré'hfiiena cuando mu——

} o

b B

- v
- _ X .
Terma mas de ds
1

o = 1
= = - & - . o
Pacio veciorizl forma uns base de o1 Conociendo sy dimensio

- « -_ = . 4 —
PPFFDSIC1PR 4.7.9.—, SBea {K} de dimension n. G&i Visgas
-s¥ne\l satisfacen que a?iv‘f.x-,ﬁﬁ) \ ;s entonces IV s cny
Vw? =5 una base paran) .

Demostracion.— Como ﬁiﬁ.ﬂy = n, =i U;,h..-vv\san L‘E. =
entonces {Vy,..., M\ =
pongampos entonces gus Vis==-,¥Y yson LB, entnnces

'}\\{r! Fg ww '}\U\a}\f\ = .r,

t )" i =
con algun A\l £ 0 . Ssa N3 O, entonces

Vi = (=N, Va +...41 =N VG .

Siguiendo el mizmo procedimiento para los octros V ¢ pod=mos —
cbtener un subconjunto de vectores V) V',...SU que sean L.I.
con v 4 on, ¥ entonces todo 1o que ezct154m”= en terminos de -~
V',....k“ Fodemoxz reescribirlo ahora, en términos de U{,.-Q,V%
pEroc htuHCEC d?(% yor e g VA =q&'= 7£fvcgm..§¥;}, N &0 SR
Vel seriz una bacss paﬁa'q'csn v < n elementes, lo cual no es
posible.

4.8 ESFACIOD DE LDODS RE MELONES DE
UN-A MATRIZ, OBTENCTIOGO M DE BASES,
RANGD DE UNA MATERI Z

Estudiarsemss zhora eiemplos de e=bdc19: vecioriales re—
lacionados con matricses ; veremos también cdmo Podemos cons——
truir bases para estos espacios mediante =1 Froceso de reduc-—

= 1 -
cion de una matriz dada a la forma escalonsda a traves de ——-—
op i les
A una matriz de mun t=l que
-y
5y = & o= '_‘\1\
BE """ =t BV

1
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Los vectores rengld% de A son R, = {(a, g e s g Big )y SEEm=Ee
Ra = (Aar,zaa,...,a20),..., By= (@amy, Emgy ...,8mn, Que sOn --
vectores en ﬂf’. Eeneran un subespac1o de R llamado Espacio
de los Renglones de A, Esto es,

Espacio de los Renglones de A =c¥(R{.Ra.....Rn)

De la misma forma, las cclumnas de A (gue son vectores -
en R™ ) forman un subespacio de R™ llamadc Espacic de las --
Columnas de A, es decir

Espacio de las Columnas de A :CX(A',Az' ,An)

- / T - S S 3 = / ~ - - = =

=€EUn la derlnlcion anterior tenemos que a un:s matriz A
podemos ascciarle deos espacics : el de les renglones y =1 de
las columnas. Pero, festos spaC13 se alteraran =1 cambiar
los elementos de los vectores (ren gloﬁ o columna) de A 7 Al
referirnes & "cambiar los elementos de los vectores” signifi-
ca simplificar los elementos de A mediante operacionss ele---
mgntales para traq;formarla en otre matriz B con elementos —--
mas sencillos vy faciles de operar con ellos

Esta pregunta es interesante de responder pusesto gus dé
lugar a un concepto muy importante en matrices gue nCcE pone -
en condicicnes de aclarPr muchos detzlles respeg}a g la teo-—-
ria de matrices y ademasz facilita la construccidn de bases de
espacios vectorizles.

Recordemos los tres tipos de coperaciones elementales en-
re renglones de A
I) RL'——-’DRJ'
IT) R —3kR! , k #F 0.
ITI} By ———9k$j + R¢

Supongamos gue mediante =llas cobtenemos una matriz B.
Bajc una operacio& elementdl de tlph I, By A tienan ios mis-
mos vectores renglon ¥, por tantec, €l mismc espacic de ren--—-
glones . M@dlant@ una operac1dﬁ elemental de tlpm IT ¢ IIT —--
cada renglon de B es claramente una combinacicdn lineal de los
renglones de A ; puesto que un espacic vectorial es cerrado -

bajo la suma y la multiplicacich por un escalar t&u‘mOS que, -
todo vector en el espacio de los renglones de B esta tambieh
en el espacio de los renglones de A.

Por otro lado, si operamos en sentido contrarico Yy & par-
tir de B obtenemos 2 A, empleando los mismos drngentus ten-
dremcs que el espacic de los renglones de & estd contenido en
2l de B. Consecuentemente, A v B tienen =1 mismo zspacigc de
renglones Todo €sto 1o podemos resumir en el siguiente teo-
rema

T=cor=ma 8.2.- Las operacicnes elsmentales =rn lcs ren-
glones de una matriz nc alteran el espacie de renglonss de --
=lla

- / -
netuerdese gque cuando una matriz A se transforemz =20 ~tra
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matriz B por medio de operaciones elementales entre reng}ones
se dice que A y B son equivalentes por renglones. Con esto -
podemos reescribir el teorema anterior como sigue

7
Teorema 4.8.2"'.- Matrices equivalentes por renglon tie-
nen 1 mismo espacio de renglones.

De manera mads particular, si tenemos dos matrices esca--

; £ = i

lonaddn A y B, €stas tendran el mismo espacic de renglones si
\Y sdlo si sus renglones no nulos son iguales. Estc se forma-

liza en el siguiente teocrema

Teorema 4.8.2.- Sean A v B dos matrices esc
se han reducido por renglgnes £, A
pacic de renglones i v sdlo si tiene
no nulos.

11

lonadas gue
B tienen =1 mismoc es-
iguales los renglones

i

<

Demostraciéﬁ.— Si A ¥y B tienen lcs renglones no nulos -
igJBLES, es obvio gue tienen el mismo espacio de renglones.
sdloc falta probar que si tienen el mismo espacio de renglones
entonces tienen los mismos renglones no nulos {iguales).

!
Supongase gue A v B tienen el mismo eapa01o de renglones

v R # 0, con R = i-esimo rengldn de A. Entonces existen es--
calares ¢y ,:C2,...,C8 tales gue

R =c¢ R + cgRy +...+ CcgRs , (1) P
donde R( = renglones no nulecs de la matriz B. Bastara con --
probar gue R = R © ¢ = 1 ¥ cxk = 0 con i # k.
Sea a i, la primera componente no nula de R . De (1) tene—-
mos gues -

4

i = Cu b:j-. + Cg bc\;ﬁ ...+ Cg bi]'i

i /
Pero como ba; es un elements no nulo de B v esta stea redu--
o / .

cida por renglones, es el unico en la j{ ‘—efima 6ulumna de B,
entonces ady. = ¢ bij. . Comoc-ac). =1 ¥ bg: =1, entonces
C.L' _ JL Jl JL JL

Supongamos ahora qQue k 4, bk ¢ en R i Por (1) te-

g q Fivy Jx% - (

nemos gue
a;U‘& = Cu b&'m + Ca va too.t Gy bBgro.

- - . I
For los mismos argumentos anteriores b%jn = 1 vy ademas
o, = C“'bﬁﬁ\ . Como ak)” = 0, entonces cx = 0. Por lo ---
=

. . 5
vaclon.- Loe anteriores resultados pueden aplicar-
acio columna, trdbdjdndo conn la transpuesta de la --
iginal vy apl*candOTOE a su espaclc de renglones.

al escalonar une matriz los elementos prin--

ue finalmente estamos hablando de espacios Y
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subespacios generados por los vectores renglon de determina--
das matrices, Zpodremosfconstruir bases para estos subespa---
cios de vectores renglon 7.

’ /
Vimos por la definicion 4.8.1. que los vectores renglon
A ,

Ry,Ra,...,Rm generan un subespacio de R™ de modo tal que
espacio de renglones = é((R,,Ra,..-,Rnu.

£i queremcs enceontrar una base para €l espacio de ren---
glones de una matriz bastara con demostrar que R, ,Rz,...,Rm -
gon L.k, Perc este trabajo puede simplificarse aplicando el
tecrema 4.8.2. para manejar g la matri= ES%alorada equivalen-

te & la matriz og;ginal A a51ireducir el numero de vectares -
coen los que se va a operar (unicamente los vectores no nulos)

1
@)
n

S vectores dados Rr,Rg,...,Rmpertenecen a un mismo
espacioc y gqueremos construir una baqe para el subespacio e~
nerado por e€llos, formamos una matriz A cuyos renglones ESLEH
determinados por R,,Ry,...,Rm ¥y aplicamos el razonamientoc an-
terior. Como se observa, estas propiedades pertenecientes a
tearfa de matrices facilitea en muche la elaboracicdn o cons---
truccion de bases de espacios y subespacios vectoriales

P Esto lo enunciamos en el siguiente tecrema sin demostra-
cion.

/

Tecrema 4£.8.4.- Los vectores renglon no nulos de
matriz escalonada A forman una base para el espacio d
renglones de A.

El concepto tan,importante al gue hicimos referencia al
iniciq de ecsta cecciﬁnlal responder a la pregunta planteada -
despues de la definicion 4.8.1. es el concepto de RANGO de —-

una matriz. Recordemos que el espacic de renglones de A es -
=1 subespacioc de Rn'gpnerado por sus renglones y el espaclo -
columna de A es aquel generado por sus columnas. Las dimen--

siones del espacic de renglones de A vy del espacio columna de
A se llaman el Rango por Renglones y el Rango Columna de A, -
respectivamente. Ademds, el valor comun de ellos es el RANGO
de A. Estoc lo enunciamos en la siguiente definicidn.

Definicidﬁ 4.8.5.- Las dimensiones del espacioc renglé&
el espacic cclumna de A se denominan el Rango por, Renglones
el Rango Columna, respectivamente. El valor comun de ellos

=1 RANGO de Ay se denota rang(A).

e ¢ . /. /

Con esto, €l rango de una matriz es 1 maXimo nuUmero de
rengiones (y columnas) independientes. Ademds, la bfpnfl ori
del range de una matriz se simplifica con 1la TEdduClOD de ——-
ella a su forma escalonada.

Un resultado muy importante relacicnado directamente con
la existenciz d=l rango de una maztriz es &l gue afirma gue
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Teorema 4.8.46.— El rango por renglones y 21 rango columna de
urie matriz A son iguales.

M e g
Demostracion.—- ESea Apegw 13 matriz

e 3= o= o3 e

§ =g
por renglonss
bzsze del ss——
% = = b

Bw ¥y Se= by
onces cada R es
ten constantes

S ‘

U — =

3 Ry =cCy S F €38, Faue® Ty S¢-
: = = ; & : 5
“ 3 CS\ \_.-"l' ra;a_l; L O L—"--r":‘{'-
oot - ~ = + - { = -+ =
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Dz 1o que resulta gue cada columna de & es una combinacion —
lineal de los vectores de constantes
C\\\ S T oAy
C a4 3 5 I = 3 === 35 | o =
S ) 3 3y
Entonce =,
es deci co—
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lumna ¢ rango de renglones).

¢ : + .
Analogamente, considerando A concluimos que rango de -

renglones { rango columna, con lo que rango renglon = rango -
columna.

4.9 APLICACIONES A LAS ECUACIONTES
LINEALES

Sea el siguiente sistema de mxn sobre un campo K

a,‘, :’;; o 8,1 Xg\ v a,,,,_ an b[ .
Bmy Xy T pmg Mgt F By Hgq = bm
; ;o ol : -
o lo gque e lo mismo, la ecuacion matricial A¥=B. Recordemos
- . " L4
que ia matriz aumentada del sistema ests dada por
ay/) B awn , by
aar a8 a3 ... aan |, ba
............... P,
8my & ssm B i bm

Obsérgese gque al reducir esta matriz a su ﬁprma escalo--
nada, €l numerc de ecuacicnes (o vectores renglcon) inderen-———
dientes es igual al rango de la matriz aumentada. Ademéé, -
reescribiendo el sistema como

agy ain ain b
8oy |Xt ¥ @za |Xp+...4 ] aan|x,,= bag
8my ama amn bm

- - - i"
vemcs gque existe 50%901on sliempre y cuando el vector columna
B sea una combinacion lineal de las columnas de la matriz A,

es decir, si B pertenece al espacio columna de A. En otras -
palabras establecemos el siguiente teorema.
Teorema 4.9.1.- El csistema de ecuaciones lineales AX=B

. f_ . . = / 5 % & pE
tiene una unica sclucion si y sdlo si la matriz de coeficien-
tes y la matriz aumentada del sistema tienen el mismo rango.

/ .
Por ultimo, =

i recordamos el teocremas 2.6.4. se cumplie -
gue si u =3 una soluci&n particular del sistema AX=B v W es
la solucioh general del sistema AX = 0, entonces (u + W) es -
solucion de A¥X = B, donde W = (Wey o oo, W) . Observe gue
WCR™ v tiene, por tanto, una cierta dimensicn. Para de---
terminar esto, tenemos el siguiente teorema

Tecrema 4.9.2.- La dimensiﬁh del espacia solucién del
Elstema de ecuaciones lineales homogéneo AX = 0 es n-r, con n
el rimerc de inc&gnitas y r el rangc de laz matriz de coefi---
cientes A. /

° Demostracion.- Si el sistema AY = G puede reducirse sc-
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lo a2 su forma escalonada, entonces por el teorema 2.5.3. b) -
resulta gque existen n-r variables libres, es decir, n-r ecua-
ciones independientes gque forman, por lo tanto, una base para
el espacio solucidn. Pero n = nftmero de incdgnitas en el ---
sistema y r = nhmero de ecuaciones no nulas (o renglones no -
nulos) de la matriz A, ésto es, el rango de A. e [ 8
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CAPITULO 5

DETERMIWANTES
5.1 INTRODUCCION

En este cap{tulo vamos & desarrollar

minantes y su importancia en la resol
Ecuaciones Lineales. Hay que hacer n
el uso de los determinantes nc se rest :clusivamente a

dso. S8i bien es cierto que nacilercon & partir de esa idea, --
{recordemos =1 trabszjo de Gabrie1 Cramer, gque =n 1750 dlo una
*Pgld ge*:ral para la resolucidn de Sistemas de Ecuaciones --
ctualidad este concepto se ha desarrollado

r por s1 mismo. Esto es, se ha cong----
=dor suyoe ¥ sus aplicaciones son-
a, en el estudio de valores y —-
z, en el procedimiento para 1o--
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Como una recomendacioﬁ importante diremos que debse po---
nerse especial atencidn a las propiedades de los determinan--
tes. que =on las gue en un momento dado, nos permiten calcu--
larlc de una manera mas DFBCLlCz.

EfI

Tal y come lo hemos venido haciendo hasta este momento,
presentaremos alguncs problemas que se resuelven mediante el
emplec de los determinantes. Conforme se vaya avanzandc en -
la teoria se iran resolviendoc, perc antes mostraremos un pe--
quefic bosgquejo histdrico.

5.2 Bosa@uUEJLC HISTORICO

Lz teor{a de los determinantes fue trabazjada en el siglo
XVITI por 165 matemét‘cos MacLaurin, Cramer, Bezout, Vander-
monde, Lagrange y Laplace, aungue algunos algorltmos ULlli:B—
Qes no fuseron H/pllcitadJE suficientemente. Su desarrollc --
mas amplic tuvoe d te €1 tr iel siglo %LX, -
donde los matemét E: s cobi v otreos --
tuviercon gran in i
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% / 2 : %
tlgnen en comun una fila o una columna y para la multiplica-
cion de un determinante por una constante.

Enuncié también que el determinante de una matriz en la
gue un renglﬁn es una combinacion lineal de dos o mas renglo-
nes es cero y que el valor del determinante de una matriz ---
diagonal es igual al producto de los elementos de la diagonal
principal. No se debe dejar de mencionar a Svlvester, que --
participd en el estudio de los determinantes durante mds de -
50 ahos.

Cayley, fundador de la teor{a de matrices
bien resultados nuevos z la tecoris de los determi
final del siglo XIX, Charles Dogson, mejor conoc
wis Carroll, vy algunos otros, enriguecieron to
con un caudal de nuevos conocimientos.

i

(W8]

FROBLEMSAS DIVERSDO

n

Pasaremos, ahora sf, & enunciar algunos problemas de - — ~ - —
aplicacidh de los determinantes.

Problema 1.- La Criptograffa.— En muchas revistas hemos
visto que con frecuencia aparecen pProblemas qgue consisten en
descifrar algdn mensaje misterioso. Son los llamados cripto-
gramas. Para lograr descifrarlos, se proporciona el codigo -
de traduccidn que permite hacerlo. Este pequenc ejemploc no -

- % v 7 > . .
es mas que una ap%lcac%on de lo mas sencilla de una ciencia
qQueé en nuestros dias, epoca de guerras militares Yy comercia--
les, ha cobrado gran auge. La llamada Criptografia: ciencia
que hace y descifra codigos.

Es muy conocido por todos nosotros, gue tanto las gran--
des potencias militares como los grandes emporiocs comerciales
necesitan enviar y recibir una gran cantidad de informacidn -
secreta. Se han desarrollado tecnicas enormemnente sofistica-
das .
B Obviamente no pretendemos aqu{ desarrcllarlas. Tratare-
mes de ilustrar con un ejemploc sencillo, cdme las matrices, -
sus inversas y sus determinaqtes, pueden utilizarse para re--
cibir y transmitir informacion en forma secreta.

Problema Z.- La recta gque pasa pgr dos guntos - Sabemos
pPor nuestres conocimientos de Geometrdsa Analitica, gque si te-
nemos dos puntos diferentes del plano, de ccordenadas i N, 7Y
Y (% ,¥2) podemgs hacer pzsar unz Unics 1inea recta gue los -
una. La =cuacion de esta recta ecs-

C, % + Ca¥ + =

¥
donde ¢/, c,, Csy no pueden ser ce
d g

nicas pare una recta
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. 7
obtener la scuacicon de esta linea recta

antes?

Circunferencia que pasa por 3 puntos.- Si -

3 puntos del planc diferentes y no alinea-
£ s Yrde {xgs Ya¥: (%5, ¥a), sabemos que

unica circunferenci cuya ecuacidn es:

s

=,

rcunferencis me--

amlpntﬁ similar &
uaciocn del planc

fera gue pasa por

a encontra

Tl
c
tOE O =

»

o
nc
o

o il
M ¢t

al doropLert
cuales i
altura (v}

=
e

L

om0
W o~

O

o e
o
o

'4 i
la linea recta representada en la ecuacion

5. i
ion

STy

(=Y

representa la trayectoria del cerca

=

peery

/ = 3 P .
Se podra construir un edificio a
9 unidades de altura?

unidades

I ON DETERMINANTE

derar =1 parzlelogramc gue descansa sobre -
esto es,

el paralelocgramoc cuvos lados son

S(V,H),

SMG

ores V,

C




1:39

/
cada pareja V,We& Rzﬂ le asocia el numero S{(V,W).

« ] . . 5
2 Que propiedades interesantes se espera tenga esta fun--

al alargar uno de los lados del paﬁﬁlelogramo,
operaciones vectoriales significaria que mul--

multiplicadas por ese mismo escalar.

el efecto que ocasiona es

For

A

W

cion?
a) sS{kv, W) = k S(V, W),
a') S(V, kW) = k S(V. W).
Ee decir,
& i =
en terminos de
tipllcagdo a Vo W por un escalar,
gue el areaz gueds
ejemplo
A
A
T
X
A> 0
oy
Observacion
sitivos © negativos,
& crientada
b) S(V + W,Z) = S(V,Z) =+ 5(W,Z)
b"') S{V,W»+ Zy = BV, W)y 4+ S{(V,Z)

Cheservac
comportamientc
c) S{e;, e} =

Y

lineal en cada

donde

0L A< 1

<

77

Z

.4 . ' y
.- La funcion S(V, W) puede t%mar vailcores po-
¢ sea podemos hablar de &rea o superfi--

S(U/Z)"..II
SCw,z)=1

.~ Esto es lo mismo que decir que S tiene un
compeonente.

L 4



- 140 -

si V= (v, ,vg, W= {w,Wa),
S(V, W) = V, Wy — Va¥y.

2.5 5 ‘ .

E=ta funcicon recibe el nombre de determinante y para --
calcularse pueden disponerse los vectores V y W como columnas
de una matriz,

s Wy
det = VW, - VoW,
\I;‘_ .W‘l
Para demozirar el teocrema anterior es necesario demos---
trar primerc el siguiente lema
Lema 5.4.2.- S(V,W) = -8(W,V).
s / ~ = o Bl .
Demoetracion. - Consideremecs S(V + W,V + W) = 0, por d}.
SV o+ W, V+W) = S(V.V+W) + S{W,V + W) = 0, por b},
= S{V,V} + S(V,W) + S(W,V} + 5(W,W) = 0,
= S(V,V) + 5{(W,V) = 0.
Por 1o tanto, S(V,W) = -S{W,V).

Sabemos que cualguier vector en Rz'se puede escribir co-
mc combinacidn lineal de los llamados vectores candnicos uRpi-
tarios, & = (1,0) y e, = {(0,1). Esto vale pues, para V,W.

V=wve, + Vvaey = v,{1,0}) + vy (0,1)

= (v, ,0) + (0,vgy) = (v, ,Va)
W= w,e; + Wo€a = Wyl(l1,0) + wail,1)
= (we,0) + (0,wa) = (W,,Wws
S(V,W) = S{v,e, + Va€a,W,&s + Waca) .

S(v, e ,Weey + Wa€a) + S(vaea,Weer + Wa€a) (por b)),
S{vie, Wi e) +,S(v,e,,waea) + S(vaea,w,e,) +
S(vyea,waeal), (por b)),
= v, S{g,wrer) + v Slg, ,W,e3) + vaS(g{w,e,} + vqscea,%ga)
(por aj),
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e ~
v, W, 2lg €
VaWzS({ey, 2

) + vpw,S(e, ,ea) + VoW, S(eg,e ) +
)
vywy (0) +

(por a)),
yWall) + vaw, (-1} + v, wa(0), (por ¢}, d), ¥

= \,’ Wz = Viw‘r

Para tener el teorema ccompletamente demostradoe hay que -
probar que S definida de tal manera., efectivamente satisface
las propiedades a}, b), c) iy .

Empezando por &). P.D. S{kV,W) = KS{V,W) 3

- s - - -
Para facilitar ls demcstracion, utilizaremos =1 disposi-
r iy
tivo nemotecnico gue se mencicona en parrafos anteriocres,
Wy Wy
det = VpWa Va Wy o,
oy Wa

BV = kiv, ,va) = (KEv, ,k va), entaonces

k W,
det = kv, W, - kvaw, = K{v, W, - vyuWw,) = KS(V, W).

vy Vg
b) P.D. S(V + W,Z) = 3(V,Z) + S(W.Z), donde Z = (2, ,24) ¥ ---
Vo o+ W o= (v o+ W, Vy+ Wal

Vit Zy
det = (vy + W) 23 - {vpg+ wWal Zy

"\!'ﬂ+’y;‘2_ :9_,

= Y =1
8¢
g PO, S{e; 8y = 1
“ f 1 0 - R o

det ( =1 -0=1

0 1

o)

di B.D. (V,V) = ¢

Vi v
ie = 3 -V, = {
det Ve Vg vy Yy g

Va, Vo

1L
fiu
i
o
i
=1
w

Con lo gque queda completamente demostrado

-

Observacion. Como ya =& menc1on5: 1z ian1on determi---
nante puede consliderarse CORMC Unx funcidn cuyo dominioc es el
conjunto de las matrices de ZxZ v cuyo contradominico es 1 --
conjunto de los ndme135 rezlies D= zagui en adelante as{ 1o -
trazbajaremcs.

Algunas propiedades extras de los determinantes de ZxZ:

1)y 81 B es l= matriz gue resulta de sumar un mﬁltiplc d=e una
columna de A a otra. entonces det A = det B, &sto es,
Vo W, v, + ku, iy
det A = = @get B o=
Va  Wg v + kg Wa
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(ve + kwy)wy = (va + KWalw,
ViWg + KW, Wa- VW, - KRupu,
s '\)" wl ] Vlw'.

2) El determinante de lz matriz A es igual al determinante de
la transpuesta de A,

Vv Wy Vy Vg,

det = det = V, Wy — VauWy
2 Wa Wy Wa

Esta Gltima propiedad es muy interesante, pues permite -
asegurar gue todas las asereraglou:* gue hemos hecho pare las
columnas de A son validas tambien para los renglones

o I . / .

Obeervacion. - No debemos dejar pasar mas tiempo sin re--
calcar gue el determinante solamente esta definido para ma---
trices cuadradas

en hase a que ya =e ha definide --
de 2x2, podemos pasar a definir e1
- ue ecta definicidn quedard -

Sin gran

DeflnLCLd% E.4.2.- S22 A una matriz de 2xZ2
8 Ji ciga Sr3

A = | &y Baa ©a23
a3 S33 &3z

definimos el peterminanie de A, mediante su desarrcllo por e1
primer renglon de la siguiente manera:

- a;adet A,a + a;zdet A,3, donde Ad, i =1
que se obtiene de eliminar =1 primer ren---
columna de A, esto es: i w0 -

ggz @a3 Sz ©Baz
det A = a; det = Bye dEk +
&3 9 233 &3y 333
=F d a9
&,3 det
a3, 30
Haciendo =1 desarroclile: L4
det A = a, (823833 ~ 832823} - &,,(8y, 835 - 383, 3;33) +
g3 (@21 832 - &3, 822)
= &y Q9833 — 8, 83,823 — &a dyyd33 *3, 33’ a;3+
313 62_’ 531 = aja 83’ 611.

)

Notemos que &1 hacer =1 pilc ilo del detprmlnanue de A --
mediante. el desarrollr por el primer rﬁng1ﬁn lo gue =e ha -
h@cho es expresar al determinante de A como una suma de 2 ---
tdrminos, cada unc de los cuales es un producto de 2 facto---
res, unoc de ellos es un elemento del primer rengldﬁ y el otro

s

=1 determinante de la metriz gue se c¢btiene al eliminar el
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. /
primer renglon v la columna donde se encuentra el elemento --
que se2 menciono anteriormente.

. L N
uno d~ log 2 terminos iniciales se a-

Los signos de cads
signa mediante la siguiente tdonica:
+ - -+

2x-—
en-—-

Ejempic: 5i A = det A = = | A

&4 g 4 2
Observaciones ;
. /
- El desarrcllo anterior hubisra podido realizarse no unica--
mente por el primer renglon, sinoc por cualguiera de los ren-—-
glones de A )
- Tambidn hubiera podido ef=sctuarse, sigulendo €l mismo es---
quema, mediante cualguiersz de lazs columnas de A

= % = : _ - - /

El gcalculo de= un determln;nL§ de 2xZ se efectua frecuen-
temente mediante las Slgu:ehtesftecnicag que procuran sim---
plificar de alguna era los calculos, o mas bien procuran -

ol - Y - 5 ; 2
gus sea facilments memorizable la manera de cbtenerlo

Diagrama 1.- Eg este esguema se repiten los dos. primeros
renglones de A, sumandose los productes indicados con fle~---
chas. Los gue tengan flechas hacia abajo se multiplican por
1 {sg_de = i &, pues) y los que tengan flechas hacia arri-
ba se mul tlplluan por -1 7

Syr af1>,vd 43, ]

i 5;34“3 = P Cpp sy T SgpSysBig ¥ Bg, 0 BamT
ST ~SeS3a 25323

=9 =3 &3

a4 8 a8 33

B,8298;3 — 8y B3, 833 8y 8 B35

. " s ’

Diagrama 2Z.- Agui se repitén las dos primeras columnae,
sumandose los productos indicados con flechas y con la misma
cbservacicn para €l signe que &l caso anterior.

an a,x’ i an/rarz.
\'aaa EET) B2y = 8, 8y, 833 + &g 8,383, *

3135&15‘.3& = asi daadi3 -

a3aa;35’“ = C‘E33Ek'a‘&’.
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Diagrama 3.7 Esta forma es conocida como "'regla de la -
canasta". Tambien se suman los productos indicados con fle--
chas, multiplicéndolos por €l factor que aparece al inicio de
la flecha.

Notesé& que en ;a‘a Casc obtiens el mismo rezsultado --
que en la definicion coriginal.

Observacidﬁ.— Todas las propiedade:s -
anteriormente para los determinantes de 2 -—
ciar y demostrar pars los determinantes ds DE - ——
traciones son un tanto sencillas, basts co fectuar =1 cal--
culo directo. Las omitiremos por.ellc, perdc cuando s= Geﬁlna
el determinante para el caso general; v se vea 3ue tambien --
csatisface esas mismas propiedades, se demostrarédn algunas de
ellas.

’ / : . .

No esta demas el advertir gue las tecnicaz descritzas por
los diagramas 1,2,3, séio SO vglidas para el determinante de
2x32
5.5 EL PRCDUCTO VECTORI®L
Antes de seguir adelante, haremos un alte para, aprovechando
lo gque hemos visteo, definir una operacidﬁ entre vectores gque
no se ha manejado anterlormentp Yy gque tiene caracte erfsticas -

» fp,

tan interesantes como utlle= -

. ‘ ./ !
Adelantaremos gue estsa operacion, llamada Producto Cruz
o Producto Vectorial, solamente esta ddf%ﬂida para vectores -

en RZ. % continuacion damos la _definicion formal:
Definicion 5.5.1.- Sean V,W ¢ R® tales que V = (v, ,Vy ,V3), —--
W = (w, ,Wy,wW3). Sabemos gue cualquier vector se puede poner-

A ’_
en terminos de los vectores cancnicos, en &ste caso de R3

i o= (31,0,0), J= €0,1,68), & 5 GO0, (52 les ha llama-
do i,j,k, en lugar de la notacidn ascostumbrada e, ,&5,e3porque
usualmente a={ se les denota en fi{sica, v el producto cruz es
muy usado en esa rama del conocimiento humano).

V=wvi+vyd+vzk ; W= wi+ ugd+ wyk.

Definimos entonces al Producteo Cruz o Producto Vectorial
de V con W, denotado VHW, a2l vector cbtenido mediante el cd1-
culo del determinante

il 3 kK
Vi Va V3

Wy, Wy W
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La c-*1g1.1len'te deflnlclon tambien es importante:

Definicidn 5.5.2.- Sean v, W, Z ¢ RZ Definimos
7 va V3
VHWKZ) = | w, Wy Wi
Z, Za ZJ

= £ b g i ;4 o

Ez facil verificar gue esta afirmacion es valida.

; 7 . : — :
servacion.- El1l producto vecteorial satisface la impor--
ropiedad de gue es perpendicular tanto a vV como 2 W oy
satisface la Igualdad de Lagrange, misma gue la rela--
on 1 producto punto

Formalmente, sestablecemos
P S -
fecrema 5.5.2.- Sean V,W €& K, para ellios se cumpl

a) Ve (VW) = 0, es decir, VEW es ortogonal a V.
By We (VW) = 0, es decir, VXEW es ov+cgnnal a W.
i aes v ' i ) -9
e 10 VKR (%= 1w P o Y —coqve)®. . (Esta &8 1s 1la-
mada Igualdad de Lagrange).
, . ol
Demostracion:
Vg Wik, V3
a) Ve {VXW) = Vi Va vz = 0, por ser un determinante
Wy Wy W '
gue tiene dos renglones iguales
. B Lt e g
L) Demostracion similar a la anterior
% < s /.
c}) Basta desarroll ambos lados de la igualdad v e= facil--
mente verificable qua se satisface.
, . N , s "
Ademas de las anteriores, VXW satisface:
Teorema 5.5.4.- Sean V, W, Z € Ra, L€ R, tenemos
a) VEW = - [WXEV)
by VE(W + Z) = (VXW) + (WKZ)
c) (V + WIXZ = (VHZ) + (WXZ)
a) k {(VXW) = (BEV)XW = VX(kW)
e} VK = B¥V = & v
f3} VEV = B

- N L /.

Todas e=ztas deglnlcloHEQ son faciles de comprobar, basta
aplicar la definicicon.

Utilizando la deflnlClon’ﬁe pro%ucto vectorial puede ---
darse tambidn 1la interpretacion gecmetrica del determinante -
de 2Zx2.

Para ello se enuncia:

Propoediciochs 5.5.5. ~ tr VEW (o= 10V 1 1 W ) Ben &, donde
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& es el angulo formado por V y W
/ / i g il F
Demcstracion.- S2 preobara la proposicidn equivalente:
- z Y
LMW 10T o= 0 v R w1 T EenT B
Por un lado
Ky ow gm & i & ; .
v oy Wy Zen &8 = P P ; 3
= 00V iR oW - T 2
- | . % s s
VI W - W)
- £ 17 -8 P 1 | g e o 1 1%
= b W ' ! W £t - we
Por otro lado
! N 2 e o .3 T .
1 VEW 1 T= (fawj - VyWg! (Ve Wy - VywW, ] + (W W, vlw,)z
= e - Ty A o o . LU — (R g
o V& '}:Js 4 -_.\«‘a_ir.s \-_alv—.'l - i ] |’v3.’ Ny W_3 > "’JI .Lta\f‘»ng
+ vy WO+ V) w3 2V, WV W, + v ou,
: 2 @ £ o L, 2 2 P e A 2
= v, (w_3 + Wy ) o+ vy (W3 W, )+ VT {w, + Wa) —
Vi, {(WaVy + VaWa) — VaWy (W, Vy+ V, W, ) -
VaWaz{vgWa. + V, Wy} - V W VW o+ VW)
= o 2 2 ; y .- L .
= {xqz + Vgo o+ V3 }{w{ + Wy o+ Wy ) -
(v 9 +av1Wa + Va Wzl i
= g1 Veoan By WO = VR L veimcas {2)
De {1} v (2) se concluve gue
Y 2, 2 -
DVXW 1T = 10 v it W T 8en? 8, por lo tantoe,
fr VEW (L o5 4= bV b v B &
Consideramos 0 & < 180°, entonces
- K f-.n-. &
b VEW =TV L i W) Sen &
Si nuevamenge obzervamocs el paralelosgramo generado por V
W, i
Sen € = h/ ! v
h = |1 V |, Sen @
Area =(, 1|V, 5en &), Wi
Area = W, Vi Sen &
Concluimos gque Area = | ! VXW ! .
Las causas por las gue se ha definido el producto vecto-
. = rd 5§ oo -
rial -esl, sSon gue results ser de gran utilidad en fisica. -—
) - I -
Con gran frecuencia se pueden encontrar cantidades fisicas -

que son vectores, cuyo producto, definido en la forma ante---
rior, es una cantidad vectorial que tiene un significado Fles
sico Importante.

Algunces ejemplos que se pusden dar son el movimiento es-
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tético, la cantidad de movimiento angul%r, la fuerza sobre --
uns carga gque se mugve en un camgo.mégnetlco ¥ el flu?q de --
energia electromagnetica. En analisis vectorial tambien es -
importante, pues || VW || aparece cuando se desea calcular -
la integral de una superficis.

Fazszaremos ahors
los determinantes de 2x3.

u I / ; 3 - ’ :
Para elle fijemcnos en el paralelepipedo determinado por
{ j s =

los vectores V = (v, ,\rlpvj_\,, W = W, W Wy 7= " ,_3:23}
i
0w
: ; ’ . ‘
El volumen de cualgquier paralelepipedo as i = {area de
= = A I S | T2 =3 Friees e Y5 3 S e ey )
la tldse) 2 L ouay La :\lLU.Ic.':S Ia J.Ol—!e.‘_tl.l\_‘ de la EPIroyvecclon
: 3 a9 /’
del vector Z scbre la base del paralelepipedo, aque como va
iy : / Vg
se vio, tiene por area ;; VW ||
—-_ .4 el i 4 . '
Entonces, el volumen del paralelepipedo sera:
¥ = (i VHEEILY 13 Ze (VHEW) L IVERY
P (VHW )« (VER ;i
= (i MEW || o Zc(VXW) | bOVER L = '
i OyNM !
= {1 VEM I} fZ2-¢ VRR 3\ T L
L1 OVXW -
= § ZS{VXWY) }§.
Desarrcllando:
VZE{VEWY o= {z,,;l,zz} (vawyg - V3w, ,Va3W, — V, U3 ,V, Wy~
=5 VBLJ’j . v
= E4{VaWyl - Yy Uyl + Zalvyw, - vywyl) + 53(\"-'”2. -
Va Wl o
= 0 Ty {VaWs - VaWu) - Z{V,Wy - VW, ) + Z3(V, Wa -
) L . .
= { 2, Det V,, - z4 Det V,, + z4 Det vy 1.
Que no es otra cosa gue €l valor abscluto del determi---
nante de la matriz
i Z Vy Wy
V™ = Za Vy  Wa
_ Z3 Vz W3
cuandc e ha desarrollado por lz primera columna
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Las interpretacicnes geométricas que se han hecho ante--
riormente se pueden generalizar. Pudie€ramos hablar por ejem-
plo, de gue el determlndn te de la matriz con columnas Vy, Va,
s Vo, Vg R es igual al volumen del "cuerpo" generado por

<

g Va' sy Mas
5.6 GENERALIZACION DEL CONCEPTO DE
DETERMINANTE
. .
Hasta este -momento solo se ha tra
de 2x32. No hay nads gue nos impi
de una matriz de nxn Al %gual a
finicidn se puede dar en téermincs
nes © desarrclle por alguna colum
Definicion 5.6.1.- Si A es una matriz de nxn, de la for-
ma .
E” a;:\ PP a"’l.
A =&y, 8aa San
8 gy &ng v+ Bpn

entonces el determinante de A se puede calcular como:

det A= | A |l =a, ] Ay ) - @)l A,, l,+_a
a:na AI”- is
donde | Axj | es el det%rminante de la matriz obt
5 E . S %
liminar el primer renglon vy la j-€sima cclumna de A.

El signo que antecede a cada uno de los sumandos ante--—-
riores se obtiene del siguiente diagrama gue es muy faeil de
recordar si observamos gue sl elemenio dyi %42 corresponde ---
si%mpre el signo + vy que, enreledd de &1, por columna o, ren-
glen no puede haber un signo igual. La misma observacion se

hace a cada elemento. >

+
|
=

+ - 4+ oL Esge signo puede obtensarse antepo---
. . ; 1 niendocle a cada sumande el factor
¥ s w5 wdw (-1)"
Observaciones:

-Cuande el determinante de A se ha cbtenido de la manera an--
terior, se dice ,que se ha expandidoc o desarrollado mediante -
el primer rqulun
- La expansion no necesariamene ha de realizarse por el pri--
mer reng =1dn. Puede llevarse a cabo mediante cualguier ren---
£18n o mediante cualquier ceolumna, aseveracion que se demues-
tra al final de este capltulo cuando se hayan demostrado al-
gunas afirmaciones un poco mac sencillas que emplean €l mismo
método de demostracidn: la-Induccich Matemdtlcd.
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/ 5 .
pudieramos redefinir entonces el determinante de A, de -
lz siguiente manera:

2 5l 2 < .
Definicion 5.6.2.- 31 A &5 una matriz de nxn, su determinante

5 o VA
puede calcularse, sl S€ desarrolla mediante el 1-esimo rén---
gldn,

L Al =2l Ag | - aeal Aea bt + Be3ld Aen | = aggl Acqgl +
r : . ; - :
s fuaym™ agin | Ain b, conae I Acy es el determi-
+ A i A
triz obtenida ime renglon ¥

]
al elininar el 1-€=
i=1,2,... , n, o mediante

>
1l

EU'| Atj { = aif‘ Aif I + 3311 Azf i - a§[| Aj/T -

) h- . : . :
p + {—1)\j atli Ans 1, 81 se ha expandido mediante
la j-esima columna. -J

Las %ropiedades %pe se enunciaron para determinantes de
2w2 son validas tambien en el caso general. Las enunciaremos
de nueva cusnta, aungue €n su demostracicn intervienen argu--
tos Engorrosos: FPara no pecar de totalmente. informales, -
demostraran agquellos resultados de razonamiento sencillo.

ad de las'demos——
leo del Metodo de
te en lo siguien-

ot

L

i
m
1

ot

. to
!
c

zs, por no decir gue i &
pugde verificar median
emsa n

tica, gue basicame

ot

t
M

-
n '

o

n

[

tn
I ot
]

. e ;
r una proposicion gque se asegura vale --

o
m e
L
0 D

Ely, ) Ly —.

la proposicion vale para ciertos natu—--
2, ., ete. g " A

ipﬁtesis de induccion; estco es, se& SUpPOC-
icn para un natural arbitrario. P
ze dehbe demostrar gque la propesicion -

i
OO

B (D~ W
(o N

Pl
&
[

oy

A
n
M

=8

5009
AT

<
[
[
M~
e,
1))
L
[a}]
0
o
w
l._l
]
s
fte
M
&
i
m -
=k
e
H
w
|1

A . .
Observacion.- Esta es una de las maneras de enunclar el
Principioc de Induccidn Matematica.

Finalmente, antes de enunciar las propiedades, introdu—j
ciremos upa notacion gue es muy utilizada y, que nos permitira
considerar al determinante de A conmoc funcion orde sus renglo-
rnes o de sus columnas. )

! .

Notacion.- El determinante de A puede denotarse:

1 4 ) = det A = D(4, A, ...,An) cuandc se considera como una
funcidn de los renglones de A, o det A = pla’ &%, ..., A"y ——

cuando =e considera como uhia funcion de las columnas de A.

Enunciaremos entonces:

£ 6.2.- Si A es una matriz de nxn, el determinan-
s
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Ahora se escoge una matriz de, en este caso 2x2, (el ta-
mano de la matriz se escoge de dCUHrdO al tamaTio de las par--
tes en que se he fracciconado el mensaje), tal gue tenga com--
ponentes enteros, que sea invertible y que su determinante --
sea +1 o© -1. Todas estas condiciones aseguran gque &~ tam---
bien tendra componentes enteros.,

Tomemﬁs por ejemplo:
i
A =
Ya gue se ha escogido A, la multiplicames por cada una -
de las matrices de 2zl (o vectores columna de 2 componeéntes)
4 7

x>
[
[y
1} i
/"'"“"’\ ™ in
tn ~J (i3]
iy £ . m

-3 =
! IS
D S RS- N S
1
/'—‘““\' ) .
~J 2]
TS L . S L T

1l
P i S
tn h
1Lb) o

10C

22 100
A =
10 78 » -
3 ” L7
A -
5 14
z
Comoc se ve, se ha encontrado un nuevo conjunto de vecto-
res, gue acomodéndolos, nos dan el arreglc:
57 43/ Y 58 66 52/ g« 7 100 78 17 14
gue seria el que transmitiriamos. ¥

" . : =
FPara descifrarle, necesitameos conocer la matriz A Yy A .
&S »

14 ‘57 14 5

~J

e 43 1 s

(a2

aet A = api(-1) ~ D(A,") = £ (-1) ' D{A¢
P s Ll f? : 7"

.l ] ’
ngostr301on.~ Se hara tambien por 1ndL001on sobre n, es
es decir sobre el tamano de la matriz.

proposicion vale para n = 2.

i
[4}])
W
P
I
Q
<
lw}
foct
L
|
[
~—
0
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B 14
A = = NA.
43 1
BIBLIOTE
A-—i 77 - 19 . Ot ClEl—.’-’.‘{AS E"ACTAS
E8 . = RA. H.SARERI;:;'.*H;HILHM i i‘w?URALES

HARA MI GRANDEZA

10

i
Ao
booa
i Il
Y i /—b
a8 53 I~

- [100 22
A
78 12
it 17 3
A = £H.

14 5

I
/_\3
%]
I
&l
L-{

7
) La matriz A recibe el nombre de Matriz de Codificag}on Y
A es llamada Matriz de Desciframiento o Descodificacion.

" Es claro que este procesc se puede %plver tan complicado
como se quiera, escogiendo particiones mds grandes y por en--
de, matrices de mayor tamaho.

5.9.- Vamos & agregar un dltimo detalle. Se ha estado men---
cionando constantemente, desde que se definic el determinante
mediante su desarrcllo por el primer rengldn, que este nidmerc
sera el mismo independientemente de el rengldﬁ, e Incluso 1la

columna, ppor el cual se haga &1 desarrollo. Entonces, 1lo T
gue pretendemos a continvacidn es demostrar esta aseveracion,
misma que enunciaremos como el:

Teorema 5.9.1.- E1 determinaqte de una matriz es el mismo, --
independientemente del rengldn o la ceolumna por €l (la) cual
se desarrolle. En simboclos:

n n =
| P il
det A = ;E apy (-1) DAL} =_ {-1) z D{Azg).
Py, R 7
= . i 7 ol . p
Demostracion.- Se hara tambien por induccion sobre n, es
es decir sobre el tamanc de la matriz
. . ..
Vamos & verificar que la proposicion vale para n = 2.
. i+2a
e Bum = By DA, Y+ f=2) 8,5 Al 2
&2y 233 /
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I

!/
(—131+ gy D(A; ) + anAD(A;L}
= —a Fa + @aa 34 (seguan renglon);
= (=3 ¥ s, DA, )} = (=197 ag, D(Ay,)
8¢ 8ag - &gy 8,2 (primera columna);
(-1)"% a,2D(As2) + (-1 a,,D(A22)
B4 82y *+ 8498, (segunda columna).

1

.
Como se ve, al comparar los resultados, nos damos cuenta

dg que el valor obtenido es el mismo. Elaboramos pues la hi-
& 5 . 5 o - . 4

potesis de induccidn. Suponemos gue la proposicion vale para

matrices de tamano n-1.

P.D. que vale para matrices de tamafo n.
Haremos esto en tres etapas:

e / . . ’
&) Se verificara gue el desarrollo por el primer renglcon es

€l mismc gque el desarrollc per la primera columnsa.

3 3 / ¥ " '
L) Se demostraréd gue el desarrollc por el primer renglon es
€l mismo que el desarrollo por cualquier renglon.

&

;
/

BEBg

]
O u
L €8

*y

(@]

» Veéremos que el desarrollc por la pPrimera co--
SEmo gque por cualgquier columna.

= |
e O

bt
= ek

29

()
(M

il

Empezamos
; " A
&) Demostraremos a), en simbolos,

g C+1 = ity
2 =107 agDlag) =2 2 Dlas 3y (-1)'Y
c=1 b=

Es clarc gue al desarreclliar por la primera columna, te—-
nemes una expresion de n sumandos, en cada uno de los cuales
se ha de calcular el determinante de una matriz de tamaho n-1
gue carece del i-dsimo rengldn y de la primera columna. Esto
es, el término a&¢, nC aparece en alguno de los Ag, .

N . . . /
Similarmente, al desarrollar por el primer renglon, los
atj No aparecen en alguno de los A,

J

El coeficiente de &,, €5 el mismc en ambos lado% de ---
nuestra igualdad. Analizaremos el coeficiente del teérmino --
&¢y &1y , parea i1, jis1. Per la izguierda, este coeficiente io
obtetiemos al desarrollar Ay y serda:

N C+i 3+ , _ ﬁtjf'f N )
Rl =1 BlBg ., gp b = {=4) Blag, , } s
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’ %
Vamos a ser mas explicitos:

. C4r .
Seafé. {=1) ac, D(A¢, ), 2D(A¢,) =7 Es el determinante de la
matriz

a4 Qs ¥ W a“: IR = Y ‘
Sy Saa ... Sat ce. Aan
a[, a,_‘,_ NEE a;‘b o Gl al:n_
Sl a na s - 8nd ve e Bnn

S5i desarrollamos este determlnante mcdlante el ranglon -
sehalado, (aplicando la nlpote is de 1nGu0ﬁlon)
3 s
DEAg, } = &g ay (-1)Y xn D{ALI’V , Sustituyendo:
D{A} a 3. {‘l . 5512 i - U-' D{Al.‘: E ] )
C=v J=2 ) J

El coeficiente como ya se dijo de ag, au' es:

oy i :
{=1) D(Ag,,u )

Un argumento muy parecido se utiliza al analizar el ex--
tremo derecho de la igualdad que se guiere probar.

Sea Z. a:)( -1) ~/ D(A, ) iD(A,'} = 7 Es el determinan-
gz |
te de la matrlh
& Sia § - s au c.. B840
& a,y 3 22 i & aa_J oo a S @y
ay;, aya .. q{j <. 8jn
&pny & na S = 3 Ezr\j ... Snn

Al desarrollar este determlnante por la columna sehialada
{aplicando la hipotesis de 1ndu001on) tenemos:

=2
Sustituyendo
n n
2 NS
D(a) = | asj (~1) { < (-1} ¢, D(A,
J=1 J =2 J
_ " ) I-U"fd, I
El coeficiente del eleqento 52 a¢g es (-1) D{AW, )
que es 1 mismo gque en el términc Ye la izguierda de la i----
Pl
gualdad deseada, que es lo gue queriamos demostrar.
o _ o o i Y A
Pasaremos ahora a b), que en simbolos, sign caria de--
mostrar:
" " n
1] o P
-%; (=1 ij D(A¢/) = kst aprb{Apx) (-1) » P =2,3,..,n , —--
ﬁlamaremos {1) aYla expresidn anterior.
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+
det A = fz (-l)hj ‘DA
=1

/
Cuando hemosldesarrollado usando €l primer renglon, te--
nemos una expresion de n sumandos en cadas unc de los cuales -
se ha de calcular el determinante de una matriz de orden n-1.

3 " ) ~
2Que caracteristicas posee cada uns de esas matrices?

m

. / .
a Se ha eliminado de ellas el primer renglen v la j-esima -
co

)
lum
; £ . . /
b) Sin embargo poseen todas terminos del p-esimo renglon de
la matriz criginal.

Fara calcular el determinante de las multicitadas matri-
ces se utilizard su desarrocllo mediante e; renglon gue ya se
menciono posee term1no= del p- simo renglon de la matriz ori-
ginal. {Esto es vdlide por hlpgtESlﬁ de induccich).

Esto es,

;Z K=
D(A,J) = K_:.,I.(._l-) D(A’PU‘K) si j»k,

K
o P-1+k-
~ 2

(-1 D(A ~,7,) 81 j<k.
= Py
+* I i 5 .
o s& el cgeflclente del termino a; an_(para 3, } K,
clarc, pues el término j = k no puede apérecer), ser=s (-1} hU

veces el coeficiente de apk €n D(A
ﬁﬂ PHK-1
{(-1) =1} D{A‘Pijk) i jok
P"+K—‘ ) ) . . 2 THEmER (2).
D(A,P ’JK} =i jek

P e

(-1y'Y (1)

Aups k. es la matriz obtenida al eliminar los renglones -
A o la¢ columnas j, k de A.

5 / :
La razon para los signos en (2), puede comprenderse con
auxilio de las siguientes figuras:

colum- colum-

_ na k na Jj . p
Epg v BEE 5o a,J sws Ben primer renglon

. B = 2 ’ /
Bpy -=: BPh o &py --- @pn p-esimo renglon
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/
tuado en la p-esima columna vy el
ik, &ntonces apk queda colocado en
na (p-1) de %j.

guando Fok., apkauedes s
renglon (k-1) de a,, . 'sSi j:
el renglidn (k-1) y“ls column

l

Si =ze conside hora el lado derecho de 1) vy se examina
{usandc un razonam muy =imilar al gue ya se hizo en la -
primera parte) gue ceoeficiente tiene gPKaJ ., se ve gue &ste -
es

i e P S -

{-1) (=1 3 D(AP,,U,L (g1 jerk),

. PEH 1+ .

(-1} x—l}-J D(Ap;,f/), {con Jjcky,

¥ que ceoincide con lo obtenide en (2

) Por £7timo, si aplicamos el resultado b) a2 la transpuesta
de A, vemos gue e% desarrollc del determinante de A por la --
g-e€sima ceolumna dz el mismo resultado gue por la primera co--
lumna

De z2), b), ¢} concluimos la veracidad del teorema.
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CAPITULO S

TRANSFNRMACTONES LINEALES,
5.1 I NTRODUCCTI ON.

Con este cap{tulo terminamos lo gue creemos es suficien-
te material para cubrirse dentro del curso de Algebra Lineal
! v gue deja sentadas las bases, tanto tedricas como prﬁcti-—
cas para que el alumno continue Fosteriormente sus estudios -
dentro del mismo campo.

Hablar de las transformaciones lineales es remontarse a
una de las ideas pilares de las matematicas: el concepto de -
funcidn. Resulta que las transformaciones lineales no son --
mhs que funciones gue tienen la particularidad de que tanto -
su dominic como su contradominio son espacios vectoriales.

Es por ello que pensamos que el manecjo de la teoria que se va
a cubrir en este capitulo no se vd a dificultar, dado gque a -
estas alturas existird suficiente familiaridad con las ideas
tanto de funcion como de espacios vectoriales,

Las transformaciones lineales tienen también una fuerte
conexidn con las matrices, dado que éstas son una forma abre-
viada de aquéllas. incluso puede pensarse en las primeras --
como una correspondencia X—%AX, donde A es una matriz.

Ademés de la gran cantidad de aplicaciones teoricas que
presentan en distintas ramas de la fisica y la matémética, = =
las transformaciones lineales se utilizan bastante en la in--
genier{a y en las ciencias sociales.

6.2 BREVE BOSQUEUJDO HI STORICO

i an & i gl :
Tal y como se advirtio en la introduccion, si gqueremos -
hablar de 1a historia de las transformaciones lineales, debe-
mos considerar la historia de las funciones.

! M -
Uno de los grandes matematicos de todos los Jfiempos, Le-
.| 1
onard Euler pensaba en una funcion como una fdrmula o ecua---
i / :
cion en la gque apareclan variables y constantes.

Alrededor de 1860, Cayley, a guien ya mencionamos en la
seccidn de determinantes como unc de los estudiosos de la ---
teoria de matrices, fué quien -asegurd que al fin de cuentas -
éstas no eran mas gque una forma abreviada de representar ----
transformaciones lineales.

El concepto abstracto de funcion que se utiliza en la --
actualidad fue presentado por Peter Gustav Lejeune Dirichlet,
¥y Giuseppe Peano %ue el autor de la idea de transformacidn --
gue en nuestros dlas usamos.

-



formads por -
Ha=se, aan la

/ . ) i
Mas rec1entemente, un grupc de m
Emmy Noethﬁr Emil Artin v W. Krull,
\_.ODCE:pClOI'J abqbrac Ca gue hu\f COoOnocemss .

giguiendo'coﬁ la costunmbre, se presentan alguncs problemas de
aplicacion gue se resuelven al emplear Ttrancsformacionss 1i--—-
neales
Problema 1.- El1 duefioc de uns fébrica producs cuatrc oro-
ducteos distintes: vestidos, faldas., blusas v/pahtalones Las
aterias primas que utiliza en laz elaboracion de estos pro---
ductos son: algodon, hilc ¥y botones
/ .
En}la tabla que a continuacion se& muestra, esta la in——-
formacicn de cuantas unidades, de cads una de las materias --
adas, se reguiersen para producir una unidad de -

primas utiliz
cada producto

on gue ygd¢ﬁra
=

mos utiiiz
£, B: pantzlones al

/ - vy
; P2 corn, wr hilo, H: bBes

Utilizadas en la fabricacion de un

V F B =
g A 1 293 1/2 3/2
Numero de Uni-
dades de Mdte— H 3 2 2 2
rias Prima
T 4 7 6 2
g / o § 2 3
Pregunta: ZCuantas unidades de cada materia pr ma Se ne-
- = 3 ! -
cesitan =i se produce un numerc determinado de cada unco de —-
los cuatrc productos?
Problema Z.- Ya es conocide por nosctros el llamado Teo-
rema Fundamental del Cilculc. De cualguier forma vamos a re-

cordaric:

51 t=nemos una funcion P que satisface P
es liamads unée primitiva o antiderivada de ),
toda k v = de [a,b] se tiens gue
2
Pix} - B(k) = ity <t
a
es decir. ¥ vy cualguier ctrz zntiderivads de £, P i ==
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fieren en una constante:

Pix} — F{x) = P{k).

En efecto, va gque F'(x) = £(x) vy P'(x) - F'{x) = f{%x) -
f(x) =0, debemos tener que P{x)} - F(x) = constante.
51 = k, P{E} = P(k) = F{k; = constante, de donde
P{x}) - P(k) = F({x) :S;f(t) at, )
lc gue nos ;iq;ﬁrCiQJa un metodeo para calcular S; 4ty dt
Saf{t) dt = P{b} - P(a),

'
/ . " :
esto es, bastara con encontrar una antiderivads P de f.

As{ el problema de evaluar una integr
problema de encontrar una antiderivadsa de
de diferenciacidn nes dd una pri m*twva de alguna func idn f -
lo gque resuelve el problemz del cdlculc de la i i
funcian f.

2Puede abordarse este problema desde 1 punto de vista -
de las transformaciones lineales?
Problema Z2.- Cuando estudiamcs Sistemas de Ecuacicnes —-

Lineales, vimos un tecorema gue establecia lo siguiente:

;i

Teorema.- La solucion general de un 51=tema de ecuaciones 1li-
neales es iguel & la solucion del homogeneo mas una solucion
particular.

¢Es posible abordar este tecrems desde =1 enfoque de las
transformaciones lineales?

6.4 DEFINICION Y EJEMPLOS

Definicién 6.4.1.- Una funcid% T, que se define para todos --
lose vectores V, gue pertenecen a un €spacio vectorial ¥}, Yy —--
que nos d& como resultado vectecres T(V), en un espacic vecto-
rial W, se llama transformacion de Y a

. / - ~ - -
Notacicon.- Como %ac transiormacicnes son funciones, se -
usara la misma notacion con la que LSLalmenté se manejan es--
tzas u1+1mg=, es decir una transformacion T dp'Vd ]d—ps una

funcién T: YV — W .

— | - i

Definicion 6.4.Z.- S2i para U,V.&?f_y d& K ( un campo ar-
bitraric), se satis

T{U + V)
)} T V)

| BT S

PR

It
b T
-
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o : o
Observacion.- Para transformacicnes llneales,wr y]/aeben
ser espaclos vectoriales sobre el mismo campo.

Vamos a ejemplificar.

. = = 2 ‘ . s

Eiemplo 1.- Sean ‘V—: R . W: R"E’ . Diga =i la transfor--
macidn T, tal que T(U) = (-x,y), donde U = (x,y) es lineal

Debemos verificar que se satisfagan las condiciones x5
ii ]

Sean U = (x,y), W = {x,,y,), U, VE:PF

U+ W= {xx+ x,,y + vy ).

TU + W) = (=(x + %,),¥ + ¥,) = (-%-%,,¥ + ¥ ).

T{U) + T(W) = (-x,y) + (-x,,Y,) = =30, .9 * Yu ),
# g = - -
esto es T(U + W) = T(U) + T(W), lo cual permite concluir que
i) == cunmple.

Ahora verificamos ii)

KU = (qx, Ly),

T(AU) = f—o(x,a(y;‘,:d{—x, ¥)

AT{U) = K{-x,y), ésto e=s, T(AU) = «(T{U), lo cual permi-
te concluir que ii) se cumple. '

- 5 W
For 1o gque T(U) = (-x,y¥) es una transformacidn lineal.

Ejemplo 2.- Sean 7/-: Ez,’ﬂ@ R e R'}-.pR tal que

Yi = 2% - ¥

=]

Sean U = (%,y), W= ( % .vy,),
U+ W= (2 + 3y + Y, 0.

T{(U + W) = T(x + Ryo¥ + ¥ 0 = 2

Por otro lado,

T(U) + T(W) = (2x - y) + (2x, - v, )

= 2% + 2% - ¥ - y,, por lo gu=
TU + W ) = T(U) + T(W).
Conclusién - Se cumple i).
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oAT(U) = (2% - y) = 2dx - Ay, esto es, T(KU) =/ T(U)
por lo que se cumple ii),lo cual permite concluir que:
5 ‘ 7/
T : R » R tal que T(X, v) = 2x - ¥y & una transformacion
lineal.

11

2

4 ./ .
En la pro DOSlClon que a continuacion enunciameos se resu
me la forma en la cual podemos verificar si una transforma---
cion €= o no lineal. Veamos:

=t

)]
]

e

0]
O~
=t
m
[

|

.
Proposicion 6.4.2%2.- Sea T: VW , T es
para toda d,ﬁedi

[}

T{dU + BV) =T(U) +F}T(V), para toda U,V € U

. L

Demostracion.- Como es una proposicion "si \Y 6&0 si", -
hay que demcstrar que se cumplen los dos sentidos, esto es:
" =P ". Suponemos que T es lineal.
P.D. T(xU + @V) = X T +PT{ V.

T (U +(3V} = T{(xU) + T{RV) (por ser T lineal)

=AT(U) +(6T{V) (por ser T lineal)
" " - ~ . /
P = Suponemos gue se tiene una transformacieon que.:

T@U +@V) = «T(U) +@T(V), para toda U,VEV—,D(,FG K.
P.D. gque T es lineal. '
Tomamosc{,@ﬁzl (el neutrc multiplicative del campo).
T(L U+ 1 V) =1 T(U) + 1 T(V)
T(U + V) = T(U) + T(V).
Tomamos d(;K,f5: 0, (0, neutro aditivo del campo).
T(XU + 0 V) = o{T(U) + 0 T(V).

TKU) =aT(U).

Por’lo tanto, T es lineal, con lo gue se cencluye la de-
moestracion

Usualments ab ge le llama " espacic de =sazlida" v a /T -
"ezpacio de llegada"

ik o - /

Fracticamente la QEf: 1lcion de transformacion lineal que
&cabamos de ver es lo Unico que necesitameos pars resolver el
problema 1.

v

I



v
Vamos & definir el vector de produccion, %p = iV LY -
F
B
P
z Vm = A
H
T
4
Sea 1 243 1 /2 378
M = 3 2 z 2,
& 2 & g

(a8
M

- . "
Supcnga gue €l vector produccicn es Yp =(10

/ e : .
Cuantas unidades de A, H, T. s= nec
] ?

esit para producir
el numerc dado de cada uno de los cuatro producto

De acuerdo con la tabla del principio,

b=
I
=
"
+
|

(2/2) + B{1/2) + P(3/2),

o
n
o
+
]
ko
HE
m
o
+
o
b3

ecuaciones que aplicando el caso particular del V/D = flO\ ;

/
nos daria:

A = 10(1) + 30(2/3) + 20(1/2) + 50(23/2)
= 10 + 20 + 10 + 75 = 115 unidades.
H = 10{(32) + 20(2) + 20(2) + 50(8)
= 30 + €0 + 40 + 100 = 220 unidades.
T = 10(4) + 30(2) + 20(6) + 50(2)

40 + 60 + 120 + 100 = =2

(S8

0 unidades.

1

FPara cualguier %p, se cumple:

M Vp = Vp, deta es,

1 243 T2 3/2 V A
3 2 2 2 i) = H
< z ; Z B s
b
4
Tenemcs entonces una funcion T que "transforma" n
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. . ; ol - <
Vm , med%ante una sencilla operacion entre matrices, la multi-
plicacion.

T : Vp—2V;m tal que T{Vp} = Vp = AVp, en dogde A es -
la llamada matriz de transformacion o transformacion en si.

6.5 EL NUCLEOC O KEENEL E UNA TR AN S~
FORMACION
Y. . L g
Definician 6.5)1.— Sea T : V=W unz transformacion lineal.
Definimos el nucleo o kernel de T como €l conjuntc de vecto--
res UE€T tales que T(U) = 0
;o
Esto es, graficamente,
Veamos alsgunos =jemplos:
- 2 =
1) Sea T : R =P R , T{x, v} = 3 + V.
Kernel T =4 {x, v} / T(xn, v} =0 3
= { (x, v) / x +vyv =20 }/ 5
= { ( %, -x }, gque geometricamente seria:
= 2. & ‘
2) Sea T: RWm———= R™, T(x, ¥) = (x + ¥, ® - ¥}.
Kernel T = { (x, vy} / T{(x, y) = (0, 0) }
= { (%, ¥y) / {x + vy, % -y) = (0,0} }
3 { 0,0y ».
/. Y i
X+ Yy o La unica solucion zl sistema es (0,0).
X - ¥ =0
2) Soin "l - —r
3) sea T: R"—» R, tal gque T(x, ¥, Z, W } = X + YV o+ Z o+ W
Eernel T = { (> YV, B, 91 VS T{xE, ¥, 2, ) =06 ¥
={ (%, ¥y, 2, W) / % + ¥y + = +w =20 }.
Sy = r3 ~
4) Sea T: E —p i, tal gue T3 = {3, 2 -¥}
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Hasta gqu{ ya podﬁmOﬁ T

eso roblemas 2 v 2 gue -
se plantearon en la Seccion 6.3.

Resolveremos el Problema 2:

Sean V= { £/f es derivable }, W= { h/h es continua }, K = R

Deﬁina oS P—ﬁ]&r tal gque T(f) = f'. 2 Es T una trans-
formacion llnea
!
De acuerdo ceon le Preoposicion 6.4.2, debemos probar gque
T{mU + nV) = mT(U) + nT(V), para m.n& K, V,WE
Sean f, g, funciones derivablss, e= decir, f,gEZ[} m,n
& R
T{mf + ng} = (mf + ng)'’
= (mf)' + {(ng)', {(aplicando teoremas ya cCoOnc-
= mf' + ng' cidos del cdlculo Dif.)
mT(f) + nT{g}.
Concluimos entonces gue T es lineal.
Aue serfs =1 1 -
ZOue seria =1 kernel de T%
Fernel T = fs/f Ti(f) = 0} = { £/f es constantes }
s ‘ VA 2.5 .
Zi tomamos hé'%f zcual sarla la respectiva pre-imagen de
hz

=

Pues serfa un elemento £ dth'més un elemento del karnel
ge T. 2Per qué Poroue estamos preguntando por la antideri--
vada de la funcidn I, v de acuerdoc con €] Teorema Fundamental
del Célculo, las antiderivadas de una funcidn sdlo difieren -
en una constante.

o .
A continuacion trataremos 21 Problema

i

; . n m
Consideremos A una matriz de mxn, P =R" , W=R, K=R y -
X = x, F

);'J..

“n

ot e & / e oy -
Definamos T la transformacion tal gque T(X) = A¥.

Tomemos X, Y&R", m,né€ R.

T{mx + nY) = A{m¥X + nY)
= A{mX) + A{nY), {(por las propledades de suma
= 17 - 714+4 3 e x - 3
= mi{AX} + n(AY) y multiplicacion de matri--
= mT(X)y + nT{Y) ces gue ya se vieron)

th

De donde concluimes gu=s T es linezl.
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& /
7Cual serf% el kernel de T?

Kern?l T=A{X/T(X) =03} =4{X/AX =0 } Con pala-
bras, seria el conjunto de los vec torelz X& R™ , tales gue —--
fueran solucidn de los sistemas homo geneos AX ¢ , {donde -
= (O, @, ..., OF. y;

Si tomamos WETMF zcual seria la respectiva pre-imagen de
W? Pues W ha de ser tal que se satisfaga AX =W, entonces su
pre-imagen cserd el vector X que cumpla la igualdad pedida, --
gue no es otrs ccoea gue la forme compacts de escribir un Sis-
tema de Ecuaciones Lineales.

ecordamos el teorema 2.6.4, gque nos a

én general de un SE% ests dada por la so
homogeneo asociado mas una sclucion part
que pl vector pre- lmag&ﬂ de W qued
=

egura que la -
uciéh del sis-
icular, e=o sSig-
expresado como -

OE & contﬁnuacid% a enunciar y demostrar dlnLnaS pro-
posiciones gue son necesarias para la demostracich de uno de
los resultados mas importantes de transformaciones lineales.

Proposicicn 6.5.2.- Sez T;chlﬁf una transformacio% 1i--
neal. T es uno & uno si y sdlo si el kernel de T consta sdlo
del cero en

/. " 5 - .
Coqo €sta es5 una propesicion gque involucra una doble im-
plicacion, hay gque demostrar dos cosas: .

. .
Hipotesis.- T es uno a uno.

Tegis.~- E

}od

d

F.._I
m
m

kerne

del

|

/
T sole consta vector cero.

Supongamos que el kernel de T consta al menos de los -—-—

vectores V y U. Esto significa que T(U) = 0 = TQV) de donde
T(U) = T{(V) para U = V, lo que contradice la hipotesis de que
T es uno & uno. Por tanto, el kernel sdlo consta del vector
eero.
.4 . ‘.

Hipotesis.- E1 kernel de T =dlo consta del vector cero.

Tesis.- T es uno a uno.

— I - -

=upongamos que T no es unc a unc, eso significa que ----
existen un par de vecteocres U,V, U £ V, tales que T(U) = T(V),
entonces T(U) - T(V) = 0 = T(U —/V), de d%nde U -V esta en
el kernel de 2. lo gue contradiria la hipdtesis de gue i ---
kernel de T solo consta del vector cerc

De dogﬁe T tiene que ser unc a une, 1o gue completa la -
demostracicn del teorema
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torial lineal de'VT esto es, se cumplen las condiciones para

" B / 5 3
ser un subespacio vectorial v ademas, si T es lineal T(0) 0

.7
Demostracion:

I
i) Sean U,V en el kernel de T. P.D. U + V esta en el kernel -
de

T(U + V) = T(U) + T(V) = 0 + 0 = 0.
ii) Si U estd en el kernel de T, entonces XU tambidn estarsa

T(XU) = AT(U) =4(0) = 0.

= L
i) 0 esta en el kernel de T.

i

(=0

T{Q) = T(0-U} Ty = 8,
/ _— .
FProposicion 6.5.4.- Sea T una transformacion lineal uno
& uno., Si Vs, Va, ..., Vn EW’V =on linealmente 1ndapend1eu-—
tes, entonces T{Vs}, T(Vya), ..., \Vn)cdd'lo son tambien.

Demostraciéﬁ.— Sea T-?FFMF Hay que demostrar que si V.,
Va, ..., Vn, scon linezlmente 1n0~pend1eq}au, vy T e uno a unc
entonces T(Vs), T{Vl)u -+., T(Va) tambien son linealmente in-
dependientes. Se hara por contradiccion.

Supongamos gue T(vs), T(Va), ..., T(Va), son linealmente
dependientes, o sea gque J“(\,,; + A2T(Va) + ... +AaT(Vp) = 0,
con al menos un Ac# 0. Eso significa que MVi +...% ApVn es-

a
ta en el kernel de T.

Como por hlpote51s T e= uno ,8 uno, entonces el kernel de
T consta solc del vector cero y dsto a su vez implica que s

AV, + ... #AVa= 0 ---> <--—- Contradiccidn a lo que se habia
supuesto.

Por ser V,, Vg, .., Vo, linsalmente independientes en--
tonces ), = da= ... }m-

Definicidn 6.5.5.- Sea T: Y% . Definimos el rango de T
como el conjuntc de elementos WEW para los cuales existe V
con TV = W,

il 4 o= -
Observacion.- El rango de T tambien =ze llama Imagen d= T

s ool 4 ;
Proposicion €.5.6.- E1 rango de T es un subespacic vec--
torial de /.

/
Demostracion:

1) Sean W,, W, € rango de T P.D. W, + Wy rango de T
Comg W, , W, pertenecen &l range de T antonces existen --
V,, Vo€ftales que T(V,) = W,, T(Va) = Wa.
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V4
Tomando V, + V3 se tendra que:
’ + V:L) = T(V;) + T(Va) = w’ L2 WZ
/ L /
2) 81 W esta en el rango de T, P.D. AW tambien esta.

Como W pertenece al rango de T, entonces existe VE_Drcon
T(V) = W. T(XV) =W, entoncesdW es td en el rango de T.
. ¢
3) 20 pertenece al rango de T? Si, T(0) = C.
3 iz 5 il e
Con, todos estos preliminares llegamos a la proposicion -
que habliamos dicho es pilar en transformaciones lineales ¥ ==
cuyo enunciado se muestra renglones abajo.

/ _ . : -
Proposicion p.s./ Sea 7fﬁn espacic vecterial y T:Itﬁﬁwr
une transformacion lineal.

) . . Y
Zi dimen = n, dimensicn kern
<

T A
sio el T = m, dimension ---
imagen de T = s , entonces n=m+s, &sto :

1]

" i . )3t . - 7 = B
dimension V dimension kernel de T + dimension rango de T.

/ )
Observacion Si kernel de T = { 0 }, no hay nada que —-
demostrar. 2 Por gue &7 Sea LTEIrarbitrario, dado por:
U= AU, + ... % QaUn, T(U) = ), T(U,) + ... +3T(Un). T(U,),
T(Ua),..., T(Un) generan al rango de T. Entonces U, , Ui’

Un, son base de ) .

Por ser T uno a uno, T(U,). TEU2) s 2nvs Tk, Son li=—
nealmente independientes ¢ por la P%ocu°1c16n 6.5.4 ) v por =
lo tanto son base del rango de T.

. g ; o £ : i o
dlmen51on-vr= dimension kernel T + dimension rango T.
n =04+ .

: . 7
Supongamos que dimension rango de T = s.

A
Existen W,, Wa, ..., Ws base del rango de T, =i estan en

W entonces existen V,, ..., Vs€V tzl que T(V,) = Wi,
T\Vs) = ws

/
Como dimension del kernel de T es m, entonces kernel de

T tiene Mné& base con m elementos, dlggmos Zy. Zg, cu D =
gque estan en el kernel de T.
Vamos a demostrar gue My Moy soms Ve Juntc comn 2, , Zgu,
., Zm son una base de V.

Primerc demostraremos gue generan a Y/f



Tomemcs U en]férbitrario T{(U) en el rango de T, enton--
[=]

ces, T(U) = AW, + ... + AsWs (se puede escribir como combina-
cicn lineal de los elementos de la base de
Consideremos al vectar A, V, + ... + }gVs.
) Afirmamos que U - {A,V, + .. A5V5; & kernel de T.
¥
LFPor gque?
T(U - (AVe + ...+ A Vo)) = TUUY = TOA Vy +. ..+ dgVs)
= (AW % Lee o Fde Wey = QM + ., 4 JsWs)
= 0, de donde U ~ (A V, + ... + AVg )€ kernel T
Fer ser U -
}f Z;, ZA, ...,/Z ol
como combinacion
_ U- (v, + ... + leVs) = Z, + ... + dmZy, entonces se
tiene que ‘ :
B o B ¥, v # 1s Ve #dp Z; + .. % 8Qm&m, por 1o tanto -
son generadores dejy_.
ﬂAhqr? hay qge.demostrar que’V,. Va Vo » Z., Z oy
son linealmente independisntes, esto es

T
MW+ daWa+ ...+ JeWg + O
Como W;, ... Wg, =on base, son vectores linealmente in--
o % i 8 i
dependiente, éso implica que A;= ... =dg = O
De laz misma manera se concluye gque c{, ves g Mes 8, ¥
. :

se tiene el resultado,
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a) MAS PROEBELEMGS APLICADES QUE PN —
VELUEREBEN VED T ORES.

i
Carga electrica.-— Ley de Coulomb.—- Las Cargas que considero
Couylomb fusron esteras, por lo que =e supone que tienen cime—
trias ESféFiCa. Esta ley relacicna fuerza entre cargas con
estas mediante la expresich
F = 1 S 8
3
La ecusac i o2 Coulomb se aplica por parscs de cargas y -
las fusrzas =on colinsales. La magnitud de laz fuerzas {de —
atraccidn o /tpuiaidkg dependiendo de la naturaie=sz d= lzs
Cargas) es independiente de las mism = '9' 1 HE
magnitud de cads fusrzzs =g chiisns o £
Feroc l= rza resuliante =2 chtiens T
tod: i as,
: / ’
Ej S& colocan dos particu de carga #g9 en wver—
tices di i=nte cpusstos de un tusdrado de lado a, ¥ fos
paﬁifcu} 25 —g en los vé}ticez restantes. 53
g =% x iC L. ¥ a =’EG il 5 determzﬁe E .
82 La fuerza que actia sobhre la particula colocada en el wver-—
tice superigs dersecho, y
B} La fusrzaz Sus actub sobre una de las particulas de cargs —
negativa.
=H - g
D €
3 k4 2 —q
12 cm.
/ /
Solucicn.— Mediante 13 formuls encontramos e} valor de
ik Foadly 1 Faaii o i1 Fay il ¥ Por medioc de la suma veoto——
rial de ellzas determinamos el valor e la fusrza F.

1o B 0. &
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/
As1 =
2 e 2
Fifee 81 = 3 2:92 = (% x 10 N.MI/C%)( 5 % 10° C.)
= .
4% Eo ria {10 M.)
-3
= 2.25 % 10 M.
i " 2 =5 R
PiFg3ii = 1 2293 = (9 x 10°)(5 &% 10y = 2.725 % 10 M.
=~ - 4 . s
47 Eo o] i i
Yoz (2.1
EiF 18 = _ 4 294 = (9 3y 107 = 1.148 % 10° N
~o—
=
A0 Ee ad
l== de cada fusrzZs nescesitamos
el valor de B, pero arcsen 0.1 = 45 grados. COon 1o Sue 2
# 1y 1ot —_ >y Fu.-i.‘_J(_J 3 %
Feg = d=iiFm 1§:0) =225 2 10 7, O)
Fas = €0,—1iFasil) = (0,-2.25 » 10-3)
Fog = (1iF 2 1 icos.45 grados, | iFsy | isen. 45 gradgosi =
(B.117& u 1077,B.117¢ % 1079
Entonces
5 = = I B & E = —1 3 10 = Ly
* =it voiEaE Tad £ : 10 . 1Y S
magnitud es [iF!! = Z,
a _/"_ — e —— = 3
ROaiOQameEnTE =52 resusly 0/ =

Campo elscirico.— E=z la fusrza Elértrzca gus a:tﬁé socbhre 1z
unidad de carga. Fodemos determinar su magnitud mediante 1s
expresidn E = E N./C., de donde F = E q,.
1
1 9%c¢
Como F = i 9 g, ,» entonces E = 47 Ee % =
4% Ee !1‘/'1 S,

1 g 5
47 fo =Y

) Ejiemplo : 2 Cual e la magnitud vy direccibn deil campo ——

sciric la figura ? Supongsa

o en =1 centro del cuadradoc de
+
i

2
w 10 Es
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.
Soclucion.—

En

PIE, 1 = 1149 x 1070 (=2 u 10 ° 1/¢

1iEgil = 11(9 ¥« 16?)i2 S iGngﬁf(i

L Dol o b i o B bl s AESVEAE

;:E‘*:s = AT ¥ O ;L2 M O1UY FFA
Zi Ffijamos sl cenit: del

tro sistema de rete 1Icis obs

E. con los ejiss =S 4% grados.

ner a los vectorss y aplicar la d

Ev {(~1iE;siicos. 45 grados, 1iE71

E, = {iiEaiicocs.45 gradossiiE2iis

Es3 (1 1E gl icos.45 grados,—11E31:

54'2 {—!!E4ticaz.45 gragdos, — 11 Ed:

f=i =

E = ({—-11E b i#iiEgii+1iEs o~ 1By
(IIE I+ IEQl -1 iEgi I—1iEgi

= {1.018Z x 105,
¥y 1iEd = L.01IBZE = M.C.-

2,

P

este Caso

1I2.5 » 10 7T)yii=1.44 x 149 N.C
2L = = 5
2.5 x 10°Y)11 =1.44 x 10 N.C
o
2.5 w WY1 =2 w 10 H.E
=n 21 gprigen de nues——
’ - = :
= = los angulocs 92 Csds —
Con g€sto podemos descompo——
IR
sfinicion de sums I
sen 4% grados)
en.4S gradosg
=en.4S grados?
isen.4S grados)
1}cos.45 grados,
teen. 45 gradosll

Eammetr{é.— Verifigque gque las mpdlangz de un trlagguln S ==
intersectan =n un punto +115 que ==td localizado a 2/% partes
de la distancia de cada vértice a su lado opussto.

5.0 . :

, Solucion.— | Gueremos comprobar gue las medianas de unm ——
triangule con vertices A,B,C =e intersectan en un Funtq fiic
localizado a 2/3 partes de lz distancia de cada vertice a su
lzdo popusstioc. Supondremos EStO valido Y DaSAaremis a COmBro—

b )

n
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Sesan A o= L0, 0)
B = (x, ,%; 3
C = (s, sva?
T ¢ . ws TF — =y
ces AR = (xy, ,¥r ¥} ¥y BE = 1/2 BC,
: 2= HE :

a1

FPor oftrc lado vemos que :
undas medianal) AF-8E = BF , peroc AF
onds
142 CipavaY¥ — (3, .¥e) = Clu,— 2x,
tambien
L A T = ar 3 e e Y -
AR + 273 BF = (; ,y, } + /] (Aar gy
Clot, + 59) /3, Ly, + Y2373
For lo tanto, como no llegamos =
upocsiciones planteadas, concluimo
: o / .
AD = Z2/32 AE. Analogamente =2 1
==

u
rabajan

v

como BLC =(xg— 3x,,

perc

= 1/2 ARC = 17Z (}agsz
32 K= 29,.1F52).

, . ./ .
una contragiccion de ——
que son validas ; es—

las otras me——-

de masa.— El centro de masza de dos partfﬁulas a2 o) 3 e
¥ mga localizadas en los puntos A ¥ B FéEFE +1vamen——

el punto G gue divides al Eegm%ntﬁ AE =n 1z P“uPDFClGn
m; . Comprusbes que {(con relacicon a cierto ori gen fijo —




0] LS
Sean A = {x,,y.} , B = {xh,y;). Como AB = m o+ ml, en---
=
tonces AG = m 4 AE.
m '+ ]TI-L_
Ya que AB = (x,-% ,y,-¥,) entonces AG = ma (d- ¥ ,v - y)
m <+ m
. ] . i Pl
Fuesto que por hipotesis
1 ( = A + m_(x ,
oG 3 (m OA + mQAOB) 1 im\{>“y‘) RSN yl)l
W+ om m, + m;
= 1 (m,x + moX ,my, + m;yl),
m,+ m,
Yy adem&s, como se observa claramente en la figura, AG=0G -0A,
entecnces:
o = 4 - 4 of - b F
AG 1 {m x ¢ ¥ WX B mayz) { |,yl)
W+ m
, &
= 1 £ b { baus m } = m f,-—__ X s .‘r_ },
“Ha/: m;}*l ’m&yé }y‘ NS |15~ VN § i } y-\ i
m_ + 1 m\+ n
1 2
J ,
que es lo gue gueriamos demostrar.

! . ; 2 ”
Geometria.- Hallar la distanciz perpendicular del punto (5,
-2,3) & la recta que pasa por los pYntos A = (2,0,-Z2) v
B = (8,3,3

Solucidn.- Dados dos puntos A = (2,0,-2) vy B = (8,3,3)
por los cuales pasa una recta se nos pide determinar la dis--
tancia perpendicular del punto @ = {(5,-2,3) a dicha rects.

En la siguiente figura se visualiza fécilmente el método
de solucidn. Lo que se necesita es encontrar el vector V=AQ,
Su normé y la norma del vector proyveccibn P. La distanciza se
encontrard mediante el Teorema de Fitégoras.

o~
L=
h

2
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C =NM-(AB) = (3,-2.6)°(6,3,.6) = 48
11AB! A 36 + 9 + 346 81
F =48 (6,3,6) = (288/81,144/81,288/81).
21
iR = J{288f81}& + (1447817 + {ZEBfEI}l = DeaBdl
De zcuserdo con =1 Tesorema de Fitéfaﬁas z
Vit = P o+ g?
oe dondes
4 = HIVII® - iRt* = (35 — 28.4 = 4.534
i = / 5 s & F
Trabajo.— CG%C ¥& 58 mencicno en el prokiema 7, CEPIiUiD/l,
Si la direccion en gques ce aplica la fuerza F v la direccion
en la gue desplara la particuls no coinciden, =1 trahaio s —
:a%;;la en base a2 la componente de la fuerza F en la direc——
cicn del movimiento y la distancia d recorrida durante dicho
movimiento. f&sf g
d !} cos &,
donde ¢ == sl ¥ ©. Eismplo :
4

hestia jzla un /2900 Con una fusrzs de 2iT N, Sus ——

énguiﬁ d= 30 grados con la horizonts! Yy 1o mupews g —

idad de 10.5 Em./h. ¢Gue’ cantidad de trabsjo hace —

=n 1¢ minutos 7
£
Solucion.— Los datos de este problema son =
iiF ! 215 N
1iViE = 10.5 Em./h. = 175 m./min.
0 = 20 grados.
5= preguntz acercza del trabajoc W PEEllZ%?E por la bestiz en
un tismpo t = ig minutos. For definicion V = dit sentonces
d = Vi. De aqui que d F175) {10} = 1750 m.
! tidi! cos @, entonces

W o= = EF25 B4Z Joules.
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i
ginal despuss de terminar el curso hacia ade——
1

istema or
esquema de division simple.

-3
=q

Los elementos

C¢e corresponden a los Elementu§ principa-—
. . ! - - -
les (unos, 1's) de gue e hablg anteriormente. A1, la ma-——
triz B a gue nos referimos en ssts preblema s=:

4 i 4 1
£ 9 kS -
O H =i Ll 25711 | corresponde a
B =|0 O 1 ¥ Z04/774 | 1z columna de
1 O 5] 0O control.
e /t - 3 4 gy 3. : T
Otro meTodo para solucion de Sistemas de Ecuacionss Li——
3 -t an i e / : =
neales, =1 Metodo de la Raiz Cuadrads, =& basa fundamesntal———
i : ™ ; : / . e I .
Tt =0 la ﬂultlpilcatlgn e matrice ez aplicahle sssp——0
imente & matrices simetricas. For incluirse propiedades —
matrices (o mejor dicho, operacicnes entre gilasy, essts ——
=4 e s S Rl St s
ST OO SEe esTvdiars mas adelante.
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i} Fropiedad fisociativa del Froducto Matricial.

Dentro de lo gque corres
ducto

matricial demostrarsmo
sociatividad: Fara tres mate
que {ARIC = A(EC).

Frimeramente veamos los S5zan Spun Bpaxr = Dmxe
(RBIC = Dpyr Cre = Emex.  For otroc lado, si Eupp Cram = Faysx
AL{EBLC} Fmen Faxkn = By, vemos gue tanto E como & tisnen el

e

E F 3%/': E BE 33~ =B C = by, ?j‘ # qﬁ E{f L b)_ig,,
/
PEFD &sta sums la podemos abreviar utilizando notacioan Z:y =
escribirs
o~
EF I = t% & = 4,
I B o ,
Tambish por definicion, la ij-esimz componente de B ==
B e = B e oy
L G Jij-— Efﬁw- 3;} = A F (jg'b 1
S 2 gty =5 au (2 b4 cp)d
= L'r J 2= 2 /A
= 2 e Bpa s = [ AVHGE 3.
t:‘ =1 L /D U ’ J
For otro lado, el ip-ecimo elemento de D =s:
n
(p)
EPB I L &8 1- = &, B =2- 24 b = d,pna
j LP t Fhy A L/s l/D
} - L.
Y ademas, el ij-esimc elemento de E e=t=
()
LE I =EDC 1y =D, E
B N
= o - = 7 =y B I z
PSSP TR TR Y5 sabey!) cp)
L
= 2. @G by chy = [ (ABIC .5 PErOC €sta es la ij
5 pE §Ey P A .
esima componente de 8(EC).
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donde A es cualquier matriz cuadrada. 6si, de acuerdo con ——
I
ezta,

o= 122 fapy * aid 3 = 1/2 (a

fj = E{JL}‘

2 ghﬁj + ﬁﬁ} Y utl i

2 s igual a B4,
0 su transpussta s uns ma———

& &
&, aungus A/

on multiplicada por una matriz columns ——
- - Ed
{por supuestc, con el r1=m5 numero de elementos), da coms re-
sultado una matriz con un dnico elemento, ques siempre ss si——

metrica.

4.— Matrices Farticionadas.- Con frecuencia 25 de bastante —
utilidsad el reducir las operacicnes sntre matrices de orden -
superior a or

eraciones entre matrices de orden menc

partiendo & las matrices dadas en “"celdas® =
7 :

matiriz como formads PO va

eld=scs)., Esto pusde hacerse en va——
sideraremnocs P“PLiCi;ﬁE: de matrices
l2s celdas diagonales son cuadra——
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Aoy A YE wws Bk By Bl .

o
b\.
&

A=YRer Bud ses Bat ¥ B = Ba/ B,, ... ;'
Ly Aug === Axk By Bra .. BKKE

donde fAee ¥ Byl son matrices cuadradas conformables

s Entonces

Y Pt + By A, ¥ Bom wen B * B
;::,4,-5:_—_\ fg;, + EHa: Aga + Baz ... Baix+ Bawr b
7 <= iy = D A : k'
\_f‘ﬁk‘- T B Figsy Sk o= Higp T oEBp
- —
= G ke Lot aw s B jue)
AE = \ Car  Caz ... G | donde Cij = Ay, By* .w # Ace Bkj
I Iy I 'S T PBh smms e
L—K: e K2 == a E}-{_f(
} > ! ¥ | 3 -
Ademas, si Cap =5 algun elemento de 1s celds “Cj enton——
Ces:
2 = o - -~ = - 3 = + {-.- 4+ O
(I Ve i = = = =, b = & = <3 1 =
np Ay T %4s, Ss.p S S P
*+ .. + a2 o 3.
- ' : ; 2 5
ROUL Bpy Sy= i sew Sk~ Swk-~t dencta los ocrdsnes de —
las matrices Py s Baay wew, fixws LOS slementos sntre Paren—
tesis son elementos de las matrices A¢,Bx, seas R EBrry ocu-
- -
03 ion gu

=tas matrices la misma posic
:

“.~ Matrices Limitadas.— San Un caso especial y muy importan-—
te de las matricec pParticiconadss. Sea A unz matriz cuadrada
de orden n—1 de la forma
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Sin
San Ay~ Up—s
ﬁn= 8 n—y Frels =
s n, Va-s Epn
- o Bpg =cs Spp, =

9

Femos que A se obtuvo limitando a 12 matriz -
: U

to gque An es divisible =n celdas, por log ———
tanto las opesraciones entre =zllacs siguen las mis=mas reglas ——
- . 5 o ’ u
que para mairices particionadas; de acuerdo con esto, si:

£ = | K Li W E =N Y
W = X b
Son 4o= matrices &= ©E orden n, sntonces
AfG = | &AM o« G s £ + B = Mo+ o b+ ¥ ¥
o ¥ Az vV o+ X a2 + b
AE = | MN + Uy MY + Ub |,
RE aX VY + ab

agonales.— Son tambiéﬁ un caso

icionadas. Una matriz se dic
uasi—diagonal si ss unzs matriz Cuadrada que cons

cuadradas (no nececariamente del mismo orden) a lo largo de -

su diagonal principal ¥ con los elementos rectantec igualss =z

6.— Matrices cuasi-di
de las matrices part

ta de celdac

cerc. For ejempla, la matriz

You @a 1@ © 6 10 @
Sa) dgg 1 O O O HEE ] 0
':‘ O : b“' t};a_ b‘s H G O
O O H bg_, Baa Bas | O &
U U H Y 9] U HE = =Y
G O : 0O o O P Eqy Tas

: . . '
€ una matriz cussi-diagonal de septimo orden
son las matrices

s o .
S, &3 5. B,z by S Tyg
22 2aa2 . B2y, byg b, 5 Cay 24

"

n
n

3

il




ticionadas en la misma forma), el producto de ella ¥

vez una matriz cuasi-diagonal de lz misma estructura, c
l=s= co
=

celdas diagonales son iguales a los productos de
pondientes celdas de las matrices que se multipli

!
mn

Matrices Ortogocnales.— Una matri

=i 1=z de los cusdrados de 1

a == 1, ¥ 51 la sums d

o= Cco ondientss de dos coil

- L= onalidad de una matriz oo

uns =si = ;Cu::lér matricial : &4 A& = I,

Los S diagonales des la matriz ﬁflﬁ son la Suma
de los cu de los slementos de las columnas de is ma———
triz A, ¥ mentos no diagonales son iguzles = las —umas
de los pr de los slsmentos de las columnss corrsspon——
dientes. ices ortogonales tienen las siguientes pro—
cisdades
&} La matriz identidad == ortogonal.

5} Bi & es ortogonal, entonces A S ia

c} El producto de dos m ices ortog

togonal.

S.— Matrices Elsment = Euﬁ::id%.— Fertenecen a la class
de matrices ortogo son de la forms

T

"
"
L]

] a2
s 5 = = sen (@ .

Motz = Las matP%EEE elementales de rotacion difieren de
la matriz identidad =dic En cuatro elementos, Situados 2n 1a
interseccion de dos renglones vy dos columnss i v d, mon i1j .
E=tos cuatro elementos forman 1= matriz

c -= = cos @ -zenly
= = EEﬁte —_QEL€




cierta matriz dada A mediante una secuencia de mutiplicacin—
nes por ellas.

= i
Stz
a col
ios

1o

2
"
o

=
fod E
I

T
® N

i

Mom
bl 1L [T

- TS . ) 5
= " LG; * {92,
- CE = mw =2
= 19 5

U
I
n
I
m

"
PO, 2 2 g _
Car Ty & &, tsT =1 y 8 - B, = By — By .
11.- Matrices Tridiagonales,.-— Z tridiagonal es
una matriz de lza formsa
!F— =
2 b O s ws— O ]
o = o =i g 0 i}
O = = swss B i
o ¢ o s B b
) 3 8 PP - &
e —J
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Una matriz real tridiagonal se 11
Zyeswsttni—l¥: Toda matri
es t1

no diagonaless dis

Jua

il

= -1 =V
San-1  San
3n—1 =an
— '—=‘hn-$ = L
N —

=T S, == S/
= = Sa) Saf =aa Ban =
Enl S nag me= = an
: - et
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-3 2 5 g
ST Sjpa = =9 Cicly,; de {2¥3
F:I (=1
= : . ' ; = i
{37 Ej = &g - f’; =3 Sll' {14331, de (1} ¥ por definician
= ~

4 =y POV Y oo
—— — - P — o ¥ |
S"K = B, esntonces |sia Sppr e O Y = e
—
e TR e E - 5 .

5 = £ = -

oy b I Liy 7 =77

' P < — = B s 0% L ]
= = = 5 S0 ke w3 i

N
i
i

o

= . B 3 P 4+ s B B D
T =PV P S Sg e T U

=¥ S, = oy
8% = K entonces 0 S o = [ka

R = = = =
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De donde,

YL

ay, =R S B i i X
=P g3 by by, 2 & 15 22

|
|

I
W
[

T
[&1]

-
wi
e

o

i

Lh

Lh

Cr~

s, =, =3 ky ks, 1 1 i 1 is
= Sa3 kg T 1 = 7
& =33 = £ =

b
&
Al
[N

oLn

l
W ke [

i

W b
|
Im

‘-—'n L]
2
}—I

I

= o i o on = s 1 =i

=3 ga gque & = 2 iz cuadrada y gus =2 tiene

i e matrices ferentes Brs Bgsee..Bix -

o terminar g e entrada producirfan ——

=% i deber{amos cesivamente Ccada sicstem=

AY = Ej, 3 = EuBewrn ok misms matriz de coefi—

cisntes para todos los s gue tambi 3 e
carse el metodo de soluc rios ' SEL.L
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De donde,

0 (] I
2y, = 243 = 5, 3 i = i is
=P Sa3 =30 b, 2 F3 i5 Ty
233 by B3 14 et S5
= =, =3 by kY i i = id 15
= £ R 2 = =
=2 =23 R : & i = 7
= i o =2
=33 3 2 g <
e o e = J = O
x‘ Ha 53 & & 3
—— !
El calcul ==
Sivamesnts por dis
tisne mediante cia
slsments uadrados de to—
gos Ios misma
b oo L ] 4 =
tos =l=om mediante
ciente gu iz entre = i
mEnto =) roductos d o=
=lemsntds =21 slemsnto dia—
gonal del deftinidc por (5}

; /
En la act te ==te metodo -
pars l1la sslugl ¥ S2 recomisnda Ccomo
unao de los mas

~

Ohservacion. — En B ——
visto en =1 Caﬂftulﬁ 5 =1 ———
guients: z%frnga qus & Ciene
una sucssion g matric -
S5i-gueremos determinar = {fan —
estas salidas deberfams t a st=ma
AX = Ej, J = 142 snk, do a de cosfi——
cientes para tpdos los sistemac. Aungue tambien puede apli——
carse 21 todo solucion Para wvarips BE




ABIBLIOTECA
) DECENCUS EXACTAS
iy, NATURALES

Ml GRANDEZA

- 200 -

CONCLUSIONES Y RECOMENDATCTII ONES

sl . , - bo.
Con el afan de situarnos, repetiremos las ideas basicas

que mrt¢Vdron este trabajo de tesis y que vz s¢ establecieron
en el CdpltU]D Ok

Habiamoc mencionado qur iaa idea original fue disenar u--
na propuesta de modificacion CJPP]CQI%I para el curso de A{—-
gebra Lineal I, en la cual se incluirian tartoc aspectos ted--
ricos propios de laz Tater a, como el éspecta camputaciqnél
Esto es, en cada capitulo se analizariaz el aspecte numerico -
cel tema fa un dla ama de flujo con la correspon-

Y 5
diente codifi

Desafortunadamentelse abandond este Gltimo enfooue debi-
do & dos causas fundamentales: la primera de ellas fue la ---
cantidad de trabajo tan enorme que significaba el implementar
las notas de esa manera, y la segunda fuéd que la materia de -
Programacién de Computadoras se cursa al mismo tiempo que la
de Algebra Lineal 1, lo gque no darfz & los alumnos el dominio
de! materia necesario para entenderlo

] .
2 se trato de abordar desarrollzando las ideas --

La teor
tdsicas y ftundamentales del Algebra Lineal !, ilustradas con
una gran cantidad de ejemplos variados e interpretaciones ---
geométricas.

Estas notas ya han tenido :u 1mp19m9nt3010n practlca en
el aula, si b*en dsta ha sido minima. En el semestre 87-1 =
fuercon los capltulos correspondientes a Vectores en R™ Sis--
temas de Ecuaciones Lineales ¥ Matrices, los que ya fueron --
expuestios ante el alumnado, en la manera tal y como se prie===
sentan actualmente, con modificaciones méis de redaccion que -
de contenido.

£ Qué comentarios podemos hacer al respecto? Creemos que
el principal fue el interes que mostraron los alumnos ante —-
las aplicaciones. Como ya se apuntaba en el Cap{tulo 0, pen-
samos que una de las mayores deficiencias de los cursos de --
Algebra Lineal habia sido la ausencia de aplicaciones en are-
as concernientes a las carreras gue se manejan dentro del ---
tronce comin de Ciencias e Ingenierfa.

Hubo tambiédn detalles que resultaron atractivos, entre

ellos pudleramos mencionar la justificacidn que se da al fi--

nal del uayltulD I acerca de la definicidn del producto inte-

Tior entre vectores en R, o0 la mancra en gue se motiva la --

multipliczcidn de matrices, definidndolas a1 fin como una es-
pecie de generalizacion del producto interior

'9?u*€"arfsmus al maezi g

¢ pusiera ecpeci ==

sl e las interprets =
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Suene repetitivo, mediante las apiicacicnes.

e : L ‘ 5
Sug?rlrlamos la aplicacion de Cuatreo EXamenes Parcialesg
distribuldos asi:

L PROBIAY = Verttpes ®n RY) (20% ge ;4 c@lificacion tota)

I Parcial.— Sistemas de Ecuaciones Lineales v Matrices, (40%
de 1a calificacién).

Fll Parcial.— Espacios Vectoriaios, (20% de la calificacién).
1v Parciaj, - Determinantes \Y Transformaciones Linea]es, (20%

de 15 Calificacidng .

; ; . i o . !
Pudiera Pensarse ep la Coempletacion de Ja cailfzcac1on =
mediante exposiciones, que son important@s.
1 yeo w ¥ 1
¢ Que €s lo gue §e pretende 5551camente de un alumng que
haya &probado e] Cursg?

a) Que teng? una panorémica de 1Ig que e§ g Algebra Linea] Y
su utilizacion. ) '

b)) Que domine las tecnicas de resolucién de Sistenmas de E---
Cuacionecs Linea]es, RPeroc ng 56]0 la cuestidn operativa, Sino

tambign lo ted}ico relacionado.

€) Que sin Mayores Problemas Sea capaz de continuar estudios
Conectados,

Como todo trabajo que es Presentadg €N una Primera fase,
Este Puede ser Completado de mMuchas Maneras, La Serie de --_
Problemas que Se enuncig al Principig de cada capitulg Puede
Sar incrementada @ incluyse vYariada, dependiendo del tipo de -
alumneos que se tenga, Pudierg agregérsele tambidn uUn desglose
por objetivos, Otras sugerencias Sobre evaluaci&n, ete., Todo
[4

-« il .
€5t0 ya se retomard con laz colaborac1on de las Personas inte-

Algunge de lgs Proyectos que se tienen come continug---
Cion a g Propuests son:

Su exposicién mediante yp Seminario ante Jpg maestros de; -
Departamento de Mateméticas, con la intencidn de conVencerlos
de que g Sigan comp texis g la Materig,

- Abordar el enfoque COomputaciona] que se Mencionaba z) ini--
cioc de estg Seccion.
~ Elaboracidn de un trabajgo simijar Para el cursg de Algebra

-y

Para todo gllo, Obviamente es indispensable la coopera--

I restg de los compaﬁeros maestros ¢ incluseg de Jog ~-
umnos., Nuevament@ hacemos un llamado » toda clase -
a

Cignecs A sugerencias.
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