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Capitulo 1

Introduccién

temdticas y son tan .utilizadas que se volvié necesario ponerles un nombre N4 1‘(§p1'esunt.a1'las
por un simbolo, ya que su valor numeérico podria resultar dificil de expresar con exactitud.
En el siguiente trabajo, nos enfocaremos principalmente en dar g conocer otra constante
matematica, llamada “constante de Euler”, universalmente conocida con la letra griega ~y
(Gamma), nombrada asi por el famoso matematico suizo Leonhard Euler (1707 - 1783)
pues ésta aparecié por primera vez en un articulo escrito por él en el afio 1734 llamado “De

Progressionibus harmonicis observationes”

La constante de Euler tiene un valor aproximado de 0.5772156649 -, la racionalidad o
irracionalidad de 7 estd entre los problemas abiertos mads importantes de las matematicas.

Se define como

. N | 1
v = lim ((1+§+§+...+5)~1n(n})

n—o00

es decir, se define como Ia diferencia entre la sucesion de sumas parciales H, de la serie

armonica y el logaritmo neperiano,

Para poder comprender sus propiedades adecuadamente, en el segundo capitulo ve-
remos algunos preliminares, que nos ayudardn para que todo lo que se trate sea mejor
comprendido y fundamentado, principalmente, recordaremos teoremas sobre series v suce-

siones en el andlisis matematico.



2 Capitulo 1

Enseguida, en el capitulo tercero, se muestran algunas propiedades sobre la funcién
logaritmo natural, ésta es de nuestro interés, pues ademds de aparecer en la definicién de

7, muchas de sus propiedades son ttilizadas a lo largo del trabajo.

En el cuarto capitulo daremos especial atencién a una serie. conocida como “serie
arménica ” pues sus sumas parciales también tiene sy aparicion en la definicién de v. Se

define esta serie como

§1—1+1+1+1+
=1 2 3 4" "'

y denotamos a su n-ésima Suma parcial como:

=~ 1 1 1 1
Hn=;;=1+§+§+...+g
La analizaremos mis a fondo ya que posee muchas propiedades interesantes como el
hecho de que es una serie divergente, resultado que parece dificil de creer, ya que diverge
tan lentamente que la suma del primer 1, 000, 000 de términos nos da apenas 14.392 . . ., de
donde daremos cuatro diferentes demostraciones de este hecho. Veremos también que esta
serie nunca es un entero, es decir, que no importa la cantidad de términos que tenga H,,, su
Suma nunca sera un nimero entero, Finalmente en el capitulo, demostraremos que la suma

para cualquier n a excepcién de L, 2y 6 siempre nos darg un decimal infinito y no uno finito.

desarrolladas y explicadas de forma mss minuciosa, éstas relacionadas con el nimero e,
con la monotonia de In ¥ una prueba utilizando una sucesion alternativa que no involucre
logaritmo natural basada principalmente en operaciones algebraicas. Enseguida, daremos
dos formulaciones equivalentes de la constante de Euler, es decir, otras formas en que v
puede ser expresada y demostraremos esta equivalencia. Para, finalizar, presentaremos una

curiosa aparicién de 7 en relacién con la funcién exponencial.



Capitulo 2
Sucesiones Y series infinitas

2.1. Sucesiones.
DEFINICION 2.1.1. i 4 cada entero positivo n le asocia

™Mmos un niumero real Gn, entonces
al conjunto ordenado

ai,az, as, ..., Gn, Qpyy, ...

le llamamos una sucesign infinita, lo cual denotamos como {a, }%,
e Wymta

DEFINICION 2.1.2. Ung sucesion {an} | tiene un limite L si para cada = > 0 existe un

nimero natural N (€) tal que:
lan— Ll <e Wn>nN.

En este caso, decimos que lq sucesion {an}fle converge a L y denotamos

lim a, = [,
n—oo

DEeFINICION 2.1.3.

» Decimos que una sucesion {a,}22 diverge a +00 §

lim a, = +00
n—oo

81 para cada M > () existe N natural tal que

an>M si n> N,
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= Decimos que una sucesion {a,}22 , diverge a —o0 ¢

lim a, = -0
n—og

st para cada M < 0 egiste N natural tal que

an <M si n>N.

DEFINICION 2.1.4.

» Una sucesidn {an}2, es creciente si

an < Qn+41 VYn e N.

» Una sucesidn {an}2, es decreciente si

e =2l e

Qn 2 Gpy; Yne NN,

81 unae sucesidn es creciente o decreciente, se e dice mondtona.

DEFINICION 2.1.5. Sea S un conjunto de niimeros reales.

» Decimos que S estd acotado superiormente s existe My € R {al que

r<M Vzes.
A M, se la llama una cota superior de S.
b L ol e

= S estd acotado inferiormente s; existe My € R tal que

r2>2My Vregs.

A Ms se la llama una cota inferior de S.
== MYETOT
En general, decimos que S estd acotado s; existe M positivo {al que

[zZ| <M Vees
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DEFINICION 2.1.6. Seq S una conjunto acotado superiormente, diremos que o es la minima

cota superior o supremo de S s; cumple:
ade? AU
= « es cota superior de S,
= S5i 83 es olra cotq superior de S, entonces o < 8

y lo denotamos como:

@ = sup S

De forma similar, si S estd acotado inferiormente, decimos que « es la mdzima cota inferior

0 el infimo de S si cumple:
= « es cota inferior de S
= Si 3 es otra cotq inferior de S, entonces a>f

y lo denotamos como-

tado superiormente, tiene un supremo.

Teorema 2.1.1. Ungq sucesion {a, }°° , mondtong converge si y sélo si estd acotada,

Demostracion. (=) Supongamos que la sucesién {an}22; es creciente Y no estd acotada,
entonces para cada M existe N € N tal que ay 2 M y como la sucesién es creciente,
entonces a, > M \Yn > N y entonces por la definicién 2.1.3 {an} diverge a +oo0. De

forma similar, si Ia sucesion es decreciente diverge a —o0,
Por lo tanto si la sucesion converge entonces esta acotada.
(=) Supongamos que {an}?f:] es creciente y acotada. Por e] axioma de completez existe

L su minima cota superior, asi:

an <L VYneNl.



6

Capitulo 2

Probaremos que la sucesién converge a L.

Sea € > 0, como [ — € 1o puede ser una cota superior de {a,} = [ — < ay para
algiin NV e IN,

Sin > N tenemos Qué ay < ay, pues {a,} es creciente, Asi

L—E<aN<anSL Yn > N,

Asi nos queda que

0<L-aq,<e¢ Vn> N,

lo que nos dice que a, converge a [,

Si{an}2; es decreciente, procedemos de manera analoga. O
DEeFINICION 2.1.7. Seq {an} una sucesion acotada y definamos lgs siguientes sucesiones
por:

VN = sup{ap|n > N} N=1,23,...

Uv=inflanln >N} N=1,23, .

» El limite superior de {an} lo definimos come

lim sup an = lim Vy
N—oo

» El limite inferior de {an} como

iste, pues:
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limite existe.

De la misma forma podemos decir que ¢l limite inferior existe.

DEFINICION 2.1.8, Decimos que una sucesion {a,} es de Cauchy si para cada = > 0 existe
N tal que

@ —am| <& i n,m > N.

Teorema 2.1.2. g; {an} converge entonces {an} es de Cauchy.

Demostracion. Sea £ > (), buscamos una N tal que
lan —an| <e s n,m > N,
Dado § > 0, como {an} converge, digamos a L, sabemos que existe NV; tal que:
£ 5
[an—LJ<§ st n > Nj.

Sean n,m > Ny, entonces

£
lan == L' < 5
¥
()
[am - L[ = 5?
asi

lan‘am|=l(an“‘L)+(L*am)'S'ﬁan%LH-IL—amfggﬁ— =

€
2
Por tanto, para N = Ny,

lan — am| < e si n,m > N,
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2.2.  Series infinitas.

DEFINICION 2.2.1. Dadq una sucesion de nimeros {an} podemos definir la sucesién co-

rrespondiente de sumas parciales {s,} como
51 =a;

S2 = a1 +as

53=a]+a2+a3

n
sﬂ=a1+ag+a3+...+an=2ak.
k=1

A la sucesion {sn},cﬁ_l de sumas parcigles se le llama serie infinita y se denotq como
ST sineG

o0
a1+a2+a3+...+an+...=2ak.
k=1

DEFINICION 2.2.2. Si existe un miimero real s tal gue
lim s, = s
fl—00

decimos que lg serie YR ax es convergente y que su suma es s.

Teorema 2.2.1. Sean Lm0 y T2 by series convergentes. Entonces la serje 2h (ap+
bi) también converge y ademds

o

o0 o0
> (ak+by) = e+ > b
k=1 k=1

k=1

Demostracién. Haciendo tender n — oo en Ja siguiente ignaldad

n n n
Z(ak+bk) = Zak-f-Zbk
k=1 k=1

k=1

obtenemos
T

n n
dim !;1(% +b) = nlglgc(g ay + kzl by.),
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de donde

3

L0 n
(kb = lim 3o+ Jim Yoo

0o 00
(ak—Fbk) = Z(Lk—l-Zbk»
k=1 k=1

E
I

(M2

k

Il
it

Ejemplos de series

Teorema 2.2.2. Sean {an} y {bn} dos sucesiones tales que
an = by — by para n=1,23, ...
o

Entonces la serie > one1 Gn converge s; y solo si la sucesion {bn} converge. Ademds.

D @n=b—L donde L= lim b,
— n—oo

A este tipo de serie le llamamos serie telescopica.
=k celtacipicn

Demostracién. Sea s, la n-ésima suma parcial de {a, }. Entonces

n n
Sn = Zﬂk = Z(bk = bk+1) =b - n+1-

k=1 k=1
Asi:

{sn}converge < {bn}converge
}7

B o = 0 (01~ ba) = by~ lim b,

entonces

n—oo

n
lim ar =b; — lim b

Si {bn} converge a L entonces

o
;ak=b1 — A b =8 - L
=1
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y por tanto } 7° | a, converge.

Si 3521 an converge, entonces

[e o]
b — Z ar = nli}_lgo bn+1
k=1
y por tanto {b,} converge. _ 0

Teorema 2.2.3. Sea s, la n-ésima suma parcial de la serie 300 | 2"1 es decir,

ki
sn=ZIk_1:1+x+$2+a¢3+...+:1:”_1.
k=1

Entonces

» Silz| <1 la serie converge Yo atl = 1—1—7:
= Si|z| > 1 la serie diverge.

A este tipo de serie le llamamos serie geométrica.

Demostracion. Si |z] # 1 podemos simplificar la suma como

n n
l-=z)sp=(1-2) Z:ﬂ:kﬁl = Z(:ck“l —a¥)=1-g,
k=1 k=1
Entonces:
L gt 1 g

Bl e T 1l—g 11—z

Asi, tenemos que {sn} depende de z".

Si [z < 1 entonces 2 — 0 si n — oo ¥ en consecuencia

1
1-g°

lim s, =
n—oo &
Como sp41 — s, = z", si {s,} converge entonces ™ — 0sin — co. Asi, si |z > 1, la
-+ g

sucesion {s,} diverge.

Si z =1 entonces s, = n ¥ por tanto

lim s, = lim n = oo,
n—oo =00
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2.3. Criterios de convergencia.
Criterio de Cauchy

DEFINICION 2.3.1. Se dice que una serie Y a, satisface el criterio de Cauchy si su sucesién

de sumas parciales {sn} es una sucesion de Cauchy.
Teorema 2.3.1. La serie Y- an converge si y sdlo si satisface el criterio de Cauchy.

Demostracion. (=) Supongamos que ¥ a, converge, esto es, su sucesién de sumas par-
ciales {s,} converge, entonces {s:} es una sucesién de Cauchy (Teo. 2.1.2) y por lo tanto

2_ an satisface el criterio de Cauchy.

(+=) Supongamos que > ay satisface el criterio de Cauchy. Entonces {sn} es de Cauchy
y por lo tanto {sn} converge, es decir, ¥ a,, converge.

O

- Teorema 2.3.2. Si > an converge entonces lim an = 0.
n—0o0

Demostracién. Sea s, = Ykt Gk 8 T, converge entonces {s,} converge a un nimero

real, pero a, = s,, — Sn+1; asi que
lim a, = lim s, — lim s =0
n—oo i n—oc i n—reco n+l
Criterio de comparacién

Teorema 2.3.3. Sean 2 an y ¥ by series de términos no negativos, entonces:

L. 55 Y g, converge y 0 < b, < a,, Yn entonces > by, converge.
2. 85iYa,=00y0< an < by, Vn entonces > b, = oo,

Demostracion.
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1. Sea t, = > 7_; by, sabemos que {t,} es creciente pues by >0 Vn.

Ademas, {t,} estd acotada, pues

.

mn oo oG
D<) b <> ap YneN
k=1 k=1 k=1

va que por hipétesis 0 < b, < a,,.

Asi, por el Teorema 2.1.1 de convergencia mondtona para sucesiones, se tiene que

{tn} converge y por tanto 3 b, converge.

2. Para ver que }_ b, diverge, hay que ver que nl—l?éo L, = oo,

Sea s, = 3 p_j ay. Como b, > a,, Vn, se tiene que
tn > 8, Vn

vy entonces:

Y b, > i) 85
n—o n—oo

ero como lim s, = oo entonces lim %, = oo.
n
n—oo n—oc

DEFINICION 2.3.2.
a) 8i 3 |an| converge entonces se dice que la serie 3 a, converge absolutamente.

b) Si 3 a, converge pero 3 |a,| diverge entonces se dice que la serie > an converge

condicionalmente.

Teorema 2.3.4. Si una serie converge absolutamente entonces converge.

Demostracion. Supongamos que . a, converge absolutamnte, es decir ¥ |a,| converge,

asi, por el criterio de Cauchy (Teo. 2.3.1), dado £ > 0 existe N tal que

|am| + [@m+1]| + ...+ |an| <& Yn>m > N.
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Pero ya que

’ﬂ'm+am+1+---+an|£ ‘“m|+lam+1|+---+la’n|<5

entonces
n
J Z akf L < o8
k=m

Por lo tanto " a, converge.

Criterio de la razén

Teorema 2.3.5. Sea 3 a, una serie de términos diferentes de cero. Entonces:
i) Silimsup |*£1| < 1 entonces la serie converge absolutamente.
"
i) Siliminf || > 1 entonces la serie diverge.

iti) De otra forma liminf |[#£] < 1 < limsup [2242|. En este caso, el criterio no da
" "

informacion acerca de la convergencia.

Demostracidn.

i) Sea L = limsup [“241|. Tenemos por hipétesis que L < 1, entonces podemos elegir r
mn

tal que L < r < 1.

Como L = limsup |72t | existe N tal que |*2£L| < r ¥n > N, es decir,
T

|@nt1| < 7lan| Vn > N.

De aqui podemos mostrar por induccién que lan+k| < r¥lay| Yk € IN:

e Para k = 1 tenemos

lan41| < rlan],

lo cual teniamos que se cumple paran > N.
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® Supongamos que se cumple para k = m, es decir, tenemos como hipétesis de
induccién que

[ansm| < 7™ |an].

Queremos demosotrar que |ay i | < r™Hay|.

Tenemos que

lan4m+1| < T|an tm|

pues N +m > N. Usando la hipétesis de induccién obtenemos

lantma| < 7™ ay|

Por lo tanto, ayik| < 7¥|ay| Vk e N.

Ahora, como 0 < r < 1 se tiene que la serie geométrica 7%, |ay|r* es conver-
gente (Teo. 2.2.3). Por el criterio de comparacion (Teo. 2.3.3) la serie 372, |an k]

es también convergente.

Por lo tanto ) |an| es convergente o >~ ay es absolutamente convergente.

ii) Sea R = liminf |“ZL] y tenemos por hipétesis que R > 1.

Como R = lim inf | %21 ] = |“2£L] > 1 para n grande.

Esto es |a,11| > |a,| para n grande. Por tanto, la sucesion {a,} no puede converger

a 0y por el Teorema 2.3.2 la serie ¥ a,, diverge.

iii) Podemos observar el caso de las series, 3 ;12' ¥ Z% en ambas se cumple la condicién

iii) y sin embargo, la primera si converge y la segunda diverge.

Criterio de la raiz
Teorema 2.3.6. Sea Y a, una serie y sea o = lim sup |a,|1/™. Entonces:

i) St o < 1, entonces la serie converge absolutamente.
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ii) Si a > 1, entonces la serie diverge.

iii) Sia =1, entonces el criterio no da informacion acerca de la convergencia de la serie.

Demostracion.

i) Si @ < 1, podemos tomar r tal que a < r < 1.

Como a = limsup |a,|'/™ existe N tal que,
lan|Y™ <7 ¥n> N,
entonces,
lan| < 7™ ¥n > N.

Como 0 < r < 1, se tiene que la serie geométrica 37" es convergente (Teo.2.2.3),

asi, por el criterio de comparacién (Teo. 2.3.3), la serie > |an| es convergente.

Por lo tanto, la serie Y a,, converge absolutamente.

ii) Sea & > 1 y como a = limsup |an|1/ " entonces |a,|'/™ > 1. para un nimero infinito

de n's, es decir, |an| > 1, para un ntmero infinito de n’'s.

Por lo tanto, {a,} no puede converger a 0 y por el Teorema 2.3.2, la serie o8

diverge.

iii) Podemos considerar las mismas series del criterio de la razon, pues ambas cumplen

con la hipétesis iii) y sélo una converge.

Criterio para series alternantes

Teorema 2.3.7. Sea {a,} una sucesién decreciente de nimeros positivos tal que lim a, =
n—oo

0. Entonces la serie Y oo ((—1)""1a,, converge.
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Demostracidon. Consideremos la sucesién de sumas parciales {s,} donde:
. 81 = ay

s2 =a; —az

S3=a1 —az+ ag

Sop =@ — G+ ag — ... — Gon

Son+1 =01 —aQz+ a3 — ... — A2p + A2p 41

Asi, debemos considerar dos clases de suma, si sumamos un niimero par o un nimero

impar de términos.

Por hipétesis {a,} es decreciente, es decir, ay — ajy; > 0 para toda k.

Consideremos la subsucesién {sz,}. Tenemos que

Son — Sa(nt1) = (@1 — @2+ ... —a2n) — (a1 — a2 + ... — a2 + A2n41 — G2n42)

= —Q2p+1 + Q2p42.

Como {a,} es decreciente, entonces

—Q2n+41 + Q2p42 < 0
v de aqui obtenemos

82n = Sg(n+1) < 0.

Por tanto, la subsucesién {sp,} es creciente. Ademds, {s2,} estd acotada superiormente,
pues:

som =a1 — (a2 — a3) — ... — (agn—2 — agn—1) — azn < ay
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ya que ag — ag4q > 0.
Asi, por el Teorema 2.1.1, {S2n} converge a un niimero s.

Consideremos ahora la subsucesién {s2n+1}. Tenemos

San+1 = S2(n41)+1 = (61 — ... + A2pq1) — (@1 — ... + Q2ns1 — G2nt2 + Gonss)

= Q2n+2 — 2743
y como {a,} es decreciente, entonces
Aon+2 — Q2ap43 > 0

y por lo tanto
S2n+1 = S2(nt+1)4+1 = 0.

Lo que implica que la subsucesién {s2n41} es decreciente. Ademds estd acotada inferior-

mente, pues

San+1 = —(a2 — a1) — (ag — ag) — ... — (asn — azn—1) — (—agns1) > 0,

donde agyq — ax < 0. Como 9,41 = oy, + Q2n+1 Y por hipotesis lim a, = 0, entonces
n—oo
lim s = Ii 1 = H =7
nmsbo “20+L = 050 (820 + Gzni1) =l sz
Asi, podemos demostrar que {s,} converge, pues dado ¢ > 0 existen Ny y Ns tal que:

ISQT,._SI <e Vn>N;

132n+] = SI <& Y¥Yn > Ns.

Sea N = maxz{2(Ny),2(Nz) + 1}, entonces:

n>N=|s,—s|<e¢
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Criterio de la integral

Teorema 2.3.8. Sea f : [1,00] — R continua, positiva y decreciente, entonces

> fn)
n=1

converge si y solo si

n
nlglolo [1 f(x)dz

exsite como un numero real.

Demostracion. Sean a, = f(n) y by, = [**! f(z)dz. Como [ es decreciente, tenemos que

f(n+1) < f(z) < f(n) Ve € [r,n+1].

Entonces

Asi, nos queda que 0 < apy1 < b, < ay, para cada n.

Ahora, usando el criterio de comparacién tenemos que Y. a, converge si y sdlo si 3. by,

converge.

Pero la sucesion de sumas parciales {s,} de Y b, son las integrales:

- /lzf(z)d:c + I/;f(:c)dm PR f:“ Fejde = /1n+1 flzidz,

asi, la serie 3" b, converge cuando:

n—oc

lim /l-n f(z)dx

existe como un nimero real. O
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2.4. Sucesiones y series de funciones

En esta seccion veremos las sucesiones de la forma {f,} donde para cada n, fy es una
funcién, asi para cada z en el dominio, tendriamos la sucesién de nimeros {fy(z)}. Los
teoremas que se muestran en ésta seccién se utilizan a lo largo del trabajo, sin embargo,

las demostraciones pueden ser consultadas en [10].

DEFINICION 2.4.1. Decimos que {fn} converge puntualmente a f si para cada x en |a,b]

Jim_ fa(z) = £(@)

DEFINICION 2.4.2. la sucesion de funciones {fn} converge uniformemente a f si para cada

g€ > 0 existe N tal que
|falz) — f(z)| <&, Yn>N, Vzé€a,b
DEFINICION 2.4.3. Sea fy : [a,b] — R. concideremos la siguiente sucesion
n
Fo(z) =) fila),
k=1
entonces
= Sila sucesion {F,} converge a F, se dice que la serie Y oo, fn(z) converge y se escribe
oo
F(z) = fala).
n=1
= Sila sucesion {F,} converge uniformmente entonces la serie converge uniformemen-
Le.
w Sila serie 3 0= | fu(z)| converge entonces la serie converge absolutamente.

Teorema 2.4.1. (M-Test de Weierstrass) Sean {My} una sucesidn de nimeros reales y
{fi} una sucesidn tal que sup,cg |fi(z)| < My para toda k. Si la serie S oo My, converge

entonces la serie Y oo, fn converge uniformemente y absolutamente.

Demostracién. [10] pag. 548. O
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Teorema 2.4.2. Seq {fn} una sucesién de funciones Riemann integrable en el intervalo

la,b]. Si fn — f uniformemente en [a,b], entonces es Riemman integrable en [a,b] y

/: f(@)dz = Tim /: AT

Demostracion. [10] pag. 566 O

Corolario 2.4.3 Si una serie infinita de funciones integrables Y fi. converge unifor-

memente a una funcién f en el intervalo [a,b] , entonces [ también es integrable y

/abki:% fele)ds = i /:J fr(z)dz.

k=0

Demostracion. Aplicamos el teorema anterior para las sumas parciales S,, de una serie. [J

M e 1 ) o

Figura 3.1: Interprertacién geométrica de In

21
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La funcién logaritmo natural

En este capitulo, demostraremos algunas propiedades de la funcién logaritmo natural,

ya que se hard uso de ellas a lo largo este trabajo.

DEFINICION 3.0.4. Seq In : R+ — R lo funcion logaritmo natural definida como la

In(z) = /j%

Podemos interpretarla geométricamente como el dreq bajo la curva de y = 1 /t desde 1

integral:

hasta z para z > 1 como se ve en la Figura 3.1 y menos el srea para x < 1.

—

Aren = In(x)

0 1 2 -

Figura 3.1: Interprertacién geométrica de In

21
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3.1. Propiedades de In

Teorema 3.1.1. La funcién In posee las siguientes propiedades:
a) In(1) =0

b) Es uniformemente continua en |[a, o0) con a € R+

c) 5!45:_ In(z) = %

d) In(ab) = In(a) + In(p)

¢) In(a") = nln(a)

f) n(a/b) = in(a) — in()

9) In(a®) = zln(a) para z € R
Demostracién.

a) Por definicion

1 dt
Im{l)= § =
1 1

b) Como g(z) = 1 /T es integrable Y decreciente en ] intervalo [a,00) entonces existe
M, = 1/a tal que l9(z)] < M, Vz e [a,00), es decir, est4 acotada en el intervalo.
Para demostrar que In(z) es uniformemente continua en [a,00) tomemos & > 0. Si

T,y € |a,00) con q < y<wylr -yl <e/M,, entonces
*dt Ydt T dt
o) ~ml= | "5 - [ = | [
T t T
< / [ij < / Madt = M,jz — y| < ¢
fy 1=
Por tanto la funcién In es uniformemente continua en [a, o)

¢) Podemos utilizar el Primer Teorema Fundamenta] del Calculo, ya que tenemos que

9(z) = 1/z es una funcién continua.

d) Por definicién
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por lo tanto

In(ab) = In(a) + In(b)

e) Haremos la prueba por induccigy

e Paran =] tenemos

induccién que In(a*) = kIn(a).

Queremos demostrar que se cumple para n = £ + 1. Entonces tenemos

1m&“pﬂq&@=mmh+mwgkmmyum@=m+umm)

Por lo tanto, In(a™) = nln(a) para toda n, e IN.

f) Tenemos que

In(a) = In(bE +B) = ln(g) +In(b),
por tanto
1m%=mm—mm

g) Primeramente, Veremos que se cumple para z ¢ Q*, es decir, para 2 de la forma »/q

Con p y ¢ en los naturales. Tenemos por el inciso b) que

Ing = In(a'/a)s
Ina =glnqgl/e
=lna =Inql/e,
q
Entonces

Ina”/ = In(a/a)P

=plnal/? = glna
q
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Ahora, queremos demostrarlo para Zo € R. Sea {r,} sucesién de racionales tal que

"n — x9. Como a® es una funcién continua, si r, —s Ty entonces
a™ — g%,
¥ como In(z) también es continua, entonces
In(e™) —y In(a™),

es decir

rnln(a) — In(a®).

Pero por otro lado, tenemog que
rmin(a) — z4 In(a),
Pero como el limite eg tnico, coneluimos que

In(a®™) = g, In(a)

F1.d.- Ta gréfica de la funcién In

Teorema 3.1.2. La funcién In(z) es una funién continua, estrictamente creciente, concapg

Y no acotadq

Demostracien.
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» Tenemos que la segunda derivada de In(z) es d—”’;(%) = i‘zl' < 0 para toda z > 0. Por
tanto In es una funcién concava,

= Supongamos que existe M tal que

In(z) <M vz>o

Asi para z = on tenemos por el Teorema 3.1 1 e) que

M
bero para n > Hﬂ—)

( llegamos a una contradiccién, por tanto In no estd acotada supe-
riormente,

Por otro lado, si Suponemos que

In(z) > -M, vos 0

podemos tomar 2 — (%)

"y por el Teorema 3.1.1 f) tenemos

In (%)n =nln (%) =-nln(2) > -,

pero para n > ﬁ% tendriamos una contradiccién,

por lo tanto In tampoco estd aco-
tada inferiormente.

Del teorema anterior y por algunas propiedades dadas en Teorema

3.1.1 podriamos
tener un bosquejo de Ia grifica de In. Tenemog que In(1) = 0 y como es una funcién
creciente, entonces la grafica se encuentra sobre el eje de las 7 bara z > 1y por debajo de
éste para g < 1, como se observa en g Figura 3.2
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]

y=lIn(z)

0s

Figura 3.2: Gréfica de la funcién In

Teorema 3.1.3. Parg todo nimero real b existe un tinico nimero positivo a tal que In(a) =

b

Demostracion. Podemos observar en la grifica que si trazamos cualquier linea horizontal,
esta coincide con la grafica Unicamente en un punto. Podemos argumentarlo de Ja siguiente
forma: si b > 0 podemos tomar un entero n > b/ In(2) entonces In(2") > b, asi tenemos que
la funcién en el intervalo [1,2"] tiene como valores en Sus extremos In(1) = 0 y In(2") y co-
mo 0 < b < In(2") por el Teorema del Valor Intermedio para funciones continuas sabemos
que existe un nimero q entre | v 2" tal que In(a) = b. Si existiera o’ tal que In(a') = b en-

tonces In(a) = In(a’) para a # a’ contradiciendo el hecho de que In es una funcién creciente,

Para b < 0 tomemos n > b/ 111(%). entonces tendriamos que In(1/2") < b, asf los valores
de la funcién en el intervalo [5,1] quedarian In(2) ¥y 0 y como In(z) < b < 0 por el

Teorema del Valor Intermedio para funciones continuas existe q taj que [n(a) = b. O
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En particular, para b = 1 en el teorema anterior, llamamos e (nimero de Euler) al

nimero tal que In(e) = 1.

Asi, del Teorema 3.1 1 g) tendriamog para la funcién exponencial ¢z que
In(e) = zin(e) = z.

Es decir, concluimos que e eg la funcién inversa de la funcién In(z).
q

3.2, Aproximacién polinomial a logaritmo natural

Teorema 3.2.1. Sea f una funcién representada por la serie de potencias

con un radio de convergencia R. Entonces para cada punto r en ese intervalo, f es integrable

en [e,z] (o [z, (] siz<ec)y

/:f(t)dt = Z k(-l::l (& — c)*+

k=0 "

En otras palabras, podemos integrar término q término la serie de potencias.

Demostracidn. Primero veremos que la serie Do (x—c)k es uniformemente convergente
en cualquier intervalo [a, b] contenido en ] intervalo (¢ — R, ¢+ R). Sea 0 < p < R de modo

que [a, b] este contenido en (e — p,c+ p), vamos a fijar pg € (p, R) entonces

1 1
limsup ¢/]a;| = = < 2
mSUp \/]a| B 5

de donde, existe N € R tal que

i/ lax| < = Vk > N,
£0

asi tenemos que
1 Pk
lak(z — ¢)*| < [ay ok < =t (2
po® (Po)
para k > N y |z — | < p, como % < 1 se sigue que

o

Z (ﬁ)lc < oo

k=0 M

o
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Por el Teorema 2.4.1 1a serie converge uniformemente.

Sea z un punto en el intervalo de convergencia, ya demostramos que la convergencia de
la serie 3722 ax(z — ¢)* es uniforme en [e,z] (0 en [z,d si z < c) entonces la serie puede

ser integrada término a término por el Corolario 2.4.3. O

Queremos tener una aporximacion polinomial de] logaritmo. Para hacer los calculos méas

sencillos, empezaremos por remplazar x por 1 — z en Ia defincién de logaritmo y obtener

para x < 1, haciendo un cambio de variable de ¢ = 1 — y tenemos

—ln(l—-z‘):f‘;r o

1—u

Sabemos que la serie geométrica Y 30 ) uk converge a -1—1—1; en un radio de convegencia 1.

Por lo tanto, por el Teorema 3.2.1 tenemos para o)< 1

T du = 1
—In(l -2) = = k+1
B, = ./0. 1—u kz::(]k—l-lx




Capitulo 4

La serie arménica y propiedades

En este capitulo estudiaremos mas a fondo la serie arménica, que aparece en la definicién
de la constante de Buler. Julian Havil [3] presenta muchas de sus propiedades que veremos
a continuacién, como en la Seccién 4.1 due se da -a conocer su funcién generadora, después
en la 4.2 se dan cuatro diferentes demostraciones de su divergencia y finalmente en las
Secciones 4.3 y 4.4 se ven dos propiedades interesantes de su sucesién de sumas parciales,
COmO que nunca es un entero (excepto para n — 1) ¥ que siempre es un ‘decimal infinito

para n ¢ {1,2,6}.

DEFINICION 4.0.1. Definimos a la serie arménica como la serie

Tzlr_ 23 4 7
y denotamos a su n-ésima suma parcial como
= 1 1 1 1
H, = —=14-4 -4 . .+
G ZT grtg £k £

r=1
4.1. H, y su funcién generadora.

DEFINICION 4.1.1. Dada una sucesién {an} se define su funcion generadora como la serie

de potencias

G(z) = ap + ayz + asz® + . . .

Mostraremos que la funcién generadora de H,, estd dada por

ZHr$T=11 In ( : 3.

— - 11—z

29
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Podemos escribir a H,, como

1
H, = Hy y+-.
T

Multiplicando por 2™ en ambos lados tenemos

:ET
o' Hy=x"Hyy +—.
T

Haciendo la suma finita desde 2 hasta n nos queda

T

n n n
Zx""Hr = Za:rHT_l + z I?
r=2 r=2 r=2

Sumando z a ambos lados tenemos

y asi obtenemos

r=1 r=2 r=1
n—1 n T
r
=z ) ’H.+) —
>
r=1 r=1
De aqui tenemos
n n—1 &t
PIRLTARS D Ay
r
r=1 r=1 r=1

y finalmente, factorizando se obtiene

n . n il
(1-2)) 2"H, + 2" H, = Z B
T
r=1 r=1

Sacando limites tenemos para |z| < 1

oo oo
. g _
(1-=x) E ! Ho nlgréo 2" H, = E

7=l =

Entonces, con la aproximacién polinomial de In vista en el Capitulo 3 nos queda

.
. T 2 n+1 R -
(1-a)> z"H, + lim 2" Hy, = —In(1 - z).

r=1

Si probaramos que lim,,_, . "1 H, = 0 obtendriamos que
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(1-=x) iITHT = —In(1 —x),

gt

Y por tanto,

L In ( e )—f:x’"H
1-2z 1—a ‘r=1 .

Asi que solo nos resta probar que lim,,_, . "M H, =0 o que lim,o |z|" L H, =0

Tenemos que

1 1 1
|$!n+1Hn = |$|n+1(1 + 5 + g +...4 E

pues cada término de la serie es menor que 1.

=4

Podemos escribir a |z| como #+ con h > 1. Entonces

1 i n
n+l __ —\n+l __ -
nja|™ = ”(h) TR T (1t

para algin a > 0. Pero

n-+1 , 1 9 3
(1+a)”+l=z ) ak=1+(n+1)cv+(n+1)(n+2)cz2+(n+ = +2in+ )-I-
=\ & 2 3!
21+(n+1)a+(L+1)2$2—)a2,

v asi,
ln+1_- n n

n|x

< ' :
(1+a)ntl = 1+ (n+1a+ wcﬁ

Tomando limites tenemos:

5 P n 1
lim n|z|"* < lim = §,
n—oo

= lim -
"FOL 4 (nt Do B 2 s Ly p T BT
Entonces,

lim |z H, < lim n|z|"*! <0,
n—oo n—o00

y por otro lado,

lim |z|"t'H, > lim |z|"t! =0,
n—o0 n—o00
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Por tanto,

lim |z|"*H,, = 0.
n—oc

4.2. Divergencia de H,.

Una de las series frecuentemente utilizadas para demostrar que la reciproca del Teorema
2.3.2 no se cumple es precisamente la serie armonica. Como contraejemplo es especialmente
ilustrativo, pues diverge tan lentamente que el resultado parece dificil de creer: la suma de
los primeros 100 términos es 5.187... ; la suma de los primeros 1,000 es 7.486... y la del

primer 1,000,000 de términos nos da apenas 14.392... .

Enseguida veremos cuatro pruebas de la divergencia de esta serie.

4.2.1. Prueba usando el criterio de Cauchy.

Para esta prueba, haremos referencia al Teorema 2.1.2; es decir, para mostrar que la

sucesién {H,,} no converge, demostraremos que no es una sucesién de Cauchy.

Sea m > n. Entonces

1 1 1
H, - H, = L+ —
L " n+1 n-+2 +m
1 1 Il m-—n
>—F—f i F—=
moom ™m m
n
=1——
m
asi, para m = 2n tendriamos:
1
Hgﬂ_—Hn>§.

Por lo tanto, {Hy,} no es una sucesién de Cauchy y por tanto no converge,

4.2.2. Prueba de Oresme.

El matematico francés Nicolds Oresme (1323 - 1382) dio una de las primeras demostra-

ciones de su divergencia por comparacion, la cual se presenta a continuacion con notacién
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moderna.

Tenemos que:

H —1+1+1+1+1+1+1+1+
o 2 3 4 5 6 7 87"

Como tenemos puros términos positivos, podemos agruparlos de la siguiente forma:

L AR . | 1.3 1 1
He=1+ -4+ (c+)+(c+=++2)+...,
o 1+2+%+4LM5+6+7+Q+

agrupando después los siguientes 8 términos. luego los siguientes 16, v asi sucesivamente

duplicando la cantidad de términos.

Tenemos entonces que,

1 (O e | 1 1 1 1
Ho 214+ (z+2)+G+s+=+=)+...,
P +2+Q+4yws+8+s+§+

pues estamos sustituyendo cada término por el menor del grupo, asi:

1 2 4 8 16
Ho>14 =4 (2 = e i N
—1+3+1+1+1+1+
N 27 T gt gt g e

lo que obviamente diverge.
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4.2.3. Prueba de Euler.

Empecemos calculando la siguiente integral impropia:

0 bl z
/ © _dz= lim / e'(1 - e)~ldt
y

—oc0 1 — €T z— 0
y——00
T oo
= lim f etz (et
z— 0 Jy
y——oc " k=1

T "
lim (' + e + €% + .. )dt
z— 0 J,
Y——00

I

podemos demostrar que la serie S22, e* es uniformemente convergente haciendo uso
del Teorema 2.4.1 para y < t < & con y,x fijas en el intervalo (—00,0] con My = e**

asi seglin el Teorema,

szekt Sek‘m =Mk

¥y como '
o0 oo o0
ZMk — Zek:ﬂ = Z(em)k
k=1 k=1 k=1

converge por el Teorema 2.2.3 con €® < 1 la serie 12 fj, = Y72, e converge uniorme-

mente, entonces por el Teorema 2.4.2 podemos integrar término a término para obtener.

& 1 1 1
. t, 2t 3t . t oy SaB . 8 X T
lgno/‘y(e—i—e +e +...)dt_mhm0 (e +3e + 3¢ + 7€ +...)\y

y——o0" y——00

1 1 1
= lim [(e“JrlezI—l-—eS“'—}—...)—(ey+§e2y+563y+...)]

xz— 0 ) 3
Yy—r—00
.
B
Entonces,
0 g% 1 1 1
=1l4+-+-=-4+=... 5
j;ml_erd:c +2+3+4 (4.1)

Por otro lado, también tenemos:
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0 et x ef
/ dr = lim / tdt ;
—oo 1 — €% z=0 Jf, 1—e

y——oo0

Il

P £\ T
Jm (~In{l —ef)) [}
Y——o0

. . "
;cl}»mo [In(1 - e¥) —In(1 — ¢%)]
Y—+—00

_ " ) . o
=1In ( mli’mo (1—e)) —In( wl;m() (1-€"))
Yy——00 y——o0

=In(1) — In(0) = . (4.2)

Por tanto, de (1) y (2) se obtiene

fﬂ £ dw=14lplyly
~wl—gr = "T3TgTyte.=oo

4.2.4. Prueba por contradiccién.

Una prueba muy sencilla y elegante es la siguiente:

1 1 1 1 1
=l4+c4-F-tgpop
He +2+3-+—4+5 6+
—g+2+2+2+2+2+
27476 8 0 12
1 1 1 1 1 .1 1 1
=GP GG+
Pero si Hy, < oo entonces
1 1 I 1 L L
Hye =(=4= -+ = - -+ =
1 . | 1 1 1 1
<(1+§)+(§+Z)+(5+6)+(?+§)+
= Hs

llegando a una contradiccion.
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4.3. H, nunca es un entero para n # 1.

A excepcién del caso H; = 1 Yy a pesar de que {H,} crece sin cota, sorprendentemente,
ésta nunca toma un valor entero al hacerlo. Mostraremos que cualquier subserie consecutiva

de {H,} nunca es un entero, es decir, para cualquier entero positivo n,m con m < n

Smm=—t—t_y L o 1
T m T m 1 m+2 7 op

no puede ser un entero.
Sabemos que S, siempre es una fraccién, queremos demostrar que Sy, siempre
tendrd una representacién como una fraccion con un numerador impar y un denomina-

dor par, lo que nos dice que no puede ser entero.
Para esto, ocuparemos el siguiente resultado:

“En cualquier subsucesién finita ¥ consecutiva de la sucesién 1,2,3,4, ... hay un tnico

término con la mayor potencia de 2 en su descomposicién de primos”,
Demostraremos primeramente este resultado.

Dada alguna subsucesion de 1,2,3,4,..., estamos buscando en ella un nuimero que sea

el de la potencia mas grande de 2 al momento de descomponerlo en nimeros primos.

Si la subsucesién contiene términos que sean potencias de 2, es decir, de la forma 22

entonces el que tenga la mayor potencia seria el nimero buscado.

De no ser asi, entonces la sucesién se encuentra entre dos potencias consecutivas de 2
digamos, entre 2% y 2°+! | que es lo mismo que 2-2°~1 y 4.22=1 entonces el mimero con la
mayor potencia de 2 entre ellos seria 3-2°-1. Sj este nimero se encuentra en la subsucesién

entonces éste seria el nimero buscado,

De lo contrario la subsucesién debe encontrarse entre 22971 y 3.2971 g engre 2. 321



La serie arménica y propiedades 37

y 4-2°71 Si tuviéramos el primer caso, entonces la subsucesion se encuentra entre 4 . 2942
¥ 6272 en donde la mayor potencia de 2 serfa 5. 26-2 Si tuviéramos el segundo caso,
entonces la subsucesén se encuentra entre 6. 222 y 8292 y el niimero con la mayor
potencia de 2 entre ellos serfa 7- 292, Si se encontrara alguno de ellos en la subsucesién,
seria el nimero buscado y de no ser asf se continua de la misma forma hasta encontrarlo.

(Este debe existir, pues de tener minimo 2 nimeros consecutivos uno debe ser par).

Ahora, para empezar con la demostracién, necesitamos ver que el denominador de S,,,,,

siempre es par y para ello haremos uso de la proposicion ya demostrada.

Para
1 1 1
Smn=—+——+... 4= m<n
m m+1 n
tenemos que para la subsucesién consecutiva de los naturales {m,m+ 1, ... ,n} ésta tiene

un 1nico término con el factor mayor de 2, llamémosle k, asi, al momento de sacar el mini-
mo comun miltiplo (denominador) para sumar los términos, tendremos por lo menos una

potencia de 2, por lo que el denominador sers par.

Por otro lado, sabemos que el término % tiene al factor mas grande de 2 en su deno-
minador, asi, al momento de poner % en la forma —Z— r, debe ser impar, ya que sélo se

m.c.m.?

ocupara multiplicarlo por primos lmpares para alcanzar el m.c.m.

Para los demds términos de Smn sabemos que ninguno tiene la potencia mas grande de
2 en su denominador, entonces al momento de escribirlos de la forma m—?;, rn debe ser

par para n # k.

Asi, la suma de los numeradores Tm+Tmi1+...+m+...4+7, es impar, pues ry, es

impar y los demds son pares.

Por tanto, nos queda que Sy, tiene una representacién con numerador impar y deno-

minador par y por tanto, Smn 10 puede ser entero.
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Para el caso de H,, s6lo basta tomar m=];

4.4.  H, es un decimal infinjto para n ¢ {1,2 6}.

Como ya lo habiamos dicho H,, siempre es un racional, pues es la suma de términos

racionales, por lo que su desarrollo decimal es finitg o infinito periddico.

Podemos observar en los primeros 6 valores de H:

H =1
Hy=15
Hz; =183
Hy =2.083
Hy = 2.283
He = 2.45

que Hy, Hy y Hg son los tinicos que tienen una expansion decimal finita.

Queremos demostrar, que para todos los valores que siguen, es decir, paran > 7 H,

siempre serd un decimal infinito periédico,

Para nuestra prueba, haremos uso de la llamada “Conjetura de Bertrand”, uno de los

resultados mds significativos en teoria de niimeros,

El matematico francés Joseph Bertrand (1822 - 1900) conjeturé que para cada entero
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Para empezar, es claro que si un nimero tiene un desarrollo decimal finito, entonces
puede ser representado como una fraccién con denominador un multiplo de 10, por ejemplo:

234
2.34 = 102

Sabemos que 10 = 2. 5 » por lo que el denominador puede ser representado como una
potencia de 25 y después de posibles cancelaciones, quedaria de la forma 2° . 5¢ . COMO en

el ejemplo anterior:
234 2.117 117

102 22.52 ~ 2.52
Para demostrar que H, es un decimal infinito, es suficiente con demostrar que para
n > 7 en la representacion de H,, como cociente de primos relativos, el denominador con-

tiene factores primos mayores a 5.

Sea H, = Peonn>Ty (ay, bn) = 1. Queremos demostrar que by, es divisible por un

n

primo p > 5,

Para ello, probaremos que para todos los priinos p tales que
1
pPE [5(“ =+ 1)7”]

p divide a by, lo cual demostraremos por induccién para toda n > 7.

= Para n = 7 tenemos el intervalo [4,7] y el conjunto de primos {5,7} ¥ como,

363
140

7=
Yy tanto 7 como 5 divide a 140 entonces terminamos.

» Supongamos que se cumple para n, es decir, para H, = 7> los primos en el intervalo

[3(n+1), n] dividen a b,,.

Queremos demostrar que para todo p [é(n +2),n+ 1], p divide a b,1. Tenemos

que,
pnti  ap 1 ap(n+1)+b,

Hn+1 =

-+ .
bn+1 b?l Ve T 1 bn(n -+ 1)
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Como en este nuevo intervalo solo podriamos agregar el niimero (n+1) a la nueva
lista de primos, en caso de ser (n 4+ 1) primo, bnt1 = byu(n + 1) no tendria factores
COmMUNes CON 41, PUES @ypq = an(n+1) + b, y by, no es divisible por n+ 1y como
obviamente (n + 1) divide a b,,,; el resultado se cumple para n+ 1 y por tanto para

toda n > 7.

Ahora nos resta demostrar la existencia de un primo en el intervalo A(n+1), n] para

n27T

Gracias a la conjetura de Betrand podemos demostrar que los intervalos [p, 2p— 1] con p
primo se traslapan, pues entre Py 2p, existe un primo Po por lo que los intervalos [p,2p—1]

¥ [Po, 2po — 1] se intersectan.
Asi, para toda n > 7 existe un primo p > 7 tal.que n € [p, 2p — 1]. Es decir

pP<n<2p-—1,

Entonces, tenemos n > p por un lado y p < %(n + 1) por el otro, entonces p €

[%(n +1),n].

Por lo tanto, para n > 7 siempre existe algiin primo p = 7 entre %(n +1) y ny por

tanto, el desarrollo decimal de H,, siempre es infinita periédica para n > 7.
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La constante v de Euler

En este capitulo hablaremos sobre la constante matematica conocida como constante
de Euler, que al igual que otras famosas constantes como 7, iy e, se denota con un
simbolo especial; en este caso, con la letra griega v, siendo precisamente el matemstico
suizo Leonhard Euler (1707-1783), quien la dio a conocer por primera vez. La constante de

Euler, se define como el siguiente limite:

v = lim ((1+1+1+...+%)—1n(n)) (5.1)

n—oc 2 3
Su valor es aproximadamente 0.5772156649 . . . y hasta hoy en dia se desconoce si es un

nimero racional o irracional.

En la Seccién 4.1 se presentan dos pruebas clasicas de la existencia del limite (5.1)
dadas en los libros de texto [1][2]. Después se da en la Seccién 4.2 algunas demostraciones
alternativas encontradas en publicaciones periédicas, basadas en diferentes resultados y
métodos del andlisis matematico. Enseguida, en la Seccién 4.3 exponemos dos formulaciones
equivalentes de la constante y finalmente, en la 4.4 presentamos una curiosa relacién de vy

con la funcién exponencial,

41
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5.1. Pruebas de la existencia de 7 en los libros de texto.

a) En el texto de Lipman Berns‘[2], la prueba esté basada en propiedades de las series

mondtonas acotadas.

Sea

n=1,2323,...

Empecemos con la desigualdad:

1

* n—1

+ o+

1 1
= 2 | 1+=+...
+n<n(n)< +2~i- +

b =
W=

n—1

que se ve facilmente en la Figura 5.1.

"
L5

084

DR

o4

024

Figura 5.1: Gréfica de la funcién y=1/z

Recordemos que podemos escribir la suma de log rectangulos “altos” para f(z) = 1/a
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y la particion P = {1,2,..,n} de [1,n] como:
S(f,P) =) M;(f)Ax
=1
donde M;(f) = sup{f(z) :z € [i -1, i]}, y la suma de los rectangulos “bajos” como:
n
S(f,P)= Zmi(f}ﬂ--rz'
i=1

donde m;(f) = inf{f(z): z € [i — 1,4]}.

La integral superior se define como:
I(f) = mf{S(f, P) : P € P[1,n]}
y la integral inferior como:

1(f) = sup{S(f, P) : P € P[1,n]}

donde P[1, 7] es el conjunto de todas las particiones del intervalo [1,n]. Asi tenemos

que,
S(£.P) < I(f)
¥
I(f) <S8(f.P),
st s
1) =1(5) = [ /ayaz,
entonces

S¢.P < [ 2z <31, P),

que es lo mismo que

Sea
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Para ver la convergencia de esta sucesién, usaremos el Teorema 2.1.1. Restando -21- +

%+...+%de (5.2) nos queda:
1
0<bn<1—*—<1,
n

donde vemos que la sucesién {bn} esta acotada superiormente.

Podemos ver en la Grifica 5.1 que by es la suma de las dreas entre la grafica y los

rectangulos inferiores, lo que muestra que la sucesién {b,} es creciente.

Por tanto, tenemos que {bn} €S convergente, Yy como
Yn = 1= bn:

entonces {7,} también resulta convergente.

b) En el texto de Apostol [1], para la prueba de existencia se utilizan propiedades de las

series alternantes.

Sea {an} la siguiente sucesién:

1 T

Podemos ver que 1im an = 0 pues:
n—oo

nlingc Q=3 = nllbngo ; =0
¥
; ml e . n+1 . X n+1
)y =B RE@LT = i (00041 1) =t n )
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y como In es una funcién continua, entonces:

n+1
n

n+1
n

):ln(

lim In (

lim (
n—o0

n—oc

Ademés, {a,} es decreciente, ya que para toda n € IN:

1

1 n+l ] n+1 1 n+1
aop—1 = — =f —dz > / —dx > /
n n n n n n+1

como se puede ver mas facilmente en la Grafica 5.1, y asi

A2p—1 > A2n > Aopyq.

Por el Teorema 2.3.7 se sigue que la serie

o0
> ()",
n=1

converge.

Como la (n — 1)—ésima suma parcial es

2 3
Canlﬁl_/gE'i'}“ @ !
1 & 2 2 T n—1
1 1 2 dx 3 dr
=14+-+ ——(/—— —+..
2 n J1 @&
1 1 n ds
_1+—+...+—L[ i
2 n J1 =z
1 i
=1+§+ +——1ﬂ(ﬂ.)

concluimos que

existe,

)) =In(1) = 0.

1
daj = — = (I i
-l A2n41
/”’ di' 1
n—1 I n
"
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5.2. Algunas demostraciones dadas en la literatura.

5.2.1. La constante de Euler y el niimero e.
En [4] se da prueba de la existencia de la constante a partir de la definicién de logaritmo
natural:
T
In(z) = [ tdt.
J1
El ntimero e lo definiremos como el niimero para el cual In(e) = 1, es decir
e
Tl = / b =1, (5.3)
1

Primero mostraremos que e también puede ser expresado como

1
lim (1+-)"=e.
n—oo n

Para ello, empezemos por considerar la integral

1/n 1/n ' i
-A/(ﬂ+1) In(z)dz = z(In(z) — 1)\1/(n+1), (5.4)
de aqui evaluamos y desarrollamos de la siguiente forma
/l/n In(z)dz = [l(ln(l)fl)} - [ 4 (In( 1 )71)]
1/(n+1) n n n+1 n+1
1 1 In(1) In(-15)
-t G
—1 1 1 1
= D - g ((n+ 1)111(5) - nl;-x(n+1))
-1 1 1 1
=n.(n+1) n(n—}—l)(n[ln( )‘ln(n+l)]+ln(7))
-1 1 n+1 1
- n(n+1) n(n+1) (n[h ( n )] +1n(ﬁ))
=l 1 (n4+1)" 1
" n(n+1) n(n—l—l)(ln( nn )H“(H))
. =1 1 (n+1)"
n(n+1) n(n+1) ( nn+l )r
asi, tenemos que
a _ ! (n+1)" 1 5
/1/(n+1} In(z)dr = R+ D) ln( it ) = D) (5.5)
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Por otro lado, el Teorema del Valor Medio para Integrales nos dice que existe una ¢, €

[735: 2] tal que

L7 = (2 - e
n = — n .
1/(n+1) e (n R L

Igualando la ecuacion anterior con (5.5) obtenemos:

1 (n+1)" 11 1
n(n+ 1) n( nntl ) Cn(n+1) (n - n+1)ln(c”)'
Entonces
(n+1)"
In (W) —1=In(e,),

o lo que es lo mismo

- ((_"Mi) =3,

Cn

Asi, por la definicién (5.3)

n+ 1) /nntl 1 )}
— (_i = __(1+ —
Cn e i

)",

: 1 ) 1
¥ como teniamos que a1 < 6a < 5, entonces nos queda que

1 1
1< — < 14—,
ne, n

Sea a, = t podemos calcular el limite de a,, cuando n — oo por el llamado “Teorema

del sandwich”, pues:

2 ” 1,
nlLI{:O(l)—l y nlLr&(l+E)_l’

yeomol <a, <1+ ;11— entonces lim a, = 1.
n—og

> l n . s ®
Por lo tanto, nll}r{.lo (1+ )™ existe y es igual a e.
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. n .
Ahora, en la ecuacién e = a, (1+ %) tomaremos logaritmo en ambos lados y tendremos:

In(e) = In (an (1 + %)")
1 =In(an) + In(1 + %)"
1 = In(an) + n(In(1 + n) — In(n))
1=1n(({/an)") + n(In(l + n) - In(n))
% = In(/an) + In(1 + n) — In(n),

y asi tenemos la sucesién

1 =In(a1) + In(2) — In(1)

% — In(y/az) + In(3) — In(2)

% = In({a3) + In(4) — In(3)
L~ In(4/a) + In(n + 1) — In(n).

Sumando las igualdades obtenemos:

1 1 1
1+ 3 + 3 i+ s F = In(n+1) = 1n(a1a21/2a31/3...a}/").

Queremos ver que el limite de la izquierda existe; para ello, demostraremos que la su-

cesién {In(ajaz"/2as'/3...an/™)}%2, es convergente. Usando el Teorema 2.1.1 veremos que

esta sucesion es creciente y esta acotada superiormente.

Para ver que es creciente, usaremos el hecho de que la funcién In(z) es creciente. Vemos

que

a1a2]/2a31/3...a,11/" < a1a21/2a3]/3--.ay"an+11/{”“)

pues teniamos que a, > 1 para toda n. Aplicando logaritmo se conserva la desigualdad, es

decir

ln(alagl/ﬁaglﬂ...a}/”) < 111((21(1.2I/2a31/3...&-h/nan+11/(n'+])),
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lo que prueba que la sucesién es creciente.

Por otro lado. para ver que la sucesién estd acotada, tenemos

1 1
ln(alagl/za;;l/"i.,.a:‘/") =In(a;) + 3 In(az) + ... + = In(ay)
1 1 1 1
1 = — e+ =1 -,
<In(1+ )+2in(1+2)+ +n11(1+n)
pues a, <1+ % Ahora, como e = (1 + ;{‘;)"(;i:), tenemos que

1
1<{l+;)”<e Vn

¥ como la funcién In(z) es creciente, se sigue que:

In(1) < In(1 + %)" < In(e)

0
1 il
O0<In(l4-=)<=;
n’ " n
asi la desigualdad nos queda
; 1 1 1
In(a1as?ag®...al/m) < 1 + 2t 7t g
Consecuentemente, la sucesién {In(ayas'/2az'/3...a) ")}, estd acotada superiormente
pues

I 1 1 lg
1+§+§+W+F=ZQ)<—.

e 1 ; ;
Por lo tanto, la sucesién {1n(a1a21/2a31/3...an/n)}ﬁczl es convergente y de aqui podemos

concluir finalmente que

11 1
= I 14—+ -4 . +2)—
v ﬁﬂj(+2+3+ +n)IMn+U)
existe.
NOTA:

Podemos demostrar que

. il 1 . 1 1
A ((1+ 5Tt H) —In(n+1)) = Jim (1+ gt E) —In(n)) =«
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por algunas propiedades sobre limites y propiedades de In vistas en el Capitulo 3.

Sea f = limy 00 ((1+ 3+ % +..+ %) —In(n+1)), queremos demostrar que 3 =+, es decir,

quey—3=0

. 1 1 1 g A 1
7—ﬁ:ng11§o((1+§+§+...+5)—In(n))—nli%lo((l+§+§+...+g)—1n(n+1))

) L 1 | 1
= lim [((1+ 3+ gttt H) —In(n)) - ((1+ Tyttt E) —In(n+1))]
, " n+l, ] Btdy, B
= 7}2& [In(n+1) — In(n)] = Jim In ( )=In (nlgrolo( > ))=In(1)=0

5.2.2. Demostracién de la existencia de v basada en la monotonia de In.

Para demostrar la existencia del limite:

" 1 1 1
nll»nolo ((1+ 3 = 3 F itk = A In(n))

En [9] utilizan la desigualdad demostrada en la prueba anterior:
1 n 1 n-+1
14— < (14—
(1+ n) <e< (1+ n)

y el hecho de que In(z) es una funcion creciente.

De la desigualdad anterior, podemos obtener las desigualdades siguientes:

Isn L n+1 g
I+=) <e=l+-<e/ra 2T iy _ €7 i
( +n) e to<elms - e it e (5.7)
Y
1 1 1 =1
SR i IO RN . L S S S < e
n n (n+1)/n
1 e 1 Ty =L en T 5.8
#—__<€nn— n:';,__—<enn+l T:>w__<’nn+l i
N CESVI T Dm < (58]

Sea v, = 14 i—, + % +..+ ﬁ —In(n). Mostraremos que {¥n} es una sucesién monétona

v acotada y la existencia del limite se seguira del Teorema 2.1.1.
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Para demostrar que es mondétona, vemos que

1 L L

e ez €3 en-1
= {2/1'375'4/_3"“'71/(71—1)}‘
Efectivamente,
el ef i gnt
[2/1'575'M""'n/(n—n]
- (2/1}+ln(3/2)+1n( /3)+ +IH(W—_1))

= [In(e") = In(2/1)] + [In(e?) — In(3/2)] + ... + [In(e™T) — In(n/(n — 1))]

= [1-In(2/1)] + [l —In(3/2)] + ... + [L — In(n/(n -1))]

1 1 H(E.E.E_ T )
2 1 1237 pn-1
RPN E In(n)
— T3+ — ~ln(n
Entonces,
1 L 1 = 1 1 1
o T ] S e
2/1 3/2 4/3 " n/(n-1) 2/1 3/2 7 (n+1)/n

por la desigualdad (5.7) y el hecho de que In(z) es una funcién creciente. Por tanto,

Tn < Yn+1-

Para probar que {7} estd acotada vemos que:

el E% en_iT 1 1 1
e TR N 1 me . @@ . emFm ],
[2/1 3/2 n/(n — 1)] <lnfs o ‘ J

Yn = 1In

por la desigualdad (5.8) y el hecho de que In(z) es una funcién creciente. Tenemos entonces,

i 1 IO 1 1 n
. 2 N =L T = 1
”“<£(k(k+1)) ;(k ) ntl ntl s

Como {v,} es creciente y acotada concluimos que lim =, existe.
n—o00

5.3. Formulaciones equivalentes de la constante 7.

Existen otras formas en que la constante de Euler puede ser expresada, que se dan en

los articulos [7] y (8] las cuales se presentan respectivamente a continuacién.
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5.3.1. Equivalencia 1.

Habiendo demostrado que ~ — nlirgc (141 +'§ +..+ 1) ~In(n)), en [7] se presenta la

siguiente igualdad

2 (1/n)
T =2

con fp(z) =z"lnz.

Nos podemos fijar que

)] + [nz"!lng]

8|~

= m”‘ln[% + Inz]
o) =l +ma)(n - DEn?) 4 (e )
= nz""2[(n — 1)(% +Inz) + 1]

1
=" I5n — 1)[;1— + % +Inz].

y asi, podemos demostrar por induccién que para k < n

®)(z) = 20 [ — _ L .
I () = 2" *[n(n 1 4(n k+1)][n+n*1+“'+n—k+1+hlx]

» Para k=1

fn(z) = m"‘][n][% +Inz],

que es lo que ya habfamos calculado.,

= Supongamos que se cumple para k = i (Hipotesis de induccién), es decir

f,i(w):a'"‘i[n(n—1)...(n—i+1)][%+...+7—1_—1~|_—1+1n9:].

Queremos demostrar que se cumple para k£ = § + 1, para ello, derivamos f,;(:L)
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entonces

. A @) =n(n—-1) - (n—i+1)
(= et L i) 4 (o)

=n(n—-1)---(n—i+1)zg" !

1
—)(=+.. ..+ —— 41 1
[(n z)(n+ +n_i+1+nm)+]
=n(n—1)--(n—i+1)(n—i)z" @+
1 1 1
[=+...+ , + - +Ina];
n n—1+1 n—ig
.que era lo que queriamos demostrar.
Por lo tanto, para k < n
(k)(a:)=x"‘k{n(n~1)...(n—k+1)“l+—1—+...+—1——+ln(a:)].
" n n-1 n—k+1

Entonces se tiene que

FA/n) = 2" (= 1)+ (D] (- + ..+ 1+ In(1/m))

Entonces la sucesién nos quedaria

1 /m) _ g

n!

de donde, el limite buscado es

am L ma
BT A (g~ lnm) =+
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5.3.2. Equivalencia 2.

En (8] se muestra la siguiente equivalencia a la constante de Euler

v = Z rg‘n"

1
con g = Y52, 4.

Empezaremos primeramente con 1a expansion de logaritmo dada en el Capitulo 3

(1+2)= Y (-1
In(l+z)= & i
k- pae m+1
Ahora, sea 7 = 57
1 oo ( )m+1 o0
In(1 -] = — == ?'Tl._-—__‘ 5.1
0 bien,
1 1 1 1
Il =) = som oo o e, k>1).
tlt ) =t o &
Ahora, sumando para k con valores desde 1 hasta n — 1 en la igualdad (5.10) tenemos:
n-1 n—1 n—1 oo
1 1 1 1 1
i M e B R P 3) ) C) Mt N
k=1 k k=1 k 2k2 k=1 m=0 m + l)km+
Como la suma de un nimero finito de series convergentes es convergente (Teo. 2.2.1),
entonces
nz—-]_ 1 00 n—1 1
b{i+2)=> (-1
Y O e
n—1 1 1 n—1 1 1 n—1 1
Ak 2ZpEtilae
k=1 k=1 k=1

Por otro lado,

1 _ 3 i
k;] In (14 E) =In(2) +1In (5) 41n (5) "

por lo tanto,

3

3
|
—

o
II
]
| =
b | —
==
I
i
L =
=
Il
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6
n—1 n—1 n—1
1 1 1 1 1
g ——In(n) == R D e e
Pl 2ok 3ok

Sumando y restando % en el lado derecho de la igualdad tenemos

n—1

AT At 511

I\Jlr—ﬂ

Para terminar, sélo falta tender n a oo. Para ello debemos justificar la convergencia de

las sumas del lado izquierdo.

Definamos

1
7

l\DI»-——A
W] =
Ms
rl:-ll—'

=L 9 =
g—i— 2—4;...

Queremos mostrar que el lim s(n) = 0 y para ello, mostraremos primero que s(n)
n—r00

>
i

mn

converge

Podemos ver que s(n) es una serie alternante

o0 oo 1

o) = L1 Y

r=2

por lo que podemos utilizar el Teorema 2.3.7 para demostrar la convergencia.

Sea Ur(n) = Y22, -k Demostraremos que Ur(n) es decreciente y que 9rll)ngo Up(n) = 0.

= Primeramente,

= 1 =% 1

Ury1(n) = Z (r+ 1)kr+1 < Z rkr+1
k=n

<Z?‘k’"= r(n)

k=n

pues k™1 > k" Wk >1, y por lo tanto U,.(n) es decreciente.

» Para comprobar la convergencia observemos primeramente que
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= 1 =1

LpsXpms

k:n =
para r > 2, ya que Zk_ﬂ Tz converge,

Por otro lado, como k > 1, tenemos

o
IN
==
[7e
| =
IN
Flo

de donde

lim U.(n) =0

T—00 ¢

que es lo que querfamos demostrar. Ahora, asociando los términos de s(n) de la siguiente

forma:

s(n) = Uz(n) — (Us(n) - Us(n)) — (Us(n) — Us(n)) —

VEInos que

s(n) < Us(n)

e
Il
3

M
q-

vaque Upyi(n) < Up(n) = Ur(n) — Upsi(n) >0 ¥ consecuentemente

o

Ilm s(n) & nh_r}lgo —2?2-
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Pero sabemos que 3772 | ﬁg converge, de donde su cola (3232, ﬁlc'?) tiende a 0. Por lo
tanto, lim s(n) =0
n—oo

L

Sea t(n) = Y22, ¥y po] ;}C—, y tenemos que s(n) = Y22, (—-1)" 2 #

sumando s(n) a ambos lados de la ecuacién (5.11) tenemos

oo n—1 n
1 i} 1
s(n) + ) (-1) o = A ——+ > 7~ In(n),
r=2 k=1 k=1

que es lo mismo que

i(—nr% = s(ﬁ) - % % i -}5 — In(n).
=3 k=1

Ahora podemos tomar limite de ambos lados, y nos queda:

oo

Z(—l)rgi = lim (s(n) — % + Z % —In(n))
k=1"

T n—oo

5.3.3. Demostracién elemental de la existencia del limite de -, (sin recurrir a

la monotonia de In)

Ahora veremos una forma dada en [5] de demostrar la existencia de la constante v de

Euler mediante una sucesién alternativa que evita el uso de la funcién logaritmo natural y

cuya convergencia puede ser demostrada con dlgebra v el Teorema 2.1.1.

Para ello, consideraremos la siguiente sucesién:

ﬂ,l‘—'l

1k 1 " 1 " 1 n n 1 1 1 1

an = 5 TaTyit vt —o—m— ———
" 2 3 4 n n+l n+2 72
Obsérvese que la suma de la igualdad anterior tiene n(n—1) términos negativos. Ahora

N

escribiendo la sucesién {a,} en términos de {7n}, donde

1 1 1
=144+ . +=_Inm)
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o8
tendriamos:
ﬂn=27n_7n2y
pues
Ty =2(1+ 2+ 1+ + =~ In(n))
")/n_ 2 3 “ae n
¥
1 1
"fn2=1+§+§+--+_2_1n(n2)
1 1
= —+ = »+ = —2ln(n).
I+5+3++ 5 —2In(n)
Asi:
1 1 1
2%~W#:2U+§+§+wu+g"mm»
| 1
,(1+§+§+...+E—2ln(n))
1 1 1
= 1 — = P e A
M5+z+ + ) = 2n(n)
1 . d 1 1 1
i NS am RS IR N, S oot =)+ 21
rgtgt 4 ) -(ag -+ ) + 200
1 1 1 1
=14 —edp 2o 0, 55 - coath
(+2+3+ +n) (n+1+ +n2)

= G

Podemos observar que en caso de que limy, o v, existiera y fuera igual a v tendriamos:

lim a, = lim (2~, — =2 I — lim v2 =2y —y=1+.
n—oo ” TL—)DC( i ﬁYnQ) ’ﬂ--—)ngO f}n ﬂl—POO fn? 7 ’y ’Y

Asi, tenemos una sucesién alternativa sin logaritmos para demostrar la existencia de v,
a y que esta acotada.

para ello debemos demostrar (Teo. 2.1.1) que {a,} es monéton

= Para probar que la sucesion es monotona, mostraremos que An+1 — Gy < 0, es decir,

que {a,} es decreciente.

a a —@+1+ - - )
i 2" T n+l nt2 T my12
1 11 1
== o e e s
(+ ® +n n+1 nz)
2 1
- e (5.12)
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con 2n + 1 términos negativos para n > 1.

Haremos uso de la siguiente desigualdad:
L, 1 L2
n+i n+1)2—i+1" 24nt1’

(5.13)

para 1 <17 < 2n+ 1, la cual demostraremos al final de esta seccién.

Vamos a demostrar que los términos negativos en (5.12) los podemos acotar de la

siguiente forma

1 4 1 T 1 n+1
n2+1 n2+2 T 12 mintl

Para i = 1 en la desigualdad (5.13) tenemos

1 1 2
%
= (n+1)2 = n24+pn+1°

para i =2
L, 1 .2
n’+2 (m+12-1"n2tn+1’

asi, para i = 2n + 1

1 1 2
2 i 2 i ;
n“4+2n+1 (n+12-20n " n2+n+1

sumando las designaldades de cada lado para i = 1,2,...,2n 4 1 nos queda:

1 1 1 1
(7 eyl e S CESESUALE

1 2(2n+1)
+(n2+2n+l N (n+1)2—2n) Tnf4n+1’

la cual es equivalente a

2 2 2 2(2n + 1)
-+ =+ ... > .
n2+1+n2+2+ +n2+2n+l_n2+n—|—l
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Es decir
i " 1 s n 1 - 2n+1
n2+1 n24+2 T p2iont1 n2+ntl

Sustituyendo en (5.12) nos queda

2 1 B B 1
M | n?+1 7 (n41)2
1
& 2 2n +

n+l n2+n+1
2n*+n+1)—2n+1)(n+1)
(n+1)(n?2+n+1)

(n+.1)(n2+1;+1) =0

es decir, {a,} es mondtona decreciente.

= Falta demostrar que {an} estd acotada inferiormente.

Para ver que a,, > 0 consideremos el siguiente arreglo:

1 1
an=1_n+1_ Con—1
1 1 1
2 2n 3n—1
1 1
+;_n2*n+2 n?’

en general, para cada renglén tenemos:

t L : gre=] mn
i (n-1)i+2 7 (n-lyigtnm '™

con n — 1 términos negativos.

Vamos a sustituir en cada uno de los n renglones los n — 1 términos negativos por el

término més grande y como (rt—ll)i+k < (n—]l)i+2 para k > 2 tendriamos por ejemplo

n?+n+1 n?+n+1
- - = B,
n? 44 (n+1)2—i4+1 =

agregando y restando términos

n2+n+1+i—i+n2+n+l+n—n+z’—i+l—1
n? +i (m+1)2—-4+1 =
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agrupando términos

(n®+4)+ (n+1-14) (R+12—i+1)—(n—i+1)
n?+ i T (mn+1)2—i+1 =%

que es lo mismo que
= —3
n+ i n—1i+1 59

2 = .
e n?+i (m+1)2—-i+1°~

Debemos demostrar ahora que

n+1-—i n—i+1
— = : >
n? 4+ i (n+1)2—i+1 7~

0;

como n+1—3 > 0, entonces basta con probar que n? + i < (n+1)? — i+ 1. Desarrollando
la desigualdad tenemos:

nP4i<(n+1)2—i41
n2+ign2+2n+2—i
21 <2(n+1)
i<n+1

lo cual es cierto. Como todos los pasos son reversibles la desigualdad utilizada (5.13) queda
demostrada y con ello se prueba que
lim a,
n—oc

existe.

5.4. Una curiosa relacién de 7 con la funcién exponencial.

En [6] se muestra que si z = >3, entonces n = [°~7], donde [a] denota la parte

entera de a.

Empezemos por definir 1a siguiente funcién

1 y+1
=—_ (¥,
fy) — n( ”

Entonces:
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] f(l) <0,

pues evaluando tenemos que

P (1)1+1 _In((1)1+ )= 3~ ) <o
= fily) >0 vy>1,
) =1 ¥y y—(y+1)
f@%-@+2y—(y+ﬂ( > )
_]_ —y

_ ¥ +yy+1)
vy + 1)
y

BT

- Jm f(y) =0,

5 _arE 1 y+1

1 1
= lim (——) — lim ln(y+
Y=oty + 1 y—oo ]

).

Como In es una funcién continua podemos “meter” el limite

' - .yt
Mo ) =0~ 1In ( Jim (=)
=—In(1) =0.

De los puntos anteriores podemos concluir que la funcién J(y) <0 para toda y > 1

Ahora mostraremos que la sucesion

n

an =z —In(n) = Z% — In(n)
i=]1



64

Capitulo 4

es mondtona decreciente. Efectivamente

n+1 n

a1 =an = (37 ~n(n+1) = (31 - n(m)

i=1 i=1

1 n+1
=n+1_1n( n )
= f(n) <0

yaquen > 1.

De forma similar, podemos ver que z — In(n + 1) es monétona creciente.

Sea
1 y+1
=—— 41 .
9(y) a1t “(y+2)
Entonces
» g(1) >0,

pues evaluando:

1

» J(y) <0, Vy>1.

-1 y+2((y+1)—(y+2))
(y+1)2  y+1 fy+ 1)2
. —(y+2)
S w+1? T (y+ 1)y +2)?
_—w+2’-(w+2)@+1)

(¥ +1)%(y +2)?
N -2y —Ty—6
1)y +2)
_ —(2y+3)(y+2)
(y+1)%(y +2)*

Jy) =

< 0.

= lim g(y) =0,

y—oe
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