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artir de cinco tipos de

u
problemas los ruales son resusltos usando  argumentos intuitivos,

calcule de wna wvariable ¥ geometria analitica. Es  importants

i

1
recalcar qus 1o snterioes =2 wutiliza tanto paras mot
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i E
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%
definiciones de leo= principales conceptos como para encontrar ias
1

os mencionados problemas.

Los problemas sobre razén de cambio y rectas tangentes 2  uns
curva gue dan lugar z los conceptos de derivada parcial y derivada

direccional se reducen a problemas de caleculo de  una variable: lc

mismg sucede con los problemas sobre cilculos aproximados gue dan

lugar al concepto de diferencial.
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atamiento de l1as integrales dobles (frimles) qus  agui sSe
da sirve de antecedsnie para €l estudic del teorema de cambioc de
b
variable parz integraliss dobles (triples) v permite wvalorar iz
fuerza unificadora de dicho tecrema.

En =l capitulo cinco se expone una introduccidn al estudic de
dos temas: integral de linea e integral de superficie. Ectos
canceptos =on centrsl;s en areas de la fisica como =n la mecinics de
fluidos, el eleciromacnetismo, eitc. per agui sdio trataremos

o
algunos problemas geometria ¥ fisica. Asi, comoc primers
parte introducimos =1 concepto de integral de linesa del tipe jé ds
Gue se moiiva oor medio de problemas de Areas ¥ 52 hace wver gue
estas infegrales 52 pueden calcular por medio ge intsgrales
ordinarias. Luego por medio de un problema de hallar 2l trabajo gue
realiza una fuerza F se intreducen integrales de la forms fcg*? =
A través de ejemplos se hace notar gue J;f(x,y}ds = J;Cf(x,y}ds pero

que j;?-d? =

donde esta

~j;cﬁ'd# ¥
involucrado =1 concepto de integral de linea.

se resuelven algunos problemas de

X

mecidnica
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Ctanto en R® como en R sabiendo que pasa por un

punto P ¥y es paralela a un vector a.

Hallar las ecuaciones paramétricas de una recta
Ctanto en R® como en R? dados dos puntos P y Q por

donde pasa.

Hallar las ecuaciones paramétricas de una recta en RrR®
que pasa por un punto P y es perpendicular a un

>
vector n.

Hallar la ecuacién de un plano, sabiendo que pasa por

un punto P y es perpendicular a un vector n.

Hallar la ecuacidén de un planco sabiendo que pasa

por un punto P y es paralelc a dos vectores 2 v B.

Hallar las ecuacicones paramétricas de una recta

definida por dos planos
Hallar la distancia de un punto a una recta en RrY.

Hallar la ecuacién de una esfera dados su centro Y su

radio

Se conoce el centro, el radio y un punte M de una
esfera E. Hallar la ecuacidn del planc tangente a la

esfera E en el puntao M.

Hallar la'ecuacidén del lugar geométrico de los puntos
que equidistan del planoc z=-p v del punto
FC O, 0, gD EpraY,

Hallar la ecuacidén del iugar geométrico de los puntos
cuya suma de las distancias a los puntes (-c,0,0) y

Cc,0,00 es igual a 2a Caxcy0).

Hallar la ecuacidén del lugar geométirico de los puntos
cuya diferencia de sus distancias a los puntos

C0,c,02 v CO,-<,0> sea igual a 2alc>a>0).

3 z 3 :
Graficar en R y en R una curva dadas sus ecuaciones

paramétricas.

i 3 ' ;
Graficar en R ecuaciones de primer y segundo grado

con una y dos incdgnitas.



CURYAS DE NIVEL

Dada wuna funecidén =z = fix,y2D se pueden plantear los
siguientes problemas, une inverso del otro: dado un punto
Ca,bd, hallar el valor de z que le corresponde y dado un valor
de z, digamos k, hallar el conjunto de puntos Cx,y) a los
cuales les corresponde el valor =z = k. Nos interesa por ahora

el segundo de estos problemas.

Consideremos la funcién z = 2x + }. cCuiles son los puntos
del plano xy a los cuales les corresponde el valor z = 27. Es
claro que son los puntos Ca,bd que satisfacen 1la ecuacidn

Ex+y=2, Al conjunto de puntos del plano Xy a los cuales les
corresponde el valor = igual a 2 se lé& llama curva de nivel de
valor 2 de z = 2x + Y ¥ por geometria analitica sabemos que
forman una recta. Mas generalmente, al conjunto de puntos del
planc xy a los cuales les corresponde el valor de z = k, donde

k es un ndmero real, se le llama curva de nivel de wvalor k de

Z = 2x + y. También en este caso la curva de nivel de valor k
de =z = 8% + y es una recta. En la figura 1 se muestran -las
graficas de algunas curvas de nivel de z = 2x + ¥

\

Figura 1

;




Consideremos la funcidén z = =2 + yz. Al conjunto de puntos
del plano a los cuales les corresponde el valor k se le llama
curva de nivel de valor k de z = x° + yz. Si k < O, no hay
puntos que satisfagan <+ y2 =k; si k = 0, hay sélo un punto
que satisface x° + yz = 0, éste es el CO,0) y si k > 0, los
puntos de la circunferencia con centro en (0,00 y radio ¥ k son

los que satisfacen x° + yz = k.

Mas generalmente, consideremos una funcidn z = fCx,y) y un
namero real k, al conjunto de puntos del plano xy a los cuales
la funcidén z = fCx,y) les asocia el ntmero k se llama curva de
nivel de valor k de z = fo,y). Asi en el caso de z = 2x + Y
las curvas de nivel son rectas paralelas de pendiente -2 Y en
el caso de z = x° + yz las curvas de nivel son circunferencias
concéntricas con centro en €0,0d y radic Yk si k > O, un punto

si k = 0 y el conjunte vacio si k < 0.

El concepto de curva de nivel es Gtil cuando se desea dar
Una representacidén geométrica de una funcidn z = fix,vD o
cuando se desea resolver problemasr de optimizacidédn, sin
embargo, en este capitulo se utilizara comoruna herramienta que
nos ayude a bosquejar las graficas de algunas superficies. En
particular, veremos dque se puede fener una idea de la araficas
de una funcidén =z = fix,y) si el conjunto de curvas de nivel de
dicha funcién son rectas paralelas o circulos concéntricos,
También es util el concepto de curva de nivel para descubrir
que algunas superficies son de una misma clase, es decir nos
ayuda a clasificar al gunas superficies como paraboloides

hiperbélicos, paraboloides elipticos, etc.

ECUACION DE LA SECCION EN LA DIRECCION <a,b> EN UN PUNTO P DE
LA SUPERFICIE =z = fCx,y> CON RESPECTO A UN SISTEMA COORDENADO
CARTESIANO BIDIMENSIONAL

Sabemos por geometria analftica que en un sistema de

coordenadas cartesianas tridimenéional x° o+ yz + z% = 4g

representa la esfera E con centro en €0,0,02 y radio r = 7 Cver
c V/ 2 2

figura 2) y por le tanto =z = 48 — ¥ — y representa una



mitad de la esfera E, que es aquella formada por los puntos de
la esfera E Cuya tercera coordenada z es mayor o igual que cero

Cver figura 3). También sabemos que si bien en un sistema de

Figura 2 ‘ Figura 3

coordenadas cartesianas bidimensional Y = X representa una
recta Cver figura 4> en un sistema de coordenadas cartesianas
tridimensional Y = &x representa un Planc perpendicular al pla-—

RO coordenado xy. En la figura 5 se muestra una parte de dicho

plano.

Figtirsa 4 Figura S



S T TemEeEls Lbodenado xXyz la  esurva

——

{QZVQQ - x* - yz

que resulta de 13 interseccién de 1a
y=2x

semiesfera z = Vﬁg -~ 3 - yi con el plano y = 2x Cfigura &) vy
encontremos la ecuacidén de 1a curva C con respecto al sistema
de ejes t - Z. definido de la siguiente manera: que el eje Z .
sea igual al eje =z, que el eje t sea la linea que resulta de la
interseccidn del Plano y = 2x con el pPlano coordenado Xy, donde
hemos tomado como sy direcciédn positiva la direccidén del vector
<1,2>;, que el origen del eje t sea C0,0,00 y que estea numer ado

a la misma escala que el eje z, Cver figura 7).

puntos del eje t. Coms al punto de coordenada 1 del eje £t se le

asocia con la pareja ’~£—, - ], podemos decir que al punto
5 3
€on  coordenada t  del eje t se le asocia con el punto -
_ t 2t
Cx,yd= [ ﬁ——.] del plano xy Cver figura 8). De aquif que
5 5



f//; B b 2 ~ ot 2
Se pueda escribir = = VB Y como Z=Z .,

Llamamos seccisn de una superficie Z = £fCx,¥D a la curva que
resulta de 1a interseccién de la superficie z = fCx,¥d con
algdn plano perpendicular a] Plano xy. Sea c: {; u_fo {D una

X ay = c
Seccidn de 1la Superficie z = FCXav). Supongamoes que pasa por
PCx Y 2 ) donde z, = fo b 2 Y bxo = ayo = Cc ¥ que esti

referlda al Sistema de ejes t T Z qUe se define a continuacidn:

. X=X bx~ay=c_
el eje Ze ©S la recta {; yo y el eje t es 1a recta {z s gy 3

se escoge como origen para ambos ejes al punto (x . y;,O); se
numeran con la misma escala cOn  que se numeran los eJES
coordenados  x, ¥»Z; se ellge la direccidén del vector <0,0,1>
como la direccidén positiva del eje Ze Y la direccidén del
Qector <a,b,0> como 1la direccidn positiva del eje t. A tal
cufva G la llamaremos SECCION EN LA DIRECCION <a,bd>

EN ElL PUNTO PCX;. D) DE LA SUPERFICIE = = rCx,yd. Ast
o

Ze = Y49 - tz es la ecuacidén de la seccisn en la direccidén

—

2
(1,2> en el punto PCO,0) de la superficie z = 7/49 - X%~y



svELADL para concluir que 1la ecuacién de la seccidn en la

direccidn <a,b> en el punto PCx , yo) de la superficie z=f'Cx,vd
o

esta dada por Zg T Eix =+ At L =

° /2 2 e / z 2 ‘
) a + b a + b

ANGULO DE INCLINACION, PENDIENTE Y GRAFICA DEL PLANO Z=ax+by+c

En caso de que a = b = 0 la ecuacidn Z = ax + by + c se
reduce a z = ¢ : ge sabe por geometria analitica que =z = d
representa un plano que pasa por €0,0,ed Y que es paralelo al
Plane xy Cmucheos estudiantes a] principio del curso creen que

la grafica de =z = ¢ pno €S un plano sino un punto : el C0,0,cd).

Consideremos el caso én que a® + b* > 0. Es muy comun
graficar un planoc de la forma z = ax + by + ¢ de 1la siguiente
manera: se hallan los puntos de interseccién de los ejes
coordenados con z = ax + by + ¢, luego se unen los tres puntos
pPor medio de segmentos de recta y el tridngulo que se obtiene
resulta ser 1la grafica de z = ax + by + <. Asi, la grafica, de‘

Z = -BxX - 4y + 12 se muestra en la fiigtica. 8.

Figura 9



Desde luego este procedimiento no funciona si se trata de

graficar z = ax + by.

Se puede obtener informacién adicional sobre el plano

plano xy. Resol vamos, pPues, el siguiente problema: Hallar el
anguleo agudo que forman el Planc z = 2% + v Y el plano xy.
Solucidén: Dibujemos las curvas de nivel de =z = 2x + ¥. En la

figura 1 se han dibujado algunas curvas de nivel de z = 2x + Y.

de nivel y apunta en la direceidn en la que crece z. Con

esta informacidén podemos hacer la grafica del planc =z = 2x + y
"visto como una rampa” vy por lo tanto, hallar el angulo que
estamos buscando. Para lograrle, podemcs hallar 1la ecuacidn de

la seccidn en 1a direccidn <2,1> en el punto PCO,0) de ZEEXFY.

la direccién <2,1> en P Cx » YO de z = 2% + Yy si Cx:,yg) es
le] o o

cualquier punto de la curva de nivel de valor cero. Dicha

ecuacidn es e VY8 K. La grafica de 1la Seccidn en un plano

Ty = Zy NOS dice cémo se veria el plano o Jrampa'" visto "de

perfil'". (Ver figura 10).

Figura 10



A partir de la ecuacién zZ, = 7Y 5 t podemos cencluir que el
dAngulo agudo que forma el planoc z = 2X + y con el planc xy es
igual a arctany 5 =~ 65547,

El mismo resultado Se obtiene si se escogen los planos
zZ = 8x t+ v, z = 2x - Y, Z = -2x - vy, es decir, el 4&ngulo
agudo que forman tales planos con el planc Xy es
& = arctan? 5 ~ 65°54° .

Se puede demostrar, en general, que si el plano tiene éor

ecuacidn a z = ax + by, forma con el planc xy un angulo agudo
& = are dan ¥ 5 + bF . Es claro que los planos =z = ax + by
Y 2 = ax + by + ¢ farman el mismo 4ngule agudo con el plano ky

Lo anterior nos permite saber que el planc z = 2% + Sy esta
menocs “empinado' que el planc z = 3x - 4y ¥ a la vez mAs

empinado que z = x + Y.

En gecmetria analitica plana se puede decir que las rectas
Y = Bx, Y = -8x forman el mismo Angulo agudo © con la recta
Y = 0 y que el valor absoluto del coeficiente de la x de

cualesquiera de estas dos rectas nos da el valor de tane.

los planos XYY Z = ax + by + ¢ ayuda a decir que los planos
zZ = 8x, =z = —2¥, Z = 4x 4 3y, =z = -3x - 4y Y en general
2 T ax + by + ¢, con a® + b* = €5 forman el mismo angulo agudo

con el plano xy Cen realidad hay un numerao infinito de
pPlanos no paralelos entre gi que forman un angulo agudo de

medida & con el Planc xy mientras que en el caso de las

rectas vy = 5x¢ Y ¥ = -Bx, cualquier otra recta que forme un
angulo agudeo de medida © con 1a recta y = 0 seria paralela g
alguna de ellas dos). También aqui Sucede gque el valor

absocluto del vector que se forma con los coeficientes de .la
X ¥y la y de cualesquiera de los pPlanos nos da el valor de 1la

tangente del dngulo e. Esto motiva decir que la pendiente de

2= 4x + 3y es <4, > b que el Angulo agudo que forma

Il

Z 4% + 3y con el plano'xy es igual a arc tan ”(4,3>”.

4 4.



Mas generalmente, se llamara Angulo de inclinacién del plano
Z = ax + by + ¢ al angulo agudo que determinan los planos

Z T ax + by + ¢ y plano *Y, que como ya se sabe es igual =

are tan v a® + p? Y al vector <a,b> que se forma con los
coeficientes de 1la x Yy la y (Cen este ordenl se llamari

pendiente del planoc z = ax + by + =N

Iy
o |
< . ) 11 s ’ ~ L ) P

7 XK ThYf = < il
T - : ! Al

4 gn

A Z = (%
GRAFICAS DE ALGUNAS SUPERFICIES

ad) Grafica de superficies de la forma = = fCax+by+c) donde
£:R—R

z = ax+by+c,z=logCax+by+c),z= senCax + by + ¢J,

etc.

Veamos un ejemplo. Bosquejemos la grafica de z = l4x+3y—18|.
La primera observacién importante para lograr lo que se quiere,
€s noltar que el conjunto de curvas de nivel de =z = |4>c+3y~18[

son lineas rectas paralelas (Ver figura 14D,

Figura 11

12



El hecho de que el conjunte de curvas de nivel de
z = |4x + 3y - 12| sean rectas paralelas de pendiente —4 43,
Sugiere que TODAS las Secciones en la direccidn - €4,3% on
cualquier puntoc P de la curva de nivel de valor cero de
zZ = [4x + 3y - 12| sean IGUALES. Y esto es efectivamente ast
Porque la ecuacidén de 1la seccidn en la direceidn <4,35 en un
Punto PCx ,y > de z =|dx +Qy -12| es ¥, = 4Cxo+%t3 +3Cyo+-5:’3t,3 -12|

= 4xo+3yo - 12 + S5t] y si PCx;, ys) @S un punto en la

curva de nivel cero entonces 1la ecuacidn de la sSeccidn se

reduce a z, = ISt[ Porque 4x + 3y - 12 = . Esto significa
.o o .

que desde cierta perspectiva, 1la grafica de 1a

Superficie se verfa como lo muestra 1a grafica en la figura 12
Y por lo tanto un bosquejo para z = A + By - 12| es como lo

muestra la figura 13.

Figura 12 Figura 13

Junto de rectas paralelas, se puede demostrar que todas las
Secciones en la direccidén {a,b> en cada Punto P de la recta ax

ax+by+c=0 de 14 funcidn =z = flax+by+ecd son iguales Y ésta es

% Squejar la grafica
de z = fCax + by + &) usande el mismo método utilizade para
bosquejar 15 grafica de z = |4x + 3y -12].

e



Por dltimo comentaremos que asi como en gecmetria analitica
plana cuando se estudia el método de graficacidén “por
Operaciones', se considera 1la grafica de y = %*, como el
"cuadrado de la recta Yy = x", la griafica de Y = |Xx — B| como el
"valor absoclutso de la recta Yy = x-8", etc. asi, es poﬁible
considerar la grafica de z = C4x + 3y - 123% como el "cuadrado
del plano z = 4x + 3y - 12", la grafica de z=|4x+3y-12| como

"el valor absoluto del pPlanc z = 4x + By - 12", etc.

b) Grafica de una Superficie de revolucidén

De nueve los conceptoé de seccidn y curva de nivel son
herramientas bAsicas pPara poder bosquejar las graficas de

2 =z
. 2 2 4. B Z -Cx -'-yD
funciocnes como z = %% + Y» z = loglx™ + y™, zZ = e

z = & + yz yete

Veamos un e jemplo. Bosque jemos 1la grafica de z = v%° + yz.

La primera observacidén importante para lograr lo que se quiere

>

. . d % 2
s notar que el conjunto de curvas de nivel de z = ¥x + v

Son circunferencias concéntricas con centro en CO,0). CVer

figura 14).

Figura 14

14
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S T Ty EE R Vas de nivel de z =YX 4y
Sean circunferencias concéntricas con centro en C0,02 sugiere

que TODAS las secciones en cualquier direccidn <a,b> en el

punto C0,0> de z = v%° + yz Sean IGUALES. Y esto ofectlvamente

es asil poque la ecuacidén de la seccidén en 1la direccidén <a,hb>

con a ¥y b reales tales que a® + B> > o es
V// = 2 b z
+ t / ; o
T [ t} [ ] = £= = [t|. Esto significa que
2 z . 2 2. .2
a +b a +b i

la grafica de z = 7% + yz Se obtiene como la superficie que

S€ genera al girar la curva {;:gy‘ Cver figura 15) alrededor

del eje z Cver figura 162,

Figura 18 Figura 18

En general, puesto que todas las curvas de nivel de una
Superficie de revolucidn con el eje z como eje de revolucidén,
forman un conjunto de circunferencias concéntricas con centro
en el origen, se puede demostrar que todas las secciones en la
direccién <a,b> en el punto PCO,0) de las Superficies de 1a
forma z = fCx° + y%) con f:R — R, son iguales y ésta es
z, ~TCLd, de aqut ‘que sea posible bosquejar 1la grafica de
zszxzfy%) usando el mismo método que se usd para bosquejar la

grafica de = = x2+y2

1.5



c) Grafica de superficies de la forma z = fixd + gCyd

Estas superficies Se pueden bosquejar, pensando que la

Superficie z = £Cx) + glyd> es generada por el movimiento de 1a
Zz=f£ 20 +glyD ; -
curva =0 »  dquUe se mantiene Siempre en un plano
perpendicular al eje y sin cambiar de direccidn Y que resbala
per  la curva {ifngD+gCyD_ Asi, se pueden bosquejar las
gréficas de z=1+x2fy, z=y{ﬂf, z=seny+x2, etc. Por ejemple la
grafica de z = %5 yz - % esta bosquejada en la figura 17.

EL SABER DF 15 HiJ0
BARA 0 teinpE7s

BIB!
DEPARTAM *i7

MATESATICA

Flgura 47

En geometria analitica plana se resuelve el siguiente
problema: dada 1A circunferencia xz~f~y‘2 = ls hallar &l ‘lugar
geométrico formado pPer los puntos medios de los sSegmentos con

extremos en PCx,¥) vy Xx,03, donde PCx,¥D es un punto que est4

16
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Figura 18
en la circunferencia. CVer figura 18). Problemas similares
también se resuelven en geometria analitica del espacio. Con
respecto a estos problemas D. Kletenik en su libro Problemas

de Geometria Analitica. Editorial MIR. pags. 216-217 escribe:

Consideremos ahora una trans formacidn del eépacto, il Llamada

dilatacidén uniforme Co contraccidn unt formeD.

Tomemos un plano arbitrario e tndiguénmoslo con la leira a.
Sea g wun narero positivo. Supongamos que M es un  punto
arbitrario del espacio, situado fuera del plano o, y gue Hbes

la base de la perpendicular bajada del punto M al plane a«.

MI

|
we O

Figura 19



e T e

Q
M, de manera gue se vert figue la igualdad HOH’ = QCHEHJ v que

el punto, en la nueva posicién, esté al mismo lado del plano a
en que se encontraba antes (figura 19 3. Hagamos lo mismo con
todos los puntos del espactio stituados fuera del plano «; los
puntos situados en el plano o los de jamos en su sitio. De este
modo, todos los puntos del espacio, menos los gue estin situa—
dos en el plano &, cambian de posicidn; la distancia de cada
punto al plano o se altera en wuna cantidad de wveces determi-—
nada, gue es comin para todos los puntos. El traslado de los
puntos del espacio, efectuado de la manera descrita se Lllana
contraccidn unt forme hacia el planco a Co dilatacidnd; el numero

@ es el coeficiente de contraccidn Co dilatacidnd.

Supongamos gue se ha dado una superficie F: los puntos gque
la componen se trasladan, como resultado de la contraccidn, vy
€N SUS nuevas posiciones forman una superficie F’. Diremos gue
la superficie F’ se ha obitenidoc de lLa superficie F como
resultado de wuna contraccidn Co dilatacidnd uni forme del
espacio. Resulta gque muchas superficies de segundo orden Ctodas
menos el parabaloide hiperbdlicod se pueden obtener de las
superficies de revolucidn mediante una contraccidn

unt forme del espacio”.

Podemos wutilizar lo anterior para demostrar que el

2 2 2
. . x Y = .
elipsoideg * S o S5 1 se puede obtener a partir de una
a b &
superficie de revolucidn mediante una contraceidén. Asi
2 2 2 |
X Yy z - "
5— + = + e = 1 es una superficie de revolucidn,
a. b a
hagamos ahora una contraccidén del espacioc hacia el plano
a
Xy con x=x’, y = y’ Yy z = B z’ de donde resulta
z 2 2 2 z 2
x? 2 a - 1 3% ’ z*
= Yz * —Ez’ iy 1 es decir Z__ + ¥ + = = %.
2 2
a b o a a b &

Lo anterior permite bosquejar la grafica del elipsocide,
primero baosque jando la grafica de la superficie de
revolucidén y después la superficie que resulta después de la

transformacién Cver figuras 20 y 21D,

18



Figura 20 Figura 21
De igual manera el pocder bosquejar las Superficies de

. 2 2 2z 2 [2 2 =z 2 . ;
revolucidn z = a“x® + ay |, zZ = Yax +a"y permite bosquejar

= 2 2z 2 22 .2 2
las superficies =z = ax + by, =z = 1/a X~ + by que se

obtienen de los anteriores después de una contraccién.

Es claro que en algunos casos no se puede identificar
rapidamente el tipo de superficie que se quiera graficar Y se
necesite hacer un  trabajo previo comc  lo muestran los
siguientes ejemplos:

1.2 Se desea graficar z = Xy. Al graficar sus curvas de
nivel se identifica por gecometria analitica plana que
estos se pueden obtener a pPartir de las curvas de
nivel de z = %-nghy%) después de una rotacién de
ejes, esto significa que bosquejar la grafica de z=xy
se reduce s boesquejar 1a grafica de una superficie de
la forma z= fCx + glCyd.

4.3 El saber que yz+z2 = 3 @S una superficie de
revolucidn Cun cone con eje en el eje ) ayuda a

; ; 2 2 ;
identificar a z = ¥&% - v como la mitad de un cono

Yy esto a la vez ayuda a saber que z = v Xy también

€S una mitad de un cono.
1142 2 = s 4 2xy + y° se puede bosquejar porgque z=Cx+y)z
€S una superficie que tiene pPor curvas de nivel a un

conjunto de lineas rectas paralelas.

19
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- T TEriEEEEE ME PLlano Langente. También
Se utiliza la geometria analitica del espacio y el calculo de una
variable en la discusidén de la definicidn Y las propiedades del

concepto de gradiente. La regla de la cadena se enuncia pero no se

demuestra, aunque se dan argumentos fisicos vy geométricos para
Justificar cémo hallar g% ShoBaB0 de e 2 = fOn.vY, % = gCid
Yy = hCtd. La regla de 1la cadena se utiliza pPara calcular la deriwvada

direccional, el diferencial ¥ el gradiente de una funcién de R? en R.
También se utiliza para hallar una relacién entre las superficies de

nivel y el gradiente de una funcidén de R? en R.

Se estudian dos métodos Ipara resol ver problemas de
optimizacidn. El primer método se obtiene con ayuda del cilculo de
Una variable vy de la regla de la cadena Y nos permite determinar la
naturaleza de leos puntos criticos de una funcién de ®? en [R. E1
Segundo, llamado método de los multiplicadores de Lagrange , se
motiva con ayuda de la geometria analitica, el concepto de gradiente

Y los cenceptos de curva y superficie de nivel .

1. FUNCIONES DE DOS © MAS VARIABLES

Si bien las funciones dqUe se estudian en e] calculeo de una
variable son gtiles Para modelar muchos fendmenos, ellas no son
suficientes para representar todos los fendmenos que el hombre trata
de estudiar. iVeamos algunos ejemplos de situaciones donde los
modelos matemiticos que se tienen que considerar son funciones que
Se salen del campo del cidlculo de una variable.
ad Eri geometri% elemental aprendimos que la fdérmula para el A4rea

de un recténgulo es el producto de 1a base x Y la altura y,

esto es A = Xy. El Area A por lo tanto depende de dos

cantidades y si una de ellas o las dos varian, A también

varia. La variable A es una funcién de dos wvariables X, V.

Notemos que x, Y pueden variar sin depender el valor que tome

una del valor que tome la otra, esto €S, no importa qué valer

asignemos a x, podemos asignarles a Y cualquier octro valor, de

aqui gque x, y sean variables independiéntes Y A sea variable

24



S T SR IR AR O e Nt T T AEETEMes estudiar el comportamiento del area A
cuando las dimensiocnes del rectangulo varfian, debemos tratar a
A como una funcidn de ambas variables.
b) Sabemos por geometria elemental que el volumen de una caja de
- dimensiocnes x, s zZ es V = xyz. El wvalor de V depende del

valor que le asignemos a X, ¥, zZ. Si queremos estudiar el

comportamiente del volumen V cuando las dimensiones de 1a
caja varfan, debemos tratar a V como una funcién de las tres
variables x, vy, z. |

el Suponga que tenemos una lamina de metal tan delgada que podemos
representarla como un rectangulo. Sea ABCD C(figura 22) este
rectangul o. Si  aplicamos caler al lado ;AB, el calor se
transmitira a leo largo de 1a Placa. Si deseamos estudiar 1a

temperatura T en algin punto P de la 1lamina, podemos

Figura g2
especificar, lga posicidn de P introducientco coordenadas x, vy por
lo tanto ra temperatura T dependers de X, ¥ pero también variara

con el tiempo t. Asi T es wuna funcién de tres variables

independientes XK ¥y b
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O - & dilecclon $s,42; 2 la curwva
Yy = x - 1, tomando valores crecientes de x; g2 la curwva

Y = x - 5, tomando valores decrecientes de x Cfigura 25>

Figura 25

Un problema de razén de cambio donde Se involucre una funcidén
de tres variables es el siguiente:

CEDd En una regién por donde se mueve un insecto, se ha intro-
ducido un sistema coordenado tridimensional Y sSe sabe que
la temperatura T en cada punto PCx,vy,zd) es Ve, v, 23 =
x;ﬂﬁ+zz—85. Hallar la velocidad con que crece o decrece
la temperatura que actda sobre el insecto cuando éste
ocupa la posicidén C4,-1,3> si recorre una unidad lineal
bor segunds y se mueve siguiendo ad 13 direccidén <1,0,0>;
b2 la dirececidn <0,1,0>; > 1la direccidén 0,045 dd Ta
direccidn <4,12,3>;: e siguiende la curwva X =t + 4,

Yy =t" +1, z = 2 4 3, tomando valores crecientes de S

acercarse a x = 1 pPor dos distintas direcciones, en el caso del

movimiento 4 través de 13 lamina de metal vy en el - caso del

formas diferentes Y no Nnecesariamente siguiendo un camino

rectilineo.

=8



T TE RS Rl  @Slamos interesados en resolver problemas de
razén de cambio donde ge involucran funciones de dos o tres
variables y sge consideraran solo las direcciones Positivas de los

ejes coordenados.

En cilculo de Una variable adamis de resolver problemas de
razones de cambio también se resuel ve el problema de hallar la
€cuacidn de la recta tangente a 14 curva y = fCx> en un punto P de
ella. En cilculo de varias variables ademis de resol ver problémas!de
razones de cambio también se reguelve el problema de hallar 1a
Pendiente de 14 recta tangente 34 una seccidén de una Superficie
Z2=00x, vy ; aunque en esta seccidn sdlo trabajaremos con Secciones en

las direcciones <1,0> ¥y <0,1> de funciones z = PCxevd,

Resol vamos Pues, los problemas C1> vy ¢ Y trabajemos s&lo con
las direcciones positivas de los ejes, los demas casos  se

consideraran en otras Secciones.

Solucidén al problema ¢1)> ad. Que el insecto se mueva en 12
direccidén <1,0> ¥y Pase por (2,3 significa dque se mueva por los
pPuntos del plano Xy de la forma Cx,3). si Pensamos que en e] tiempo

i
estarid en el punto Ct,3> ¥ pPor lo tanto en el tiempo T*=t la

T =0 el insecto esti en el punteo 0,3 entonces en el tiempo T*=t

e
temperatura T que actda sobre el insecto sers TCLd = vyag - 2 _ g =
=vY40 - t?%, Esto significa que la velocidad con  que wvaria la

; dT 1 ;
temperatura en el tiempo t = 2 es B = - 3 Procediendo de
igual manera encontramos que 13 solucidn para 1) b es - %.

Mas generalmente, si se considera el punto (x , y ) én lugar de
[} (=] !

CE, 8, Siguiendo Pasos similares, encontramos que la solucidén para

- i
C1dad es N Y Ppara C1> pd _—
2 2 2 2
49 xo yo . 49 - xo = yo

Solucién al pProblema ¢2da) . Que el insecto se mueva en lga
direccién Sl 5 s Y Pase por el punto C4,-1,3) Significa que se ests
moviendo por ]og puntos del e@Spacio de 1ga forma Cx,-1,3). Si

Pensamos que en el tiempo T = 0 el insecto estd en e] punto

29



T T Tty T ¢ Eabkalla en el punto (t,-1,30 vy

por lo tanto la temperatura T que actua sobre el insecto sera

TOLY=® - 18, por lo tanto la velocidad con que varia la temperatura
en el tiempo t = 4 es g% pag, = 8. Procediendo de manera similar

encontramos que la solucidn para (23 b) es -2 y es B para, C2) e,

Mas generalmente, si trabajamos con el punto Cxo, yo, ZOD en
lugar de C4,-1,3), siguiendo el mismo procedimiento, encontramos que

'la solucidn para (2)ad es 2x , para (2)b) 2y vy para (2) ) azo.
o o )

Podemos decir que lo que realmente se hizo en el problema C12ad

fue: dada la funcidn T = Yég - %% - yz con X, ¥ como variables
independientes, considerar cambics en el valor de x mientras Y se
mantenia fija. En este caso la funcidén T se convirtid en una funcidn
de sdlo la variable x Y la nocidn de razdén de cambio instantinea o
derivada se aplicd a T como funcidén de séle una variable. Para
indicar que estamos considerande la razén de cambioc de T como
funcidn Unicamente de %, usamos las notaciones L3 o Tx ¥ llamaremos

ax
a esta derivada, la derivada parcial de T con respecto a x. Asi para

T = 1/49 - x* - yz R g; = = . De manera similar se

'/4-9—x2—y2
puede hablar de la derivada parcial de T con respecto a y cuyo

simbolo es EI Co T D. En este caso EI = - .4
v

v iy
¥29 = xz = yz

Ya que en el actual proceso de diferenciacidén en el que estamos

interesados no es mas que una deriwvada ordinaria, no necesitamos
conocer nuevas técnicas para calcular derivadas parciales: tenemos
solamente que recordar que al calcular una derivada parcial con

respecto a x, y es tratada como una constante.

La nocidén de derivada parcial se puede extender facilmente a
funciones de tres o mas variables. Asi, si consideramos la funcidn
del problema C2) T = x° + yz + z° - a5y podemos considerar la razdén
de cambic de T con respecto a x o con respectce a y o con respecto a
z. Si deseamos hallar la razén de cambio de T con respecto a2 una de
las wvariables independientes, las otras dos deben mantenerse fijas.

Encontramos entonces que,gz = 2Xy 2 = 2y Y 2= 2z,

Ix 3y 5
b BIBLIOTE!
] DE CIENCIAS EXA!
" Y NATUREL
30 BL SABER DE MIS HUOS
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- T T T i eaallon Sse exXliende a derivadas de

orden superior. Sji consideramos 1a funcidén z = ¥ 4 Exyz, tenemos
=, B IV 8y2 v zy = 4dxy y podemos Preguntarnos por 1la derivada
parcial de 2, ©On respecto a x que se indica por zxx. Asi la
‘derivada parcial de Z, ©on respecto a x es B 8x. Podemos
preguntarnos por 1la derivada parcial de zy con  respecto a vy
representada por zyy Y en este caso zyy = 4x. Hay sin embargo, otras
dos derivadas parciales que pueden ser consideradas. Ya que L

también es una funcidn de X ¥ ¥y podemos Preguntar por la derivada

parcial de z con respecto a y. Esta derivada parcial se indica como
X

=z Y en nuestro ejemplo ny = 4y, De igual manera podemos
Xy :
Preguntarnos por 1la derivada parcial de Z c<con respecto a x szyD v
: ¥
a que z = 4dxy, =z = 4y,
Yya q n =y - b g

Hemos  usado 1a notacidén gz v 72 asi como =z b zy para las
x

ay

primeras derivadas parciales de =. Para las Segundas deriwvadas

parciales existe la notacidn correspondiente:

A %z 8%z
y »F  ayex  axey | ay?
En el caso de Lt Se debe entender que primeroc se halla a2 Y luego
ayax 3 ax

se halla la derivada parcial de g; con respecto a y. En 1la notacidén

Z se debe entender que primero se halla = Y después 1la derivada
Xy x

parcial de z con Fespecto a y.
x

Interpretacién geométrica de 1a derivada parcial

Queremos saber que significa geométricamente g; e, ¥, si

o <
Se sabe que z = Flx,¥) esta definida en una regidn del planc en la
que estid el punto (xo ¥ yol Para lograr 1o QUe Nos  proponemos

consideremos la seccidn C1 en la direccisn <1,0> en el punto C0O, 3>

—ay

de la superficie Z = ¥ 49 - % _ yz Y tracemos una recta l1 tangen-—
te a C1 en el punto PiCE,3,63 Cver figura Z26Cal). Se quiere saber
cual es lg Pendiente de 1a recta 11. Sabemos que 1la ecuacidn de la

2

Seccidn C1 &S =z, = 40 - ¢ Cver fig. 26Cbd)> Y por el calculo de
una variable 14 Pendiente de 1 e< dz* Sy - De manera simj-
§ dt |t=2 -

lar, si se tiene la seccidén C2 en la direccidén <0,1> en el puntao
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Figura 2BCa) Figura 26Cbd
- y/ 2 2
€2,03 de 1la Superficie z = Y49 - x* — Y ¥ Se traza la recta l2 tan-

gente a CZ en el punto (2,3,6) encontramos que sy pendiente es —%.

Mas generalmente, si en  lugar de CE« 2B Se escribe

P[ﬁo, v o, ¥£9 - %% _ Y - ] Y se considera la seccidn Ca en la
(o] (=] o

direccidén <1.0% en el punto CO, Y ) de la superficie z=¥£9 - x® - yz
o
entonces se puede cencluir, haciendo pasos similares, que la
= 4
pendiente de la recta l3 tangente a C.'3 en P es o d . De
‘ 2 B
729 - ¥,
manera similar, si se considera la seccidn CZ.4 en la direccidén S O
s V/ 2 7
en el punto Cx , 0) de la superficie =z = 49 - X7 - b'% Y se traza
o
la recta 14 tangente 2 C4 en el punto P encontrames que su
s i
pendiente es
Vig -x?% - p #

gz ;
5§(x " yo) Fepresenta la pendiente de la recta tangente en el punto

< ., ¥, o fCx , y23) de 1a Seccidn en la dirececidn €1,0> en el punto
o o

2



Sobre la definicidén de derivada parcial

Si queremos dar una definicién de derivada parcial con respecto
a X de una funcién de dos variables zZ = flx,y2?, ¢ésta debe ser
adecuada en el sentido de que refleje lo que queremos y lo que
queremos es que la derivada parcial con respeclto a x de =z = flx,yd
en (xo, . ) nos déf el valor de 1la pendiente  en el punto
(%y)%,fo Q;)) de la seccidén C en la direccidn <1,0> en el punto
0, yoD de la superficie z = fix,y,) y también nos d& el valor de:la
razén de cambio de z = f(Cx, Y2 con respecto a x en el punto Cx 5 y;).

Decimos esto porque cuando se halld la pendiente de 1a recta

——

: /!
tangente en el punto [%O, Y ., Y49 - x % — v = ] de la seccidn en la
o (=] (o)

direccidn <1,0> en el punto CO, v D de la superficie z = Y49-x° “yz ’
[a]

~3
estuvo dada por g;- Tt ¥ a = » igual respuesta se

?QQ &= ng = y:?

obtuve cuando se hallé 1la razén de cambic de la temperatura

»

T=¢£Q - x> - yz con respecto a x en el punto Cx y J.
o
Para poder dar 1la definicidn que se desea, sirve el recordar

que en el calculo de una variable se presenta una situacidn similar-

la razén de cambio de Y = fCxD> con respecto a x en X = X vy la
[ <o
pendiente de la recta tangente a y = f(x &N X = x es la derivada
o
de v = £(xD con respecto a x.

Por lo tanto lo dnico que tenemos que hacer es adecuar la
definicién de derivada del calculo de una wvariable a esta nueva
situacidn. En cilcule de una variable se tomaban dos puntos
P(x,fCxXD) ¥ Q (x + h, fCx + hD) sobre 1la cUrva ¥y = fix3, se hallaba

la pendiente mCh) de la recta que pasaba por estos puntos

FCx+hd) - £C:0

mChd = T e Y finalmente 1la Pendiente m de la recta

tangente a la curva Y = fCxO en el punto P estsi dada por 1im mCh).
h-0O

En este caso si queremos hallar la Pendiente de la  recta

tangente a la curva C en el punto P(x ; yo, foo, Yy D), tomemos otro
(e}

puntoe de la curva cC, CKXO + Yoo fCx + h, y2). La pendiente
(=] o
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mi nJ de la recta que pasa por P v Q esta dada por
TLR i @Y o i<, ¥

mChl = = = Y la pendiente m de la recta tangente a

la curva C en el punto P estid dada por lim mChd. De aqui que la
h-+0
definicidén que escogeremos para derivada parcial con respecto a x de

z = fC(x,y) seréa:

DEFINICION. Sea f una funcidén de dos variables. La deriwvada parcial
de f con respecto a x en (X, ¥ ) esti dada por
(o] (s}
of f(x_ + h, Y~ rlxe, ¥

5= (¢, ¥ ) = Lim
ax o (= i) h

Trabajande de manera anidloga podemos llegar a la definicién de

derivada parcial con respecto a y de una funcidén z = fCx, ¥D en un

O, ¥, + k) = £0x . y)

o, )
k

punto (x , ¥ ) v se obtiene ﬂ:{x » ¥ ) =Lim
o o 3y s o Bl

Se puede hacer una discusidn parecida 2z la anterior para
definir 1la derivada parcial con respecto a x de una funcién
w = O oy, =D en el punto ., v, z), para obtener

(] o o
f(xD + hy, Y » zo) - f(xo, Y_ zo)
h

ar
= R 5 A ) = Lim
av o o ° MoO

PDefiniciones similares podemos hallar para % (2 ¥u 29 Y para
Lo o o

af
=z Yo 2.
3. DERIVYADA DI RECCIONAL

zZ = fCx, yd en el punto Cxo, yo) cuando Cx, ¥D toma valores en 1a
direccidén de alguno de leos ejes X o y. Ahora nos proponemos hallar
la razén de cambio instdntanea de z = fCx, ¥ en un punto (x .,y 3
cuando Cx, Vv toma valores a lo largo de una recta que pasao pSP

Cx ,yoD. Veamos primero un problema particul ar.
(=]
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S TTETEEe s e dkde @n grados  y las distancias  en
centimetros . Calcule la velocidad con que el insecto siente que
crece o decrece la temperatura cuando pasa por el punto (2, 3 =i ge

mueve con una rapidez de 1 cm. por segundo.

Si acordamos en decir que en el tiempo t = 0 el insecto estid en
C2, 3D entonces tenemos que decir que en el tiempo t el insecto esta

=3 4 ; 3 4
(=351 C2,3) + t,(‘—5'- » g), es declr, en Ca G 2 é"t, 3 + gt).

1 3 2 4 2z
f ! —-(2+= +—t,
Por lo tanto en este punto la temperatura es T=¥//4g (2 St)4{3 8 )

= 7@6—7.2t—t2_ Calcular la velocidad con que cambia la temperatura

en (2, 3) equivale a encontrar la derivada de T con respecto a t y
s B 3

evaluarla en ¢ = 0. Como T'Ct) = - S0 y T’COD = 5 entonces

7/36*7.8t~t

——

2

la solucidén al problema planteade sera =2 grados por segundo.

&
30 El problema de hallar 1la razén de cambio instantanea de
z = flx, ¥J en (x, xg cuando C(x, y) toma valores a lo
o

largo de una recta que pasa por (xo, yg) lo podemos
plantear también de la. siguiente manera. Un insecto se
mueve en linea recta en la direccidén <a,b> sobre una placa
de metal plana que esta sobre un plano coordenado xy. La
temperatura z en el punto Cx,yd esti dada por z=fCx,yJ,
donde la temperatura se mide en grados ¥ las distancias en
centimetros. Hallar 1la v?locidad con que el insecto siente
dque crece o decrece la temperatura cuando pasa por el

punto (xo, y;) si se mueve con una rapidez de 1 centimetro

pPor segundo.

Acordemos en decir que cuando el insecto ests en (X, %) el
o (o]

tiempo t = 0O, as{, en el tiempo t el insecto estard en el punto
at BT, .
P% + n R # ] ¥ la temperatura que siente el
¥a® + p® ¥a® + p?
insecto en este punto es z = f[x + il I ———EE——m ], por
(=] o
éz + B2 gz & B2
lo tanto calcular 1a velocidad con dUe crece la temperatura en
dz ‘
Cxo, y;) est4 dada por at-t—o. En las siguientes pPaginas




{ et dt|t=o' =i Lemlnos de zx(xo,y;) Y

z (X .y ).
Y o <
Veamos ahora un problema de geometria. Encontremos 1a pendiente

de la recta tangente en el punto PC2, 3, 6) a 1a seccidn C en la

direccidn <3,4> en (2,3 de la superficie z = Vigi— B -~ yz'

En las figuras 27Cad y 27¢Cb) se muestra la curwva C Situada en

el espacio Y después se muestra cuando Se toma como marco de
referencia a los ejes t - Z4+ De acuerdo con 1o que vimes en el

capiftulo anterior, la ecuacidn de la seccidn C es

—_

Zye = 7/36 - 7.2t - t2%, Las coordenadas de P con respecto al ‘plano
t = Ze Son CO,8d, ya que las coordenadas de los puntos del espacio
con los puntos del plano t - Z,» ©estan relacicﬁadas por las ecuacio-

nes Cx, yd = €2, 3 + t(g, %} Yz = 24 Por lo tanteo 1a pendiente de

la recta tangente a C en P es 92 =-

4> Consideremos 13 Seccidn C en 1la direccién <a,b> en el
punto (xo, y;) de la superficie Z = fCx, ¥); tracemos i3
recta ¢ tangente a C en el punto Pix 5 v, (<, v )» v

o o) < (o

®@ncontremos la pendiente de £.

C estia dada por =z = f[x ¥ &l .y o+ bt ] e
< o
1/ a2+b2 / a2+b2
coordenadas de los puntes del plano t - Zs% ©Stan relaciocnadas con

SUS  coordenadas con respecto al eSpacioc xy=z Por medio de ]1as

Scuaciones (x, y> = Ex - s . + Bt ] J v
o (o]
¥ az+b2 a®+p?
2 = zZ, por lo tanto las coordenadas de P(x , vy, i<, v »
(=] (=] (] [a]
Fespecto al plane t - Zx Sson (0, f(x, ¥ ), de agqui gue 1z
[=] o E
dz* _
Pendiente de 13 recta ¢ tangente a C en P sea b T Mis delante
dz* RD
hallaremos una exXpresidén para —- en términos de = {% 5 " § 3%
ot £ =& x" o 1)
zy(xo, yo)
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Ahora nos proponemos dar una definicidén de la derivada

direccional de z = f(x,¥D en la direccién <a,b> en el punto (xo, yo)
Ets
Y queremos que signifique g% donde z=f [xo+ —EE—, y0+ ——-—]
t =0 éz+bz éz+b2

que fue la solucidn tanto del problema de razdén de cambio
planteado en (3> como del problema de hallar la pendiente de la

recta tangente discutido en C4D.

Como g% representa la derivada de una funcién real de vari able
real, sera de utilidad recqrdar tanto el concepto como el
significado geométrico de la derivada de este tipo de funciones.
También nos servira trabajar con la grafica de C con referencia al

espacio tridimensional y al plano t - z*Cver figuras 27Cad y 27Cbd)D.

Figura 27Cad Figura 27Cb)

Como queremos que la interpretacién geométrica de la derivada
direccional de z = fCx, ¥2 en la direccidn <a, b> en el punto
(xo, yo) Sea la pendiente de la curva C de C4> con respecto al
sistema t - z, definido en (4), tenemos que escéger‘ dos puntos P y Q

sobre C digames P(O, z L03) ¥ Qh, z, Chd). CVer figuras 28Cad, Cbd)
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 Zs Zy
P(0, Z«(0)) P(0, Z«0))

N\

(h, Zs(h))

Figura 28Cad Figura 28ChHD
La pendiente de la secante PQ que denotaremos por mChd es igual a
Z*Chj = Z*COD

g~ ¥y la pendiente de 1la recta tangente es igual a

lim mCh) © sea l1lim Z*Chj - Z*COD
h-0 h-0 h

Ahora solamente tenemos que traducir las coordenadas de P v Q

Cque estan escritas en el sistema t—z*D al sistema de ejes x, v, Z.
PLa., z*COD) seria P(xo, X f(xo, y;)), lhis Z*COD) serfia |
Qlx + Bh y ¥ + Bh ,f[}( + ah s N +.__ﬂa_.__]
. / z ° 2 2 ° i 2 ° /2 2
S B a + b a + b a + b
Y la longitud h es la misma en ambos sistemas. Por lo tanto la
expresidén para limZ*Ch) B Z*COD en el Sistema de ejes x, vy, 'z
h-0 h
sera:
(=] o
- AR
lim
h-0 h

Ya podemos dar una definicidn de deriwvada direccional, sdélo que en
lugar de escoger un vector arbitrario <a, b> nos conviene escoger un

vector unitario para que nuestra definicion resulte mis compacta.
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DEALINICION. Sea f una funcidn de x, v Y A = <a, b> un vector
unitario, entonces la derivada direccional de f en la direccidén A

en (xo, yo) denoctada por DAf(xo, yo) esta dada por

f(xo + ah, Y * bh) = f(xo, yo)
h

D f{(x, v)=Lim
- ° o h+0
En célculo de una variable se usan técnicas de derivacidn para

hallar la derivada de una funcidén sin necesidad de obtenerlas
direétamente de la definicidén. Nosotros también veremos cdmo hallar
la derivada direccional por un camino mis rapido que el que nos

proporciona la definicidén.

Veamos un problema de razén de cambio donde se involucre una
funcidn de tres variables. Consideremos el problema C2) d) planteado

antericormente.

Cuando el insecto esté en C4, -1, 3 siente una temperatura

igual a 1. Después de t segundos de haber pasado per (4, -1, 3 se

encuentra a t unidades de C4, -1, 33 y siente una temperatura igual

% 2 z
_ 4 12 3 L2

aT= [4- + ﬁt] + [1 + ﬁt] + [3 =+ ﬁt] es = i, '_"' et % 1. Por

lo tanto la razén de cambio de T con respecto a t en t = O es

dz, s z

Hfl = 2. A la razén de cambio de T = t2 + 2t + 1 con respecto a

t =0
t en t = 0 también la llamaremos razén de cambio de T = x2+y1+22—25

en (4, -1, 3 en la direccidén <4, 12, 3>.

Se puede plantear un problema mis general <si se considera a
w = TCx, y, 2D en lugar de T = x2+yz+zz—85, (xo, Yo» zo) en lugar de
C4:, —1, 3 y <a, b, > en lugar de <4, 12, 3>, en cuyo casoc la
témperatuna que siente el insecto después de haberse alejado t

unidades de distancia de ., ¥y, z) es
(=] <o o
2 T[x " at . bt z & ct ]
o -
2

+ »
2 2 2 - 2 2
2 2 2
Vg + b o+ Vg + b" + ¢ a + b + ¢

por lo tanto la velocidad con que aumenta o disminuye la temperatura

— o

que actla sobre el insecto cuando ocupa la posicidén (x, vy, =z P,
o < <

dz
ta d el
est4 dada por 3t

t =0
A la razén de cambio de T con respecto a t en Lt = 0 que se
acaba de encontrar también le llamaremos derivada direccional de

w=T0x, v, 22 en(x, v, z ) en la direccidén <a, By w5,
o o] o
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llegar a la definicidén de derivada direccional de una funcidn de

tres wvariables. No lo vamos a Sseguir, pero es similar al que
seguimos cuando dimos la definicidén de derivada direccional para
una funcidén de dos variables. Sin embargo escribiremos una

definicidn.
DEFINICION. Sea f una funcién de X, ¥, Z vy A = <a, b, &> un

vector unitario, entonces la deriyada direccional de f en 1la

direccién Aen (x , vy , =z ) denotada per D f(x .y ,z ) esti dada por
o o o A < o o

f(x + ah, ¥ + bh, =z =+ ch) - f(xo, Y, Zo)
Df(x, v, z)=Lim 5 o 2
A ) o o h
h-0O

Aunque la definicidén nos proporciona un método para hallar la
derivada direccional de una funcidén’ de tres variables
desarrollaremos después una técnica para calcular la deriwvada

direccional de manera m&s rapida.

4. PLANO TANGENTE

—y.

Consideremos la sSuperficie S z = ¥/49 - - yz Y un punto P
de ella, digamos P2, B, B3. Shbemos por geometria analitica que

2x + By + 6z = 49 es la ecuacidén del plano tangente a2 S1 en el

punto P.

Sean C la seccidn en la dirececidén <a, b> en el punt5 2, 32 de
la superficie S1 Yy £ la recta tangente a C en el punto P. Se desea
saber qué relacién existe entre la recta tangente ¢ vy el plano
tangente 2x + By + Bz = 49. En el caso particular <a, b % <1l: @y,
se obtiene una seccidn C cuva recta Z tangente a C en P ﬁiene por

ecuaciocnes paramétricas a x = t + 2, y = 3, =z :—j—L-t + B. Estas

3
ecuaciones satisfacen la ecuacidén 2x + 3y + Bz = 49, por lo que
podemos concluir que la recta tangente Z estaA contenida en el plano

tangente a la superficie S en el punto P

En el caso partlcular fa, brFr = €0, 1y, =e obtiene una seccidén
C2 en P tiene por ecuaciones parametricas a X = 2, y = 3t + 3,
z = - = * 8. Aqui también sucede que la recta tangente Z esté&
contenida en el planc tangente a 1a superficie S en el punto P
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T T TEET o EErELeL,y La IPecta ¢ tangente a la seccidn € en la

direccidén <a, b> en el punto C2, 3D de 1la superficie S1 tiene por

ecuaciones parametricas a X = at + 2, Y = bt + 3 v
z = (—§ a—;— b)t + 6 que también satisfacen la ecuacién del plano
2x + 3y + Bz = 49, por lo que se puede concluir que todas las

rectas tangentes a 1la superficie S1 en el punto P pertenecen al

plano tangente a la superficie S en el punto P,

En lo sucesivo se estara interesado en Superficies que tengan
planos tangentes no perpendiculares al plano Xy en cada uno de sus
puntos. En cada caso, al igual que la Superficie S que se acaba de
con31der~ar el plano tangente 4. una superficie S en un punto P de
ella, estari formado por el conjunto de todas 1as rectas tangentes a
S en el punto P. En el apéndice 1 se haria una discusidn sobre el

concepto de plano tangente.

La discusién sobre el Plano tangente a 1la superficie S en el
punto €2, 3, 6) sugiere un camino que nos permite hallar la ecuacién
del planoc tangente a una Superficie S z = fCx, Y2 en un punto
(xo, ¥ zo) de ella. Hallemos, pues, la ecuacidn del plano tangente
a la superficie S z = fCx,yd en el punto P(xo, Y» f(xo, yo)).

Como el plano tangente a S en el punto P contiene todas las
rectas tangentes a S en el punto P, debe contener 1a recta 61
tangente a la seccidn C en la direccidén <1, 0> en el punto P de la
sSuperficie z = f(x, y) Y también debe contener 1a recta .f,' tangente
a la seccién C2 en la direccién <0, 1> en el punto P de 1la

superficie z = fCx, y2. Como las ecuaciones paramétricas de ¢ sSon

ar
o= b # x_ Y o=y, B S [&(Xo, yo)]t * f‘(xo, yo) Y las de Jz son

af

= = + =

b X ¥ o Yo» Z [—(ixo, yo)]t + f(xo, yo) entonces la
ecuacidn del plano que contiene tanto a é’i como a3 32 €s, por

geometria analitica, =z = [g}%x . y)](x = x) + [—(X > y)](y = ¥ )
(=]

+ f(xo, yo), que es la ecuacidn del planoc tangente a S en P.
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Figura 2g.

Planeo

tangente 4 B = OCH v an un punto p

4=

s
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En esta seccidén se motivara el concepto de difererncial para
funciones de deos o tres variaples por medio del concepto de

diferencial Qe una funcidén de una variable. Se usari e] concepto de

aproximados. Se darén argumentos geométricos Para hallar una

expresidn analitica para la diferencial de una funcidén de dos

Y = L2 que pasa por P(xo, fCﬂQD’ tangente a 1a curva v = £Cx) en
P, es la "mejor aproximacién lineal " para y = x> cerca de s » para
<

decir que LCx +Ax) - LCxOJ es la mejor aproximacién lineal para
(o]
-+ p—
foo+Ax, Y, AyD f(xo, yo)
Como la ecuacién Yy = LCxD de la recta tangente es
LCxD = £rCx > Cx=x D + fCx >
o o (o]
S& concluye que

Lix +A3%) -~ Lex D = [£7Cx% 3TAx
2 < <

Y=1L(x) , Y= 1)
Y, |
=tix) Yo L(X)
P [}
! |
I ]
: -
! :
4 ]
: |
L L ‘L—x ‘—~x
o Xo Xo+ A X o

Figura 30. En 1a figura, AQ Figura 31, pn la figura, AQ
representa a fC(xo+AxD—f(x O Fepresenta a fC(x +AD =% I
o o <S>

y RT al diferencial dy. Y RT al diferencial dy.



bkt X JiAX se le llama diferencial dy d& v = f{x) en x = x con
<

incremento Ax. Si se usa dx con el mismo significadao que Ax resulta

dy = [}’Cx D]dx. En las figuras 30 Y 31, se da una interpretacién

geométrica para la diferencial dy de una funcidén de una variable.

Usemos, ahora, el concepto de diferencial de una funcidén de una

Az = foo+Ax, yO+AyD = f(xo, y;)
donde

Z = flxuy) = % 4 yz

Para lograr 1o que se deseaz, consideremos Unicamente los puntos
del plano Xy que ;estén en la rectas que  pasa por (xo, Y ) vy
Q
(% +#lse, +tAY) v log correspondientes valores fCx,y¥) asociados a
[e] [a]

ellos. Ver figura 32. Luego, construyamos un Sistema de ejes S*z* de

= o e

AZ
f( xo+ax, Yo+ AY)

Figura 32. m Segmento RQ represents a Az,

la siguiente manera;: en  la recta dYe  pasa por (xo, ys) v
(xo+Ax,yo+Ay) seleccionemos como  direccidn pesitiva, 1a direccidn
del vector con Punto inicial en (xo, y;) Y punto final en
(xo+Ax,yo+Ay).‘numeremcs dicha recta con la misma escala con 1la que
S€ numeraron los ejes xyz vy asociemos al punto (x;, yg) el numerc
cero. Asi, hemos definido un eje numérico, que llamaremos eje S. De

aqui que las coordenadas S de los puntos del eje S con las

coordenadas (x,¥) de los puntos del mismo eje S, estin relacionadas
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por medio de las ecuaciones

SCA CAYD
X = X + oo . Yy =y + SLay
° 2 2 s 2 2
‘é AXD T +CAYD '/C AxD T +CAYD
S los valores de Z asociados a los puntos del eje = los
denotamos por medio de Zy Ces decir hacemos z = z*D , entonces, ya se

pueden traducir las coordenadas (x,y,z) de los puntos de la figura

32 a coordenadas CS,Z*D. Asi, el punto P tendria coordenadas

(0, f{x ,v¥v ));: © tendria coordenadas [1/CA><32+C;5,y32 " f(xo+Ax,yo+Ay)],
< o
la curva PQ que es la seccidn en la direccidn <Ax,Ay> en P(xo, yo)
de la superficie z = flx,yd = &+ yz tendria por ecuacidén Cver
seccidn 3 del capitulo ID a
CAXD + vy CAyD
- = 35 + 28 = - - + xz = yz
2 21 o (=]
‘/Cf.‘oc) + CAyD

Asi, hemos reducido el problema de trabajar con una funcidén de
dos variables a trabajar con una funcidén de una variable. Veamos la
figura 33, donde hemos trazado una recta tangente en P a la curva PQ
que nos dara una idea de cdédmo calcular un valor aproximado para

Az = Az*.

Z g

T §=0 J
8=/ (AX)% (aY)2

Figura 33. El segmento RT representa a dz*.
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Ll conceplo de diferencial del calculo de una variable vy la

figura 33 nos sugieren que RT es la "mejor aproximacidén lineal' para

Az* = Az, que en la figura 33 esti representada por el segmento RQ,.
Pero
vd
2
RT = Ezgm JAS
s=0
donde
AS = /cmoﬂcaw?
Por lo tanto
RT = 2x (A0 + 2y CAyD
(o] o
oz 3z ‘
= + |E£ A
Ce3 . [&(xo, yo)] Ax [ay (x@, yo)] Y
donde ]
2 2
Z =R oy

Por lo que podemos decir que (13 es un valor aproximade, usando
diferenciales, de Az. A C1) le llamaremos la diferencial de z= x2+y2

en (X , ¥ ) con incrementos Ax y Ay.
(=] [=]

Ahora, gqueremos hallar un valor aproximado de
| Az = f(xo+Ax yo+§y) - f(xo, y;)
para una funcidén z = fCx,y), usande el concepto de diferencial de
una variable. Sera de utilidad 1la figura 34, donde estan
representados los puntos de la recta que pasa por (xo, yo) v
(xo+Ax, yo+Ay) Y sSus correspondientes valores de Z asociados a

ellos. Se quiere hallar un valor aproximado para Az representado en

la figura 34 por el segmentc QR y 'serd la medida del segmento RT,

fix,r)
A

( Xo, Yo ) (Xo+AX, Yo+ AY)

Figura 34
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sugerida por el cilculo de una variable, la que se escogera como

valor aproximado para Az y le llamaremos, la diferencial dz de z =

fCx,¥) en (x , y ) con incrementos Ax y Ay.
Q o

Calcularemos la longitud del segmento RT, utilizando el hecho
de que la recta PT tangente a la curva PQ en P est4 contenida en el

plano tangente a la superficie z = fl(x,yD en P. Por lo que la

longitud de RT serd igual al incremento sobre el plano tangente a la

superficie z = fl(x,y) en P. Asi, si

_ Jef . af _
Z* = [&(XC,, Yo)] Cixe XOD + [@(Xor Yo):lc)’ YOD o f(xO’ Yo)

es la ecuacidn del plano tangente a z = flx,y) en P entonces

RT = z*(xoﬂbc, yo+£\.y) = z*(xo, yo)

= [gf—x(xo, yo):lA.x + [%g(xo, yo):IAy :

Lo anterior nes ayuda a dar la siguiente

DEFINICION. Sea z = flx,yD. Se llama diferencial dz de

z = fl(x,y) en (xo, ¥ ) con incrementos Ax y Ay a
o

dz =[—Z—fx(xo, yo)] Ax + [—Zf—y(xo, yo)] Ay.

Si le damos el mismo significado a dx y Ax y hacemos lo mismo
para dy y Ay, entonces la diferencial dz de z = fCx,¥) en (X ,y )
< Q

con incrementos Ax y Ay toma la siguiente forma

dz= [gf—){(xo, yo)]dx + I:g-—{xo, yo)]dy.

fix,y,2z)

s A

W
(Xo+AX, Yo+AY, Zo+AZ)
S j(Ax}'+ (av)®: (az)%

Figura 35.El segmento RT representa el diferencial dw de w=fCx, y,zD.
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S AT mEEmeaEaEs ;s ael Mida apdl Uallilaclall palta AW = r(xo+Ax,
YO+AY’ 20+Az) = f(xo, Y zo) donde w = fCx,y,zd = x° + )3 + zZ,
utilizando el concepto de diferencial de una funcidn de una
variable. Para ello auxiliémonos de la figura 38. Vemocs, a partir
de la figura 35, que estamos ante una situacidn que es similar al
problema de hallar una aproximacidén para Az :f(xo+Ax,y6+AyD—f(xo;yo)
donde z=fo,y)=x?nF, sdlo que ahora, tenemos que definir un eje S
.en la recta que pasa por (xo, Y_» zo) ¥ (x°+ Asxc; y;+Ay, 20+A2).
~hallar una funcidén z, = f(S) para la curva PQ vy una ecuacién zi=fCSD
para la recta PT tangente a la curva PQ en P. No haremos estos
pasces, porque seria sdlo repetir lo que se hizo cuando se halld una
aproximacién para £(x_+ Ax,y + Ay) - f(xo,yo) siende fCx,y) = x+ y°
'yz. (se puede ver la seccidn 6 del capitule I para ver cémo se halla

'una ecuacidn z, = TCS3 para la curva PQ.

Por el calculo de una variable, la longitud del segmento RT es
la mejor aproximacidén lineal para RQ Cver figura 35). De aqui que la
longitud de RT representa geométricamente lo que llamaremos la
diferencial dw de w = flx, ¥, 2> = x° o+ yz + z% en txo, Y, 20) con

incrementos Ax, Ay v Az.

Después de hallar las ecuaciones de la curva PQ y de la recta

tangente PT con respecto al sistema de ejes S—z* de la figura 35

encontramos que

oo [ o i [ e v w o [ e 2]

| st (=] o o

donde

W= £ 0y, 2d) = 2 + yz + z?

Con ayuda de la regla de la cadena que se estudiarid mas delante
Yy el concepto de diferencial de una funcidén de una variable, se

podra encontrar que:

af ar ar
d = 2 » > s x
e [a){ J(o y-o ZO)J ax +[ ay (Xo ‘yo Zo)] Ly +[ az Cxo > yo’ zo)]
es la "mejor aproximacidén lineal' para Aw, donde w = fix,v,22. A dw

le llamaremos la diferencial de w = flx,y,z) en (x, Y » Z ) con
o (=] (a]

incrementos Ax, Ay vy Az,
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Ytlllcemos lOS conceptos de diferenclal para funciones de dos y
tres wvariables para resolver algunos problemas sobre valores

aproximados.

Calcular el volumen del material necesario para fabricar un
vaso cilindrico de las dimensiocnes siguientes: (ver figura 36) radio

interior del cilindro R ; altura interior del cilindro Ho-
o

»

espesor

de las paredes y del fondo del vaso, K.

—eg pem— [ Ho
;-'K
f
Figura 386

SOLUCICN: Vamos a dar dos socluciones, la exacta Y la aproximada.
Para hallar la solucidn exacta encontremos el volumen del cilindro
interior y el volumen del cilindro exterior y restemos el volumen
menor al volumen mavyor. Asi, tendremos que el volumen del material
necesario para fabricar el vaso es
2 2 z z z a
mCR +KD"CH +KD - 7aRT H = nC2R H K + R°K + H K® + 2R K° + K™
o (o] o [e] o O o o <
Demos ahora una solucidén aproximada para el volumen del
cilindro exterior -volumen del cilindre interior. Sabemos que el
volumen de un cilindro circular recto de radio PR Yy altura H es

VCR,HY = nR%H. Asi, queremos hallar un valor aproximado para

VCEO+K,HO+KD—VCRO,H J ¥ el valor aproximade lo da 4V, que es igual a
g ;

SRS
OF

R ,H )| dr +
o (o]

Q
2

R ,H )| dH, pero
o o

v
VR \HY = 2nR H |
aEOO o o

Q| @
g3

R,H)=naR® y dR =dH = K
(=] o

o

Por lo tanto 4V = zgR

&

K + nR°K = n(@R H K +R%K).
< o O o

[ 3N o]
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Si comparamos los valores exacto y aproximadoe que hemos
encontrado, dando a R €l valor de 4 cm, a H = 20 em y a K = 0.1 cm. .,
vemos que el valor exacto del volumen de material necesario para
fabricar el wvaso es 17.88ln y el valor aproximado es 17.86n. Como
17.6m estid entre el 88% v el Q8% de 17.881w1, podemos decir que dV da

un valor aproximado con un error menor del 2% del valor exacto.

Vamos a resolver otro problema. El radioco de un cilindro
circular recto se mide con un error maximoe de 2% Yy la altura se mide
con un error mixime de 4%. Estimar el porcentaje maximo de error
posible en el volumen calculado de V debido a estos errores.
SOLUCION: Sean r, h y V el radio, la altura vy el volumen verdaderos

del cilindro y sean Ar, Ah y AV los errores de estas cantidades.

Sabemos que {§£| < 0.02 vy i§2| = 0.04. Se quiere estimar el maximo
valor posible de |$EJ Yy sabemos que |$E| x |§E|_ Como V=nr2h,
dV=2nrhAr + ﬂ?zﬂh, por lo tanto é% = ?&r # %ﬁh, asi

i Sar ¢+ 2an| £ 2 1AL 4 188 o6 625 4+ 0.04 = 008

v o h r h

Por lo tanto el porcentaje maximo de error de V es

aproximadamente 8%.

(Xo,Y0,0) ¢
o \- A (Xo+Ax, Yo+ly,0)

X

Figura 37. Interpretacidén geométrica de la diferencial de una

funcidn de dos wvariables.
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6. GRADIENTE

Nos proponemos definir el concepto de gradiente, primero,
para funciones de la forma z = ax + by + ¢ vy después para funciones
z = fCx, ¥ usando argumentos geométricos. Vamos a abordar el

problema del gradiente para funciones particulares de tres variables
y el caso del gradiente para una funcidn w = flx,y,zd lo atacaremos

después de que veamos la regla de la cadena.

Resolvamos el siguiente problema. Considere al conjuntoe £ de
todas las rectas que estéan en el plano nr, z = 128 - 2x - 3y y que
pasan por PC1,2,4>. Si un insecto est4 en P ssobre qué recta en £
debe moverse el insecto para que suba por la recta de maxima
pendiente? Podria uno pensar que posiblemente no existiera tal recta
pero de la figura 38 podemos decir que en un plano, tal recta si
existe ¥ gque es aquélla que al proyectarse scbre el plano xy

es perpendicular a las curvas de nivel del plano.

L=ax+bytc

PR\

Figura 38. Interpretacién geométrica del gradiente para z=ax+by+c.
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En el caso del plano nn, z = 12 - 2x - 3y, los vectores <(-2,-3>,
{2,3> y en general k<{-2,-3> con k # 0O son vectores perpendiculares a
las curvas de nivel del plano 1, por lo tanto podemos concluir gque
si a (X,y) se le dan valores en la direccidn k <-2, -3> con k > O,
los wvalores de =z c¢recen mas rapidamente que en cualquier otra
direccidén. ;Qué podria decir de los valores de z, si a (x,y) se le

dan valores en la direccidn <2,3>7

Hemos concluide a partir de la figura 38 gque todos los
vectores de la forma k<{-2,-3> con k > 0 apuntan en la direccidén de
madximo crecimiento de z y que son perpendiculares a las curvas de
nivel del planoc. Hay un vector de la forma k<-2,-3> que queremos
privilegiar con un nombre porque tiene dos propiedades mias que no
tienen los demds. Sabemos que el 4angule agudo que forma el plano
z = 12 - 2x - 3y con el plano coordenade xy es & = arctan 714
ademids sabemos que si el insecto sube por la recta ¢ de mayor
pendiente, z esta creciendo a la maxima velocidad posible y ésta es
igual a la pendiente de 1la recta ¢ cuye valer es v14. Pero
VTZ=||<—2,~3>|], de donde podemos decir que: <-2,-3> tiene cuatro
propiedades importantes.

15 Apunta en la direccidén de maximo crecimiento;

2) Su magnitud da el valor del maximo crecimiento;

33 El 4ngulo agudo que forma el planco z = 12 - 2x - 3y con el

plano xy es arctan ||<-2,-3>|

| 42 Es perpendicular a las curvas de nivel del plano z=12-8xX-3y.

En los siguientes renglones le vamos a dar un nombre al vector

C=2,=3>.

Consideremos un caso mas general. Supongamos que un insecto

esta en un punto P(xo, Y o, zo) del planc z = ax + by + ¢ y queremos
o

saber por cuadl de todas las rectas del plano z = ax + by + c que

pasan por P debe moverse el insecto que se mueva por la recta { de
maxima pendiente. La figura 38 otra vez nos ayuda a concluir que la
proyeccidn sobre el plano xy de la recta ¢ es perpendicular a las
curvas de nivel del plano z= ax + by + ¢, pero cualquier wvector de
la forma k<a,b> con k # 0 es perpendicular a las curvas de nivel de
zZ = ax + by + ¢, por lo que concluimos que z crece mis rapidamente

si (x,¥) se mueve en la direccidén <a,b> o <-a, -b>. Si evaluamos a



obtenemos =z = aCxo + tad + bCyo + £b3 + o = t(az + bz) +
(axg & byo + <€) y podemos decir que z crece si t es positivo,
decrece si L es negativo y no cambia de wvalor =i ¢t = 0. Este
resultade nos ayuda a decir que z crece mas ridpidamente si damos

valores a Cx,yD en la dirececidn <a,by. Como Yya sabemos que z crece

mas rapidamente en la direccidn <a,bd>, es natural que nos

preguntemos por su valor, esto es, que hallemos la derivada

direccicnal de z = ax + by + c en (., ¥y) en la direccidén <a,bd>; es
=1 =} )

decir que hallemos

= EE =l
e
=
[ T‘az + bz : . az b bz - C] [axo+byo+c]
Lim -
h-+0O h

el cual es igual a a? + p?

Revisando lc que acabamos de hacer podemos obserwvar algunas
propiedades del vector <a,bd:
1. <a,b> es perpendicular a las curvas de nivel de z = ax+by+c.
2. Dado un punto P de z = ax + by + c, crece mis réapidamente en
la direccidén <a,b>. v
Se L derivada direccional en la direccidn de maximo

crecimiento es ||<a,b> ||

Por otro lado ya sabemos que

4. El angulo agudo que forma el plano z = ax + by + ¢ con el

planc coordenado xy es © = arctan va’ + b2 =arctén||<a,b>||,
propiedad que nos motiva a decir que H<a,b>|.| es la
"pendiente" del plano z = ax + by + c.

Esto significa que el vector {a,b> es un vector especial en el
sentido de que nos ayuda a resol ver algunos problemas relacionados

con el planoc z = ax + by + ¢, por lo gque lo distinguiremos en la
siguiente

DEFINICION. Dada la funcidén z = ax + by + ¢ y un punteo P(x , b
al wvector <a,b> lo llamaremos GRADIENTE de z = ax + by + coen(;l

punto P(x , yo) Y lo dencotaremos Vz(x , Yy D).
[a] (=] (=]
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T R TR R mgmhmiiEiaEes ARkl el 4a Ul AdLel ol de dgradlente de una
funcidn z = fC(X,y) en un punto PCx,yD.

Supongamos gue un  insecto estid en el punto (1,1.,20 del
paraboloide =z = 5 yz Y queremos saber en qué direccidén debe
moverse para dque asclienda por la curva de maxima pendiente. Por
pendiente a una curva C en un punto P, se entiende, la pendiente de

la recta tangente a la curva C en el punto P. Como el plano tangente

a z = x + yz en (1,1,2) nos da todas las rectas tangentes a todas
las curvas contenidas en z = x> + yz ¥ que pasan por (1, 1, 2D
entonces, la recta de maAxima pendiente contenida en el plano
tangente al paraboleide =z = xz + yz en (C1,1,2), serid la recta

tangente a la curva de midxima pendiente. Por lo tanto, si de todas
las rectas del plano tangente, se halla la de maxima pendiente,
entonces se halla la curva de mixima pendiente. Asi, como el plano
tangente a z = x° + yz en [ 0 es z = 2x + Zy — 2 entonces
<€,2> nos da la direccién Cen el dominio de =3 en la que debe
moverse el insecto para que se mueva scbre la recta de maxima
pendiente, asi que si se mueve per el paraboloide, comenzando en
€1,1,8> en la direccidn <2,2>, se estari moviendo por la curva de
maxima pendiente. Note que aunque para un plano z = ax + by + <, el
gradiente tiene el mismo valor en cualquier punto P, no sucede lo

mismo para cualquier punto P en el caso del parabol cide.

Sabemos que si una superficie z = flx,y) tiene plano tangente

en un punto P(x , e zo) de ella, su ecuacidn seri
o

° T [%zx{Xo’ yo)]CX - XO) N [gz—)"{xcz" yo)](}’ - yo) % f‘(xo, yo)’ BEN s

el problema de hallar la direccién en que debe moverse un objeto que
esta en la superficie en el punto (xo, Yo zo) para que ascienda por
la curva de maxima pendiente es equivalente Cpor argumentos anzl ogos
a los dados en el problema anterior Y que no queremos repetird) al
problema de hallar la direccidn en que debe moverse un objeto que
esta en el plano tangente a la superficie z = flx,yD en (xo, ¥ i, oz
para que ascienda por la recta de maxima pendiente, de donde podem;;
concluir que <§§Cﬂf );), g§>ﬁﬂ );)} da la direccidn en la que se
debe mover un objeto que estid en el punto P Y s zo) de la
superficie z = f(x,y> para que ascienda por lao curva de maxima

pendiente. Lo anterior da lugar a la siguiente definicidén.



a la superficie z = flx,y¥y) en P(xo, Y. f(xo, y;)) entonces el
vector <a,b> lo llamaremaos el GRADIENTE de z=f(x,y) en P(xo,yo) N
serd denocotado por Vf(xo,yol

De acuerdo con la definicidn anterior si la superficie z=fCx,yd

tiene plano tangente en Pix% 5 vy o, Fil s y;)) entonces
(=] [} (e}
- (2%, ar
Vfcxo ’ yo)— {6)( P yo) '8y " y-o)] )

Ahora resoclvamos un problema donde se involucre el concepto de

gradiente de una funcidén de tres variables.

En cierta regidn en donde_esté un insecto, se ha definido un
sistema coordenado tridimensional Y sSe conoce que la temperatura T
en cada punto P(x,y,z) es TCx,y,z) = &+ yz +;z2 - 28. La velocidad
con que crece la temperatura es maxima en la direccidén en la que se
va a mover el insecto, hallar dicha direccién, sabiendo que parte
del (4,-1,3) ¥y recorre una unidad lineal por segundo. También,

hallar la magnitud de la mixima velocidad.

Sabemos que en el tiempo t* = 0, el insecto estia en C4,-1,3D v
que si se mueve en la direccidn <a,b,c>, en el tiempo t* = t, estara
en el punto P = |4 + . #=L % e 3 + . T y per 1o

/2 .2 2 2. 2. =7 2.2 2
a " +b" +c /a+b +e 1/a+b +E
tanto la temperatura que actda sobre el insecto en el punto P sera

2

2
at + -1 + —_b.t__. + 3 4+ — CL____ - 25

I
v f2 2 2 f2 oz 2
a +b +c a +b" +c a +b" +c

= +2 4 8a — 2b + Bc £ d A

S 2R 2
a +b +c

Por lo tanto, la velocidad con que crece la temperatura, en la

TCLD = |4 +

direccidn <a,b,c> cuande t = 0O Ces decir en Cd; =1 .20 a5

CAY 8a — 2b + Bc

Sz 2 2
a +b"+c

pero

[9)}
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e e A b M A

=<8, &2, B> ¢ —0 . <a,b,c>

—
vat+p?+e? ST B et

CProducto punto de dos vectores)

= C||<8,-2,8> || (1) Ccosed

(e es el Angulo que forman los vectores <8, -2, B> Yy

A= T . T s
De donde se concluye que CA) toma su valor méximo =i & = O es
decir, si <a,b,c> = k<8, -2, B, con k > O. También se puede

concluir que la magnitud de la maxima velocidad es '|<8,—2,6>]|=1104.

Si bien cualquier vector de la forma k<g8,-2.8> con k > 0, nos
da la direccidn de maximo crecimiento de la temperatura, sélo la

magnitud de uno de =llos nos da el valor del maximo crecimiento, a

saber: <8, -2, B>.

Hay otra propiedad que tienen los vectores de la forma

kd B = 2, BF: son perpendicul ares a la superficie de nivel de
T = x° +y2 + z° - 25 que pasa por (4 -1, 3) en dicho punto.

Esto significa que el vector <8, -2, 68> tiene 3 propiedades:

1> Da la direccidén de maAximo crecimiento de T en C4, -1, 3D.

2) Su magnitud da el valor de méximo crecimiento de T en

€4, -1, 3.

3> Es perpendicular a la superficie de nivel de T = x2+yz+22—85

que pasa por (4,-1,3) en dicho punto.

Si en lugar de T(x,y,z) = x2+y2+22—25, tenemos w = T(x,y,z) vy
(xo, Y, e zb) en vez de (4, -1, 3), se probarid en la siguiente
seccidn, con la ayuda de la regla de la cadena, que hay un vector
<a,b,c> que tiene las siguientes propiedades:

1> Apunta en la direccién de maximo crecimiente de w en

X o s )
o o o
23 Su magnitud da el wvalor de MAXimo crecimiento de w en
(%_,y +z )
<> [«]
30 Es perpendicular, a la superficie de nivel de w = T, 37 29

due pasa por (xc, yo, z ), en dicho punto.
[e]

[9)]
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(x ,¥ ,z ). Ya se conoce una expresidn para el gradiente de una
o (=] (=]

funcidn z = flx,¥) en un punto P, veremos en la siguiente seccidn

que hay una expresidén aniloga para el gradiente de w = T(x,y,z) en

un pupnts P,

T LA REGLA DE LA CADENA

En el calcule de una variable se resolvid el siguiente problema:

Hallar g% si y = fCuw vy u = glxd, usando la regla de la cadena, asi
se llegd a que g% = g% . g%. Suponga que z = o+ yz, donde x, y son
variables independientes Yy a la vez x, vy son funciones de la
variable t, digamos x = 2t + 1, Yy = 8% % 1. Podemos preguntarnos por
g%, porque z puede ser expresada en términos de A asf{ =z = (2t + 1)2
+ ct? + 1>% ¥ de aqui podemos obtener g%. Ahora, suponga que
E o= s & ya, con X, ¥ variables independientes, vy a la vez x, vy
funciones de las wvariables independientes s y t, digamos x = sty
Y = &8s + t; con los datos dados podemos escribir a z en términos de s
¥ t, a saber z = Csty? + Cas + t>° Y encontrar gg y-g% . Existe un
teorema que nos dice cédmo obtener g% en caso de que z = f(x,y) sea

una funcidn de dos wvariables independientes, con x, vy funciones de
la variable t C(que le llamaremos regla de la cadena para z = lx,yd,
x = glitd, y = hCidd; también hay un teorema que nos dice cémo
ob?ener gg Y g% cuando x = f(x,y) es una funcidn de las variables

independientes x, y donde tanto x como ¥y son funciones de las

variables independientes s ¥y t Cque le llamaremos regla de la cadena

para z = flx,y), x = gCs,t), Y = his,td. Estos tecremas nos permiten
] : dz . gz ez
hallar mas réapidamente a gL ¢ el primer caso y Ao Zr en el

segundo caso, pero bien podemos hallar a gg v L en el caso de que
conezcamos explicitamente a z = flx,y2, x = gCs,td, ¥ = RS, , =in
quUe conozcamos la regla de la cadena, aungue tardemos unos minutos
mas en hallarlas. La foertaleza de la regla de la cadena descansa en
el hecho de que es una herramienta que nos permite hacer demostra-—
ciones daonde se invelucren a funciones como z = flx,¥yD, x = gCs.t),
Y = his,td, aungque no conozcamos qué expresidén analitica particular

puedan tener ellas. Concretamente la regla de la cadena la wvamos a

~]
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1. Hallar 1a derivada de una funcién yC(xd dada en la forma
implicita glx,yd = 0, en términos de las derivadas parciales

de z = glx,y).

€. Hallar las derivadas Pparciales = ¥ g;-de una funcidén zCx, yd
dada en la forma implicita alx,y,zd = 0, en términos de las
derivadas pParciales de w = gl yvuz).

3. Hallar 1a razén de cambio instantinea de W o= . 2D

Cobserve que es un caso genéral), en la direccién <a,b,c>
en el punto P. CAntes habiamos hallado razones de cambio,
Solamente para Cases particulares). Euts a la vez nos
Permitira dar definicioﬁes de los conceptos de gradiente Y

diferencial Para una funcién real con tres variables.

4. Hallar una exXpresidén para 1la primera y 1la Segunda deriwvada
direccional de una funcidén =z = 'Cx,¥> en un punto P en 1la

direccisén <a,bd, 1lo que nos permitiri hallar wun criterio

real con dos variables.
S. Estudiar los multiplicadores de Lagrange.

Enunci emeos pues la regla de 1a cadena para un caso particular v

CeSpUSs para el ecaos

e -T &850 general y aunque no haremos una demostracisén de
ella, si daremos argumentos fisicos v geométricos para Justificar que

Si =z = flx,vd, % = gCt>, ¥ = h(id entonces EE = 9z dx + 9z dy

: dt "~ < at * ay ac
Queremos hallar, usando argumentocs figsices vy geométricos g%,

dado z = fix,v>, X = gltd, y = hCtd. Ep la figura 3g Estan repre-

sentados: la Superficie z = fCx,¥d, la curva en el plano Xy de ecua-—
cidn vectorial P;Ct) = LgCtd,hCtdy, 1a imagen bajo 1a funcidén
zZ = fi{x,yD de ?1Ct3 de ecuacidn vaectoerial

P Ctd = (getd, hCtd, £gCtd, hctd)

¥ un punto P(gCt ), hct 2, f£(gCt >, hCt 7).
< (o] o o

EL SABF R DF mIS HIIOS
MARA ' o ANDEZA

BIB! 1-1E0A
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Figura 39

Supongamos que L) describe el movimiente de una particula v
nos interesa conocer =su velocidad en el punto P, es decir en el
Ltiempo t = to. Su velocidad esti dada por

?’CLOD = (g’CtOD, h’CtOD, f’(gcto), tho))>
Y esta representada en 1la figura 40 per medic del vector

PO. Pero PG = BB + ﬁa, donde PR es igual a la proyeccién P’R’ de

ﬁa sobre el plano xy Y RQ es la proyeccidén de PQ sobre el eje z, es

. . d=z= ;
decir ﬁa = Tl Cver figura 40).
. o
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Figura 40

Por otro ladeo, por ser ﬁa,tangente a la curva ZCL) en P, PQ esta

en el plano tangente a z = f(x,¥) en P. Como P Y Q son las imAgenes
bajo el planc tangente de P y R’ Y Se sabe gque P’ = (gt >, hCt 23
o o
v EB? = (gCt > + g’Ct >, hCt > + h'ce ), podemos hallar otra
(] o < o

expresidn para el vector 56. Como la ecuacidén del plano tangente 2

_ _ |er _ af
zZ = f(x,¥) en P es =z = EgigCto), tho)]Cx gCto)) + tgigctob,thOD]

y — thOD) + f(glt >, hCt J),entonces las coordenadas A, B, C, de
o o
Q = CA,B,C son:



s =4

et 2 % Wk D
Lo (o)

99,
11

@]
I

af . af

E ’ Ct D hE€t D
[&(gCtOD, thO)}}g (tOJ-#-[-é;(gCto), tho))]h Ct03+f(g r D)
Por lo tanto

3 > af r
PQ = <g’Ct d,h’Ct D, I:a—x(gcto).hctDD):Ig ¢t > +

Qj\m
<™

gt J,hct )):Ih’(t, 3%
o o o
que es otra forma del wvector ?’CLOD, de aqui que

dz
dt | =t
o

ar . ar
_ : . . *Ct Y.
[&{gctol !,hCLo))]g Tt X # [—-—{g(toj tho3):|h ’

Esto significa que si z = fCx,y>, x = gCtd, vy = hCt> entonces
N )
dt ax dt gy dt’

que es a lo que se queria llegar.

TEOREMA. Si w = fCu,vd), u = glx,¥y) y v = kilx,y) donde f es
diferenciable y g vy k tienen primeras derivadas parciales continuas,
entonces:
8w _ 8w 3du 4 3w v
ax du adx av dx
8w _ 8w du " dw v
ay du ay v 8y
TEOREMA. Si W es una funcidén de n variables ui, uz,. .+ 5¥ donde cada
n
u es una funcidén de m variables ¥ Xorene X que tiene primeras
L m
derivadas parciales continuas, entonces w es una funcidn Ccompuestad
de X+ xz,...,xm Y
‘ Ow dw Jdu dw Jdu 3w du
= 2 ™
= + + +
ax du ax du  ax du Jdx
L L 2 L al T
para i = 1,2,...,mn.
En el caso de gque m = 1 vy que 4o U ,...,U dependan de una
m

variable t, w se puede escribir como funcidén de t v

dw 8w du 3w du dw du
= L J < i o sz =
dt. au dt au dt T du dt
1 2 n
du au

CAqui utilizamos d_t_i en lugar de E"ti porque se acostumbra usar el

simbole 8 para hacer notar que se esta derivande una funcidn que

depende de mas de una variable y u

du
lo mismo podemcs decir de CTZ, ete. D

es una funcidén de una variable.
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b=, Suponga que z = x?y, X =t, ¥y = t?. Usar la regla de la cadena
dz

para encontrar T

dz _ 8z dx 8z dy
SOLUCION: % © o= BT 3F A
s
= (BxydCatd+Cxc3t?) = cat®rcatr+ci ezt =7t %
b3 Suponga que z = s yz, X =rcose, y = rsend. Usar la regla de
1 d a encontrar — EE
a cadena par ncor 3= ¥ 5

8z _ 9z ox _ 3z By

= (@x0Ccosel>+(2yddsenad
= Zr ‘
L N N
ds = dx de 3y ae
= (2x0C-rsenagd+(2yd(rcosa)
= (Z2rcosed(-rsened+(28rsen@)Crcosa8) = O
"ok Suponga que z = e’ - yz, ey, usar la regla de la cadena para
8z éz
z p Ky
SOLUCION: Hagamos u = x" - yv" v v = &7, Asi,
dz _ 8z 3du L 9z év
2x ~ du Fx = IV o=
_ Oz az xy
= 520+ Zre™
L L
8y du a8y av a3y
~ 9z . _ Xy
d> LA qué razén estid cambiando el Area de: un rectangule si su

longitud es de 15 cm. y se incrementa 3 cm-seg, mientras gque su

ancho es de 8 cm. y se incrementa 2 cmr/seg. ?

SOLUCION: Representemos por x la longitud del rectiangulo en cm,
por ¥y el ancho en cm, por A el Area del rectangulo en centimetros

cuadrados y por t al tiempo en segundos. Sabemos que:

o

dy _ - -
i = 2 ¥ que o= 2 cuando x = 15, y = B,

d
dA
Queremos hallar Ty cuando x = 18, y = 6.

3
U



dt  dx df  3Jy gL T 8L T @ T rRagr T Yt ex
§§515,6) = 3B + 2+15 = 48,
Encontremos g% . donde yC(xD estd dada implicitamente por
gix,y2=0, en términos de las derivadas parciales de z = glx, yD.
S 2 = gl entonces podemos preguntarnos por g% porque =z
depende de %, y peroc a la vez vy depende de x. Asi
dz _ 0z x oz dy _ 9z , 0z dy
dx Ix X dy dx ax dy dx

pero g; = 0 pg;que gci,y) = gé Por loaéanto
si g = 0. 3L = ~(Traa 7 (TFray.

EJEHPEG: Hallsp g% donde y = f(xD esti4d dada implicitamente por
3’ + 2y = 0.

SOLUCION: Hacemos z = 3x3+2y, agui g; = Bx y g; = B por lo tanto
g% = —gﬁ = —3x. Esta solucidn la podiamos haber obtenido
més facilmente si despejamos a y, asi Yy = —gxz, de donde
g% = - 3x.

Otro ejemplo: Hallar g% donde y = f(x) esta dada implicitamente por
4 x ®y

xe’ + ye - e = 0.
' v x Xy 8z ¥ x Xy
SOLUCION: Hacemos z = xe’ + ye - e 7, aqui — = e’ + yve - ve
Y g Y
v 2= - xe’+ e” - %™, de donde Y o . BLi¥E yE
ay dx Y X XYy
xe® te —xe
Irate de despejar a y para luego hallar g%.
Si una funcidn z = f(x,yD) de dos variables independientes esta
dada en forma implicita por alx,y,z,) = 0, podemos hallar - Y g%
(sin necesidad de despejar z de glx,y,z) = O) en términos de las
derivadas parciales de ¥ = glx,y,zD. Asi , hagamos u = %, v = vy,
z = fCx,y). Aqui tenemos una funcidén W de las tres variables u, v, =z
Y u,v, z funciones de las dos variables X .
Por lo tanto:
gi:awau+a«~av+awaz c 5 e gy ‘
e S a’ 'a? T Fz— 5-}(—, pero como glx,y.z = entonces
w

T O, de aqui que

By s gﬁ EE +'aw av . dw d=z _ :
du dx = Iv Ix dz ox’ TSFO oMo U = x, v =y,

)
(1)



tenemos

0 = g; 1 % g; cod + g; g; y de donde si gg = 0
gz = - (ggé/(gg). De manera similar encontramos que
oz 3w Ow
_— = = (—)(—).
ay (ay) (az)
; az oz
Vamos a resolver un problema donde necesitamos encontrar T Y 5;.
Encontrar la ecuacidén del plano tangente al elipsocide
o2 y2 w2
s b e & =g 2 1 en el punto P(xo, Y.» ZO)
a b Lo
2 2 2
bd Y Z
SOLUCION: Sea W = e W S & 4 1, ¥ encontremos
a b C
Sw Sw - aw 9w _ 2x 3w _ 2y Sw  _ 2z
ax 3y éz agx 52 ay b2 az o2
de donde
gé = —{Ex/az)/(az/cz) = -(xcz/zaz) ¥
— 2 zp? ' = £Cx,yd
For = —(yc"/zb"). Como la ecuacidn de un plano tangente a z = X, ¥

af ar
estd dada por z = f‘(xo, yo) + (x—xO)a—x(xo, yo) + (y—yo)—é?;(xo, yo), la
ecuacidn del plano tangente gue buscamos es:

2

OCZ OC
z =z + (x|~ Caz] + -y )|~ Cbz]

que simplificando y reacomodando términos Se expresa en la forma

o o (=]
+

2 2 2
a b (o

Ahora queremos resolver unos problemas que habiamos dicho que

los abordarfiamos después de estudiar la regla de la cadena.

Estos
son: hallar expresiones para la deriwvada direcccional, la
diferencial y el gradiente de una funcidn z = fix,y,2).

Comencemos con hallar una expresién para la deriwvada

direccional.

Un linsecto se encuentra en una regidn en la que se ha

introducido un sistema coordenade x,y,z. En el punto Cx,yv,z) la

temperatura es w = TCx,y,2). El insecto se mueve en linea recta en la

direccidén <a,b,cd a velocidad constante y recorre una unidad lineal



por segundo. En el tiempo t = O esti en el punto (xo, ¥4 zO). Hallar

B es decir. hallar la velocidad con que crece (o decrece) la

Ef t=c"
temperatura que actua sobre el insecto en L = O, También se puede
decir "hallar la razén de cambio de T con respecto a t en t = O

SOLUCION: Se sabe que en el tiempo t = 0 el insecto estd en el punto

F(x , ¥, 2 ) ¥ que en el tiempo t esta en el punto
o =] o]

w o+ __iyi____., y o+ __jﬁL_"___, A __JEE__MH " por e
o [e] : (=]
Va2+b2+c2 Ya2+b2+c2 Va2+b2+cz

tanto la temperatura que afecta al insecto en el tiempo t sera:

at

y i bt + ek
/ = / ° iz .2 =
a2+b2+c2 a2+b2+::2 & +hT e

de aqui que la razén de cambio de la temperatura con respecto al

TCLD =T x o v Z

tiempo en L = O es
=2 gt | dx B §E i QE
dt |i=o Fx at az gt | t=o
' aT a aT b aT e
— si = C
I:(a>< PD] 2 . [az P)] > > 2 [az P)] 2 Z 2
#az+b2+c Ya +b +c Ya +b 4+
b
CAd = <§ICPJ,@CP),§£CPD> - < £ : = ; >
e oy oz 2 .z =z ) f2 2 2
7/«3\ +b" +c 1/a2+b2+c2 a“+b" +c
donde P = (x , ¥y , z ).
(o) (o) (o]
Si consideramos a w = TCx,y,2z) como una funcidn, no como una

expresidn que da el valor de la temperatura en el punto €3¢, 35 ZzD il
como un valor numérico, no como una cantidad que representa al tiempo,
a gg - le podemos llamar la derivada direcciocnal de w = TC® ¥ 2D &n
la direccidén <a,b,c>.: Por lo tanto podemos decir que CAY nos

proporciona una técnica para calcular derivadas direccionales de una

funcién de tres variables.

A partir de calcular la derivada direccicnal de w = TCx; v 2D en
(xo, yo, zo) en la direccidén <a,b,c> surge de manera natural
preguntarse por la direccidn <a,b,c> en la cual la deriwvada

direccicnal de w = TCx,y¥.2z) en (x , Y » Z ) es mAxima y cuil es el
(o] le] (=]

valeor de esta deriwvada direccional mAxima.

Como ya se sabe que la derivada direccional de w = TCx,v,z) en

P(xo, Y zo) en la direccidén <a,b,c> es



a D ]

S '—‘CUL ;“‘_CUL ) . » s
<6X~P3’ay ” o= o = Zi .2 = 2z ., 2 =z B 2 £ﬁ>
/c;+b +c 1/a+b +c w/a+b +C
CProducto punto de dos vectores)
aT aT aT,
= ||<a—XCP),a—},-CP),£CP?>|| 1 cCOsSe
(e es el angulo que forman los vectores
b b
Goeed Zem Tepny y o2 : >
_ 1ot Ya2+p? e? Ya®+b? +c?
de donde se concluye que CAD toma su valor maximo si & = 0, es decir,
g LEbpes = k(%?),%(?),%?)}, con k > O. También se puede

concluir que la magnitud de la maxima velocidad es
[|<§§CP),§§&P),§§(PD>{{ Ya que el miximo valor se obtiene cuando

cose = 1.

Si se halla la ecuacidn .del planc tangente a la superficie de

nivel de w = T(x,y,zd que pasa por (x, ¥, z ) =& encuentra que el
(=] < o
vector (;;k?),ggkpj,g§CPD> ©s perpendicular a dicho plano. (Cse deja
esta problema como ejerciciad.
Esto significa que el <vector (éEkPD,QE£P3,92£P3> tiene las-
ax ay az
siguientes propiedades:
ad Da la direccién de 1la derivada direccional maAxima Co da la

direccidén de maximo crecimiento de T en P).

53 Su magnitud da el valer de mésd mo crecimiento de T en P,
cD Es perpendicular a la superficie de nivel de w = TCx,y,2) que
pasa por P en el punto P. |
las tres propiedades anteriores del vector (%;CPD,%ICP),ggCP)> 3
la definicién de gradiente de =z = fix,y¥D nos permiteg ver Jque es

razonable definir a (gg, gg, gg) como el gradiente de una funecidn

w = TCx,y,é).

En la seccién dedicada al concepto de ‘diferencial quedd
pendiente el hallar una expresidn para la diferencial de una funcidn

w = flx,y,2z). Se deja como ejercicio hallar dicha expresidn.
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8. MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES

Si se nos pregunta por el valor minimo de z = (x-13% + Cy-—EJZ,
podemos decir basandose en el 4algebra que es cero Y gque se alcanza
cuando x = 1, vy = 2. Desde luego que también se puede resolver el
problema si tenemos conocimiento de la representacidn geométrica de
dicha ecuacion. De igual manera podemos decir gue el wvalor miaximo de
2 o 8 = 3 = yz es 8. Pero existen problemas gue resultan muy
diffciles de resclver si tenemos como Unicas herramientas al Algebra
Y a la geometria analitica, peroc que son mis faciles de resol ver por

medio del calculo diferencial. Vamos a plantear algunos de estos

problemas pero antes demos algunas definiciones.

DEFINICION 1: Se dice que una funcidén f de dos variables tiene
un maximoe relativo en el punto (X, ¥) si existe un circulec con
<o [s]
centro en (x , ¥ ) tal que f‘(xo, Yy ) z flx,yd) para todos los puntos
o o [e]

C(x,yD del interior de dicho circulo.

DEFINICION 2: Se dice que una funcién f de dos variables tiene
un minimo relative en el punto (x , Y ) si existe un circulo con
[e] o
centro en (xo, ¥y ) tal que f(xo, Yy ) £ flx,ydpara todos los puntos
o o

C(x,y2 del interior de dicho circulo.

DEFINICION 3: Se dice que una funcién £ de dos wvariables tiene

un extremo relativo en (x, y ) si f tiene un maximo relativo o un
(o] <

minimoe relativo en (x , y ).
(o] (o]

DEFINICION 4. Se dice gque una funcidn £ de dos wvariables tiene
un maximo absoluto en el punto (xo, yo) =i f(xo, yO} =z £l y> para
toda pareja (x,y) que esté en el dominioc de f. De modo similar, ¢
tiene un minimo absolutoc en el punto {xo, _yo) si f(xo, ¥y 3 & Flxyyd
para toda pareja (x,y) que esté en el dominio de f. i

Hay una diferencia importante entre el concepto de maximo
relative y el de maxime absoluto. Para que f‘(xo_.}/ ) sea un maximo
absolutoc se requiere que la desigualdad f(xo,yO)ngx,yD Sea valida
para todos los puntos (x,y) del dominio de f. En cambio, para que f
tenga un maximo relative en (xo,yo), la desigualdad f(x ,y bEodl @)
Solamente necesita ser wvalida para los puntos que e;te“r::. en ei
interior de algtn circule con centro en (xo,yo). Podemos decir algo

similar sobre un minimo relativo Y un minimo absolutao,



En lo sucesivo usaremos los términos maximo y minime en lugar

de maximo relativo y minimo relativo.

El método para determinar los valores miaximo v minimo de una

funcidén de dos variables es similar al que se usa para funCJ.one:. de

una variable. Consideremos una superficie =z = flx,y) que tiene

planos tangentes en cada punto de ella Y supongamos que en (x ; yo)

tiene un maximo f(x " y) Si cortamos a la superficie =z = flx, v

por medio del plano y = Y, se determina una curva C de ecuaciones

Z = o,y

{y:y Como f(xo, yo) es un maximo, entonces la desigualdad
5 .

f(xo, yo) 2 flx,y) se satisface para todo punto Cx,y) del interior
de algun circulec con centro en (xo, yo), en particular se satisface
para los puntos del interior de diche circule pero que tienen
ordenada vy = v Por lo tanto f(xo, yo) es un maximo de la funcidén

fCx,y2>, la cual es sd&lo funcién de x. Por la teoria de los mAximos

Y minimos para funciones de una variable f‘ debe wvaler 0O en (x P yo).
Argumentos similares demuestran que f debe valer O en (x . yo).
¥
Con argumentos anilogos, podemos demostrar que si una
superficie z = flx,yd que admite planos tangentes en todos sus

puntos tiene un minimo en (%, ¥ ) entonces tanto f como f  valen
o] (o] b4 N

cero al evaluarlos en <, v .
o [o]

Podemos, por lo tanto, concl uir que si se nos da una funcidén
z = f(x,y¥) que admite planos tangentes en todos Sus puntos y se nos
pide encontrar los extremos relativos de =z = flx,¥d), entonces

debemos buscar todes los puntos (x , y ) tales que hacen que tanto
le] (e ]

£ como T valgan cero, a tales puntos les llamaremos puntos
® ¥
criticos o puntos estacionarios. Ya que la ecuacidn del planoc
tangente a =z = fCx,¥D en un punte (x , Y ) cualquiera es
< <
a e £ r + = » »
s (e xo) x(xo yo) Cy yo:lfy(xo yo) + f‘(xo yo) entonces
z = f‘(xo,yo) es la ecuacidn del plano tangente a =z = flx,¥2 : en

P(x 2 f(x . ). en caso de que en (x ; yo) la funcién =z =il x,; ¥2
alcance un valor maximoe o un valor minimo; es claro que z = f(xo,yo)
€S un plano paralelo al plano coordenado XYy Esta ' situacid&n
geométrica es anidlcoga a la que se presenta en el cilcule de una

variable cuando se buscan los valores maximos y minimos de una

n
0



funcion derivable y = f(x): si en X = x , la curva y = f(x) tiene un
o

maximo o un minimo, entonces la recta tangente a dicha curva en

(x ,fCx D) es paralela al eje x.
o o
Veamos algunos ejemplos scbre mAximos y minimos.

EJEMPLO 1: Hallar los maximos y minimos de:

z 2
ad Z2 = X o+ oy
b) =z =@ - x° - yz
2 2
=) Z2 = ¥ -y
SOLUCION:
ad Si oz = 3 # yz, z =&x y =z = 2y, de donde se concluye que
s Ea

el dnico punto critico es C0,0). El valor de z en CO0,00 es z =
O ¥ si Cx,y> = C0,0), z>0; por lo tanto la funcidn alcanza un
valor minimo en C0,0D.

o % 1 z =@ ~ ¥ = yz entonces z = -2x, z = - 2y, por lo tanto
% 4

el Unico punto critico es C0,0). El wvalor de esta funcidn en
0,00 es z = 9. Y si Cx,¥v2 # CO,00 =z < @, por la tands la

funcidn alcanza un valor miximo en GOy B,

(o) Si oz = x° - yz entonces z = 2x, =z = —E¥%. por ls bantoc - el
x ¥

Unico punto critico es (0,0). El valor de esta funcidn en

€0, es z = O pero para los punto del eje x diferentes de

CO0,03, z es positiva y para los puntos del eje vy distintos de
C0,03, z es negativa. Por lo tanto la funcidén evaluada en =su
punto critico no alcanza un extremo relativo. Debido a 1la
apariencia de esta superficie cerca del punto C0,0,0>, este

punto se llama punto silla de la grafica.

COMENTARI O: En la funcién del inciso a) z = 0O es un minimo
absoluto y un minimo relativo. En el caso de la funcidn del incisec
b, =z = 9 es un maximo relativo Y un maximo absoluto. De la funcidn
del inciso ¢) podemos aprender la siguiente leccién: el hecho de que
(xo, y;) Sea un punto critico de una funcidén = =f{x,¥) no es sufi-
ciente como para garantizar que f(xo, yo) Sea un maxdmo © un minimo

de dicha funcidn. En el cilculeo de una variable se presenta una si-

tuacidn aniloga: f’Cx;) = 0 no implica que fC(x ) sea un extremo
<

relativo.
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23 f{(x , ¥ ) es un minimo, si
(=) [e]

2 2
azz(x v ¥ D 622(x D 8 z(x ; yo) 2 a z(xo, yo)
(o] (o] . o (o] _‘[ (=] ] > O y = > O;
ax” ayz ax ay g%
3D f(x , ¥ ) no es maximo ni minimo, si
[a] o
2 2 2
gz{x . ¥ ) 8 z(x , v ) dzlx o v Jo2
(e (=] " (=] o - [ (e} O] < O'
" ayz ax 8y
43 No se puede asegurar que f(xo, Yy ) sea extremo relativo
E (=)
si

= 0.

622 (xo’ yo) . azzcxo’ yo) _ [622 (Xo’ yo) ]2
" ay* %3y

DEMOSTRACION. Los problemas que se acaban de resoclver nos sugieren

un camine a seguir para lograr lo gque nos proponemos. Hallemos

2

2 = siendo x = x + at, y =y + bt, z = fCx,yd) y el vector <a,b>
dt ° ©

wnl bartio, Asi

dz  _ 8; el . Qz dy gz 8z,
4t ax at gy dt ax~ Gy -
dz gz az
CEs el = ' . =IZes oy 3=
= aro gue dtlt=O es ilgual a cero porqgque ?ﬁ(xo,yo) WC o,yo) O

por ser (xo, ¥ ) un punto critico de z = fCx,ydD

o
de donde

d?z N o’z 2 6%z 3z 3z 2

e @ 2 T Fyex 2 Ixay B o z °

dt ax 4 ay

4 2
are s = BB g = s,y funcid ' ial t
jo v ErE por ser =z = X,y2 una funcidn polinocmial C(este
hecho lo vames a aceptar sin demostrarlod, por lo tanto si A
2 2 2

a z g = a =z

representa ——{ > " T » =t
P 2 a 2 xo yo) e 2 X3y (xo Yo> ¥ < = 2 Xo’ yo)
2
entonces > se puede escribir de la siguiente manera:
dt
2
&
= = Aa® + 2Bab + Cb?

gt 1t

Il
O



Como A, B y C representan numeros fijos vy a y b wvarian de tal

z 2 ) 2 . 2
manera que a + b = 1 podemos considerar a Aa® + 2Bab + Cb° como un

polinomio en las wvariables a y b,

Ya que para A = O

A a® + 2Bab + Cb° = AGa + Dy 4 AC 2 B2

podemos concluir que:

1>
'ad

2

Si A> Oy AC - B > 0 entonces Aa® + 2Bab + Cb% > O
Si A< Oy AC - B® > O entonces Aa® + 2Bab + Ch% ¢ O
para todo a ¥ b tal que a® + b% = 1.

Este significa que f{x, v ) es.un minime si A > O y AC - B > O vy
(o] (]

que f(xX , ¥ ) es un maximo si A < O y AC - B > o.
o <

En caso de que:

Rad

=D

A > Oy AC - BZ < © entonces Aa’ + 2Bab + cp? puede tomar

valores positivos en alguna direccidén ¥y valores negativos

en otra. Asi, en la direccién <a,b>=<1,0>, Aa® 2Bab + Cb>
= A

es positiva ¥y en la direccidén <a,bp=<¢ & ; >

es negativa. yiz + BY viz + B®

A< O y AC - B® ¢ © entonces Aa” + 2Bab + Cb° puede tomar

valores positivos en alguna direccidén Yy negatives en

-

»
otra. Asi{, en la direccidén <a,by = <1,0>, Aa"+ Z2Bab + Cb

es negativa y en la dirececidn < B g i > es
positiva. fgz + B? A? + B

A = 0 v AC - B < o entonces Aa’ + Z2Bab + Cb° puede tomar
valores de distinto signo. Como A =0 y AC - B%0 » B = S ;

asi que si C = O; A2%+ 2Bab +CbZ toma valores de distinto

sSigno en las direcciocnes < G ] L 5 2 : — >

Fioy o Wl K
¥ B*+c? B+c? ¥ B2+c? BZic?
y si €= 0, Aa°+2Bab+Cb® toma valores de distinto signo en
1 1 1 1

las direcciones <{-——, —_— ¥y {——,

Y2 v2 ve 2

>

De 3ad, 3b) y 3c) se puede concluir que si AC - B® < O entonces

f(x , ¥y ) ni es maximo ni es minimo.
(o] o



Por tltimo, en caso de que:

42 AC - B = 0, no se puede decir nada acerca de la funcidn
4 4

z=f(x,y>. Tomemos por ejemplo a z= T y4, z = X Y v

z=1—x4~y4. En estos casos AC-B°= 0 para Cxo,yo) = C0,0>.

i 4 4 = 4 a4
Sin embargo, en z=x +y , zC(0,0) es un minimo, en zZ=X -y ,

4 4
zC0,0> no es maximo ni minimo y en el caso z=l-xX -y ,

zC0,00 es un maximo.

EJEHPLO 4: Hallar el punto del plano 3x + 4y — z = 268 que estia mas

cercano al origen.

SOLUCION: Si (x,y,z) es un punto del plano, su distancia al origen

es D =‘Vé2 * yz + z° » pero la terna (x,y,.,z) que hace dJue D tome
el valbr mas pequefio, es la misma que hace que D tome el wvalor mas
pequeio. Por lo tanto hallaremos la terna (x,y,z) tal gue hace que
w o= %+ yz + z° sea minima. Como z = 28 - 3% - 4y entonces

w=13x +y° +C26 - 3x - 4yd°.

Hallemos los puntos criticos de w.

1l

20x + 24y - 156

x

24x + 34y - =208
4
La Unica pareja que hace w = 0 vy w = 0 es (3,4). Vamos a utilizar
X N

el tecrema que nos permite saber -qué clase de punto critico es
C 3. 4D,

W = 20 W = 24 W = 34.
XX XY ¥y
Como [w C3,4)][w = €3,4>] - [w €3,42]1% = 2034 - 24% = 104 es
XK Yy xRy
positiva vy W = 20, el teorema anterior nos asegura gque en (3,4D

alcanza su valor minimo. Por lo tanto, el punto del planc buscado es

C8,d, =17,

COMENTARIO: Este problema Lo pudimos haber resuelto mas
répidamente por los métodos de la geometrf{a analitica, pero nuestro

objetivo era ilustrar el médisds de tratar tales problemas mediante

las derivadas parciales.

EJEMPLO 3: Hallar las dimensiones de una caja rectangular, abierta
en su parte superior, que tenga un volumen de 32 cm® Y gque requiera

la menor cantidad posible de material en su fabricacidén.



SOLUCION: Sean x,y.z las dimensiones de la caja, donde z representa
su altura y sea S el 4area lateral de la caja. Se desea hallar el

valer minimo de S5 = Xy + 2xz + 2yz, con la condicidédn de que

V = xyz = 3&2. Podemos, entonces, escribir a S como funcidén de x, v

7

Encontremos los puntos criticos de S

Como
B4
S:}.--—S_%’S‘zx——.__,
X 2 Y r
= 7
entonces el UGnico punto critico de S es (C4,4). Estudiemos la

naturaleza de este punto critice. Como

s = 138 s S =1, B = 138
XX x Xy YV y
entonces S (4,4 = 2, S (C4,4) = 1 vy 5 (4,42 = 2, de aqui que,
%% Xy % vy
{S C4,43][S (C4,43] - [S C4,42]1° =3 > O Yy S (4.,4> = 2 > 0. Por
®X Yy %y ' XX

lo tanto, por el teorema enunciado en esta seccidn S tiene un minimo

relativo cuande x = 4, y = 4, Las dimensiones que buscibamos son

' i A T - G
oy 4 X Z = i s =

P
e ¥ Lo
J 4

8. MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Los problemas de maximos Y minimos gue hemos resuelto los

podemos dividir en dos clases. Hallar los extremos relétivos de
z = x o+ yz. es un problema de extremo libre Cnote que en este caso,
tante x come vy pueden tomar cualquier valor reald. 'Hallar los
extiremos relativos de = s T W yz sujeto a la condicidn

2
Exe=137 +(y-12" = 8, es un problema de extremo restringido Cnote que

en este casoc, los Unicos valores que pueden tomar la x y la y son

aquéllos que satisfacen la ecuacidn Cx-1>7% +Cy—1)2 = 8B). Err eslia

seccidn nos limitaremos a resol ver probl emas de extremos

restringidos.



Los problemas que vamos a resolver en esta seccidn son:
ad) Hallar los extremos relativos de =z = fCx,y) sujeto a la

restriccidén Co condicidénd glx,y> = O.

i

bl Hallar los extremos relativos de w flx,y,2zd sujeto a la

restriccidn glx,y,zd = 0.
¢2 Hallar los extremos relativos de w = fx,¥.2z) sujeto a las
restricciones glx,y,z) = O Y hCx,y,zd = 0.

Muchos de los problemas de méximos Y minimos que se plantearoﬁ
en cidlculo de una variable tienen la forma del problema del inciso
al. Para resolver el problema del inciso a) en calculo de una
variable procediamos de la siguiente manera: de glx,yd = 0
"despejibamos'" a y, obteniendo digamos, y = h(x), este valor de vy lo
usabamos para escribir a z = flx,yD come una funcidén de solamente la
variable x. Por ejemplo el problema de hallar el rectangulo de mayor

area que se puede inscribir en un circulo de radio R, se reduce a

encontrar el valor maximo de = = flx, y2 = XV, sujeto a la
restriccidn x> + yz = RZ De x° + yz = p? obtenemos y = Pag® y Y
de aqui =z = xy R?-% » duUe es una funcidén de una variable.

Naturalmente que en ciertos problemas es diffcil] despejar a vy v en

i En seccidn anterior

otros casos es imposible despe jarla. En la
resclvimos problemas de miximos Y minimos que tienen la forma del
problema del inciso b). Por ejemplo el problema de calcular el
volumen maximo posible de una caja rectangular de superficie total A
fija, se reduce a encontrar el valor maximo de w = TCx:¥.2) = =yz,
sujeto a la restriccién SCxy+xz+yz) = A. De 2lxy+xz+yz) = A obtene-—
mos z = CA-2xyd/(2x+28yd Y de aqui w = xyCA - Exyd /C2x+2yD. También
en clertos problemas de este tipo se presenta 1la dificultad vy en
otros la imposibilidad de escribir a z explicitamente como  una
funcidn de las wvariables * Y ¥, ¥ en caso de poder escribir a 4

como una funcidn de x Y ¥, ¥ hacer uso del metodo estudiado en la
Seccidn anterior para hallar_los extremos relativos de w permanece
Cen algunos casos) el inconveniente de 1las complicaciocnes de Lipo
algebraico. Para los problemas de extremo restringido ‘es mas

sencillo el método de los mul tiplicadores de Lagrange.



Evaluar a z = flx,y) en gix,y> = 0O, significa geométricamente,
evaluar a z = f(x,y) en puntos que pertenecen a una curva Cno a una
superficiel. Por ejemple cuando se pide hallar los extremos
relativos de z = xy sujeto a la restricecidn x> + yz = 25, se tiene
que evaluar a z = xy no en los puntos del interior del circulo, sino
en los puntos que satisfacen la ecuacidén x> + yz = 25. Ewvaluar
w=C{x,y,z) en alx.¥azd = O, signi i cay, geomeétricamente, evaluar
a w = fo,y,z; en una regidén que forma una Ssuperficie. Por ejemplo,
cuando se pide‘hallar los extremos relativos de w = X + vy + z sujeto
a la restriccidén x° + yz + z% = 25, se tiene que evaluar a WENXtYtz
en los puntos de la esfera hueca »° + y2 + 2% = 25 ¥ no en la esfera
sdlida. Por dltimo evaluar a w = R sSujeta a las
resiricei ones GO, v =D = O Y hCx,v,zD = 0o, Significa,

geometricamente, evaluar a w = fix,¥,2d en una regioén del espacio

que forma una curva. Por ejemplo, cuando se pide hallar los extremos

relativos de w=x2+y2+22 sujeto a las restricciones x + Yo o, =g
Yex —y %2z + 8= 0, S tiens que evaluar a w = x° + y2 + z° en los
puntos que estin en la interseccidn de los plancs x + v + 2z + 1 = 0O
Y2 -y + 2z + 3 =0 que, como se estudid en gecmetria analitica, es

una recta.

Vamos a resolver primeramente. alagunos problemas de extremos
restringidos, utilizando solamente métodos geometricos. Esto nos
ayudara, por un lado, a conocer la interpretacidén geométrica del
métcdde de los multiplicadores de Lagrange vy por otro lado nos
sugerira cdémo escribir en forma compacta una ecuacidén que contiene
la solucidn. En la discusién de estos problemas las curvas de nivel

Y las superficies de nivel Jugaran un Dapel importante.

EJEMPLO f+ Hallar los extremos relativos de Z = X + ¥y sujete a 1la
restriceidn Cx-3>?% + cy-33% = 2

S0LUCION: Para reseolver este problema, "Lapicemos" el plano xy

utilizando rectas de la forma x + y = k, una para cada valor de k,

Cestas rectas son las curvas de nivel de wvalor k de z = x + ¥l v

luego dibujemos 1a circunferencia C Cx—3)2+Cyh332= =. Ver figura 41 .
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Figura 41

Como las rectas con las que tapizamos el plano .son rectas de
pendiente -1, algunas de estas rectas no cortan a C, dos de ellas

son tangentes a ¢ y algunas tienen dos puntos en comitn con C. De la

geometria analitica sabemos que X + ¥ =S 4 vy x + y = 8 son tangentes
a G, si 4 <ok > 8, %+ ¥ = k tiene dos puntos en comtn con C Y Ssi
k < 4 & k 8 entonces x + Y =k ¥y €C no tienen puntos en comtn. Como

estamos interesados en evaluar a Z en los puntos que cumplan con la
condicién Cx-33% + Cy—BDz = &, nos tenemos que limitar a estudiar
los valores de z en los puntos de interseccién de las rectas de
pendientes -1 que son tangentes o éecantes a C. Para tales puntos
todos los valores de z = % + Yy estan en el intervalo cerrado (4,81].
Esto significs que el minime valor 'de z es 4 y el maAximo es 8. El

valor 4 lo toma en el punto de interseccidén de la recta tangente a

C x +y =4, este punto es (2,2).

El wvaleor 8 lo alcanza en el punto de interseccién de la recta

tangente a ¢ x + Y = 8, tal punto es C4,4).

EJEMPLO 2: Hallar los extremos relatives de z = x* + y2 sujeto a la

restrieeisn 8° + Ly-537 = 4.



SOLUCION: Para resolver este problema “tapicemos" el planc xy por
medio de circunferencias de la forma xz + yz = k, una para cada
valor real no negativo de k, Cestas circunferencias son las curvas
de nivel de wvalor k de z:x?qﬁ) ¥ luego dibujemos la circunferencia

C x*+Cy-3>%=1 Ver figura 42.

20

&

Figura 42

\

Como las curvas de nivel que dibujamos son circunferencias
concentricas con centro en el origen, algunas de lestas
circunferencias no cortan a C, dos son tangentes a C Y otras cortan

a C en dos puntos. De la figura 42 se deduce que las circunferencias

x° yz = 4 v x° o+ yz = 16 son tangentes a ¢, que las circunferen-
cias x° + yz = k con 4 < k < 16 cortan a C en dos puntos y que 'las
circunferencias x° + yz =k con 0< k< 48k > 186 no tienen puntos

en comin con C. Como estamos interesados en evaluar a z en los pun-—
tos que cumplan con la condicidn x° + Cy—3?2 = 1 nos tenemos que 131 -
mitar a estudiar los valores de z en los puntos de interseccién de
las circunferencias x° + yz = k tangentes o secantes a C. Para tales
puntos todos los valores de 2 =_:x2 + yz estan en el intervalo
cerrado [4,16]. Por lo tanto el valor minimo para z = x° + yz es 4 v
el madximo 18. De 1a figura 42 concluimos que el valor 4 lo alecanza

e L0, 83 v el 18, en CO,4D.

~]
O



EJEMPLO 3: Hallar los extremos relativos de w = Ex + 8y + z sujetao a

; ; 2 2 2
la restricciodn x° + y° + 2° = 16,
SOLUCION: Como ahora queremos encontrar los extremos relativos de
una funcidn w = flx,y,z) sujeta a una restriceidn ghae, yu2d = &
tenemos que trabajar con Superficies de nivel, en este caso son

planos de la forma ex+2y+z=k, los cuales son perpendiculares al
vectar <2,8,1>. Asf, tapicemos el espacio tridimensional por medio
de planocs de la forma Z2x + 2y + z = k, uno para cada valor real de k
Y luego dibujemos la esfera E con centro en el origen %2 + yz+ z%=186.
De la geometria analitica se obtiene que las superficies de nivel de
valor k = * 12 son tangentes a 1a esfera E, que las superficies de
nivel con valor de k, tal que -12 < k < 12 corta a la esfera Y que
si k £ ~18 & k¥ > 12, 1la superficie de nivel de wvalor k no tiene
puntos en comdn con la esfera E,. Como queremos evaluar a w =2X+2y +z
en los puntos de la esfera E, tenemos que encontrar los valores que
toma w en los puntos de interseccién de los plancs 2x + 8y + z = k
que son tangentes o cortan a la esfera E. para todosl estos puntos
lo valores de w estan en el interwvalo cerrado (-12,121. Por lo tanto
el valor minimo para w es -12 y el maximo 12. El wvalor minimo se

alcanza en (-8-3, -8-3, 4.3 Y el maximo en C8-3, 8.3, 4.3).

EJEMPLO 4: Hallar los extremos relatives de w = x° + yz + z° sujeto
a las restriccicnes x + 2y -z - 8 =0 Yy ax — y + z + 1 =0.
SOLUCION: Ahora notemos que estamos ante un problema de hallar los

extremos relativos de una funcidén de la forma w=f(x,y,z) sujeto a
dos restricciones, una glx,y,zd = 0 ¥ wotra hlx, v, z) =
Ceométricamente, esto significa que queremos encontrar el cuadrado
de la distancia que hay entre la recta L determinada por los dos
planos dados vy el origen. En este caso las Superficies de nivel son
esferas de la forma xz 4 yz o+ z2 = k, es decir esferas concéntricas
con centro en el origen. Come las ecuaciones paramétricas de la
recta L determinada por los dos planos son x = =t L, ¥ = 8Bkt + 2,
z =5t -1, podemos obtener pPor medio de la geometria analitica que la
distancia_entre dicha recta Y el origen es 6. Asi, si tapizamos al
2

. - . . 2
eSpacio tridimensional por medio de esferas de la forma x +y2+z = Kk,

con k mayor o igual que 0O, las superficies de nivel de valor k,



donde O = k < & no tienen puntos en comin con la recta L, si k = &,
entonces la curva de nivel x° + yz + 2% = B es tangente a L en
C1,2,-12 ¥ las superficies de nivel de valor de k con k > 8 cortan a
la recta L en dos puntos. Como queremos evaluar a w en los puntos de
la recta L, tenemos que estudiar los valores de w en los puntos de
interseccidn de las esferas x?@3+zz=k que son tangentes o cortan a
L. Para todos estos puntos los valores de w estidn en el intervalo
(6, +xd. por lo tahto el valor minimo para w es 6 y lo alcanza en

C1,2,-13, también podemos decir que w no tiene valor maximo.

Revisemos los ejemplos que.acabamos de discutir, para encontrar
una propiedad algebraica (si es que la hay) que tengan los puntos
que fueron soluciones. En todos los ejemplos que estudiamos,
encontramos una coincidencia geométrica: en los ejemplos 1 vy 2 las
curvas de nivel que pasan por los puntos solucidn son tangentes a la
curva C gue representa la restricecidn dada Y las curvas de nivel que
pasan por los demids puntos de la curva C no son tangentes a C. En el
ejemplo 3. las superficies de nivel que pasan por los puntos
solucidn, son tangentes a 1la superficie E gque representa a la
restriccidn dada y las superficies de nivel que pasan por los demas
puntos de E, neo son tangentes a la superficie de restriccidn E. En
el ejemplo 4, la superficie de nivel que pasa por el punto solucidn
es tangente a la recta L que representa a las dos restriccicnes
dadas, en cambio las superficies de nivel dJque pasan por los demas

puntos de L, no son tangentes a la recta L.

Sabemos que si z = fCx,y¥D entonces Vfoo,yo) es perpendicular a
la curva.dé nivel fdlx,yd = f(xo, ye) en el punto (xo, yo). Asi que,
si una curva de nivel Ci de z = flx,y) y una curva restriceidn
Cz ng,y? = 0 son tangentes en cierto punto P. podemos encontrar una

recta L que pase por P vy que sea tangente tanto a C1 como a Cz' Como
glx,¥D = O es una curva de nivel de =z = glx,yd> entonces VgC(P), es
decir, el gradiente de z = glx,y2 evaluado en P, es perpendicusalr a
C2 en P v por lo tanto perpendicular a L, por otro lado ¥ICPD . e=s
decir el gradiente de =z = fCx,y) evaluado en P, es perpendicular a
C1 en P v por lo tanto perpendicular a L, esto significa gque los
vectores V(P y YgCP> son perpendiculares a L en P, esto es. V£CPD

Y VgCP) son colineales Y por lo tanto existe un ndmero » tal que

VECP) = X VgCP).



También sabemos que si w = fCx,vy,z) entonces Vf(xo. yc,zo) es

perpendicular a la superficie de nivel flx,y,z) = f(xo, yo,zo). Asi

que, si una superficie de nivel SJ1 de w = flx,vy,zd Y una superficie

restricecidén S glx,y,z) = O son tangentes en algin punto P, podemos
2

encentrar un plano T dUe pase por P y que sea tangente tanto a s
como a Sz' Como glx,y,zd = 0 €S una superficie de nivel de w =
glx,v,2) entonces VglP) es Perpendicular g Sz en P v por lo tanto a
T, por otro lado;VfCPJ es perpendi.c:ular a 81 en P y por lo tanto a
T. Como tanto VGCPyr coms 9PCE) son perpendiculares a T, podemos
decir que dichos vectores son colineales, eg decir, existe algun

nuamero A tal que VfCP) = AVgCPD .

Ahora, sea w = O3 v, 2D Y € una curva determi nada por las
superficies glx,v,z) = 0o Y h€x,y¥,2> = 0. i ¢ &S una tangente a la
Superficie de nivel < ICx,y,zd = f(xo, yo,zo) en P(xo, yo,zo)

glx,¥,2d = 0 es una Superficie de nivel de W = glx,y,zd que pasa
por P, entonces VglPd es perpendicul ar a glx,¥,2d = 0 en P, es decir
ValP2 es perpendicul ar al plano T que es Langente a alx,v,z) = 0 en

P, pero comeo L esta contenida en Ti, podemos concluir que VglP) es
Perpendicular a L. De mamera similar, 'ya que hix,y,z) = 0 es una
superficie de nivel de v, B hC3e; v, 29 due€ pasa peor P, podemos
concluir gque Vh(P) es perpendicular a L. EI heche de que 1los
vectores VYfC(P), VgCP) y YhCPD Sean perpendiculares a L implica que
estén en Uun mismo planc y dque por lo tanto cual quiera de ellos pueda
Ser escrito como una combinacidén lineal de los otrios dos, asf para

VECP) existen dos numeros X y 4 tal que VICP) = AVgCP) + HVhCPD .,

Tedo lo anterior nos invita g dque evaluemos los gradientes de
cada una de lasg funciones invelucradas en los ejemplos anteriores,

en los puntos solucién, para investigar si 1a contraparte algebraica

En el ej emplo 1, las funeci ones gue involucramos son flx, yd=x+y
¥ glxv) = Cx—33% 4 Cy-3)2—8, los puntos solucidén fueron €8,E3
C4,4>. E1 gradiente de FCae vD VECoe, 93 = &1 .45 Y el gradiente de



glx, y2 = {2x-8, Sy=6> ; por lo tanto VEC2:23 = €t ¥ v
vgla,2> = <(-2,-2), esto implieca que Yf(2,2) = (~18) Vglz,28). Conmo
VEfC4.4D = <{1.1> y ¥Vgl4,4) = <(2,2> tenemos V(4,4 = (122 Vgl4,4D.

En el ejemplo 2, las funcicnes que se involucran son
flx,y2> = i yz y glx,yd = < Cy~3)2 - 1. Los puntos sclucidn
fueron (0,23 y (0,43. Aquil Vflx,yd = {(2x,28y> vy Yglx,y) = <&x,28y— &>,
por lo tanto V(0,22 = <0,4> y VgC0,2) = <0,-2>, esto implica que
vECO,2d = C—-22 vYglo,2D. Come Y£C0,42 = <0,8> Yy NgC0,4> = <0,2>,
entonces V(0,42 = 4 Vgl0,4D.

En el ejemplo s las. funciones que se manejan son
flx,¥,2) = 2x + 8y + 2z ¥y glx,y,z) = X+ y2 + z° - 18, los puntos
solucidén fueron (-8,3, -8-3, -4-30 y (8.3, 8-3, 4,30, Vilx,y.z) =
8:8,1> ¥ ¥Vglx,y,22 = £2x,8y,28z>. Por lo tanto VIC(-8.3,-B/3,—-4-3) =
<2.2,1> y Vgl(-8,3,-8/3,-4-3) = <(-16-3,-16-3, -8.-3>, esto implica gque
VEC(-8-3,-8-3,-4-/3) = (-3/8)Vg(-8,3,-8-3,-4-3). Como Vf(8-3,8-3,4,3)=
{2,2,1> y Vg<8,/3,8/3,4-3) = <16,3,16,3,8-3>, podeﬁos concluir gque
VE(8-,3.8-3,4-30 = (3/-B)Vgl(8-3,8-3,4-3),

En el ejemplo 4, las funciones con las que trabajamos son
fex vzl = Nl yz + zz, glx,y,2) = x + By —z -6y hix,y,z) =
2x + y + z + 1. Hubo solamente un punto solucidén, el punts 1.8, -1,
Como VIC(x,y,zd) = <2x,28y.,2z> entonces, 9fC1,2,-1) = <&,4,=2>, de
Vglx,y,zd = <1.,2,-1>, obtenemos Vagil;&:,-12 = K1;8,-1> y de Vhix,y,zD
= <2,-1,1>, se obtiene ¥h(1,2,-1) = <2,-1,1>, Como vfdl1,2,-12 es
perpendicular a la recta L de ecuaciones paramétricas x = - L + 1.4
Yy = 3t + 2, z = Bt - 1 v también lo son Vol ,&,~13 w Whel.8.=13,
esto significa que el vecter 96C1,2,-1) se puede escribir como una
combinacidn lineal de VgCl,2,-1> y Yhil,2,-1D, es decir, 9fCl1,28,10=x
Vgll,2,1> + uv¥hCl,2,12 para ciertos numeros reales Ay u. En este
caso podemos decir que 9fC1,2,-1) = 2 VgCl,2,-1) + O MECL 2, =1 3.
Todo esto que hemos discutido nos permite plantear los siguientes

Lteoremas:

Teorema 1: Si f(x ,y ) es un extreme relativo de z = f(x,yd

o o
sujeto a la restriccidn Co condicidnd glx.yd = 0 entocnces YECx .y D
o o

=KVgO%RyO) para algun ndmero A. [Aqui se supone que z = fCx,¥) ¥

z = glx,¥) son diferenciables].



Teorema 2: Si f(x Y ,Z ) es un extremo relativo de
(s} o [a]
w = flx,v,zD sujeto a la restriccidén glx,y.,2zd = 0O entonces
VE(x .y ,z 2=\ Vg(x , v, =z ) para algin nUmero A. lAgui se supone
(] [a] (o] (o] [a] o

gue w = flx,y;2) ¥ W= glx,y,z) son funciones diferenciables. ]

Teorema 3: Si B{x . 3 29 es un extremo relativo de
[&] [a] o
w='l{x,y,z) sujeto a las restricciones g(x,y,z) = 0O v hixy.zD = 0
= - v Y T para
entonces Vf(xo,yo,zo) A Vg(xo, yo,zo) 7] Vh(xo ¥ o) I
algunos numer os Ay u [Aqui  se sSupone gque w = flx,vy,z),

W, = glse, ¥, 22 y w% = hlx,y,2) son funciones diferenciables. ]

Demostracidn del Teorema {: De glx,y) = 0, podemos decir que
existe una funcién y = f1CxJ Ces decir "despejamos" a la variable v
de glx,yd = 0), asi que z = fi(x,y> la podemos escribir come funcidn
de sdlo la wvariable X, por el cilculo de una variable, si en x = xo
z alcanza un extremo relativo entonces dz.dx = 0. Como dz. dx =
Caf a0 + C3f 8ydCdy dxD, entonces en aquellos valores de x en los

que la funcidn z tiene un extremo relativeo

CH /3D + 0/8y) Cdy/dxd = O, de donde

13 gz _ _ Caefraxo
dx Cafr ayd

De glx,yd> = 0, Cadgraxd + CA/8ydCdy dxd = 0, de donde

F dy  C3asae
T dx =~ Cagréys 3
o
TURBL A
De (12 v C2) =se concluye que %M“”“WPPt
MATEMATICAS
af ~ax . 8grax
af /3y 8g/ Gy
de la igualdad de estas fracciones
af/8x = X Cagraxo

f 78y = N Cagrayd
para algun ntmero A. Estas igualdades, se pueden escribir en forma
mas compacta por medio de
VECse, D = % VgCloc, v
due es la ecuacidn dque satisfacen los puntos de la curwva glae,yd = B

en la que z = flx,y> alcanza un extremo restringide.

Demostracidn del Teorema 2: De glx,y,zd) = 0, podemos decir
que existe una funcidn z = f1Cx,yD Ces decir "despejar" a 1a

variable =z de glx, V23 = Q), ast que w = flix,v,z) 1z podemos

84



escribir como funcidén de las dos variables x y y, por el calculo de

»

P

las funciones de dos variables, si en x = X, ¥ ¥ = ¥ w.aleanza un

extremo relativo, 3w dx = 0 y dws8y = 0., Como

un extremo relativeo se cumple

afr af az af af éaz
e B8 — L _— —— = 0
Ea " % Y mtrtm 3y
por otro lado, de glx,y,z) = O, obtenemos
dg dg 8z dg . 8g 8z _
et —_—= S = Rkl —= — = (0.
€40 < dz Ix % Y ay dz 8y

De (30 v C4D despejamos a dz.dx Y 8z/8y y obtenemos

Caf - 8x _ CagraxD Cat ay> - Cdg-rayd
Cotraz> — Tog/ez> ¥ Tar 825 ~ Cogrozs
Y de aqui
or [af/az] g of _ (af/az] 8y df _ (arsd8z) og
dx g 9z ox * Jy \Fg- 9z, & Fa ?

<
r.

\Pg-gz) &z

si hacemos A = Cofr8z)C8g-8z), tenemos

I < * 3y oy 7 3=z Iz

estas tres igualdades se pueden combinar en una ecuacidn

! f
ar _ ] 2 % 2 o . op o

VECse, 2D = A Ngloe, v Y.
que es la ecuacidn que satisfacen los puntos de la curva glx,y,zd =0

en la que w = fCx,y,2d tiene un extremo restringido.

Demostraciédn del Teorema 3: Nos limitaremos a hacer 1a
demostraci én para el casoc particular en que la interseccidn de las

Superficies gCx,y,z) = 0O ¥y hCx,¥,;23 = 0 s una recta L. Supongamos

Pues, qud P{x , ¥, 23 es wun extremo relativo de w = Flx, v, 2D
< o o

restringido a la recta L que tiene por ecuaciones pParamétricas a

x = at + Ko ¥ = B + Yoo 2 F ¢t + z . Como w = flx v, %3 se puede
<

escribir en funcién de la dnica variable t, 1loag extremos relativos

de w = flx,v,2) son aquellos tales que dw.dt = 0. Pero dw-dt=

n
[9)]



Caf 8xdDa + Cafr eydb + Caf dzdc = Vilx, v, zD ¢ AL e, Por ser

P(x .,y .2z ) un extremo relativo Vf(x , Y »Z 3 » Lab,ed = 0, esto
(o] (=] o o (o] o
significa que Vf(x , Y » Z ) es perpendicular a L. Como glx,y,zd = 0
le] (e o
€S una superficie de nivel de W, . = glx,¥,z) vy esta definida en un

segmento de L que contiene a P(xe, Y. zo) podemos calcul ar dwi/dt
donde & = X, y,2d0 ¥y x = at + Xy ¥ = Bt + yo, z = ct + z_- Asi
dwi/dt = C8gr/axd a + Cdgr8ydb + C8g-8zdc = Vglx,y,zd + <a,b,c> perg
Vglx,y,2) + <a,b,c> = 0O para todos los puntos del segmento de L qué
contiene a (xo, yo, zo) porque glx,v,z,) = 0O para estos puntos. En
particular se cumple que Vg(xo, Y. zoj €S perpendicualr a la recta
L. De manera similar podemos ver que Vh(xo, Y o zo) es perpendicul ar
a L. Como los vectores VECPD, VgCP) Y Vh(P) son perpendiculares a L,
entonces dichos vectores pertenecen a un mismo plano, de aqui que
cualquiera de ellos se Pueda escribir como una combinacidén lineal de
los otros dos, ast VECED) = x VgCP> + u Vh(P) Para ciertos numeros
Y .

Vamos a aplicar el metodo de los multiplicadores de Lagrange

para resolver los problemas que resolvimos por los métodes de la

geometria analitica.
1. Hallar los extremos relativos de Z = X 4+ oy sujoks & Lo

> ? -
restricecidn (x—3) + Cy—3) = 2.

SOLUCION:  Aqui £Cx,y) = x + vy, 90, ¥) = (x=3% + (y-%2. Queremos
hallar los puntes (<, ¥ ) que cumplen con g(x , Y ) =0 vy VECK oy )
[e] (o] o < o (=]

= X Vg(xo, yO) donde X Fepresenta un numero. Come VECx, ¥) = <1 .,1» b4
Vglx,yd) = <ax -8, 2y -6>, debemos hallar wvalores de A tal que
1,1> = X <28x-6, 2y-6>, es deedr 1 = NCEswEy Y L=AC2y-8) por lo

tanto 1.C2x-8) = 1/C2y-8) es decir =x -8 = 2y -6 de aqui x = y, pero
debido a que se debe cumplir 1a restriccidn YESL VD = B, tenemos,
BCH-3" = B, cx-my® - g ¥ O el B Bl w = 4 B Le bk los

pares ordenados que son candidatos a ser puntos donde fCx,¥> tenga

extemos relativos son C2,2> v C4,4>. Par 1a naturaleza del problema

TCE.8Y = d ez wun minimo relativo restringido y fC4,4> = 8 es un

maximo relativo restiringido. Aunque no Necesitamos hallar los

valor de A es -1.2 Y el otro L.z

¥
i,

o)



z . 5
2. Hallar los extremos relativos de z = x 2+ v sujeto a la

restriceién x° + Cy-32 = 1.
2 2 2 2
SOLUCION: Aqui fix,yd = x° + Y ¥ glx,yd = x° + Cy-3)°-1. Queremos
encontrar las parejas (x,v) tales que glx,yd = 0 vy VECx, ¥ = A

Vgix,yd para cierto numero A. De < 2x.2y> = {8x,28y-6>, 8x = Al2x v
2y = ACSy-8), (2xDA(2y-6) = AexCa2yd, Ax = 0. Si A = 0, x = 0. De
glx,¥) = 0 y x = O, cbtenemos Cy—S)Z =1 y de aquf v = 2 & Yy = 4.
Por lo tanto posiblemente sean extremos relativos réstringidog
£C0,2> = 4 y £C0,4> = 1B. por las caracteristicas del ?roblema en
CO,23, z = fCx,¥d) alecanza su valor minimo y en €0,4) alcanza su

valor maximo.

3. Hallar los extremos relativos de w = 2x + 2y + z Sujeto a la

: ¢ 2 2 2
restriceidn x° + v° + z% = 15,

SOLUCION:  Aqui fix,y,2) = 2% + 8y + 2z y gloeyyumd = M 4 25 = 1@
Queremos encontrar las ternas (x,vy,z) tales que cumplen con glxs ¥y =D
= 0 ¥y ViCx,v,z) = AVgix,y,zd para algin numero A. De <2,2.1> =
AMEx,2y,82>, 28\ = 2% = g7y = 102, v = gz, por lo tanto 4z° + 4z® +
z% = i6, sz=16, z = 43, Por lo tanto, los puntos donde probable-
mente fCx,vy,zDd tenga extremcs relativos restringidos son C-8-3, -
8/3,-4-3) v CB/B,8-3,4/3) . Aqui  tambidén de 12 caracteristica del

problema fC-8-3,-8-3, -4.3) = —40-3 es un minimo relativo restringido

y fC8/3,8,-3,4/3) = 40.3 es un maximo relativo restringido.

4. Hallar los extremos relativos de w = x* + yz + z° sujeto a

las restriccicnes x + Y ~ 2 =8 =D Y EX -y +z +1 = 0,

SOLUCION: Mgul fCt.ywzd = 4 %7 + 22, (X, y,2d= x + By -z - 8§ y

hCx, ezl = S = Yy * z + 1. Queremos hallar los puntes que cumplan

con ad Vilx,y,zd) = AVglx,v,z) + HhCx, v, z) para ciertos valores de 2
Y M, ¥ con bd glx,y,zd = 0 Y hix,yv,zd = 0. A=t
Sy, B8 = 1,8, =45 &+ “4 <2,-1,1>, es decir
2xX = A + 2u By = 8k = L 2Z = ~A+y, de aqui .
2y + 8z = A y 2x + 4y = BN lo gque implica que x = 3y + Bz,
como glx,v,zd) = 0O Y hCx,y,2> = 0 tenemos
Sy + 4z — B = 0 v
Sy + 11z + 1 = 0



Yy = 2, z =1 es solucién de este sistema de ecuaciones por lo que
x =68 -8 =1, Esto significa que en C1,2.=1> s, 37, =) probabl emente

tenga un extremo relativo. Por 1lasg caracteristicas del problema,

concluimos que en C1,2,-1), fix, ¥,2) tiene un minimo relativo Yy éste

es fCl,2,-1) = 5.
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Moviniento en 21 olano

= Componentes ftangencial Y nermal de la acelerazacion
M N ~ : n m - ~
2 Algunos ejemplos de funciones de R” en R para n, m = =, 3

En las primeras dos secciones de este capiiule se estudian

ula =2n =1 plano. En la primer
i,

de porgug es

una  partdicuols

2l Ltiampo t, En

mas

conceptos de  acelaracidn tangencial Y  normal. Loz B de
movimients gque se consideran en estas secciones son tales SISt
_‘} LN - \ P, a3 alle & o LU 1 3 - L - 0y e - - i
FrLLd®=C0,02 para todo t flhialmente, &en la tercersa 2 dan

T R S —m &, L e -
slenplos de funcicnes de R an para n, m = 2.3 gue surgen del
campoe de la geometria

1 s MOVIMIENTO EN EL PLANO

Si una particula se mueve en Un plano ¥y se nos oreogunta sor
ra velocidad y la aceleracién que  Liene dic

un punto de su travectoria v el Unico

iy

imposibie saber el valor de Lales cantid

nos informa gue la Yravector:ia aque sS1g

Hald por 1as ecuaclones paramebricas w =

Liempo. si podremos hallar



T T oS R ek 4 desSCMIbe rd posicidn de la particula on

uncidn ROLY deseribe 1a LDeiEl of dry

USAar una expresidon vectoris,

Imformact [ Jue DEer g

la travectoria, S LA S

@
i )

o] 2 T

, T . = = -
Lhravesor ) M L4 barticula., A rdL) le Vamocs a2 1lamar wecLor
POS1o1dn de la partd oyl a4 =2n el ti S2Mpoe L o simplemente wvee ST e

- la deriwvada de Ivls con respecto

a
de la particula en e] Liempo L; ne de:




T B e TeeEliedd” Tedllmente i

i1l

velocidad de una pcartlicula en cualguier punto de |4

Lradectori g
- SHi g ) *. de . han o .
cescrilita por dLy. Renresentemnos a (rgL+AtJ~rxtJ)/ut Lor medio
: AT : gy = 5 ; i o E a1
ge ArCLI2 AL v oz Linm ArLLl /AL por medio de arcLi-dl, Hagames

AL SO

] e i B s A -~ 2 : = A % oo
TLEY = MCLDL +yCLD j Y escribames a <i1) en Leérminos de 1as

_ (th+ALJLTVLL4AtDj} — OxCL3i+yC > i)
h T At
= HCL+atD —-xCt> Yiorats -yl td
- AL S BT T .
A L3 . AT LD
= At A F ¥ + S
P AL‘
Por lo tanto
AR dt = Lig APCEY _ N
At o0 At dt At <
D adul  gque podemos caleular g *?Ct)/dt bor medio 4He sus
componentes Ya dimos e] orimer paso que  nos avudara o oa

investigar si <13 Febresenta realments a velocidad de gnag

= a i . g . e
bPartlcula gque sigue una trayectoria Fcty. eScerioimos a (12 en

; s ’ . = Y . ;
términcs de las componentes de rCL) La figura 44 miegira el

5 o : w . 3 -3 - " > Lo R > .
Significacs geométrico de rlid, rCt+Aty. AC Lrdie s, BrgiEd
Cd Mamd AxCLY  Tad AW Y o AVCLY o AvD .
X




Aretl) ezia representada por el vector con pounta inicial en Fow
ounie finai en &, cuando At tiende a <¢ero. O se ATr GM A P O%
oo el Lrabajo del cidlculo de una variable., sabemes Ot LA
cuerda Pl se aproxima a la recia Langente a la curva =n F. po
= - 4 5 . o i o -
e Lanio LA alrecclon de drdidodil o es la de la recoa LANEMT S &
ia curwva en F. asi dritl-dt tiene la direccidn correcis Dara La
velooldad el obieto  en movimiento. Conoci endo
Aot g A y . - 5 T s I T R S . =3
Gfhosde,  podemos nallar las ecuaciones paramgiricas de L
recia Ltangente a la curva descrita por el objeto en movimienteo,

LUSSLO gue, Cconocemcs las coordenadas del punto: PCHCLY , wliLd) W

un veclor parsaslelo a la recia tangente dado por «x<’{L3.,v I8
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nos da el valor de la rapidez con Jque se mueve el obDliemio =20 21

- -

Lismpo L. antes de calcular 1la magnitud de drdil.dt re

un procedimiento para “numerar' una curva O gue nos avadard

w
5

Westro objetivo. Esto puede hacerse de la Siguulens

v
\\
2
[ %
l«/ 1
T
]
D
i
O
o
(5]
™,

o

un ounioc cualguiera de la owurio

Gue sirva de punto de referencica.
Pase Z: Partiendo del ounto de rejerencia. e 2iixe un
senlido svbre la curva como el sentide scostituc v

DLro como el sentido negatiuvo.

Pacsy 3: St PCx, w0 &5 un punto de la curva. sec = b Lomat S
do  arco, con signo™, sobre € desde =1 ounte de
referencia hasta P, donde s es postilua si P =sta on

eL sentlde positiive a ocartir del Punto de referenc:

¥ es negaliva st F estd en =1 sentide

PUNTO DE REFERENCIA




S T TEEE s ERRdLnlento se determina un opunto dnico

L. ¥ dde la ourva, cuands Se da un valer de s. Por & 1

determina o} DUNto gque esii a dos Unidades socbre la rcurwva 2 o2

sentido positive a partir del punto de relerencia v s=-=3

determina el punto due es13d a 3 unidades sobre la ocurva en =]
EENLI40 negativo a pariir del punic de referencia.

Si tenemos una funcioén de una variable t. donde ¢ reErresenta
el tiempo, due nos da el valor de < Para cada valor de © Y el

Sentido positivo de La curva la esco emos de tal manersa gue

crece cuando t crece, entonces ids/dtg nos da el valor de la

i la curva ¢ esta |delfinida per el wvector de posicidn
FOLI=%CiI4 = yCLZi, el caleula de una variable nos dice cual ws
ia lTuncidn de una variaple dUe nos da el wvalor  de S para

Cualguirer valor dei tiempo t. Esta es:

[ = = zﬁ
s = [ A= + (y'CY 4T

o
Lor 1o tanto, por ei Lecrema fundamental de] caleoulo de upa
variaple

ds 4 2 e 2
o = 7 [#CEYT® & [ 9ok

2 = " ¥ o F o = o 3 = . -4—‘\-“ e Ot
bor oilro lade la Magniiud del vector Sribdeas. = g Cblide CL2
=S

| ds l* dfces ||
!dt,!“'u‘t “

L 1
o . ; 2.3 . ; S e ; .
=0 anterior significa due la magnitud de ArCid-dt nos da e}
valor de la rapidez con que se mueve =1 objeto en o) Liempo §.

T o= b R P S 1 = . g
Aemes pues.  llegado a ia conclusion de que w@rd

Y: A%l Lenemos derecheoe Jde
§ 5 R O . o .
sAamar a drdildsor el YeoLor velocidad en el Loempe ©ow darla Wit
R — 5 - I % B, 7 i
S1 Mmool o =L Simoole para droty. At sera Voo shdlcaremos 1as



component

Fespeclivamente de 1 velocidad, esto Ltambién ezida contenido

P dritld _ dxitd _ody (s
e e = = - A -+ = - V.
it i At ¢
Las componentes hori Zontal ¥ vertical de la acsal erasion son
- N
(S VS T | P : 2 ; B 3 o .
W = oLELOS necnos pUegen sSar SeXDIr 2R 0a0s

ESnG ms,
ke S
> 5 ’ 2 a =L .
& magniitud de ©£Sta dada por
: 5
dt
; . 0 R
LN SR (= Y o d” v
T | == =
dt L ¥ oy 2 -
} ‘ dt gt
PErS  2sta madgnitud ne es d s-dt Esto se pusde 24 A Al
2 2

€5 i1a deriwvada con respecto al tiempo de la rapi iez

% . 2 " .
veremos mas tarde que d®s.di Mo es mas

vecLor aceleraci Sn.

Un necho imporLante s Qe = ViR o
e
A e 2
A el b el D ) : ] e 7 .
< - ; —> DOr lo gensral RO @8 tangente 3 la curva,
2 v, B g o o




- = LhaYecloria de un provectil es curvilinea (no
rectilineal e2ntonces el vechor aceleracidn es distinto de sero.
ara convencernes de esto. debemos darnos cuenta gque las

cendientes de las rectas tangentes varian Cver figura 483 BerS

como el valor de las pendientes de estas rectas Langentes esta

=

dado por ¥'OL) - %'CLd conclui mes que y'CLI-ox"CLl es wvariable.
€510 obiiga a gue en ningun intervalo de Ltiempo. x’Ci2. VL ED
Sean simultaneamente constantes. Esto Significa U =0
cualquier intervalo de tiempo x’CL) varfia o y'C(td'varia o ambas
. : ; w . n dx’Ct> |, dy’Cid ;
varian y de aqui podemos concluir que & : — O ampas
al ac
no  son  idénticamente igqual a cero. Por lo tanto en el

movimiento curvilineo siempre al menos una camponents  de

5

celeracidn @ distinta de cers Caun cuando la rapidez del

orovecilil sea constanted.

Flgura 48

Femos dicho dque la direccidn del vector aceleracidn oor Lo

deneral no es  tangente a la trayecioria. Estec sucede vsor

-

ejemplo cuando se lanza un broyectil' desde un caffén inclinado

un Angulo A con respecto al Suelo, si suponemos despreciaplo La
resisztencla del aire Cver figura 473. La unica aceleracidn gue
actla  es causada por la fuerza
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Figura 47

comparar al wvector velo

con el vector aceleracidn en el movimienteo curviliines, ez =]
MOVImlents des ung Particula a lo largo de una circunierenc a.

LEAS 2ecuaclones varame

Liempo

cualauler unidad de Lienoo

Luego & ez =) numero de r

5l w es contanie. 9=wh. Asg

. ) L = P B . ;
ASL. S1 W=E v la unidad C& Lilampo @s e
Segundo. o=3t - =n =2 8lals

= SeguUndos @ cambia en &

Supongamos que w =

n

constante. asi  g=wt Y las ecuaciones

nes

ia clircunferencia

R sen wL. Por

= a2l movimisnto =S

T )
Phtbz: = K coswh, 1 % 8 Senwt )
Dor 1o tanteo
RO & i ’
LY = ~wiRsenwti + WR nos wt i
s
Fa g i - 2 2
Al il T o=y L= W Esenwn |
- e S e . s B pim  The g G AT
PO Las direculionss de PRLA L wE LD v UL



Como ritd«¥ory = O, concluimos que el vector de posician

u
Ct> son berpvendiculares., es decir

»'concluimes gque el vectar de posicidan

&

- - : v yoR 3/ " = 3 -] — ~
i3 v el vector aceleracidn alil son colineales - ademas de

3 e ] _ ; T L o _
dlireccisén opuesta. De €Sto se deduce que ACt) no es tangente s

La Lrayveciorla.

- : . . 5 2 L 2 WG &, i~
fara este caso Particular, calculemos dZs,-qt ¥ o1adil . Como
" D 2 2 2 . W )

ds-dt = QVCLDﬁ = WR, d's.dt® = o Y jaliol = wR, seor 1o Lanto

=i sSignificado figigs dei‘hecho de que la aceleracidn es 4
io largo de =0 = que el mévimiento circular sdélo buede suceder
21 hay unsa fuerzg que coﬁtinuamente empuia  al cuerno  en
movVimiento hacia el centro. Esta Situacidén fisica ocurre por
ejemplo cuande e ata a un extremo de un hilo una pledra v sge
le hace girar. La mano debe ejercer Una fuerza. que oor 1z
segunda leyv de Newbon del movimienta implica una aceleracldan

1dacia el centro Para mantener a)] objeto girande en orma

: ; = g - 3 4 . Z
Ademas. va due g Magnitud Ade La AcCELSr ol dn 2 W o=y

¥ 23 la maanitud de la AcCeleracidn ancgular, 1 ACBLEradl dn. depe

ser mavor si la veloci dad angular s= lncrementa. Esto, Campien
-4 - s TR [ = Rk s 3 o o DB § o pier ol s

E5la g SACUBP 2o Z0on Nuest ~a eXDe; lencl ., velhat L amncs UL ATr L



SELe 21emMDio de mMoeVImlIento gus aungue el objete se nmusve 3 Lo
cargo de un circuio con rapldez constanie. 2sii aciusnds Lma

Acaleracion. ES esia aceleracidn la que continuamente osnbls Lo

Slreccison Zel movimiento v gue si deja de

51 una particula se mueve de tal manera gue sS4 Lravectoria
S murva y para la cual conccaemos las ecuacionss PLarametricas
coms [unciones del tiempc.vya podemos calcular la magniiud ¥y la
direccion de la velocidad Y la magnitud y la direccicn e 1
Acelieracidn, Chruvimos estas cantidades calcul ando lLas

de los ejes X. y. En 2l movimiento curvilineo la dirsccisn de

sontinuamente cambia la direceidn del movimiento. DO e
existir esta fuerza, el movimiento seria en linea recta, De
aqul que la fuerza gue cambia La direcciodn del movimienus debe

2mnujar ai obiete an uns direcoidn diferente 3 1z dies &
Langente. Para estudiar tales movimientos, es 0til sapber que
sucede en la direccion de 1a Ltangente v qué esta acLuando DA A
causar la desviacidén de esta direccion. El saber Jue =l vechor
— oo, ; ;
aceseracion es adtd = ai + a i no nos dice cuanto de la
=4 o

Feconsideramos primeros a2l wvector tangente. Las ecuaciones
Barameiricas gue nemos usado aqul para estudiar la veloc:idad o
ia aceleracién han sido funciones de un paramevrsc L gue
reoresenta al Liempo. Sin 2iDarda, cuando un ounto P 32 mueve a
<2 largo de una curva. su Dosicion puede ser especillficada por
ta iongitud de arco = due ha recorrideo desde un ounio  de
referencia al que se le asigna 550, For Lo tante ol vecbér de

CoOnviertoa o WiNdy UEinaiay
e —~ T o= 1
e COZ1Clon =N S Liuay




: - S , o : 2 A S
i 2l objeto sSe mueve de P hasta O, £CsY cambia a ris+asd
Cligura 482, Por lo fanto

i xS - - i -
ar .  ris+aAss-rlsd
As As ’
5 ¥
A d =+ ar 2 ar
pogemas anora definir dr/ds como — = Lim =,
: ds as
As->0
5o
P ; 3 ; o v R i g _ .
alculemos ia magniilud de S— 0 81 FCs) = xCSDi o+ woal VS s
ds - .
funcion del tiempoe ©, entonces
e Sioom o :
ards> Xs2 ds. | dy(sd ds
- = - —-1 —- —
dt s dt ds: gt
ol ) !4>i'
ds [dxCsD, . dyCsDd | ds dr{s>
= 1 E ] =
L ds ds  ~ dt s
cor lo tanto
e 2 i oo >, ' P>
dr fds | ffedr | tdr | |ds | a1
- = = “f?| r PErS como || = 1-—| , entonces |——| = 1,
! par rdat fas i dt Ci‘t.l jds |
i 1
™ = ' .Jr) » > . . oz S ]
Ehcontremos la direccidn de dr/ds. La direccién de dr-ds es
AR
el limite de la direccién T g Cuando As se aproxima a ceros. O
s
. ¥ =¥ ” - -
S& aproxima a P. Asi que el vector drods es paraielc a la recia
: = .y 7 5 % 3 . = e 2=
Langente en . Veamos mas sobre a direccidn de d4r.ds ey
. - s P ¥ A . g -
figuras 48 y 3C2,v 2.83. RCs+As) - ri{sd, para 4As > O, iftiene .a
> e
3 , e i ris+Asd — risd B
direccisn del wvector rl, como As " . Lambién
AS
+ - o ) = > - > A
vigne la direccidn del wvector PO, RCs+As) - ri{s2, para As<C.
o Ao
Liene la direccion del vector QF, como As < O. — —
As
f e ) . < i == — ¢ P
Liene ia direccidn del vecLor 20, esto significa e Lo
e - G s i \ .
direccion de dr.ds es la del vector tangente a la curva en P g
due apunta @n la direccidn en la gue crece s. Vamos a denocbar
o : s . > 2 £ g =
2L VecLor unitario dr-ds por medio del simbole T,
y y 4
} , Y 3 Q
Q
W ) v
x 3 v
2 v kb
< P
<
P P
) o\
vm(
X




e ~ =

T TR SRRty HBL Mgl b S8 especilica por Jver Prglra =

L oanQule @ medido “&. COmMO Se hace =n Lrivonomeir: 4. ENLonces

= dxis> . Oy(s>
i ds ds -
=L vector T uj misma direccidn que la del secioe
B R r -
s CRUT T G ar ar das s B -
Veiocidad Voo ar.dt borgue — = S5 DoTil

e S - Y — DoEi L
at. ds g, ° L :
escoderemncs dgue s crezca cuando asi lo haga el Liempo

e

Fioura 3

-

fara determinar g Acereracion que obliga a e

MOVIimienio sobre Hha curva se deswvie del movimi ent o

: ; =
o SStudlaremos la razon i€ cambio de
T S ;o ; - : . o ;
=omo T es un vectse Hnltario., siempre es POS1IDle &scribiels
=3
&n : a

nola forma T = EOS@L + Sengi, donde P representa . SERRFCISY.

1, bodemcs  ver gug ol acudn

Como di-d¢ = C—Sengdi + Coossd i

il

; S e
2J, concluimos Que di.de ez un vector
; ] 5 o ; . B =

Clle Liene ung direcei an lduar a & + go v

Y ademias == unltard s
/“*S'—‘_—_—_ﬂ

T 2 2 . i :

DOr s AT de | = vzen P T Cosd = 1. Por 1em LanLo. nodemosn

) . B 2 . y ; 2 " -
“DLener el vector HiSdD a partiec del vecior T. girandeio =0T an

SENLLAC  conbirars o al de

1o vamos a FeoresenLar




s twm i i A Y b5 g s -
SSCrilpig ia aceieracidn ait> ey termlnes de Lios

nos servirdn coms VeClolres

T

UNltarios de rezferencia. asi comoe nos sirvieroen los wvectores
uniltarios i y j cuando estudiamos la velocidad y ia aceleracicén

en las direccicones horizeontal v vertical.

- . . 8 > 2L TR e ok, e
=L el veclor de posicisn rCtd es rdid = %t > + yCoL o
LN
_— S sk g ‘ ; Hsg = P
SRLONC2SS Sabemos gue el vector velocidad es VIL) = droLy.dt
Por la regla de la ca
e - - -
a5 Ul S5 bl LD
VEAMCE Un casc par - = : < R
dt at '
<! . i . 5885 ; . .
< dUe podemos escripir , Sin necesidad de especiiicar )
=33
Wy 2 : . i R o S, % s "
parameiro del que depende 4. Sea M=l 3cost2i +(3senil i,
- AN - P = i
La aras

Srifa de Wil es una circunferencia de radic 3 con centro

en =i origen vy orientada #h sentido contirario a }as maneclllas
del relioj. Para cada valor de t, sea s la longitud del areco
subtendido por el anguio t {figura 330, es decir, S L=s.3
Ahor z

o3
o
I
)
|
Ul
o
5
)
]
A
r"i
|
-
}_a,
+
{
)
0
0
')
W
g
SRR |
]

e s, |1 S 1 is
3 (-sen(d)|L L + 3 leos(Dy] = 98
L ot 2 : &5 = ik -
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> d's o is.z2 _do. o
= i ~+ A7 S \J
= > ! (dt> (GS) :

Hemscs expresade al  vector aceleracidn =2n Ltaérmines de dJdos

: ; — %2 L, 2 o
combonentes perpendiculares. El primero, 1 d° s.600°, esta a4 Lo
targo de la tangente y tiene La magnitud de la aceleracicén a.lo
. Y 3 o
iargo de la curva. La segunda componente esta a lo largo de N
¥ tiene magnitud.
| do (ds)z ’
. s "ad !
s Ty Arp— e T T b
La cantidad Cds-did 25 simplemente el cuadrade de la
- ; i & I e~ i . % e o yE g
rapidez instantinea v u_ng del objeto a lo largo de Lla

va ¥ la cantidad de¢-ds proporciona el wvalor de

la, wurvatura

de la curva. Zi representamos a d¢-ds por ¥ v a ds.di

I 3 por v.e la
acelieraclon pusde ser escrita como:
dz 2
s = >
- I + Kv© N
g 2
at
< o2n Lérminos del radio de curvatura R = 1.K
- - - 2 % = iy
a Cd s di" 37 CV/RON = a 7 + a HN.
T N
- ) ; . s o B R )
Deberiamos ver Lambién que ifa componente normal (v - E3Y esta
o s % P 2 i
4o concavo de la curva. {a gue v s
o 2 > g 2 3 LT
ion de (Vv /ROIN o (KvON depende de X%, Dos
cenVeancern GUE Lda aomporiemts " Nl T
haciaza 2l lado cénecavo de la rcurva. En lLa
figura T4, s es positiva nacia arriba. ElL wector unitario
| =% : G ‘ « x .
mEngente U como va lo hicimos notar bosee la direcocion enm ia

> : 4 - o
S ¥ N una direccidn mavor en S0° en sentido contrarde

tas manecillas del reloj a la direccidn de

LAY
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Crice,  For Lo Lantoe BN ¥ N Lienen

@
5
v
U
g

SirwEtydra e ds es poegativa ~gue D Jdecrecs cuarnddo S

=

1o K o apunia nacla el lade concave de la curva.

3 T - . - e - = 1 ol 3 C- 2 ey
igida SC en santidgo contrario al de las L el
ate W L - =
S S G C-= S

, : EL SABER Df MI5 HI
i HARA M GRANDE
BIBLICTELA
i}

™~

Bl Supongames gue un CUerpo se mueve a 1o Lare

SuUrva cuvas ecuaciones paramétricas son x = cost + L sent. v o=
sent —tocost. Encontrar a v oa |
I N
L& cuaclon vecot dUe rEpresenta 2l aoViIaLEnto




por lo tants

R o . il S
Yilos = Licostii + ClsentD
v
BB 1 5 = 3 i ”
atil = (-tsent + costli =+ Clcost+sent
‘ T . o o : ; TS N
coma dssdb o= VIl deldt = L v de aguif. a = d Sl = 1
i i Ly . T ¥
12 2 ‘. - C o W = -
Y4, T ouan - as = ¥ {tsent+costd +{beost+santy " -1 = L.
- N (B T
. i -+ . ‘ e - t e %
L& eXpresion para 2 en términos de los veciores 1 v W

muesira mas claramente que la expresicdn para A2 en terminos de
108 vecltores i ¥y i, un hecho fundamental acerca del MMOYI ml ento
curvilineo. Uno tiende a pensar gque la primera derivada del
valor algebraico v de la velocidad., esto es dv.dt o dzafdtz =9

la aceleracidén total o resultante. Sin embargo

o
g
&
B
&
}.‘.
G
M
]

ia direccidn de 1a velocidad también implica due  hava

acaleracidn. Esta aceleracisdn apunta hacia el lado cédneave de

la zurva y nuestro resultado para a,, hos dice cuanto es esta
acelaracidn nrmal . Esia cantidad a Lambi én e lilama
N

aceleracion centriopeta. Ya qgue la aceleracidn normalt !
centripsta se presenta en el movimientes curvilinec. alguna
fuerza debe producir esta aceleracidn. Ademds. en vista de
. = Floi B iy Bl ¥ 2 : i 5 : %

due  a = Id's.dbtST - v ON, mlenlras mas grande sea iz

curvatura de la curva en un PUNto © mads grande ]a velocidad a

lo largo de ila curva, 4., dece ser mas grande Y por lo Lanto de
= » Yo

Acuerde a la Sedunda leyv de Newion sobre el movimisnts. La

Tugrza que produce esta aceleracidén asbe  ser mas  arands

i y R . " " . i3 o2 . @ = @

Utilicemos el valor de & &n leérmincs de los vectores LW H,

para waicular el valor de v Dara que un <sate
érp;ta circular. Supongamos que la orbita de un sate
cireular. el centro de SU Lrayvectoria es el centro de la
¥ gue orbita r metros desde el centro de la tierra. La mawunitug

de la fuerza gravitacional ejercida por la tierra e=s:
= _ GMm

i == .
1 2
r
donde M es la masa de la tierra ¥ m la masa del Saltéliite, La
magnitud de la fuerza centripeta requeridsa pPara mantsner al

ifi
T

atélite en sy trayectoria circular es;



Qe curvatura es . Para e =L canel e

Pravectoria circuiar. entonces © T o e

~e Ser usada para e lercer la ftusrzZa

EElo &5
S
2
]
2
= v
CEL e ssultadoe nos da la veleocidad a la cual @ sat@sile
depe orsitar si esta a Una distancia v del centire de la Liarra

Una particula tamidién puede describir una curva =n 2
esnacio tridimensional. FEecordemos de& una curva Zoce

ura funcién wvectorial rit> = < L. C e B3

{6}

la qriafica de una curva

[®)
i
3
W
i,
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b
fur
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g
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3
0
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o
et
s
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W
b

2 5 ; = ; . : B 1 R . 3
definida por una funcién vectorial rlid = J0dLd. gl EEN ks
un ejemplo
EJEMFPLO. Trazar la curva gque tiens la escuacidn veclorial
o 3 =
bl s cost,, sent.. L2 para Lo .

(&

=~

N

\

)
=
o)
e
N
O

!

;

N
‘\
N

|

|
=
N
O

un dibuic de la curva se muestra en la Tigur

1 maglnar come wun Lriangule  rectangulo lsoscelss qgue S

= C0.0.00 gue =2sta en
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Figura 36

En este caso. la hipotenusa determinarid <sobre el =il indrs
ia curva C gque deseabamos graficar.
EJEMFLO: Trazar la curva cuya ecuacidén vectorial es
> z .3
ol e IR S B
SGLUCION: Las ecuaciones paramétricas de la curva son x = i,
= B 3 : , 2 . _
Y =L ¥ z =t , de dende concluimes que v = ¥, e decir los
. , 3 i L S z2 i
buntos de .a curva estan en el cilindro parabélico YE XK . LA
figura 37 muestra un dibujo del cilindro y una porcion de .a
curva de L = 0 a t = 2.
74
h\
-y -»/"J
4 AN Y
-
X
rigura 37
& dlscUsion gque se nizo sobre el mevimienio on e DLars
oUSscde  2when de wmanera similar al caso de uns cartioul o




ALGUNCS EJEMPLOS DE FUNCIONES DE
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rigura
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cariesianas v dado un
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AY
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De la igura 58 se tiene
polar=s de P entonces
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v gue 31 (x.v2) son las coordenadas de P entonces

\,{
arc Lan =— T X ¥ O
%
2 ¥ - ’
T+ arc tan = =si x < QO
= = BE
e si x = 0, v » C
e sSi X O. ¥ < O
=1 Cxov2 = {O.00, & no oesta definida.

De estas formulas de transformacidn, podemes definir dos

P P " ‘
funcirones de R en BT a saber

fir.el = Ir coss, r sensd
S
3
arc tan= sS1 x > O
z 2 T+ arctan = si
flx,yd = M +y ; ox

A =1

[ / z i % <
s B 3 o=

¥
|
g9
"<
NN
OO

gue son realmenle otra forma de escribir las férmulas de

Lranstormacldn para pasar de coordenadas polares a coordenadas

Torma de escribir estas itrasnformaciones

la transformada de un osunioc del

planoc. sino tamplén la transformada de un conjunto de ®°
Veamcsz un ejemplo

ETEMPLS: Sea fdr.8) = (r cose, r sen&d Hailar los
respecii vos conjuntos gue esta funcidn asocia a cada uno de

4‘:{\(_
3
.

sl B e R B SR o mes = ; p : .
84 —a UBCLa 7.3 Do pe segmento r=l ) El rectangulo definido
oh r & K Con 0 S 8 « 2n por 2 = r 24 v OEsEgs s



Bl conjunto de la figura 55ad) se transrorma B IaE

la funcidn sn el sireuls unitario v el conjunto de Lx

=2 Lransiorma baio la funcioén en =] cohlunio de ounto
. 5 = P w2 2 8 e VB O Bm la ffesme s o
.0 tales gue 4 = X o+ v 2086 v ox, ¥ =5 W En La F£i HUMa U e

rigura 80

ZIEMPLO: Sea A = [ _p ixle , @ j con O5& .o <g. Y o delinamcs
12 1 z 12 .
1

9]

Tersel = Lr cose. rsends’ ., DCeterminar e Conlunte  imagan

SCLUC TON: El conjunte B es “& rormado sor e} COnjunto de puntfes
zZ . 2 2 ., =z = o - o R g
Lales que 7 <« 4 ¥ O e ¥ Liane ix £ v £ hane - Ve
1 & - 1 -




Figura 81

En geometlria analitieca, también se resuelve el probliema de
dadas las coordenadas cilindricas de un punto P en el espacio
Lridimensional escripirlas en coordenadas cartesianas. asimi s
S& resuvelve el preoblema de dadas las coordenadas esféricas de
Un  puntec P en el espacio tridimensicnal esSCrib
coordenadas cartesianas. La solucidén a estas proolemas,

igual gque ia sclucidn del probiema de pasar de coordenadas

un

Solares 3 cartesianas nos conduce a definir des Tunciones de

Fligura 82

De la fioura SE2ad Eencontramos que

A

¥ o= Pes

[

= ¥ = r sene, = =

e L - h ~ y : e ] 3
“ PSCrlia como una tuneién de R en R

—— P =

.z = Creo

S, rsens., =7, SN B, r v oz e iR

i
3
7



igura S2Zb) obLenemos

LT gsengcoss, ¥ = osendsens. z =
Zstas Sérmulas de Lransformacion las s T

-_r;r;_}2=13.Q.§b<iisry0_:r.b5f<
Las  formulas duUe nes avudan

cartesianas de un punto a Dartir

R asi . de Flr,s,w = (p cCOosS8,
Fla,20 = Loose, sene. Z4 die se consigue
un valor constante. epn 2Ste caso se tomd - = 1. Stra funsion de
e =n Ts, =1 consigue si hacemes a & constanta, digamos

® = w4, a saber FCr,z) = ((%ﬁ%)r,(ﬁi@)r. zZ). De igual maneras

) -~Z ~3

de Flop. &, ¢ = (o send cose, PSeng send, pcose) codams
Jenera funciones de R en R jola

.

ias farmul as para chienep las
cartesianas a partir de las cilindricas & ias Loas  mse
; . = 3 e -
avudan a tunciones de R en ®°, cumno

rir @,z 3
Flr,o.z> = 0p sene, =)
Flp.s.¢> = o SeneCcosy, o seng senad
rlove,.g> = o Sengcoss, o cosed
Veamos al gunos 2lemplos donde se muestre la interpretacion

g=ométirica de algunas de las funciones que acabamos i definir,

CJEMPLO: De la funcien FLrs8:.80 = Cp Rase. FEoheh.sd. ous
sirve Para pasar de Coordenadas cilinmdricas 2 Toordenadas
Cariesianas. encuenire la imagen de

&> El conjunto de puntos {r.,&,23 = op COS8, rsend. 1l Lal cus

© = ¥, donde ¥ 2SS Un nUmero res) DOs1 L v

“EMAN cualauier valor real.



e =+ conjunto de puntos Cr,e.z) tal que & = &k, donde
Sliia vor v 2 VArLd4an en Lodo ®
i Zl  coniunto e puntos (r,e.22 tal que  zZ = k. donde

SCLOTTON:

&) Ver figura 83,

_——_.______L___.________

T
i

)

2l origen v radieo k

Figura 83
La Mmlsma eslfera le Ccorresponde  aj

Lane r =k, con Ofedsan Y —kZ=z=k.

conjunto de Dun

Figura 54



LoauDIerames deseado encontrar la imagen del

que r 2 0. & =K vz < R. la

parte del planc abtenids gue

1Le ¥ en e1 occlLantée gus ST LT -

primero.” incluyendo los puntcos del oja =

— .
TLanc T = gk T e
i angy =T o= g

tales aque o = k. k un aumero

O
L)
1
L
-

L

o
o
=

bt

(9]

a!

O
£ 0]

c

5

(I

0

i verc

s Bl conjunto de :
@ = ik, STl Do
ji_\.l ‘I ~, - )

e e
S bt 0N

A fer




Rectangulo p=k. OSex<X2n O < & <

La porcioen del Dlano 8 = §

= i 1 - 5 - & = 5
O seminlans v = {tank>
S I -




Ver [igura A8,

La poreidn del planc @ = k, Seminoco z =

o 2 2. O 5 e £ Ex
Figura &8
La ecuacién para el semiconu no es valida para = 9D &g =

para £=0, la lmagen seria la Darve no negatlval del o1 -

= oo, en este caso, la imagen seria el plans z = O.
m

as para funcicnes de & an

imilares a los que planteamos Para funciones de F £

SJEMPLD Sea {o.z> “COSE. Sen®, z2. Hallar la Lmacer oo

a2 el conjunto de Ce.z> tales que @ = k. k un namero ijo
[O,&n) v z en R.

B2 El conjunto de &,z rales gue z = k. k un nlmerc reai 1




>_ Y
,I
/f
-
s |
j
X = cosk
™ o -t 1 e
Fecta & = g Recta {y = senk

B3 Ver figura 70.
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o
Circunferenc1a{%

Z = k, 05 <2x

Figura 70
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INTEGRALES MULTIPLES

INTRODUCCION

NN

0 0 o~ o

~]

Este capitule contiene los Siguientes temas:

Vol umen bajo una Superficie

Una aplicacidn de la integral doble en fisica

Integral doble

En este capitulo se estudian los conceptos de integral doble e

integral triple. Se dedican las Primeras cuatro Secciocnes aj

concepto de integral dobie Y las dltimas tres Secciones gl concepto

de

integrai triple. El estudio de estos Conceptos se motiwva por

medio de pProblemas. Asf, Primeramente se halla el veolumen de un

sSlido en 1a Primera seccidén Y la masa de una lamina en la Segunda

secclidn para después pasar a la definicidén de la integral dobie en

la

tercera Seccidn. En la cuarta seccidn se plantean algunos

problemas vy se muestra que para obtener gy Solucidn resulta mas

con un sistema de coordenadas rectangulares. g1 Concepto de integral

le se motiva hallando la masa de un sdlido en 1a Seccidn cinco,

oy

En la secéiones S ¥ 6 se plantean algunos problemas sobre fuerza de

atraccién dravitacional que dan lugar a integrales triples pero

donde

resulta mis conveniente utilizar e] Sistema de coordenadas

cilindricas Cseccidn sSeis) o el Sistema de Coordenadas esféricas

pPlantean se dan argumentos de Caracter intuitiveo, Se dan ardgumentos

gecmetricos para reducir log problemas de

integrales dobles en

coordenadas cilindricas a2 pProblemas de integrales dobles en



______ T e S QUIeENLVos geometr lcos
para reducir problemas de integrales triples en  coordenadas
cilindricas o en coordenadas esféricas a problemas de integrales
triples en coordenadas rectangulares; esto pPermite preparar el
terreno para la demostracién del teorema de cambio de variable para
integrales C(dobles o triples) que da un tratamiento dnico 24 los

problemas planteados en los diferentes Sistemas de coordenadas Y no

La superficie corta al plano XY en un circulo; esto se puede

afirmar porque cuande z = g, los puntes de 12z superficie
‘ . 2 2z . s ,

satisfacen la ecuacidn =  + Y = 2B, que es ia ecuacidn de un

circulo en el plano =z = g, Hay, por 1o tanto, un volumen

acotado por la Superficie vy gl planc xy. Encontremos. pues,
el volumen acotado por la superficie z = =258 - 3 j_fz vooel
plano xy. Ya que la superficie es Ssimétrica con respectio al
plano xz y al planc vz, 1a porcidn de wvolumen en el primer
occtante es una cuarta parte del volumén total que deseamos

hallar, asg due primero encontraremos el volumen de esta cuarta

Usa para obtener e} area bajo una curva. Cuando se quiere

hallar el 4rea bajo Una  curva, primero se halla una

cero, mientras tanto, se incrementa sy namero para cubrir el
drea tanto como  sea posible. En el caso del volumen los

rectangulos seran reemplazados per  columnas con Secciones

transversales rectangulares (Ces decir paralelepipedos). Primero



Figura 71
dividamos el intervale [0,5] del eje X en J partes iguales Ax b

el intervalo [0,5] del eje Y en J partes iguales Ay Cfigura 7273,

Figura 72

En cada punto de subdivisién Sobre un eje dibujamos lineas
pParalelas al otro eje, asi queda cubierta la cuartsa parte del
circule que estan en el plano XY por medio de cuadrados. No
toda el 4rea del Cuarto de circuyleo estd cubierta Por cuadrados
Jue estén campletament e dentro de este Cuadrado. Consideraremos
solamente aquellos cuadrados que estén totalmente dentro del
cuarto de circule Y asignamos un numero g Ccada uno de ellos

desde 1 hasta k, de modo que cada cuadrade tiene un  dnico

Ny



punto Cx_,yt,O).
L

: 59 2 2
Enseguida consideremos el valor de la funcidn z=25-x"-v° en

(x .y ,0> vy denctémoslo PEr  im . La cantidad ZLAXAY es el
T L 1

volumen de una columna (figura 73) con base AxAy y altura z -

oy

i
aliw]

Figura 73

Esta columna es una aproximacidén para el volumen que est&
bajo la superficie z = 258 - »% - yz pero a la vez directamente
arriba del i-ésimo cuadrado. Que la columna es solamente una
aproximacidén resulta del hecho de que la superficie de la cima
de la columna esti en parte por arriba de z = =28 - s e yz Y en

parte por debajo.

Ahora formamos la suma:
1> Si = ziﬂxAy + ZZAxAy + ... + zkAxAy
Esta suma es una aproximacidén para el volumen que estamos

buscando.

Nuestro préximo paso es decrecer el tamafio de Ax que permite

que el intervale [0.5] del eje X quede dividido en mas partes

a7

NG

A
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- T By PO Lo tanto, habra un
numer o algo mas grande de cuadrados AxAy que esten
completamente dentro del cuarte de circulo de la figura 72 vy,
de hecho. este hueveo conjunto de cuadrados cubriria mas porcidén
del cuarto del circule que 13 que cubrid el conjunto anterior,
Numeremos otra vez los cuadrados, digamos, desde 1 hasta ¢,
donde ¢ es el ndmero de cuadrados que acabamos de formar, vy
eScogeremos algun punto CXL’YL’O) en cada cuadrado. Ses z el

L
valor de z en cada Cog sy @0, Formamos la suma
1 L 15

a2 S2 = ziAxAy g zzAx/_\.y F e m zZAxAy.

La suma 82 &S una mejor aproximacidén para el volumen que
estamos  busecando que la suma S:L Y& que los cuadrados mas
bPequefios AxAy cubririn mas porcidén del cuarto del circulo Vv
porque cualquier columna con base AxAy ¥ altura 2, Se aproxima

mas al volumen bajo esa Parte de 1g Superficie que esta Sobre
LAy,

Podemos continuar el Proceso haciends 4 los Ax aun mas
Pequelos para que el interwvalo [0.,5] del €je X quede dividide
en un ndmero muy grande de partes iguales, 1o misme podemos
hacer con Ay, En el N-esimo pasoc de esie proceso tendremos,
digamos, m Cuadrades y la Suma

3D S=2Ax&y+zAxAy+.,.+zAxﬁy
n 1 2 m

Ahora hacemos Precisamente 1o quUe se hace en el caso de
funciones de Una variable. Dejamos que el ndmerc de cuadrados
se haga mas ¥ mas grande, asegurando cada vez un nuevo Sh Y una
me jor aproximacidén para el volumen que estamos buscande. Asi

obtenemos Una sucesidén de Sumas

la sucesion pParecen acercarse mis y mas al volumen bajo 1ga

SUperficie, el limite de esta sucesidén debe ser o] volumen que

buscamos. Este limite, que es, lim S , esta indicado por
oo
C4d L5, zdxdx o IS CBB=5" ™S dseayy.

La notacien emplea dog Signos de integral para mostrar gque
@stamos tratande COR una funcién de dos variables. La letra a

deba jo de los dos Signos de integral denotan 1la regisn o

)
)
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presente problema se refiere a la region determinada por el

cuarto de circulo que esti en el plano xy.

El denotar por medio de C4) al limite de la sucesidn formada
por los wvalcores de las aproximaciones que {bamos encontrando
para el volumen, no determina, por supuesto cuil es el volumen.
En €42 se tienen solamente simbolos y el problema del volumem
aun permanece. La técnica que resultd Gtil para hallar s5° foDdx

probd ser la antidiferenciacién nos ayudara también aqui.

Supongamos que en la suma de elementos de volumen, cada

21AxAy representa una columna, tratamos de involucrar sdélo una

variable. Precisamente, sSuponga dque consideramos un conjunto de

cuadrados que estan determinados por un punto ¥ de la
subdivisidn del eje y. Estos cuadrados estan en una 1linea

paralela al eje x. CFigura 74>,

Figura 74

De cada cuadrado €Scojamos un punto. Ya Que cualqgquier punto

dque elijamos nos sirve para la determinacién del valumen,

i
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yelor de v sea vy, Asit todos los x estan en la linea Y = v,
L L

Estas elecciones fijan un x Y un y. en cada cuadrado. Sea
L L

=25 - x° - Y

L L L

N

El  volumen contribuide por las columnas que estan Sobre
2sStos cuadrados es
cEB2 SJ= Z Axﬁy + AxAy + oL+ ZIAXAy
donde j es el numero de cuadrados de 1a hilera. Ahcora hacemos
AX mas Pequefio, lo que hace que se incremente el numero de
divisiones del intervalo [0,% 1, donde % es el valor de x sobre
la frontera x% + yz = 28 gue corresponde a Y- Sin embargo,
mantenemos a Ay fija. Ya' que los z varian solamente con la

X . la sucesidn de Sumas suministradas por (52 es exactamente
¥

funciones de una variable., Esta Sucesidn tiene un limite que
podemos denotar por:
ced Lim 8 = s%cas ~ 2 ~y2dx ay.
Jow .
Aqui el intervalo de integracién es el intervalo (O.x ]
donde X es el valor de x Scbre el circule frontera. PpPor

Supuesto, x depende del wvalor Y, dque escogimos bara mantenerl s

fijo.

Reconocemos dos hechos importantes acerca de (8). Primero,

el 'valor de \f CES —x “¥ de' representa el Ares bajo la curva
determinads por la lntersecc’én de la superficie Z=25 - x° - yz
Y el plano Yy = Yo €l 4rea sombreada en la figura 74. Segundo,
podemos calcular e, porque, ya que yl esta fija y Ay es sdlo
un factor constante, el integrando eg una funcidn de una
variable, esta variable es ]a xX; la interpretacisn geomeirica

de (8) es el vol umen determinado por el cilindre pParabdlico

= z 2
2= @B = 3% o« Yo los plancs Yy = Yoo ¥ =y — Ay, 8] planco xy v
S

el plano ¥z; Cfigura 3-5) que es una Aproximacidén para el

volumen que ests entre los planos verticales y F.e ¥= ¥, - Ay,

,_*
]
N
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Figura 75

Supongamos que el intervalo [0,5] del eje y queda dividide
en 7 partes iguales vy que los puntos de divisidn son
=)
O=y,)f,y,..., y§=5 el valor de Ay resulta ser =, Una
e} 1 2

aproximacidén para el volumen seri

VEB—yi 185—y: ES—yZ
_ 2 2 3 - T - 5 B — xZ. y2y.4.8
S?~f085—x —ydx +joc25 x'- y,ddxe +jocaw )y ddxs +

sumando. La interpretacidén geométrica para el valor de la suma
de las seis integrales definidas de funciones de unsa variable
2s la suma de vol dmenes correspondientes a4 ses pedazos de

cilindros parabdlicos de grosor Ay = ; Cfigura 783.

}‘.
AY]
93]



Figura 78

Frepetimos el Drocesao Anterior, Egy gl caso dga que dividamosg el

intervaleo LO.B]1 en np pPartes igualeg, los puntes de divisidn

: B
Seran y o= g, it ¢ =B 5; agui el valor de Ay esg Trlos
o 1 2 n
G R o 5 =
valores de losg Puntos de dj Visidn son v =~—n—- 5 yz = 8(5),. oy
o 4

e 5 . : 5 2 ‘i

Y. = 1{5),. rea Y = h(H). Una aproximacian Para el volumen eSSty
L n

/_'ﬁ_-—‘
V25-y? V25-y2 Y25-y?
' i ] -
B S tEmesiy e B *reas-xtyh a3, | L, CEB~ x* ~y? 545
al s 1 n 2 n e 4 n
O o) O
Y podemos calcular cada una de estas integrales pPorque log

valores de yl,. g ,y,L,. - ,yhh



a 3 =
2. 3 2 5
g = [E5><~ =l ~v2x]’ Eﬁ-yz e +.o. .+ [EBx— = —y?x} YeS—-y, —
n 3 “ 4 1 n 3 L i n
0 O
3
x 2 2 5]
e M = =
# + [EBX 3 yhicijl“v’c ¥ a5
O
= Zlarz| B € (am_ 2\8r2] 5 e - 32 B
"§F5ﬂﬁ] g - *‘§Fd>ﬁ] TEENER 1 L A =

Sabemos que mientras mas grande sea el valor dé n., mejor
Sera la aproximacidn pPara el volumen que gqueremos encontrar.,
Asi que, si el intervale [0,5] 1o dividimos en n partes iguales
Y hacemos que n tome los valores 10, 102, 103, 104,..;. entonces

Ay se acerca a ceroa ¥

= 2)2-3 e 2)z-3 = 2 2,3
= = = se g e B e SR A
Sh 3[25 y_LJS Ay+ 3[25 yLJ Av+ +3 [¢5 ynq] v
Se acerca a: f S—CE—ES—-yZDZ/a dy que es el valor del volumen gque
6]
queriamocs encontrar. E] valor de la integral es:
5
5
2 wyingra,  _ Bly i sy B _ .2 1875 Y| _8285
f 5(E5-yH" gy = z|gltes-ay)ves % + g  arcsen £ SRt
i L]
Mencionemos 1o que  hemos realizado, Nos dispusimeos a

®n algun orden. Sin embargo, para evaluan 1a integral doble

primero consideramos Ltodos los Cuadrados que estuvieron

determinades por un wvalor fijo de Y ¥ T ¥y sSumamos 1lac
L

celumnas sobre estos cuadrados. Hicimos que AxX se aproximara a

28-y”
Ce|ro, y obtuvimos el elemento de volumen f L(ES—KZ_yz)dxtAy,
L
o
dque pudimos ewval uar porque y_L era un ndmero fijo. La integral
es funcidén de ¥ » Luego sumamos elementos de la forma
/‘—ﬁ
Y25 - 2

L 2 2, . ’ T .
f (E5-% ~y. JdxAy, €Scogiendo un y  en cada sSubdi visién
L L



del intervalo [0,5]1 del eje Y. Repetimos el proceso de hacer

decrecer Ay vy sumar las integrales definidas que obteniamos. Ya

2
Y25 - v

% - P i g 3
que f (25-x ¥ )dxAy es una funcidn de Y solamente.,
1
o

el limite de esta segunda secuencia de sumas es

2

" 25 = ¥
J‘(I z dx)dy.
o (o] ;
En otras palabras, evaluamos la integral doble primero

integrando la funcidén = con respecto a x, manteniendo fija a la
Y ¥ uUusamos como los limites de integracién de esta integral a
cero y el valor de x correspendiente a cualquier wvalor td plies
de Y. Cuando integramos con respectoc a y el resultade de la
brimera integracidn, usamos come limites de integraciédn a los
valores extremos del intervaleo [0,5], que representa el dominio
de los valores de y. Asi la integral doble ijzdxdy fue

evaluada por dos integraciones ordinarias Sucesivas, o por

integracidén repetida.

Por supuesto, pudimos también primero integrar con respecto

2 ¥ usando como limites de integracioén de 1la integral los

valores de y que corresponden a un valor Lipico x de x (figura
L

773. Luego integramos la funcidn resultante de x con respecto

()

(.. 0.0) p—

(5.0.0)

~
~]

Flgurs



a2 X, usando los limites de integracién O ¥ B8 para esta segunda
integral. Esto es pudimos haber eval uado

Y5 - y2

s
j‘(f z dy)dx

Cuando uno escribe una integral repetida tal como
2 2
= 28 — 5 =5 Yy
J'Cf z dx)dy & J‘(I z dy)dx, el simbolo de
< f=] o [e]
diferencial gque esti encerrado entre los paréntesis, dx en casc
2
. =3 v
de J~(I z dx)dy se asocia con la integral que esti
o <

encerrada entre paréntesis Y gque tiene como limites de
integracidén a los valores que estan en funcidn de y:; el simbolo
de diferencial que esti fuera del paréntesis, dy en el caso de

2

Y25 - vy
Jx(f z dx)dy se asocia con la integral que esta fuera del
(=] o
paréntesis. Lo mismo podemos decir de los simbolaos dy v
2
a8 =
s iy
dx en j (J z dy)dx estle Significa Jque no es necesario
o o

escribir los paréntesis en los casos anteriocres.

Para ilustrar mis la nocidén de una integral de una funcidén
de dos wvariables Y su evaluacién por integracidén repetida,
encontremos el volumen bajo la superficie z = XY ¥ que esta

sobre el Area comprendida en el primer cuadrante entre las dos
>

bardbolas y = x° , Yy = 18-x". La superficie es un parabol oide
hiperbdélico. Aunque es dificil graficarlo, es esencial darse
cuanta que z es positiva, =i 3, Y son positivas, por lo tanta
estamos sequros que la Superficie esti por arriba del plano y.

El dominioc de integracidn es 1la regién del primer cuadrante

ilustrada en la figura 78.



Figura 78

La integral quUe deseamos eval uar es V :ffAzdxc:iy donde A es

2]l dominico ¥a descrito.

Para fijar A Precisamente, debemos conccer donde se cortan
las dos curvas Y encontramos dque los puntos de interseccidn de
las parabolas son (-3,9) y (3,9, Integremes ijzdxdy por
integracidén repetida. Primero mantendremos ¥ fija y tratemes de
integrar con respecto a x. Aqui se presenta una dificultad.
Debemos determinar el intervalo de integracian pPara x, vy para
hacerlo ast tomemos cualguier wvalor tipico de Y. Y encontremos

el rango de x Para este valor de Y- Sin embargo, notemos gque el

Sobre la curwva ¥ o= g mientras que D estid sobre la curwvs
ol Breses, Podriamos ser Capaces de vencer esta dificultad pero
pPuede ser mag facil esquivarla integrando primerc con respecto
2 ¥ ¥ luego con respecto g . Mantendremos, Pues; a ¥ fiia v
=#ncontremos el intervalo Lipico de los valores de Y. Este eg
ejemplificadg por EF en 1la figura 78; vemos que ¥ toma sus
valores iniciales Sobre la parabola y = ?2 Y los wvalores
finales sobre la parabola ¥ = I8 = wm~ El conjunto de

los
valores de x es de 0 a 3, Por 1o tanto

2
18-x

3
¥ = IfAzdxdy = j fz Xydydx
(e}

X



integramos con respecto a y, manteniendo x fija, entonces

2

18 - x

a-yz.
V=f{><—2— > }dx

o =

3 2.2 4
. 18 - xm _
V—I{x = x:—}dx

o

Vs [ cigsy » 18 dx = Z—:_g
’ ‘

Vemos en este ejemplo que aungque es posible en principio
evaluar la integral doble pPor integraciosn repetida en cualquier

orden, puede ser mas fécil hacerlo en un orden que en el otro.

Hay otro punto Para ser recogido de este ejemplo. Supongamos
ue el roblema original hubiera sideo encontrar el volumen
S P g

Sobre toda el 4Area entre Y o= <2 y Y = 18 - 32 En este caso el

intervalo de integracién para x seria de -3 a 3. La eval uacidén
2
3 18-y

j I 5 Xydydx daria cero, Este resultado es sorprendente porque,
-8

como  encontrameos a) Principio, el volumen sobre 1a mitad del
drea ciertamente o es cero. La explicacién radica en la
Raturaleza de nuestra integral doble. La ilntroducimos por medio
del concepto de volumen y el elemento de volumen fue = dxdy.
Ahora el 4rea AxAy Siempre se escoge con v.alor positivo
exactamente como Ax en la definicién de 1la integral Simple
Siempre sge e Scoge positiva. Luego ZAxAy Fepresenta volumen
cuandoc z esg positiva, si pPor  volumen entendemqs el concepteo
deométrico puro. Sin embarge, vemos que la f‘uﬁcic’m Z = xy es
negativa cuando X, ¥ estian en el Segundo cuadrante Y por lo
tanto la integral doble 2 la negativa del vol umen cuando z es

negativo. En nuestreo ejemple el volumen dado bor integral

cCuando z es Pesitive es compensado por el "vol umen negativo"

cuando z eg negatiwva,

F.
)
e



UNA APLICACION DE LA INTEGRAL DOBLE EN FISIGA

Notem os, primero, que La integral deble, que  hemos
introducidao para representar un vol umen, también puede
representar un Aresa. Supongamos que la funcidén z de x Y de v es
la funeién =z = 1 Y el dominioc A es 1la regidén que esti entre la

paridbola y = x> ¥ la linea recta ¥ = x Cfigura 79,

BIBLIOTEC
) DE CIENCIAS Emcmg
Y NATURALES

EL Sanek pp MIS K|
HARA M1 GRANDEZA

Figura 7g

Entonces 1a integral doble ffAdxdy' Fepresenta el volumen

3 ) o s
sobre =1 demi nio A v acetade Por arriba por el Plano = = £, Sin

embargo. esg igualmente correcto interpretar 1a integral dcble
como el Area A del deminio de integracién A, Ya que el volumen
©S realmente un cilindro con base A v altura 1. Luego el Aresa

de la base numéricamente igual al volumen. Por lo tanto podemos

A = f ‘f dydx

x
¥ el valor de esta integral doble, obtenida por supuesto, por

integracicén repetida es %.

El uso de 1a integral doble Para encontrar Areas no consigue
mas de lo que se pPuede lograr con integrales sencillas. Una

aplicacidén importante es 13 de encontrar 1a masa de un sdélido.



s s mEeES LN dlscos
delgados. Por el momento consideremos discos que tienen una
distribucidn de Masa uniforme, i wup disco tiene masa total M,
Area A Y grosor t, tendrai Un volumen igual a At, asi que 1la
masa por unidad de volumen sera ;E ¥ la masa por unidad de aresx
sSera ;. CYa que el diseco €S delgado, podemos ignorar el grosor
Y considerar 1la Masa distribuida solamente sobre el 4drea como
Si no hubiera grosor. Este disco ideal es g menudo  11iamado
lamina. Sin embargo, €S importante tener en  mente que
fisicamente cualquier disce tiene grosor v que M es la masa de

un vol umen) .

La masa de un disco puéde.ser eSpecificado de otra manera,
dUe es especialmente importante cuande la  masa no estia
distribuida uniformente, Supdngamos que la masa por unidad de
volumen de un disco cilindrico de grosor t es M, entonces, la
masa de un volumen formado Por un cilindre delgado, cuya base
2S un cuadrado unitario y de grosor t es me1.t, asi que la masa

Por unidad de Ares del disce es ML. la masa de un elemento de

4 Cero perg Siempre conteniendo el Punto. Asi obtenemos una
funcidén B s T P densidad, due puede wvarjiar ;de punto a
Punto. Ast densidad Significa mass pPor unidad de voiumen en un
punto. En términos de esta funcién de densidad, 1a masa de un
2lemento de un  disco delgade de Area AA Y groscr t  ag
2Aproximadament e DXx, v, 2> LAA donde (X, ¥,2) esg algin punto del
volumen que se considera. Y Que el disco eg delgado, se puede
despreciar cualguier Yariacidén de la densidad sobre el grosor v
considerar Solamente 15 vVariacidén sobre la Superficie. Luego 1a

variacién de 14 densidad sobre la superficie €S uUna funcién de

X ¥ de vy solamente. Esta densidad cuantitativamente es



o T EEE 2 e Varlia cuando varia Z en la situacion
bajo discusién, acordaremos en hablar de densidad por unidad de

area y escribiremos DCx, v2 en lugar de DEx, v, 25t

Ahora encontremos la masa de un disco delgado con densidad
variable. Sj dividimos toda el Area en cuadrados pPequenios AxAwv
Y escojamos cualguier punto (XL, YQ &h cada cuadrado, entonces
Una aproximacidn Para la masa del disco es:

DCx ,vy JAxXAY + DCx 'Y DAXAY + ... + DCx s Y D AXAY.
B | 2" p noTn

Si ahora hacemos que AX y Ay decrezcan perc tomamos todes
los cuadrados contenidos totalmente en el disco, obtenemos una
Mmejor aproximacién Para la masa. E1 limite de 1a sSucesidn .de
SUmas cuando Aw Y Ay se aproximan & cero es la masa del disco;
este limite es denotado por la integral

jj; DCx, yddydse,
donde A es el drea del diseco. Asi la masa se buede representar
pPor una integral doble si se conoce la densidad en cads punio.

Para hacer uso de lo que acabamos de discutir, encontramos
la masa de un disco circular delgado de radie a, si ia densidad
en cada punto eg directamente pProporcional a1l cuadrade de la

distancia de €sSe punto desde un didmetro fijo C(figura 800 .

centro del disco ep CO,00 y que el

que fijemcs esté g

lo largo del eje x. Entonces la densidad DCx,yd> en cualquier
2 ; : ;

punto Cx,y) es ky” donde k es Una constante. La masa de todo el

disco entonces esta dado por:

M = fj;kyzdydx

Figura 80



S T TEE Al kAl ¥ M dd NasSa de Lodo el
disesn. Esta integral doble se evalia por medio de integracidn

repetida

/2 2

a Ya© - 5

M= I ky “dydx
-a z 2
a’ - x
©. ¥Ya que la masa es la misma en cada cuadrante por:

/-—*‘——1
M B8 VE = w=® -

g = j f ky dydx.

LA INTEGRAL DOBLE

Se introdujo la integral doble Para representar un wvolumen
bajo una superficie Y luego la evaluamos por integracidén
repetida. El coencepto de integral doble es en realidad un
concepto  analitico, esto, se aplica a funciones de dos
variables sin considerar su interpretacidn fisica o geometrica.
Ademas, la distincidn entre la integral doble ¥ las integrales
repetidas usadas para evaluarlas es‘muy sutil. pero se aclarara
a medida que avancemos. Comencemos de nuevo con el concepto de

la integral doble.

Suponga que tenemos un dominio bidimensional A Cfigura 813.

0,

Figura 81

)
9]



S T TTEeeE elsalito, hay una condicidn adicional en 1a
definicidn de 1a integral doble. Es posible hacer muchas
elecciones diferentes de los AAL no scolamente en la primera
subdivisidn de A sino también en las siguientes subdivisiones.
Ademas, ©s posible hacer muchas elecciones diferentes de
sucesiocnes del tipo dado en (1), Para que 1la integral doble
exista o tenga significado, cada una de las posibles sucesiones
debe tener el mismo limite. Hay teoremas que nos dicen cuando
todas las posibles Sucesiones tienen el mismo limite, pero no
los estudiaremos. Confiaremos en el argumento instuitive de que
todas estas secuencias se aproximan al wvolumen que estid arriba

de A y bajo la superficie z = Flo, v,

La definicién de 1la integral doble ofrece en principio un
método para calcularla. Dade cualquier dominio A Y una funcidén
fix,yd se puede calcular los miembros individuales de la
Sucesidn (1) y luego intentar encontrar el limite de esta
Sucesion. Sin embargo, este método no es practico para calcular
las integrales repetidas,. Cuando quisimos eval uar
JJ;(ES-XZ“ f%dydx donde A representaba un cuarta de circulo,
se formé primero una Sucesidn manteniendo una variable fija Cen

este caso fue 1la ¥2 ¥ para cada Y., Se encontrd una sucesidn
L

e pam T & i oo Y TN e ‘ T PPN 1o+ - ~ 7 ~ oy ~ia N Yy 3
CUYS Limilte fus Lgllal a una 1ntegral sencill (=P

Una segunda sucesidén donde los elementos eran integrales
Sencillas y el limite de esta segunda sucesidn se halld tambieén
|
pPor  integracidn senci lla, Em consecuencia, el método de
integraciaén repetida inveolucra dos S&ecuencias separadas de
SUmAS ¥ sus ldmites; miemtras que la integracidn doble implica
tomar el limite de una sola sucesidén de Sumas. Asi las dos
nociones. 1a integral doble Y la integral repetida, son

diferentes.

Surge, entonces, la pregunta de cuAndo una integral doble se
puede eval uar por integracidn repetida Co iteradad. En el caso
de las coordenadas rectangulares usamos un argumentc geométrico
para justificar 1la evaluacidn en lo Sucesivo de las integrales

dobles por integracién repetida.



e e el LT JJAsz,
utilizamos Mo W B Y en la figura 81 dibujamos a A en un
Sistema coordenado cartesiano, Sin embargo. la definicidn es
realmente independiente del significado geométrico de MV Z.
Como la revisién de esta secclion deberia demostrarle. De aqui
que deberfamos ser capaces de aplicar la nocidn de integral
doble a situaciones fisiecas v geomélricas totalmente
diferentes. Veremos en ia siguiente seccién como aplicar la

definicién sin cambios. 'a una nueva situacidén geomeétrica.

LA INTEGRAL DOBLE EN COORDENADAS CILINDRICAS

En el trabajo con funciones de una variable se encuentran
muchos problemas que  pueden ser formulados Y resueltos en
términos de coordenadas polares de una manera mas facil que en
coordenadas rectangul ares, Este Ltambién s cierto para
funciones que involueran dos © mas variables Ya gque sistemas de
coordenadas diferentes 2] Sistema de coordenadas rectangul ares
son mas dtiles para ciertos problemas. Uno de éstos es el

sistema de ccocordenadas cilindricas.

Este sistema &8 en resdi dad el =1

polares usual en un planc —el plano horizontal de ia figura 82-
al gque una tercera dimensidn, la dimensidn z, es afadida. E1
eje z es perpendicular al planoc r-e vy pas; a través del polo
del sistema coordenado polar. Asi, cualguier punto del espacio
S€ representa en el sistema de coordenadas cilindricas por
medio de tres cocrdenadas -un valor de Fs un-valor de &, v un
valor de z- y éstas se escriben en el siguiente orden {r.&.z).
Las convenciones Ya adoptadas para cocordenadas polares se
aplican aqui sin cambio alguno y los valores de z, como en el
Sistema de coordenadas rectangul ares, puede ser positiva o

negativa -positiva si el punto estid por arriba del planc r-e )%

nNegativa si esti deba jo.




Prr 8.z}

Figura 82

Una funcidn cuya interpretacidén geométrica sea en
coordenadas cilindricas generalmente toma la forma z = fCr.e).
Veremos come aplicar el concepto de integral doble a tales

funciones.

Sl revisamos la definicién de la integral doble IIAfo,deA
dada en la seccidén anterior vemos que se aplica palabra por
palabra a =z = £(r.€). Por A debemos entender ahora al guna
regidén del plano Cr,ed Y los AA son subdominiocs de A, Solamente
pPara indicar gque vamos 2 pensar geometricamente en términos de
coordenadas cilindricas, podemos escribir 1z integral doble
como jj; flr,eddA. Sin embargo, si vamos a usar coordenadas
cilindircas, debemos expresar AA en este sistema.

Consideremos, entonces, una regidn A en el plano C(r,ed
Cfigura 83) y dividameslo en elementos AA que podemos expresar
en términos de las coordenadas r y &, Supongamos que en cuanto
a los valores de o que nos interesan, son los de la regidén A,
que estan entre & = g Y & = 3. Dividamos el intervalo (o, 3] de
los valores de o en subintervalos escogiendo valores de o

entre o vy 3 a saber, Oy ez,ea,...,e » 13,
=4

{



Figura 83

De igual manera, SUponga que estamos interesados en  los
valores de r que estan relacionados con la regidén A, los cuales
estan entre r = a y r = b. Dividimos el intervalo [(a,bl de los

valores de r en subintervalos escogiendo valores de r entre a v

b, a saber a, r . r 5 wd wm P » b, Dibujemos las lineas o = il
& 3 B4 -
S, eg,...,e = 3, las cuales pasan per el polo 0. y dibujamos
z
los circulos r = a, r = F,»---:r=b, que tienen el mismo centro.

el polo 0. Este conjunto de lineas y circulos dividen la regién

A en subregiones AA, una subregidn tipica es mostrada en la
L

o

figura 84, Consideremos solamente aquellos AA que estan
L

completamente dentro de A.

Figura 84 Figur

L
14]
&)



diferencia entre dos sectores circulares. El sector mas arande

tiene el Area jl{r +Ar‘)2 A8, donde Ar, = -r., Yy €l mas
2 U v 1 2 1 T v+d L)
pegquefic es de Area §I‘AA9‘. El Areg AAL es entonces la
L9 L

diferencia de estas dos cantidades, esto es:

g Z 1 2
= - AS
AAL écra;ﬂlrt) Aet =y i
e 1 2
= §{CrL+Ar_L) PL]AGL

- %E" [{Mt)cr L;APL“LPL)} 48,

(r +Ar +r )
L ot

1

= (Ar_L) = Ae_L

(r +r +1)
. t L
= Ari = AeL
= Ar. FAe_

L 1

= r Ar  Ae, donde r es la media
1 L

aritméiica de r vy r Cver figura 85).
19

i+1
Aqui nos restringimos al wvalor r en la expresidén para AA

L

pers, como veremos en un momento, esto no es realmente una

restriccidén.

Para formar la suma Sn que nos lleva a la integral
ijf‘Cx,deA, podemos tomar cualquier punto C(r,e) = (xL, yt> de
cada AAt. En el sistema de coordenadas en el que estamos
trabajando podemos tomar cualquier punto Cr,e) y bien podemos
Lomar (FL,GL), donde 51 también estid en la i-ésima Subregidn
A.AL. Exactamente como' se usa 1la notacidn dxdy para indicar que
nuestros elementos de 4Area son AxAy, asi se usa la notacidn

rdrde® para indicar que nuestros elementos de Area son - Ar‘ Ae.

Escribimos entonces ff flr,eddA como fj f(r,edrdrde.

Deberi{amos notar que el factor r en el integrando proviene

del elemento de Area.

La expresidén IIAf'Cr,e)rdre es una integral doble. Surge la

pregunta de c<cdme evaluarla. Podemos presentar argumentos

geometricos anidlogos a los que se presentaron cuando eval uamos

IJ C25-x"~y dedy para mostrar que la integral doble puede ser



seria interpretar IJ‘AI‘CF,BDI*drde como un  volumen bajo la
superficie z = flr.® vy mostrar que el mismo volumen es
obtenido primero sumando todas las col umnas que pertenecen a un
mismo r = F, 5 lo cual nos conduciria a una integral sencilla
con respects a €, y luego sumando elementos que resultan de
esta integracidn pero ahora tomando en cuenta la variacion de
r. Sin embargo, no necesitamos este argumento. Probamos aunque
por medio de argumentos geométrigos intuitivos, que la inteégral
doble JJ;fo,dexdy puede ser evaluada por integracidn
repetida. Este argumento. si confiamos en la intuicidn. muestira

que cualquier expresién analitica tal como JJ;fo,dexdy puede

ser evaluada por integracién repetida. Ahora JJ;fCr,GBrdrde es
una  expresién  analitica como jj;fo,y)dxdy. De  hecho

Jj;fCr,eDrdrde es precisamente del mi smo tipo que

ffAfo,dexdy, donde fCr,e@r juega el papel de flx,y) y drde
Juega el papel de dxdy. Por lo tanto si ffAfo.dexdy puede ser
evaluada por integracidén repetida, también se puede

fjAfc r,8rdrde.

Fair supuesto, para evaluar IjAfCr,eDrdrde, si primero
integramos con respecto a r, debemos encontrar los valores
EXLIemos para r que corresponden a un valor tipico © vy Luego

encontrar los valores extremos para e. Si los valores extremos

de r son r.¥ F,» due son funciones de o; y si los valores

extremos de © son a y {3, entonces el valor de U"fCr,eDrdrdG
“Ja

estara dada por 1la integral repetida

Ced
3,
[T fCr,edrdrde.
o r Ced
1
pero, si primero integramos con respecto a © y luego con
respecto a r, tendremos que evaluar:
3 ezCrD
fCr.,edrdrde
lol eiCr)

donde ei Y 62 son los valores extremos de o v ambas son

funciones de r.



T mseElEAOs UR ejemplo. La densidad de un disco circular
delgado de radio a en un punto P, es directamente proporcional
a la distancia que hay entre P Y un punto fijo0 gue estid en la
frontera del circulo. Encontrar la masa del disco.

Introducimos un sistema de coordenadas polares con el punto
O del disco como polo y el eje polar como didmetro del disco
Cfigura 86). La ecuacidn del circulo es r = Z2acose. Ya que la
densidad en cualquier punto C(r,ed del disco es directamente
proporcional a la distancia que hay entre C(r,ad y 0. 1la
densidad en (r,e) es BXr,ed=kr. La masa del disco es el limite

de la suma de los elementos de masa krAA cuando AA se aproxima

a cero. En otras palabras,

M = 14
I jj;kra
donde A es el A4rea del eircules. Ya que estamos usando

coordenadas polares

M = jj;krrdrde

\ EJE POLAR

Figura 88

Notemos que esta integral es de 1la forma Jj;fCr,eDrdrde
donde fCr,e) es kr. Si mantenemos o censtante, entonces para
cualquier o tipico, r wvaria desde O hasta cacose. EL dngulo o
varia desde —g hasta g. Entonces 14 integral es:

g 2acos@2
M =k jﬂ I r drde
2

o



La integracién con respecto a r nos da:

/2 ra cacose
Mzkf {_ }de-
~1I-2 B O
e}
B Tr2
8a k 3 _ 32, 3
M = e cos ede = §—ka.
-T2

INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS RECTANGULARES

Las 1ideas que se han discutido relacionadas con 1la
integracidn de funciones de dos wvariables pueden ser extendidas
a funciocnes de tres o mis variables. Nos limitaremos a
funciones de tres variables. La motivacidn para trabajar con
integrales de funciones de tres variables no es hallar
velimenes C(aunque éste es un caso especial, como lo es el
hallar &areas para las integrales dobles), y es que hay una gran
cantidad de aplicacicnes las cuales se originan del hecho de
que los objetos fisicos son tridimensicnales. Asi, la atraccion
gravitacional y la masa de un cuerpo son propledades de los
cuerpos y el calculo de estas propiedades requeriri el uso de

las integrales de funciocnes de tres variables.

Encontremos la masa de semi-esfera Csolidad z = YES—xz—yz

CfigUfa B7) sabiendo que la densidad en cada punto P de ella es
directamente proporciocnal a la distancia que hay entre el plano
coordenado Xy ¥ el punto P, es decir eCx,¥,2z) = kz, donde k es
un nﬁmeré positivo. Por la simetria con respecte a los planos
Xz ¥ yz de la semi-esfera Y la masa, necesitamos tnicamente
encontrar la masa de la parte del sdélido que esta en el primer
cctante. Denctemos por V la regidén que esti en el orimer
octante. Ya que la semi-esfera esti definida para les valeres
de x que estan en [0.85]1, dividamos dicho intervalo en a partes

iguales e introduzcamos los pPlanos x = Ax, x = SAK o s oy DAY,



Figura 87

De igual manera dividamos al intervalo [0, 5] que corresponde a

los valores gue toma Y en a partes iguales e introduzcamos los

planos v = Ay, ¥ = B8lyie.y ¥ = ary. Hacemos lo mismo para los
valores de z que estin en LO, B]. La introduccidn de estos
plancs, divide a4 ¥ en cubss pequefios cada uno de vol umen

AxAyAz. Numeremos a los cubos que quedan completamente dentro
de V, digamos desde 1 hasta k. La masa de cualquier cubo esta
dada aproximadamente por ztAxAyAz donde z, es la coordenada en
Z, de algiun puntoc que esté en el i-ésimo cuboc. Por lo tanto la

cantidad

IS ziAxAyAz + zzAxAyAz Toagm zkAxAyAz

1
&S una buena aproximacidn para la masa de 1la regién V.

Si hacemos que disminuyan los valores de Ax, Ay y Az pero
incrementamos el numero de divisiones de los intervalos en x, b
¥ Z respectivamente, obtenemos una mejor aproximacidn para la
masa de dos maneras. Primera: cuando  los cubos son  mas
pequefios, crece el nUmero de cubos que estan completamente

dentro de V y por lo tanto, llenan mas parte de V. Segunda:

145



L - R S At e R L S e Cavou s s 4l ol a
la densidad del cubo es mas exacta. Supongamos que nay ¢ de

estos cubos. Entonces la suma:

S = ziAxAyAz = ZZAxAyAz &= i B zZAxAyAz

2

€5 Uuna mejor aproximacidn para la masa en el primer octante

Como en el caso de las integrales dobles, obtenemos una

sSucesidn de sumas

Tomaremos el limite de esta sucesidn como la: masa de la
region V y wvamos a simbolizar a este limite por ‘la integral

triple

jjj‘z dxdydz.
v
Para evaluar esta integral usaremos integracidn repetida,

Escojamos una columna de cubos pequefios, tales que las medidas

de la base de la columna sean Ax y Ay, que se mantendran rijos

Y 4que tengan como valores extremos B o® v oW OB, g
. L

-1 L
respectivamente. Ver figura 88,

Z

.»J’[ " z,‘ )

T LR,

.
= (i

HARa

¥ BB

Figura 88

23 EL sapep pp oy,
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- T T s FRRMha, escoja el punto (x.y.,2z) donde
e L= £
Z camblia de cubo a cubo. Ahora consideremos la suma:
1

(Zlﬁz)Axdy 4 (ZZAZ)AxAy oo+ (z Az)AxAy.
T

=1 mantenemos a Ax Y a Ay fijas v hacemos que la magnitud de
todos los intervalos = S€ aproximen a cero, el limite de la
Sucesiodn que formemos seri
AX Ay fﬁdz
Yy los limites de integracidn de 1la integral son los valores
extremos de z en los valores fijos X Y. Para un par tipico
de valores fijes x , y, el conjunto de los wvalores de =z

j —
es de O a VES—xz—yz. Por lo tanto AxAyfzdz Se convierte en

s Z 2
YE5-x" —y

Axdy [z dz - Ahora debemos sumar todas estas cantidades
)

sobre el dominio de los valores de x, Y. Este dominio eg el

cuarto de circulo en el plano xy. Para tomar en cuenta la suma

VES—XZ—yz

de elementos tales como Axﬁyf z dz sobre el cuarto de
]
VES—xz—yz
circulo tenemos solo que& reconocer que AxAyf z dz es de la
O
Y25~ '-:,/'2
forma FCx.y)AxAy donde FCx, v = I z dz « For Io bante. =i
0]
limite al cual nos conduce la sSuma de los elementos
/_‘—‘_*\
f25ﬁx2~y2
AxAyf z dz cuando Ax y Ay tienden a cere es la integral
O

doble jj;FCx,dexdy, donde A es el cuarto de circulo. En vista

de nuestro méteodo para evaluar integrales dobles y vya que la

ecuacion del cuarto de circuls es x° + v? o= 25, JJ'FCx.dexdy
A
5 YEB-y" “Yom-sl-y?
Se convierte en f j I z dzdxdy.
o o o

La discusidn del concepto de la integral triple v sy
evaluacién por integracidén repetida traté con la integral
triple particular jjjbzdxdydz. La situacién general es aquélla
en la gue comenzamos con alguna funcidn uy = Do, v, 25 Y nos
conduce a la integral triple ﬁffffox.y,dexdydz, donde V es

algun dominio tridimensiocnal . Suponga que la integral triple va
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frontera de V consiste de una o mas superficies. Se buscan la

Lf‘

superficies que acotan los valeores de =, Estas superficies

deben ser expresadas en la forma z=flx,¥). En nuestro = jemplo

=
{

las superficies acotadoras fueron 2:V85—x2—y2 y z = 0. Después
debemos determinar el dominio de les valores de x ., v. Este
debe incluir todos los valores de X, ¥ que dan los valores de
z. Dichc de otra manera., el dominio de los valores de x. vy
consiste de los pies de las perpendiculares desde todos los
puntos (x,v,z) de V al plano xy. En nuestro ejemplo el dominio
de los valores de x. Yy fue un cuarto de un circulo. La
evaluacidén de la integral doble que queda. sobre el dominio de
los valores de x, Y se hace exactamente come hemos eval uado
las integrales dobles.

En el caso especial cuando fi{x,¥,2> =1, la integral triple

Se convierte en fffvdzdxdy, Y esta integral representa el

volumen de la regidn V.

= . i W z 2

EJEMPLO. Encontrar la masa de la porcion del cilindro y +z%=4
que esta en el primer octante Y esta acotade por x=0, y=0,
z=0 ¥ el plano X+2y=6 y en el punto O(x,v.z) del vol umen

descrito tiene densidad z. CVer figura 8@,

Figura 8g



S 7 TTTe F= dUenslidad por volumen. la masa de
cualquier elemento de volumen AV es zAV © zZAxXAYAzZ. La masa
tOLaJ_ esta dada por 1la integral triple sss zdxdvaz donde V eg
la porcién del cilindro descrita en el planteamiento del
problema. Determinemos los limites de i ntegracidn. Sji tomames

cualquier punto (xX,¥,2) de V Y mantenemos fijas a x ¥ooa ¥y, =

tomara valores desde O hasta V’f-l--*yz. el valor de =z sobre la
Superficie del cilindro. si anora Pensamos en que v ests fija,
los wvalores que X toma estan entre O ¥ 6-2y, vy, por al timo,
para cualquier x, =z, la toma vValores entre 0O Y € ya que el
volumen en Cuestidén ests acotado por 1a derecha por el

cilindro. Ast llegamos a 13 integral repetida

2 s-2y ¥ 4-° 2 G—Zyzzl‘/4-—y2
I I I zdzdxdy = I i 2 ’O dxdy
QO o o o] (e ]
S—2y
= ;1)? j [, Ca-vHaxay
6-2y
z f2C4 %y % dy
= = =3 6
= e} O
1 Z
=5 [ a5 cs-epray = 1o

hemos introducido la nocidén de la integral triple
encontrande la masa de un objeto barticular y trabajamos en el
Sistems coordenado rectangular. Sip embargo, la nocidn de

integral triple es un concepto analitico dqUe no' depende de

inter Pretacidn geometrica al guna.

En términos analiticos, el concepto Se define como Sigue:
Suponga que  tenemos unag funcidén W = Pl vz Y un dominio
tridimensional vV que puede ser especificado por las ternas

ERsvr.2d Jque lo componen . Podemos ahora dividir =stie dominio en

sSubdominios AV de forma arbitraria Y consideremos aqueéllos que

estan completamente dentro de v, Suponga dUe hay m de ellas.



A

AV ...., AV . Cada volumen es, per supuesto, un ndmero. De cada
2 m

AVL esco jamos una terna (xi ¥, ZL>' Sea u = f(xL o ¥ 5 zL)_
Entonces formamos la suma
S = u AV +u AV +. . . +u AV
1 A N~ m  m
Ahora disminuyamos el tamaRo de les subdominios A'\fﬂL e
incrementemos el numero de ellos de tal manera que 1lenemos
tanto como sea posible el dominio V. Entonces formamos una
nueva suma del mismo tipo que S{ Continuando este proceso .
obtenemos una sucesién de sumas

S>S y---,S $ « o .
1 ¥4 n

Como formamos nuevas sumas requerimos que el diametro de
cada AVL Cla distancia mas grande posible entre cualquier par
de ternas de AVG) tienda a cero. El limite de la sucesién
Si’Sz""’Sn"" es, por definicidén , la integral triple de f

sobre el dominio V., este limite se denota

ffffox,y,z)dV o fffvudv_

Hay ciertos puntos de caracter tedrico Jque se consideran en
Una presentacidn completa del concepto de la integral triple.
Algunos de ellos se mencionaron en el caso andlogo de 1la

integral deble. Sin embargo, no detallaremos mas, en esta

Sabemos de nuestro trabajo anterior que una interpretacidén
de la inteqgral Lriple, es aquella en la cuai X. ¥,z Son

interpretadas como coordenadas cartesianas rectangulares v las

AVL son cubos. Consideremos otra interpretacian. Hemos vya
utilizado un segundo sistema coordenado tridimensional, éste
fue el sistema cilindrico, para tratar algunas integrales
dobles. Consideremos una integral triple en coordenadas

ci limdrieas,

Antes de comenzar 2 resolver un problema donde usemos
coordenadas cilindricas, debemos disponer de un detalle. Para
usar ffIVfo,y,z)dV cuando Wos i son los wvalores de las
ceoordenadas cilindricas r> © ¥y z debemos saber como expresar el
elemento de volumen AV en términos de r,e,z. La figura SO
muestra tal elemento tipico con base ABCD Y cima EFGH. Notemos

como sSe determina este elemento.

L S0



s Tosie . LDONdenadas rectangul ares. dividimos el
intervale que formaban los valores de x del dominio de
integracién Vv pPor medic de Planos paralelos al plano yz.
Hicimos lo mismo con los interval os que se forman al considerar
el conjunte de valores de Y ¥ el de wvalores de Z. ¥ como

censecuencia, el volumen V quedd dividido en cubos pequefios. En

analoga. Consideremcs el intervalo formade por el conjunto de
valores de p entre log Cuales se localiza el volumen V v
dividamos este en Subintervalos Ar. Asi si los valores de r
estan entre 3 ¥ b, introdu;imos las superficies r = a. r=a+Ar,
r+ZAr, ... . r=b. Estas Superficies son cilindros Cuyo eje comun
es el eje z. Las caras ADHE y BCGF estén sobre tales cilindros,
Ahora consideremos el intervalo formado por el conjunto de
valores de ¢ entre los cuales se €hcuentra el volumen V. Si los
valores que toma © estan entre o=q Y ©=(3, dividamos el
intervalo en subintervalos Ae e introduzcamos 1as sSuperficies
8=x, &=a+Aa, e=arade, . ., , 820, Estas superficies Son semiplanos
verticales que se extienden desde el eje z. En la figura 90 las
Caras ARBFE vy ECGH del elemento AV estan sobre dos de tales
semiplanos. Finalmente consideremos el intervalo formado por el

conjunto de los valores de = entre los cuales se extiende o]

las Superficies! z = C» Z = c 4+ Az, 7 = c + ZAz,. .., ,z=4. Estas
Superficies son Pl anos Perpendicul ares a3 eje z. Las caras ABCD

¥ EFGH (de 1a figura Qo) esStin en dos de tales planos.

Las tres familias de Superficies, llamadas sSuperficies
coordenadas, que usamos Para dividir el volumen V en elementos
AV, son las analogas en el sistema de Coordenadas cilindricas
de las tres famiiias de planos usados en el sistema Ccoordenado
rectangular. g razén para escoger las Superficies que se
describieron en el parrafo anterior, eg qUe por este modo,
Seremos capaces de llevar 4 cabo 1la evaluacidn de nuestna

integral triple en coordenadas cilindricas.



Figura Qo

Conocemos ahora la forma geométrica de nuestro elemento de

volumen AV, PEroe no tenemos una expresidn para el Vol umen,

Crrande disecutimeas 14 inteara) doble on

rArAe, donde r es el wvalor de algun punto qUe se encuentra en
dicha 4rea. Por lo tanto el vélumen de un pedazo Pequeiio de
corieza cilindrica desde ABCD hasta a EFGH es AV = FArAeAz. Por
lo tante 13 integral Ltriple ffffox,y,deV exXpresada en

Ccoordenadas clilindricas S€ convierta en ffffor.e,er drdedz.

cComo vamos a evaluar tal integral triple? 1a respuesta egs,
POr  supueston, integracian repetida. Como en el casc de las

coordenadas rectangul ares, podemos dar un argumento burdeo para

que la integral triple demanda . Considerando Ltodos los
elementos AV due se determinan fijando r Y 8 pero dejando que u
de fffvudv varie cuando varie 2. podemos formar una suma

o

PO @2 Dﬁz*fCr,e,ZZJA2+...+fCr,e,z DAz
1 n

<y



ST TT YesEs de 7z correspondiente
4 una eleccidén de valores t{ipicos fijos r y e, Ahora, los Az
los hacemos mas Pequefios, pero eScogemos mas para llenar el
conjunto de valores de z y formamos UNa nueva suma. El limite

de esta Sucesion de sumas cuando Az tiende a Ccero es  una
2

lntegral Sencilla de 1a forma s flr,e,zddz, donde Z. ¥ =z, son
z

2

i

funciones de r oy e. Este paseo reduce 1a integral triple
T I fCr,e,erdrdedz 4 una integral doble en las wvariables r v

v

8, gue puede ger evaluada por integracién:repetida primero caon
Fespecto a una variable digames e ¥ luego con Fespecto a r. EI
resultado de las tres integraciones tomara en cuenta todos los

elementos de 13 forma f(r.,e .,z )drdedz los cuales entran en ia
L T k

L
integral triple .fffoCr,e,zlr dr dedz. Esta es 1a clase de
argumento que se usg en el caso de 1g integracidén triple en
cordenadas rectangulares bPara demostrar que ellas pueden ser

evaluadas por integracidén repetida.

Consideremos un ejemplo del useo de Jsu7r flr,e.zd)rdrded=.
v

Encontraremos la atraccison gravitacional que un sdlido
determinado pPer los cilindres r = a, r = bCa < b Y los plancs
zZ =0 v z = h, que tiene densidad D Poer unidad de volumen,

ejerce sobre un CUerpo situade en el origen y que tiene masza 1.
La figura o1 MUestra la cuarta Parte de este sdlido. La

Particula de masa 1 estd en 0. Consideremos un elemento de mas

8

AM. La fuerza con que AM atrae 5 la masa unitaria puede ser
considerada como la Suma vectorial de una fuerza horizontal b4
Una fuerzs vertical, =is embargo, para cada elemento AM habri
otro al mismo nivel v diametralmente Cpuesto  cuya fuerza
horizontal Sobre la jasga unitaria contrarresta la fuerza

horizontal que ejerce AM. Por lo tanto nNnecesitames sclamente

elements AM Esta componente es Eé; COSa, donde o es e] Angulo
d

mostrado en 1a figura Sly d es 1a distancia op, que  en

Coordenadas cilindricas es vr% & 22 - Ahora, Cosa = i, Por 1o

d
; ; GAMz ,
tanto 1a componente vertjcas es - Ya que e] cllindro e

dS

homogénes, entonces come AV = rdrdeds Y AM = DAV

= Drdreds=.

b
1)
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Figura @1

Para evaluar estc por integracidén repetida,

2sSCcojamos el
orden dedzdr . Cuando z Y r

Ss€ mantienen constantes., o varia

desde O a 25, Luege cuando r se mantienes constante,

Z varia de
Ol e T Finalmente,

I varfia desde a hasta b. Asi llegamos a:

b h 27T 7
ror oy GDQrdrqjdz
a (] (l"‘2+22) 2

due es igual 2z
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INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS ESFERICAS

Aunque al Principio pudi mos formul ar todos nuestros
problemas de integraciaén triple en coordenadas rectangul ares,
podemos ver de 1la Seccidn anterior que algunos problemas son
mas facilmente formul ados b resuel tog en coordenadas
cilindricas. Ademas, 14 integracioén puede ser mis Simple en
este sistema due en el sistema rectangul ar. Ventajas similares

Son ofrecidas por otro sistema coordenado tridimensional : el

"Sistema de coordenadas esféricas.

Este sistema Para describir 1a posicidn en el espacio es una

modificacidn del sistema de longitud y latitug. La localizacién

@ de P desde un punto fije 0, por el angule o que forma la
bProyeccién 0OQ de oOp con respecto a una linea fija ou en  un

plano horizental Y por el Angulo ¢ que CP forma con la linea

de P y ¢ 1a colatitud, Porque es el complemento del 4Angulo
latitud en el sistema de longitud Y latitud. Para describir

todos losg puntos del €sSpacio, debemos variar p desde O a w; 9

debe vardiar de 6§ 5 o7 « desde O

¥ i T T e T e - i = . .
oA dltl Yy r —“Esde O hagta k iz —as doordensdass s

Un punto se escriben en el orden Co.a,aD.

Plp.8.o)

Figura gz

Por ecuaciones epn

Coordenadag esléricas ¥ reciprocamente bPara escribir la

ecuacidn de una figura dada, e< Gtil conocer La relacién esntra



S T TTTr o EeeehgMlares ¥y las coordenadas esféricas. Si
el sistema rectangular tiene sy origen en O (figura S3). <i la
direccidn positiva del eje x estad a lo largo de OU y si 1a
direccidn positiva del eje z estad a lo largo de OV. es facil
relacionar las coordenadas esféricas Y rectangulares de

cualquier punto P. Podemos ver de la figura 93 que 00 = psendg

‘s

BIBLIOTEC]
DE cmcms EXACTAS
o TURAL
Ao N
Figura 93
Y. por lo tanto, que
X = p seng cose, y = Fseng sene, =z = folatal~r, N

; : ; 2 2z 2 , -
Reciprocamente, =i hallames x TY *z ., obtenemocs p=vx Y T
de z=poos ¢ oblenemcs cos q')f-’--L-—- v de la i gura tenemos que tana ::(

o ¥ =

Al  trabajar con coordenadas esféricas deberiamos tambien

g

tener presente que aun una ecuacidn en una o dos variables
buede representar Una superficie si 1la ecuacidn se interpreta
como una figura en tres dimensiocnes. Asi  la ecuacidén g = B
Fepresenta la la esfera con centro en el origen vy radio 5.

Para irabajar con integrales triples cuando la
interpretacién geométrica del integrando Y el volumen V estin
en términos de coordenadas esféricas, debemos dividir V en
elementos de volumen AV que son mas simplemente expresados en

ese sistema coordenado. Comno en el caso de las coordenadas

cilindricas, estos elementos estAan determinados por s
superficies cocordenadas, esto es, las superficies
£ = constante, g = constante ® = constante, Las superficies
P = P son esferas con centro en 0 ¥ wradio p. Las Superficies
S ]

= constante son semlplanos que comienzan a lo Largo de todsa



T TUREIEIIOR TesTriete: S T TR e R g e ws0. Las superficies 9 =constante

; . 11
SOon semiconcs excepto cuando P = 0, ¢ = & @ = m.

=
Para wver cuil es la forma del elemento de volumen AV

tracemos el volumen AV acotado por las superficies D= Doy p=pz,
: 1

s @ =g, BEE . (s ey o
(,ot<p2) A " (1<92) Yy @ P @ @

1’ : Py N @2)'
CVer figura 94).

Figura g4

El volumen de 1a region esférica elemental AV que acabamos

de describir, es igual a
a 3
5 g
—_— h — 3 -_
(3 3 }Ccosqo1 cos¢24C92 61),

Figura 95



rara  ver esto, encontraremos el volumen de una regidn

ligeramente mas simple, que es aguella situada por encima de un

7]

emicono y dentro de una esfera, como se muestra en la fiqura
85. El radio de la esfera es P ¥y el adngulo del cono es &. como

se muestra en la figura 95. Sea a la altura a la cual el cono

corta a la esfera. ElI volumen de esta regidn consta de dos

partes. La primera es el volumen de un cono de altura a vy cuya

base es b = psend, obsérvese gue a = pToso. El volumen de
. 1 2 : ‘

este cono es entonces igual a §nCpsen¢D pcosg. La otra parte

se encuentra debajo de la cuUpula esférica Y se puede obtener
§ 2 2 2 :
cemo un volumen de revelucidn de la curva x +y =0 . haciendo

que X varie entre a y p, asi el volumen de la cupula esférica
es

(=] e
farr(pz—xzjdx = rt[pzx = %xa]

a
= 3 2 a’ = 3 3 1 3 3,

=-n[§p—pa+§]:n|:§p—pcas¢+§pcosqa}.

Sumando los dos volumenes Y observando que cosgg‘n:coszabcocw.

encontramos que el volumen de la reglén situada encima del conc

= =
¥ dentro de la esfera es igual a 5 r{,o - oFTe co:-:qb.
El volumen de esta regioén situada entre los éngulos @ v -;‘L‘).
= 1 2
se obtiene por sustraccidn Y es Lgusl & §;ro k_LO‘"CJZ) —go:.w 8

Considerando solamente la parte ubicada entre las esferas de

radios p v e, obtenemcs un volumen también por sustraccidn v
4 ! p

-~

hall amos g-rGCi—pr Ccosqbi-cosq)z). Finalmente, debemos tomar la

parte situada entre los angulos & vy ez, © sea gque debemos
1

=] <
2 —

=
forma obtenemos precisamente el veolumen deseado de la regicon

tomar la fraccidn

de este Ultimo volumen. En esta

esférica elemental AV.

Usando el teorema del valer medic encontramos que ,o = pa =
1
2o Cp2 = pi), para algun p entre P, Y e, Nuevamente por el
teorema del wvalor medio r:.osg'oz - cos¢p = C-senpdCé - & O. Por
1 ] ‘1

tanto, el volumen de AV es igual a

2 —
g ' _— == -
L sen @ pz pi)C¢2 <p1)(e 91}.

Asi cualguier integral triple fJ‘f fCx,y,2)dV, cuandoe las

variables tienen significado geometrln‘o en coordendas esféricas



Se convlierite een ffffop,e.¢3p"sen¢dpded¢. Estas integrales
triples se evaltan por integracidén repetida, la justificacién
es del mismo tipo a la ya dada en los casos de las coordenadas

rectangulares y cilindricas.

Consideremos un ejemplc para comenzar a familiarizarnos con
el uso de integrales triples expresadas en coordenadas
esfericas. Consideremos el sdélido V <(figura 860 gque esta
determinado por la regidn que estid entre dos esferas gque tienen
su centro en el arigen y que son de radios Ri v Rz, con Ei <
Ez. Supongamos que M es la masa por unidad de volumen del
sélido V. Considere también un cuerpo de masa 1 que esti en el
interior de la esfera de radio Ei y que estia localizada en
XC,0,0>. Demostraremos que la atraccidén gravitacional aque
ejerce el sdlido V sobre la masa unitaria que estid en Q es
cero. El hecho de que vamos a trabajar con esferas nos sugiere
gque el sistema més adecuade a usarse es el de coordenadas

esféricas. La fuerza de atraccién que un elemento del casquete.

en, digames P, ejerce sobre la masa unitaria puede ser

ura 96

Fi

G
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2iercida  por Vo= osenopap SAQ — |
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“4F pore —Zoccosg. la forma de esta component.e en o g
) CGMC ocosed - e 2 = e
2S5 eyl cas 25 O seng Aoi EE0as
= 2 2 w AL
LB T o eerisiy
elementos  depben ser sumados sobre el vl ume el casoust e
esfeérico. Este voliumen se des ibe cuando © varia de O & <
varia O a w., v p varia de ® a R. Por lo btanto la int 2aral aue
1 Z2 E ’
dessamos es :
R n 2n 2 ;
. GMCocose ~ clozeng ; ;
J YA i £ - i - de do do
- 2 < B
R [0 6] L R o TN CO.}(PJ
1
-omenzZaremos a integrar cen respecto a @ porgue de esta
mansra vamos a encontrar bronto el valor de la Lrloie
asi
i ST ) v i ‘ T . :
SMlprosg - clp sens -y i posgseng - o seng
S : ‘ ——id CHife S : —
w B F - 2, 2 i 342
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P <~ —~
.. .2d B I Ze — ”
= Sme 5 - = = Mg & = O
: =ER= o 2 2. & 2 i
‘ Lo TS e - R i
= 9 % 5 3 2 ; <
=8 HSO0 el necho de gue o e -Bpe cose = d°.
2w _ 40 ) . o . .
que (o +c -2pc3 = p-<¢, por la definicién de

e
0

positiva y porgue por hipdtesis o

No hay necesidad de llevar a cabo as integracicnes =n ogus

R
& % W CMC pcosd—c = endag
TOoMUOC OSSO C ) 0 Seng i 2 .
S JF : ‘ : dedgde con respecio a 2V 8 pordue
o E .- 3 < :
R © o Lo vz =Zpc cosd
1
yYa au2 el integrande s=s 0. el resultado es 0. Consideremos un
SiEMpLo mas sencililo. Encontremos el volumen acobado oor  las
= : , . S ~ UE - ;
2Sieras o = a, o = b v el cono 2 = o, L0 o d =20, Bl wolumen
o,
de estie cono esti ladc por
27T & b
2 T S
Ior J psengdodede
o o e}
21 &, 3 3
B -3 : s
= f I — Senddasds
8] (@ -
21, 3_ 3 -
=t . = 2
= J ~ (i-gosed B8r = S C
3 3



CAPITYHLG

INTEGRAL DE LINEA E INTEGRAL DE SUPERFICIE

L/

INTRODUCCION

Este capitulo contiene los Siguientes temas:
P Integral de linea ’
2 Integral de superficie

En este capitulo se estudia primeramente la integral de linea.
Se inicia el estudio de este iema con problemas sobre &4reas para
motiv;r ia definicidn de la integral de linea del Lipo JEfo,des &
j;fo,y,zJ ds y ver gue estas integrales se pueden reducir a
integrales ordinarias. Después se‘plantea un problema de hallar el

fuerza [ para llegar a manejar integrales de

de

trabajo que realiza una

' 5 5 = 5 5 . ’
linea de la forma fc?'L ds. Enseguida se ve la conveniencia

manejar ecuaciones paramétricas para las curvas C donde =1 parametro

necesariamente el pardmetro longitud de arce y se caleula

= ; G o)
P donde las ecuaciones paraméiric

as

'
I

esién en funcidén de un parametro t cualquiera. Después de

4 s T e -,
=t el

3

depende en
medi o e

s > 3 >
S Feal=-[_ P.a2,
(55 =&

se involucra el

En  segundo

superficie motiwvindolo por medi

una superficie
donde se mane
Y n

= glx,2d & x =
reducir & integr

aestudi an as i

5
1

previamente motiwv

general

ejemplo

C¥amd,

ales dobles para poder evaluarlas,

ntegrales

tes

|

inteagra

j-4

a = de inea

de la curva C de integracién y de ilustrar por

= e j e, yhdes = f cf(x,y)ds pero gue
o -

Se resuelven algunos problemas de mecani donde

o
“a

concepto de integral de linea.

lugar se estudia el concepto de integral de

© de un problema de hallar laz masa de

Y asi obtener integrales de la forma f &%, v.zdds,
S 3

Jan S de P,

- =
=

La forma

superficies = vV

N
IR

Despues vemnos que estas integrales se Dueden

Posteriormente se

de de

7

Torma I
hallar el

~ . -3
superticie ia e

ada por medio de un problema de fiujo a

través de una superficie,
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AL -

INTEGRAL DE LINEA

3

R2E0LVANosS a2l gunoes problemas due nos conduciran a la derinicion

del concepto de integral de linea,

§ . . . 2 . .
interseccion del paraboloide = = X + ¥ con 2l plano x = W

Encontrar el Area de la region A que esti sobr

P
)

=
limitada por la curva C .2l segmento de rectsa C gque une 1o
puntos C0O,0,00 v C1.1,00 v 1la recta perpendicular ail plana xv

dque pa=za por {i.1,0). Ver- figura 98,

Zu/h

X

REGION A EN EL ESPACIO XYZ REGION A EN EL PLAND

SZ«

—_

rligura 98
SOLUCION: Antes de resol ver el problema, notemos aque es

=senciaimente un problema de calculo de una wvariable Cencontr

el area bajo una CuUrval vy gue se puede reducir a up Drroblema de

calculo de una variable., s5i seo introduce un Lema de eies

i
1]
=

1
S-Z% tal como se hizo en el capitule IT. Al numerar =] =2ie g

encuenira gue 1os buntos del plano XY estan relacionades cor

,__,
#]
&
9]
C
o)
s
O
[l
o
©
0]
@
i
Lo’
0
=

medio de la ecuacidén vectorial




1
~

1 5 3 - " _
L, ¥r = osd——ry, >, de agqui que la ecuacidén de la curva (_l con
v 2 Ye

respectio al sistema de ejes coordenados s — = esta dada por

]

zZ® = 8 y el segmento de recta C se traduce en el interwvaio

{O,vE] del e

i

¢ 2. For lo tanto el area que Se guiere encontrar

vz
. G o 2.5 = = . .
esta dada por f s ds=C(2,3)vE. C(Después veremos gue el area

‘ 3 i X N 2 i
shconirada se representard por medio del simbole S O™ + 3 ds

@
.. o . ; 2 2 ; . -
que se lee “la integral de linea de X + v sobre C de {0,0)

i 2
CT 173
FPROBLEMA 2. dallar el A4rea de la regién gue se encuenira
sobre el cilindre x> + yz = 8 v que estid limitada por la curwva
. . : . x>+ yo= @
C determinada por el cuarto de circunferencia & B c o

X, ¥ 2 O v la curva C1 dque se determina al asociar el valor de

z = xyz a cada punto de la curva €. Ver figura gg.

E
I

igura 9g

SCLUCION. De nuevo estamos ante un TaS0 que se puede reducir a

un problema de cAdleulo de una variable sélo que ahora tensmos

que introducir un sistema de ERIES T Z¥X, donde 21 eie X sea

1]



T TT T meE oEE FEIEERGLCUL Al al plano xy, gque pasa por

Y =2l eje 3 no va a ser otra cosa mas que la “curva O
enderezada"” para que la regidn limitada por las curvas Cl MRS
este sobre un plano. <En el oroplema anterior no se necesitd

enderaezar ia correspondiente curva por ser ya un ssgmento
de rectad; “enderezar'" la curva C, matemiticaments =iond
que la podemos numerar con la misma escala que tienen los ejes

coordenados vy ests es posible lograrlo porgque conoccemos las
©S parametricas de C en términos de la longitud de arco
S. a saber, x = Sco=slss3), ¥ = 3 sen(s-3); asi. ail ounto
{3cos(s-3), 3senis-3)) del Plano xy, se le asocia el numsro

real s v de aqui se concluye qgue los valores de < estan en el

@

=
)
(g
{
3
<
W)
-
o]
™

— .

Q, 3w 28] y los valores de Z* en funcidén de s estan
i o - , : 4 i .
* = 27 sen{s.3> cozls 3. Por lo tanto el Ares de

dados por z

la regidn acotada bor las  curvas Ci y < esti dada paor
31T~ 2
“ z w AL - 81
81 sen"(s/3)% cosCs.3)ds = =
3 P}
[o)
{Mas delante veremos que el 4rea que acabamos de hallar, se
; \ — 2 ; o "
representara por el simbolo Xy ds, Jque se lee "lga lntegral de
: 2

b
s

Definicidn de integral de linea para una funcidn z==fCx.v>,

n
Supongamos que tenemos una funcidn zZ = fCx,¥d que esta definida

sobre una curva o que esta dada paramétricamente por x = x(s>

Y = ¥XsD, con a £ g < B donde s es la longitud de arco. Sean A
¥ B los puntos de CC determinados por los wvalores a Y B
respectivamente del parametro <, Diremos que ia dir=scacidn

1Y,

csitiva de C es aguella determinada por el crecimiento del
parametro g, Tomemos | una particidén del intervalo la,b]

s

ligiendo

17

t

E ¢ 8 = o,
> 1 2 N

Esto nos 1leva 2 una divisidn de en  subarces P, P = s,

£ £
donde F, ( 2o Y > es el punte en correspondiente a §,.

& &
Senotemos nor As, la longitud del subarco P{ I Ahora
4 =1 <

ol |

BScogemos un punte Q, (
+

<

X ¥, ) ®n cada P, P, como se iiusura
< t=1 4
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Flgura 106
an la figura 100, Para cada ¢, evaluamos la funcién en

(xfgﬁg, multiplicamos este nUmero por As, v formamcs la suma
4 L v 4+

N
E f(xc, Yf) AS;

Por definicidén. la integral de linea de =z = flx,¥) a lo largo

de la curva C es el limite de esta Suma cuando el nunero de

Subarcos tiende a infinito ¥ La lengitud de cada sdbares Liende

a Ccero: &5
J fex.ydds = iim E £0<, ¥, As,.
n-3m Zﬁ_l .

Cada As 5o
<
Como conccemos las Scuaciones paramétricas de C en términos

de la longitud de arco S, podemos evaluar la integral de linea,

reduciéndola a una integral derfinida ordinaria:

f__:"Cx,yD ds = [ f[xCs>, y(s>] ds.

< a

Ahora definameos 12 integral de 1ines de una funcian

largo de una curva C en el espacio. que es

la integr

fu

1l de linea para una funcidén de dos



o Py} TR o MA IMMwlleS4A WIS ~ VEL

s guera 10472 cuvas ecuacicnes paramétricas son = HKOsD, y= visy,
= = z(=3) donde 5 es 1a longitud de arco con a < s £ b, Sean A v

m
fis
<
o

los puntos de C determinados por los valores
E

"3
©
m
U
D

pectivamenie del parameiro s Vamos a escoger como dirsceion
positiva de C aquelia determinada por o] crecimiento del
parametro s, Supengames  ademas que fLenemos una funcidn
DCx. .23 definida en cada punto de la  curva C. Tomemos

una pariticion 4

i intervale [a,bl, eligiendo
=TS <8 &S < ... ¢s = b
o 1 2 n

m

-0

G R R R
mB

Figura 101

esSto nos lieva a una divisidn de C en Subarces P P.= S

R JOonge
-1 2 £ T
FZ£KJ S S Zg) es el ounto en C correspondiente a T

Denotemos por Asg la longitud del sSubarco PC P‘a : Ahor a
=% £

escogemos un punte Q(x, . vy, , =z ) en cada P_. P comoe 1o
& < 4 f-1" 2
muestra la figura 101, Para cada ¢, evaluamos la funcisn £ en
(XJ P Y o zf) Y muliiplicamos este namero por As, v Tormames
! :
la suma
N
E J.C.»{{r, y{f' ;é) Ab(f



ror definicidn. la integral de linea de flx,v,z) a lo largo de

C oes el imi g

o
@

de esia suma cuando el numero de subarcos iiends

b=

a infintto v la longitud de cada subarco tienda a cero:

N

P s e B 34 ~ (% _o, z As
j(:i ~ _\ 5 B m 2 f C 5; y{‘ {p) f
N30
L=1

Cada Asf+o

Para evaluar la integral de linea necesitamos conocer la
curva C. Como ya tenemos definida a la curva C, podemos reducir

la integral de linea a una integral definida ordinaria:

=]

j;fo,y,des g f; fxCs,), yCsD, zCsd] ds.

Veamos un ejemplo de una integral de linea que a la vez nos

va a ayudar a gque concluyamos que el valor de la integral des

linea puede depender de la curva C de integracién.
EJEMPLG. Evaluar j‘CX + ydds
o
al A lo largo del segmento de recta que une el origen con el
punto {1,12. Ver figura 102.
D3 A lo largo de la trayvectoria mosirada en la figura 103.
AN aY
A (LD
P
Ce
~— N ~,
— - -
§ 0,03 4 a0

Figura 108 Figura 103

T
i



SCLUCION
=) Las

PCUacliones parametricas de la recla
Ve
2

de arco medido desde el origen. Por lo

Ve
Cxtydds = v2 [ sds = v5.
Q

L ¢

o}

misma funcidén £Ox, yI=x+y de C0.03 =

de otra Ltrayectoria como lo muestra ia
Tigura 103. Agqui dividimos la integracidén en dos partites,
na a lo large de C ¥ otra a

lo large C

0]

obre
2 1
: 0 2 5 £ 1, de donde x + ¥ = s. por

Lanto ‘
: i
j_ (x + vdids :j's ds = 1.2,
o <

Las ecuaciones baramétricas de CZ SO X = 1. = g Con

ki = e L
O =s £ 1, donds 1a longitud de arco es medida desde C1.0). De

agul gue x + v =1 + g ¥ por lo tanto.

n

[ Cx + ydds = Ll#ed da = g8
v o

2

Sumando los resul tados para los dos segmentos encontramos

. : . = g it 2
[ tx = vods = F B 1 Vds + [ ¢x + Viels = . 4 = 2.
o i B )& B

<> o

1 B

[

Y

Por lo tante 1a integral de linea puede depender de 1a

Ltrayectoria de integracisn,

dhora gueremos estudiar integrales de linea donde <g=
involucren funciocnes vectoriales, esto nos

dizcutames el Conceple de funcidn vectorial.

Sabemos qUe una funcidén de una variable,

escrita como y = fCxd, es

generai menta

Una redgla gque nos dice cémo asociar
dos numeros X.¥: dada la x. 1a r'uncudn nos dice el
que se le va a asociar. Asi,

; 1 ; .- z .
por ejemplo, si Y = 1rlx = 7 o+ 3,

valor de vy

entonces calculamos el valor de y slevando al cuadrado el valer

Qe X} v luego sumando

)

; : Z
A1, si w = 4, v = 4° 4+ 3 = 1 g

b = 18

En el capitul o

s

bt

i vimos ejemplos de funciones de dos
variables como z = fCx, vD

¥ w o= rix,y,z) que tambien sSon reala
M2 nos dicen aqué nrmero

asociar a una pareia ordsnada en

0.




- < moT ThmEEEa A BeteLel A Al el Nla o denada

S22 oen el caso de w = PO ¥ 2.

La% rfunciones y = fix.), =z = flx,¥d, w = filx,y.z> son

S Thmera s @scalares. La generalizacidén a funciones vectoriales
= e e o % R g i 3 -~ . ' : o =
25 wirecia. Una funcidn vectorial Cen tres dimensiocnes’ es una

reala gue nos dice cdmo asociar un  vector con <cada punto

awezZi. Un ejemplo es la velocidad de un flufdo. Representemos

i

. . Ny > \ o~
FELa Luncion por medio de vix,y,z3, la cual especifica la

del fluido asi como la direccidn del flujo en el punto
“Hn¥,zZ2. En general, una funcién vectorial ?Cx,y,z} gspecifica

Mha magnitud y una direcceidn Para cada punto (x,v,z) en alguna

fedion del  espacio, Podemos representar graficamente una
vecltorial por medio de un conjunto de flechas (figura
104Z . una para cada punto (x,v,zd. la direccidn de la flecha en

especificada por la funcié

e}

& ‘ Y su longitud es proporcional a la magnitud de la

Figura 104

Jro# jemple de una funcidn vectorial Cen dos dimensiocnes> es

B . " .
rex,y2 = ix + v,

1lustra en la figura 105, Esta funcian

a50cla 2]l vector de Posicidn r.

TUTTTIS wn prOnbLend of Lraba jo. due @3 un caso mas genaral
gue los gue se estudian en calculo de una variable [

Un-‘ ~d 6 oy
< Particula se mueve de U punto ACa ,a ,a 3> a un punto
1 23 ; B

i b2 a traves el G i
L VeSS de una curva ¢ de ecuaciones Paramétricas
- |

CEY B g = e : ;
= Gl , Yisd, zlsd>, a < s D, donde s eg e1 parametro

o "'J_' . . =i £ % 3 )
Ngitud de arco, en cada punte P de 1l Curva actdz uyna fuer=za
= B s

CPJ. Hallar el trabajo que rezliza

TH
]
O
o
=
17
o
[
9]
f
~
r
i
3]
1
b
)

MIANIEY LA Y A ———



T e TN T T EREER el Gdel [T Eenaca

M.2d en 8] caso de w = Ty 2,

La® Funclones ¥ = 40D, =z = flx,vd, w = fCx,v,2> son

Hnolones escalares. Lo deneralizaciéon a funciones vectorial es

25 direcia. Una funcidén vectorial Cen tres dimensiones) es uria
PEgla gue nos  dice cdmo  asociar un vector con cada ocunto
SEAYuEd . Un ejemplo es 1a velocidad de un fluido. Representemnos

= { . it Pen i -‘)., =~ 1 i e y £ £ T
=ELa funcidn  por medio de vk, ¥s2J, la cual especlifica la

rapider del fluido asi como la direccidén del flujo en el punto

»22. En general, Una funcidn vectorial ?Cx,y,z) especifica
n

ha magnitud v una dirececidén bara cada punto  Cx,v,z) = alguna
Tegion  del espacio. Podemos representar graficamente Una

Tuhcidn vectorial por medio de un conjunto de flechas Cfigura
+W%< . UNa para cada punto Cx,v.2d. la direccidén de 1la Tflecha en
hopunto cualquiera es la direccidén gspecificada por 1a funcidn

ctorial v osy longitud es broporcional a la magnitud de

-+

a

Figura 104

2 jemplo de una funcidn vectorial Cen cos dimensiocnes eg

Esta funcion a cada punto



Figura LS 15

Estamos Ya en Posibilidades de comenzar 2 2EStudiar mpreks

e integral

~

o
il
ol
W
(51

|.,.r
[ty
1}

inea donde intervengan funciones vettleord s

A)

esol vamos un problema de trabajo, que es un caso Mas genera

qie los gue se estudian =n Calculo de una Varianle,

Una Particula se Mueve de yn Punto ACa & _.a d a unp bunto
L

2" g
BCh J%,b Dog traveés de Una curva ¢ de eCuaci ones barametricasg
1 3 B |
e I 5 ; - 3 ; : : ;
FPLs) = sy, Yl 2Cs33, a £ ¢ = b, donde s es o] Parametro
A de arco, &N cada punic p e la curvs actua wuna fuerza

MOVid de A a4 R siguiendo e Camino (.

SCLUZ FoN. Sabemnos dqUe si ung FParticula se MUeve desde un punto

M hasta un punto N en linea recta Y la fuerzas B que aclita sobre

1

L Particula es constante Cfigura 108>, entonces o] trabaio

= : 5 e - )
Feallizado por B Sobre 14 Particula. eg MN - B En o el case del



-t

Figura 108

=2
Problema que deseamos resolver, puede no

Ser recta v F

puede no ser constante, sin embargo, el saber hallar el

trabaijo
- =
Para el caso en que C sea un sSegmento de rects ¥ F Ses
constante nos va a Ser de utilidad.
Supongamos dqUe para g = g5 ]a Particula estsi en A V¥ para s=hb

ia particula estid en B. Tomemes una Particidn del intervale

la,b] eligiends

A = s ¢ 5 ¢ < s i~ < s = b
o i =4 t N
1 i ; e 5
esto nos lleva a Hna divisidn de C en N bPartes A = Frg b
= g = " - - > . < =
s res 3, » [ = ¥ L Je s = Gs D . s B o= M 0E 3 ¥ por
1 1 L—1 t—1 L L

lo tante en N Subarcos. (Ver figura 107>,




: G 3 . § s L2
Hallemos una Abroximacién para el trabajo realizado bor F en
el arco P Pp i = 1, gz, «+«s ND. Esta aproximacien la
LT1 oL

1 ogr amos censiderando que la pParticula se movis por el segmenta

S reek& PP S que a lo largs de este se rento  estuve

actuyando una Lierza

4

P _ 3 que se mantuve constante sn dicho
LT

sSedmento.

or lo tanto, una Aproximacidén para el trabaio r

= 4 C -
Fa fo ilargo de & esg

e

ris + Ag) = rcsd >

—— TS X r’isd
As

7]

-+ > ¥

s = FUE = = - s

(8. =2 L 1 ieg?
Y por lo tanto una aproximacisén parsa el trabajo reali

i
M
i
104
O

por F
a lo largoe de C es

5L N tiende a infinito v 1g4 longitud de jos subarcos
= P =As tienden a cero entonces se tliene una me ‘or
L—1 | T

! 5 3 i ; L. ; = , ; .
Aprowi maci an para el Lrabajo Fealizado por F, Por io tanto, e

trabajo realizado per F desde A hasta B es

N ;
—_ 9 e e - o
T = Lim E F P(S 1)] * File % hE = j‘F(FCSJ) * r’Csids
L= = L
N2 3 = a
1
AsS 50
L
1 i U i g e sk e
COMENTARIG. Chserve que =i hacemos gCsd = ?(r(s;) * PTCsD.
aCs3

d-.S- representa a una funcién real de variable resal ¥ por lo

Lanto calcular el valor de T

-

Se reduce a4l cialculo do Una
integral definida ordinaria,

s e o G o ; 3 5 . 2.
EIEMHELO, Hallar el trabajo Featlizado por ?Lx.vJ = X212 o+ v,
Scbre un CUBrDO gus Sse nmueve desde ACZ. 0> hasta BCO,2> 4 L aves
few o . , 2 2

de l1a Clrcunferencia w oy = 4. en sentide conurario  al

movimientio de jas manecililas dal reloi.

s



R st 1 B 5 SR — L 5 5

= . s s s _ i .
cion vectorial a rcs) = <2 cos=, Zsen =2 0 2 5 £ 7, donde e]
[ oo
§ . T Bede oo a 8.2 &
parametro ¢ gs la lotngitud de arco (rcsl) = ((écos =) ,cseh§>
(<
2 s s e >, S = - .
=€4cos =, Zsen>y v Tcay = 3 {sD <—sen§, CosS=>». For lo tanto
= e
" g s s
2 = s - =
T G T j' deos™ 2, =Senzy * {-senz. cos™) ds
[ R 5+ @senzd> - (-send =
g zZ 5 s s =
s =N =
= =4 cos” D(sen )+ = S&n 3 cos = bds = -2,
I« )(sen D = = F =

En muchos de 10S: problemas dende se Necesita calcular e}
trabajo hecho por una fuerza R, es diffcil hallar 1a ecuacidn
vecitorial de 1a travectoria Seguida por una particula en
terminos del parametro longitu@ de arco s o 1la exXpresidn que se
encusnira para FCsd £S MUy complicada, sin embargo como se vié
=en el capitule III resulta relativamente mas facil, hallar 1a
ecuacidn  vectorial de una trayectoria en términos de otro

Parametro que no sea la longitud de arco.

rt

EJEMPLY. Una particula A se mueve desde el punto PCO,00 hasta
; 5 ; i 2 a3 . .
el punto X1,1.,3 a través de la curva v = . Hallar dos

ecuaciones vectoriales Para la travyectoria Seguida por 1a

particula A. Una dJde las ecuaciocnes escribirlas en Lérminos de

la longitud de arco s.

: 2 3 o
L4 = <Kt [ T o = + = 1 SE Una ecuacidn

—

g il >
SCLUCTON. F

parameirica para la Ltrayectoria Segulda por la Particula A.

T

ara hallar la ecuaecidén vectorial en términos del pardmetro

4

ongitud de arco s, hagamos

L
= JW;TZ + 9T* 4T
o

i

1 ’ 2. 8.2
T o rCé- gl = 8y
(=i L
de donde
"~ 2.3 - 2-3 32
< N <Cr:.7S + 81 - 4 [27s + 3 - 4] S
roesd =
g ’ S
con
e —~ =2
O Es ¥ Fim A8 = ]
a7
Este ejemplo nos muestra que tenemos que buscar uyna expresidén
Para nallar o] trabajo que realiza una fuerza, cuando 1la

ecuaclidn vectorial de la irayectoria ests eScrita en términos

de otro Darametro Cdigames £ donde L no sea ia longitud de



S e e Lo S e e e ey~ 1 § eclUacl ones

vectoriales en términos del pardmetro t, donde t rep

(9]

Limmbo para describir la trayvectoria seguida POor una parcicul

=2n movimientol .

Enconiremos pues  una expresion que nos deé =) valar del

_,‘
¢
1
]
]

ajo hecho por una fuerz al mover una particula a i

&
B, donde 1a curva O estd desorid

=

largo de la curva & de A

por la ecuacidén vectorial RCid = R, wlLd, ZCLI> donde t e=

, L = - —A‘ e o b o S
=l Tlempo con rCal = D Yy rCbhd=0B. Subdividamos C:coms lo

indica la rfigura 108. Imagine a F actuando sobre 1a particul a

de P a P, dos puntos de subdivisidn consecutiveos de C. 1
L-1 , : .

trabajo AT realizado es abroximadamente igual al producto de
: :

la componente tangencial de F a lo largo de C multiplicado por

la longitud del arco PPy
S SO

\‘fme?):

\ —
f \/\/ Prid
Ao \ T

(X (+3), Y(+5), Z(eh))

Pi-i
|

Como 1a iongitud del arco

L
o= . _r 2 | g o 2 2
PP =As = '/[X CL37] +{ Y TCLI] T+ =0 ]
L T il =
t
=g
2ntonces
. - i Wy
A8 = T b 84 Ly L 0] S+ 20t 3] At
T 1
_ ¢ i - 5 1 K
bara un LLe[t,l.u 1 <por el teoremna  del valor medio para
t=1 L .
integrales), Como IUuponemoss gue el valor de = =S



g R L, I SIS LI D (=1}

2 Eha | L
E3
?(?Ct ) como el valor de o a2 lo large del arceo P 1P . El
: i 1 o~ * -9»"5.*\ ' .“»‘;*"'\
vecior tangente a la curva O para t = ti es r'CtL 3 = (x '\ULJ.
1
*. 3
cal SN Z’CL D> Por le tanto
2 - > *
r*cE 2
. = = P P L
la componente de F a lo largo de € es FCECL D) . = = vy
| roce >y
Jak
un valer aproximado para AT es
1
- 3
s R &, D
= L
AT = FGRet™)y - . As
1 1 1 L
” rrce |
1
. o Hee o P * .2 A " "
Pero As = V/[X'Ct_)] Ly 3] %+ 2 CL 317 At = ﬂr’Ct‘)” A
1 1 L% 4 L % v

AT =~ Bited™y . : [Brce’s At

2.+ * ¥y
=F@7CL D) « ey At
L L 1
De aqui que el trabajo hecho por F sobre la particula due sSe
movid sobre ¢ desde A hasta B estA dada por

b
= [ B ctd) « 2rced at,

(3

-

y— = o P 3 1 = z, ; ;
EJEMPLO. Hallar el trabajo realizado por ﬁux,y) = Wk ¥ yi,

Sobre un cuerpo que se mueve desde ACZ, 0D hasta BCO,2) a traves

2 , . 2 2
de la circunferencia X o+ vy = 4, en

Sentido contrario al
movimiento de las manecillas del reloj.

SCLUCION. Una ecuacidn vectorial bara la trayectoria se

1)

ui
i ; > -

por el objeto estid dada bor rltd= (& cost, 2 sent)» con 0< t
= : e 2 . - . § g

or io tanto FEreidy = LCé ceos Li2i + c2 sentdj v F'Ct

2 sent,2cost>, de aqui que

1A
RUEN

by
L\ ]

Tr2 n-2
=4 3 . z
j?(FCtD)‘r’CL)_dtzf 4 cos"t, 2 sentd <-2 sent. Zeost ddt
o o
-2

=f [(-8 cos?t sentr+d sent ceskldbs =
<

COMENTARIC 1. Sabemos que si up CUerpo se mueve desde un punto
A hasta un Punte B de una curva O que esté en el espacio v



seguldo por

I = T e LAl A
5 1 > - -~ - .
dlicho cuerpo, a Saber:ris) = <xCsd, y(sd. z{sI> con
s E 8 £ 8, donde = e el parametro longitud de arco. N'd
' f d
> = i 5 s = = g ' " : .
PLLI=elil, v, ZLL3> con a = ¢ = D, donde © es otre
parametro, en general los lntervalos [s , S;] y [a. b] san
= 1
distintos. sin SBbargo es importante hacer notar que el trabaio
=3 3 ‘ 3
hecho por una fuerza r sobre dicheo cUerpo esla dado por:
=
. >
r - ¥ g
| ;ﬁ(rLsD * r’csd ds
& .
1
Ccuando s es el parametro longitiud de arcol v por
=
=, 3
f FQritd) » F*Cedy 4t
a
Ccuande t es otro barametrod,
COMENTARIO 2. Hay una diferencia importante entre una integral
de linea de 1a forma j‘ fCx,ydds ¥ Una integral de linea de
&
5 : = = SR
la Tforma j:?(rCSJ) " r'cs> ds, a saber:
[ fCx, vids = j' fix,ydds
v o]
pero
-~ e i = = = 5
J" FCresl) v FrEey de = - f ECrEsd) & Brosd s
Esto lo ilustraremos Lor medic de e)emplos:
EJEMPLO. Caleular J Cxtylds v Cotydeleg, € as &l Segments de
3 i P b =
recta con punto iniciai en ACO,1 ¥ punto final en BC1.3). Ver
: 4 e~ |
figura L0,
SOLUCION. La ecuacidn vectorial de C esti dada por
1Y ¥
4 4
B
c
A [}
—~P ¥ —  x
rlgura ig



=
=T = <—L e S+1L>: 0 =2 s < 5, por lo tanto
S 5
) 2 8 e s 1.
f Cx+y2ds = J'(—— S,— s+l)ds = Zv8§ Per wtro Jade. Lo
5 l < =
S 5 N . "
ecuacidn  vectorial de -8 es rlsd=¢1 -— 5.3~ = s>y Of = 2 ¥B.
¥S ¥5
For lo tante
Vs i . "
- i = = =S
J_ Cxvyd ds = J [t -=+3-=14ds =2 +8
- - = e
o ¥s ¥Ys
5 " e -+ 2, = > P o A
EXEPLO, Calcular J\r(FkSJ * r'csl’ ds vy j‘cr(rCs)) + r’dsods
% ; s . s N
51 € esta dada por rds) = <2 cos 5» © sSen §> cEn 0 £ 5 F i
donde
Y Y H
4 A 8
B B
c =i f'
é
]
> }- wr - T
A X A X
Figura 110
= 2, . i 1 =% > ¥ =
?LX,y)= X 1+vj. Anteriormente vimos que J;r(rCs))-r‘Cs)dS: - 35
ahora calculemos la obra integral. La ecuacidén vecterial para
= - - = s _
L es ris2) = (& sen cosz> con O £ s £ ., por lo tanto
=
24
= i 2 S S
FCRCED Y * p"0sd = j dsen =, Bcos > * J{coss, — sen>Sds=
i
= f [ 4sen” 2, cos = Scoss --nS>r" = 2
= s s W ' = Sen=ds = —
@ z* 2 2 = 3

Resol vames

una oropiedad del

anora un oproblema

trabajo,

donde se pone de

maniliesto



EFEMFLD. Frincipio del trabajo y la energia. Una particula de
) sy
maza m se mueve a lo largo de una curva & descrita por rLLd
a £ L £ b, donde el parametro L es el tiempo. Si la rapidez
0 e a s | . Y ot e T e =3
it CLD | de la particula en el instante + 1la simbolizamos por
- . i 8 il & ; s o q 14 25 5 o8
medio de v(iLZ, su energia cinética esti definida por 5 oMoV £ fedr,
i ‘o ; ; 2 . § Sl
Demostirar gue el trabajo realizado por F durante el intervaleo
. ; g . . 4 20 5 L o &
de Liemo {a. bl es igqual = m v(bd) - = m v Cal
= 2

SOLUCION. En la =olucidn de este problema vamos a utilizar del
campo de la fisica dos hechos relativos a una particula en el

momento t.

P > E¥ i s _— ; ; ;
T FLrCR2) = m 20T = m FYCES CSegunda Leyv de Newton).
s il oy oy R = | i o g
2. E.C. = s om [Pt CE.C. = Energia cinétical.
[

g " ; 5 = ‘ ; : 5
£l trapajo realizado por F durante el intervaloe de tiempo

s

la,bl es

Teorema fundamental del cilculo pPara integrales de linea

11]

n calculo de una variable se demostird e

I

j £PCx0due=fCbd~fCb). Hay un resultado sim

=5

lar para integrales

(a4
de linea gue demostraremos Y lo utilizaremos para resolver dos

problemas de mecinica. -

TECREMA. Sea C wuna curva derivable que une  los  puntos
A(xi,yi,zi) v Bsz,yz,zz) ¥ cuya ecuacidn vectorial TS
7 N el i + + <= =% =~ A P =

T({J—<rlLt),?zLuD,T3C93>, a = L 2 b con rCad = A Y rfh) = B.

Sea f una funcidn real vy derivable, definida en una regidén R

que contiene a la curva €, entonces

F - )
VEECLI) » rrChidt = (k.. v, 2 ) - £
jc[ (FLe3) o T(Kz' 7> 4.2) ch,\’ Fy® Z:\)
CEMOSTRACION.
\ aF o 5 o e OF s I >
Vo= (o o 29'1: y ULy = <.§§(E’.;.t;) 2 iensy ek s,
P i oy i Vi

bd
-



FE Lo hante | PPOFCEY) » F9iidh os iqual

vl

T 8f . af
J <GPy, S TCE), Sy <r;cw,r;cw,r3cw;mt

b 4
d £
= ] 4t [o¢?

b
[f(x?cm)J = £(FCBY) ~ £(Rcad)y

= = A = ¢t . = Filx . it
£CBD fcgu Tlx, ¥,02) v ¥ B )

* Por la regla de la cadena s1i w=flx,y.zd), %= pr L3, z=r CtLl v

1 2 i
Z = raitb entonces para w = f(?(t)) Lenemos
Cdw ar 3f 5 ar ;
- = e PRCED 4 23 L LTI et B,
vy sgirtrl)]riC ) &girCLJ)JPZCLD +[§E{1CL )] JCe2

= Vr(fced) et

COMENTARIO. Este resultade nos indica que si una fuer=za
?Cx,y,z) €3 igual al gradiente de una funcidn ‘escalar f,
entonces el trabajo efectuads por ?Cx,y,z) sobre una particula
que se mueve desde un purito A hasta un punto B es independiente
de la travectoria, es decir sin importar cual sea 18 pufyve, B
; & 3= = =
cu¥a ecuacidédn vectorial es rltd se cumpl e:
=¥ L AT q
[FERCeyy « Freed ap < FEBY ~ CAS. J
(>

EIEMPLO, Potencial Newtoniano. Hallar el trabaijo que realiza

a fuerza dque ejerce una particula de masa M sobre otra

particula de masa m que se mueve desde un punto A hasta un

-~

punto B,

La ey de gravitacidén univeréal establece que 1a fuerza F
due ejerce una particula de masa M Sobre una Particula de masa
im. -
al Est4 dirigida de n hacia M.
bl Su magnitud es GmM/rz, donde G es una constante v r as la

distancia entre m y M.



Introduzcamos  un sistema de coordenadas con el objeto de

SEheontrar una expresiosn para F. Situemos a M en el origen M Sea
g

. - - W
FoE ol oty o+zk el vector de posicion de m. Entonces r = i

Ee

= -
r

T F S Un veoror unitarie Can la misma direccidn que v Eary L

Jue la lev de gravitacién toma la forma

2 GmM >

Fiafra = -
Thxal] 3
il
i il

&
y GmM ‘
fo.y.zJ = - Cxi+yj+zkd

C}{Z'i':/Z +22>3/2

= VI donde PR W 2) & o SO concluimos que el

tracaje T Que realiza B Sobre m independientemente de  1a
Lravectoria Seguida por m es igual a
T =1, » zZ = Béx z
¢ 2" Ypr Z) ¢ eF g 1)
_ GmM GmM
I Tl
/ /S oz 2
X TY +z K Ty +z
1 T4 g
% , FoB m ™ oy
S1 escribimos r en tugar de ¥ ey iiz 1 = 1.2 tenemos
L 1 i 15
o GrM GmM
-
i I~
2 1
H 1
- -~
= GmM (— -~ =_
G-~ =9
2 1
1 1
= =EnM (- - Sy
G-
1 2
5 A i 52 i SmM -
A la funcién PGV E) s UL Se le llama cotencial
AT
Xty +z GinM
' — ~ . ~ T ~ = -
Newtoniano. En la fisica a la funeioen TG ) See SR ie
/_'—_*—ﬁ
z 2z 2
X4y 4z
lliaman Bnergla potencial.
EJEMPLG. Principio de conServacidn de 1x &nergia mecanics.

>UDONgase dque un objeto de Masa m se mueve 4 lo largo de una
curva derivable C: dads por

=+ Ty : ; 5 p o g
B 5 PLEY = i Obsd r CLdj + r Ctok, a £t < p
1

2
bajo 1la influencia de una fuerza B tal qgue F = Vi para alauna

TUned én escal ar r'. Demuestre HYe para todeo momento L la suma de

4% energlias Cinetica ¥ potenciszl de N objeto ec constante,



f

e B L L S +a 1lslca tres hechos relativos

al objeto en el momento I

. ?(?CLD) = mgCt} = m ?”Ct) {Segunda Ley de Newtond
=) E.E. = %m H?‘Ct}ﬂz CE.C. = Energia Cinéticad
3. E.7. = —f(FCLD) CE.P. = Energia Potenciald
Por lo tanto
d 5 d i 5
—[ E . P = = = m {{r*ctd i = e i)
dt,[ ] dt L:. i ( D)
m d oy o s
i ir*ced |l - — I (rct>

]
s
i
s
I
™
gt
L
~
%
"
L
[ Ceireeed |
I
&
Y
™
i
i
o
¥
L
el

D=

TR = 9eCBCed) « Prewsy

i

[ﬁ POCED Vf(?ctz)]- 2reed

I

F(retdy - ?(?Ct:)J' 2ty

de donde concl uimos que E.C. + E.P. es constante,
COMENTARIC. Debido a que se conserva el valer de B, & o 2,

£l

al evaluarla en cualquier momento t. cuande un objeto se mueve

s

T 2 5 -
Lalo una fuerza tal que F = Vf, a F se le liama fuerza

conservailiva o Campo  conservative. A Es

&,

* BE.P. ®me le lliama
enerdia mecinica.

INTEGRAL DE SUPERFICIE

Vamos a resolver Un problema que nos conduciri al concepto

de integral de Superficie.

T . o 2 2
cIEMPLO o, Sea I 1a Parte de la esfera »? + 2 +

estad en el Primer octante Y Supongamos  que B
cualgul er puUunto P 3%, 58, = es ol y,2d = +° Encombrar Lz

masa de S,



o7 =y whAero gque vamos  a hacer &3 encontrar una

aproximacién para la masa de S, esto lo podemos lograr de la

Siguiente manera:

~
oy

JIEY

fa gue el dominio de la funcién =z = Fix,v¥2 definida

. . 2 2 2 :
implicitamente PO 2 vy w gt = g consiste en la pe

o
O
PP 3

i

del plano xy determinada por ias ecuaciones x = 0, v = oO.

Yy £ 4G-x° Cesto e Un cuarte de cireuled, dividamos el
intervalo [0,3]1 del 2jie X en tres partes iguales, lo misms
hagamos con el intervalo {0.3]1 del eje v Cver Tigura fi15,
En cada punto de Subdivisidn de cada eje dibujamos lineas
paralelas al otro ele., asi queda Cubierta la cuarta DarLe
del circulo due esta en =1 plano *Y por medio de cuadrados,
No toda el drea del cuarto de circulo estid cubierta por
cuadrades que estén completamente dentre del cuarts del
circuleo. Consideremos solamente aquellos cuadrados que esten
dentro de la cuarta parte del circule Y asignémcosle un

numsro a cada uno de ellos desde 1 hasta 4.

0 ! 2 3 _%T;
|1
| b— - / ;
k14
2 rg
i . /
h 4
X

Figura 111

: ;. : 3 ;g 2 z .
Encontremos el valor de 1la funcidn z = YS—x =y en cuabipo

buntos {un punto bara cada cuadrado contenideo totalmente en

i

1 cuarto de circulal, digames (1.2, 1.2, (8.2, 1.2

L1

b

i

Cice, 3720 y €372, 3.2, Ast obtenemos 4 puntos de 1a

V7

Uperficie S a saber P1C1/2, lra, Y342y, p Ciagy Bep.
2

YeB e, PQCB/E; 1.2 vy2a.-2> v P C3-2, B, 18-2).
<



T T ¥ bPlanos tangentes a2 la superficie < en leos
puntos P Pz, Pa' P v 2l 95line de la funcidn densidad
- 4
XX, ¥v,zd en los mismos puntos:
Y32
s j%x+i—y+ ,‘4z=@ oCP D = 1.4
4 = = = 1
1 3 =)
. - s + —_— = ) P 3 - 4 ’/
Pz. X+ Y = g oC . 174
B 1 V26
F SX t Sy o+ i = g 3 = g
T3 g c‘y = pCPa e
3 Y18
B 3 gx + v o+ =—Z = g eCP 3 = g 4
4 = 2 2

Ahora vamos 3z considerar que el wvalor da PLX,¥,2D en cada

pPunto de aguellsa bParte de S que es L4 por arripba del cuadrades

No., 1 Cllamémoslie <) €S aproximadamente igual a oC"‘ 2 = 1.4
1
Y que el Area de S1 ®S aproximadamente igual ajl érea de
1 1 Y34 n
aquella parte del planc X+ vy o+ 5% = 8 gue esti por

arriba del cuadrado No. 1, de donde podemos obtener una

aAproximacidén Para la masa de 5. Procedemos de igual manera
4

€on aquella parte de S que se Sncuentra por arribsa del

cuadrado No. n Cm = Sl , llamémosle S Cm = 2,3,4> Y oass

logrames wuna aproxi maci én Para la masa de S Cm = 2,345 b%

por lo tanto una aproximacidan Para la masz d@ S .Pero cdémo

Podemos hallar el valor del 4rea de aquella parte del plano

1 i % Y34

X + Y 5% T 8 que se encuentra por arriba del cuadrado

I
Ne. 17 La Siguiente figura 112 Nos  ayudara a lograr este

objetiveo,

1

e
iQ
[2
=1
[
-
r
[



De la figura 112 podemos ver dJgue si se conocen Ax,AY v 8, (& es
el valor del angulo agudo que forma el planc inclinado con el

plans xy entonces el Area del planc inclinado 25 igual a

AyAw=Ay— X Ya que AxX = Aw cose. Ahora. la figura 113 nos
& - Ccosg

permits hallar una  expresidén para cose® en Lteérminos des

vectores. 8i n es el vector normal unitario qu forma un

angulo agudo con la parte positiva del eje =z,
;'g “x o
COS8 = — = . ¥
I i | |
De donde una expresidn para el Area del Planc inclinade es

&
AxAy

» donde n es un wvector .unitario perpendicular al plano

inclinado. Con estos elementos podemos decir que el Area del

plano mencionado qUeé se encuentra por arriba del cuadrado No. !

es
L oz 4 _ 3
1 1 34 ; 34
|<T."& = ‘_"'*">'<O:0,l>i
&" B8 8 i 1 s
De agui gque una aproximacidén para la masa de £ sea =X 4
7 Y34
B 27 EF ' ; = -
. v SOon aproximaciones para las masas de e B
4ves 2VES ZYig
v = respectivamente, de donde HDa aproximacidn para la masa de
% L
S es

M) w

[ 1 s i 4 S + 8 ] T B35,
V34 YZ6B vEB Y1

51 dividimos el intervale ({0,231 del ejle X 'en 12 pcartes

iguales y 1o mismo hacemos para el intervalo (0,3] del eje v

€N cada punto de Subdivisidn de cada ele trazamos lineas

paralelas al otreo eje, queda cubierta la cuarta parie del

circulo por cuadrados, pero salo 22 estan completamente dentro

del cuarto de Slreule. =i realizamos las mismas operaciones gue

hicimos para el caso anterior, Sncontramos una me jor

aproxXimacidén para la Mmasa de S, esto es 14,49,
i el intervalo [C.3]1 del eje x se divide en J partes

iguales Ax Y 2l intervale [0,3] del eje y en J paries igquales

AV, vy en cada Puntoc de subdivisidén sobra un eje dibujamos

lineas paralelas a] otra eje, cuprimos 14 cuaria parte del
Circulo gue estid en el plano xv oor medio de cuadrados. Mo todo
2L area del cuarto de circule esta cublerta de cuadrades Il



T meE VYR S hdadll a i, Ul LUl alenios
solamente aquelleos cuadrados que estén completamente dentro del
cuarto de circulo v asignemos un nUmero a cada uno de ellios
desde 1 hasta k. de modo que cada cuadrade tiene un numero

unico, asi del i-#simo cuadrado o cuadrado tipico escogemos un

punto  (x ., ¥), luego enceontramos el valor de la funcion
J 1 St
/ 2 2 . :
z=V3-x" -y en (%, y). denotémoslo z »  enseguida encontramos
- L = x s

- i) ] 2 2 e ", -
el planc tangente a z = YG-x i en (x, y., z), este es RS
) - . L X

L
+ Lir #® zz = 9 y el valer de la funcidén densidad en
(:xL,yt.zL), este es p(xL, Y. ZL) = \cf El considerar que el
valor de plx,y,zD en cada punto de aquella parte de S gue esti
por arriba del cuadrado i-eésimo Cllamémosle S 3 es

: ; 2 s
aproximadamente igual a X ¥ ,2) = x Y que el Adrea de S es
L L 1 L LD

aproximadamente igual al Ares de aquella parte del planc X X +

Ny # zz = S que estid por arriba del cuadrado i-ésimo, nos
ayuda a encontrar una aproximacidén para la masza de Si. ésta es
3><,2
masa de S_L x 3 Ax Ay,
“/Q—x?—yf

De agqui que una aproximacidén para la masa de S es

K 2
3%

hw 1

M= Z - Ax Ay
L=1 'V‘Q-x,z"y_z
L L

Nuestro pr:f:ximc? bPasc es hacer decrecer el valor de Ax que

permite gue el intervalo [0,3] del eje x quede dividido en mas
partes iguales Y hacemos lo mismo con Ay. Por lo tanto, habri un
numero algo mas garande de cuadrados AxAy que 2st.én
completamente déhf_:‘o del cuarto de circule de la figura 111 v,
de hecho, este nuevo conjunto de cuadrados cubririd mis porcidn
del cuarto del' eircule que la que cubrieron los k cuadrados.
Numeremos otra vez los cuadrados, digamos, desde 1 hasta Ea
donde £ es el numero de cuadrados que acabamos de formar, vy
escogemos  algun punto (}cl,y‘_) &n cada cuadrade vy encontramos

dUe Hna aproximacidn para la masa de S es

Ax Ay,



FrOSRTTMENSS Bag == Una mejor aproximacion Para la masa gue
8Stamos buscando que la suma M1 Ya que 1os cuadrados por ser
MAs pedguefios, CUDTriran mas borcion de 1a Parte del circulea.
Lambien e clierto gue 14 barte de < qU®  se encuentra
directamente S ilba del. cuadrade 1—ésino Cllamémosle =3 ©3 mas

bequelNa que en o] Caso anterior, Por lo tanto sj P es un bunto
Leg ! P

de 3, entonces &CF.D) 88 una me jor abproximacisén Para lfa
L 1
densidad de = » también 1.4 parte del plano tangente a = en
L L
P, aque se encuentra directamente bor  arriba el cuadrade

1-¢sima, tiene una area que da dna mejor apProximaci én Dara =1
drea de S, de aqui, que se obtiene yna me jor aproximacidn para
L
la masa de s Y por lo tanto para g
L
Podemos continuar e] Proceso haciendo a los Ax aun mas
bequeNos parg que el intervale (0,37 deil €je x guede divididn

en un ndmero MUy grande de Partes iguales, 1o mismo podemos_ﬁ

digamos m Cuadrados y 1ga Suma B
kAR, ,"D[ Mg
m 2 2
3x D
L x A
M =Z —— Ax Av. EPART g
“ AR MATE

t=1 Vg—x?—y,
&

L
Ahora hacemos Precisamente 1o qUe se hace en o] caso de
funcicnes de UNna variable. Hacemes qQue el numeros de Cuadrados

Se haga mas Y mas grande, asegurando cada YEZ un nusvo M Y una
5]
mejor aproximacién Para la masa dqu& estamog buscanda. Asi

obLensmog Unha sucesiaén de sumas

MM e ML
2

i 3 n
Ya que las aProximaciones Suministradas bor los términos de

la sucesian Parecen acercarse MaAsS vy mas 4 la masa de S. el

limite de esta sucesian debe ger 14 Masa que buscamos. FPor 1o
visto. en e] Capitulo IV

R E, B e dy = éefﬁ

n=300 2 _}g_xf_yz

Una manera de denotar 5 Lim M es
N

-

_ffsxzdS



5 i 2 b4 2
donde = es la parte de la esrera %x* + Y T zZ = @ que esté en

. 2 - . s ; 2
el primer octante Y X5 la funcién de densidad pCx.y,zd = 52

For lo gue Podemos decir que

~ 2
e B 2 3x
La masa GEb:IIXdS:f—‘—“——«——___dd =
= R o X v
2 zZ
YS-x" -y
En general sea S una poreidén de una Superficie de ecuaclidn

T

ﬂ)} %

Z=I0%vD v w o= glX. ¥, 23 tna funcidén escalar, Supongamos que 1a
pOi"‘ClEJh S la aProximamos por medio 1de 4N poliedro de N caras,
cada una de las Cuales eg tangente 4 = en algun punto, Cla
Tigura f1.4a muestra un poliedro aproximador par.a un octavo de
esferad. Sea ,L\S_L el 4drea de 1a Sara l-dsima y Cx_h,y,\,zL) lLas

coordenadas del Punto en el cual la cara es tangente a 13

Superficie g, formemos el producto G(x,,y_,z) AS , hagamos 1o
L L * L
mismo para cada carga Y sumemos leos N pProductos
N

—

Flgura 114 Figura {18

Al limite de estay sSuma, cuando el ndmero de caras u tiende 2z

infinito ¥ el 4rea de Ccada carg tienda 4 cere,; se le ilams
iNTEGRAL D& SUPERFICE DE Hx,y¥,2) SOBR S v se le representg
por medio de erSGCx,y,ZJ dS = Lim
Naw
~ 1=t
LadadAs 50
L5

G , Y2 3} AS
L t L 1

. U]
'MZ

Fara evaluap Una integral de SUperficie, bodemos proceder de

Manera similape a como le hicines

bara resolver e problema de

Sncontrar la masa de la octava parte de 14 esfera »“+y +z%=zg.



T TE AR a Daslca es relacionar el Area ASL con el ares

AR de sy Proveccidn scbre e] Plano xy <(ver figura 1133,
L

Haciéndoie asi. veremos, due podemos expresar la Integral de
Superficie sobre S en términos de Una integral doble ordinaria_
sobre R, donde R €S la proveccidén de S sobre el Plano xy. No es
difiell relacionar ﬂSi Sl recordamos Jue ASL Ccome el Ares des
cualguier Superficie planad pPuede ser Aproximada copn el arado
de exactitud Que =& deses por medic de un cConjunto e
rectingul os, For esta razén soéle necesi tamos encontrar s
relacidn entre el area de un rectangul o Y SU proveccion Sobre
el plano Xy. De las Figuras 112 Y 113 se obtuve esta relacidn a

Saber

AR
AS = AR ccose = :
L L = e o
fek |

of af
3’ 3y >

pero como 4 e es un vector unitario
£ 2O 2 FF. 2
== R
(axJ (ay) .

Perpendicular 4 cada cara de] poliedro aproximadeor de g

SUperficie g,

jﬁ'«iz Lo V(§£-2+(§£-2 1 de donde
' 33 3
N N
e . _ Gl v f 2 _3f_ 2 s
u(xt,yL,LL).ﬁSL = E CCx sy -2 ) (52 (50 1 AR,
L=1 L=q

Y de aqus

fjssc:<,y,z> ds = ijG(x,y, £, vy o 2 2+C§_£ f5d dxdy

La discusisn anterior ©Sta. basada en la suposicisn de que la

Superficie g esta descrita por uuna funcidén de la forma
= = TCRavd, .an este caso una integral de Superficie pusde
reducirse g4 Una integral doble ordinaria SoObre una
Dlano xy. Pero puede SUceder que una SUperficie d=
describir Mejor por una Sfclacidn de la forma Yy =

MUestra en Ja figura 116a>. En este caso



ffSGti:<.y,z) ds ff G(x,glx,z), 2 1/1 + (ag) +( ) dxdz,

donde R es una regioén en el plano x=z. Similarmente, si Lenemos
Una superricie descritsa por X = hly,zd, como se muestra en la

=

Figura 118b). entonces

f SGCx,y,szS = jj'G(hCy.LJ. ,z)V{ + cgggz + (gégz dvdz,

donde R en este CA&SO eS una regién que esta en el plano Yz
Dalmﬁn €, uUna superficie < buede canstar de varias partes vy

Puede entonces ser conveniente proyectar Partes diferentes.

sSobre diferentes planos Cccordenados.

R
i =
Y
X
X
Figura 118a)> Flgura 118b)

Ahora Plantearemos un broblema que nos lleve a resolver una

integral- de Superficie Dero donde involucran funciones
vectoriales,

PROBLEMA. Considere uyna Superficie S en alguna regidn del
; ; 2 i ; : =+ 5 -
e3paclio por donde fluye liguide, Siendo v(x,y,zd la velocidad

i}

del liguido en el punto Cx,v,2D, Encontrar a1 volumen de

liquido que atraviesa a2 g Por unidad de tiemps. Ver Flgura 1107
SOLUCTON. 81 wes Preguntan por 1a cantidad de liquido que

Cruza una drea AS Perpendicular g 1a direccidn del flujo en un



AU B M e e

Figues 117

Liempo At, diremos que si la velocidad constante del 1liguido es
Vs entonces 1a cantidad de liquide duUe pasa por AS es fgiaald
vol umen dej cilindreo de 1a figura 118a), ésta ac Ei?f’”z_\r,AS For
lo tanto 1a cantidad de liquide que fluye por AS pPor unidad de
tiempo es H¢E [AS.  Pero =i el flujo del liquido no es
perpendicular a AS, sino gue forma un dngule & Cver Figura

118b> entonces la Cantidad de

oot

fguido que Pasa por AT en o]

Ltiempo At eg Precisamente el volumen de] baraleliepipedo de 1=

4 - £ &L
Figura 11i8b). Este volumen es (AS cosod ]}'3“&1‘, Dero  como
il
cose = »_}n donde Rn es un vector unitario Perpendicular a iga
v
cara de Area As, entonces el volumen del Paralelepipedo es
> >
~[{v'nl] >, > > ; " .. p
A;[F_*J [V AL=ASALV+R, de donde 1a cantidad de liquido que pasa

Lor AS en el tiempo At es AS veR.

duUe acabamos de ver . Lta cantidad de liquido Jque pasa por

: C e > > ;
t& cara j-ésima es vi(x ., v, z > nix., y. =z JAS | Agul . Bt
L v L e L L : )

Supuesto (x ¥ 52 ) Sol las coordenadas del bunte que esti en
L L L
" S . - +
& l1-e€sima cara tangente a § v nix , vy,
L L

Z) es el vector
L
unitario normal a 1a i-é=ima cara, Sumando sobre

todas ias
<aras v tomando el limite obtenemos



ol

Figura 118a> Figura 118t)
cantidad de liquidoe dUe pasa por € por = o o
d = " =4
unidad de tiempo Ifgv o R

En general, si ﬁ(x,y,z) una  funcidn vVectorial a4 1ga

es

; " o -+ S e s

integral de Superficie ff F o N dS le vamos a2 llamar EL FLUJC
: =

DE F A TRAVES DE s aun cuande F ne Fepresente ja velocidad de

holfigquide,

£

COMENTARIO L aatas integrales Ya las podemnos calecular, porague

- i @ i
ﬁ°n 28 una funcidén real en treg variables,

SNTARIO 2, Al plantearsa el problema de calcular una

integral de Superficie de 14 forma jjé P A dS, debe de
SSPecificarse cui) de los dos Posibles vectores unitarios
harmales = & debe to%arse, auUngue cuando 1a Superficie sea
cerrada Cesfera, 2lipsoide, ete. D se hace la convenciosn de que
S€ escoge el vector unitarie hermal que apunta bacia sftvers de

la superficie =,

- g ) = d - . : ;
EJEMPLO ;. Calcular jjh P n dS, donde ?Cx.y,zg =1z - v o+ kw
= B
Y 5 es 1la pPorcidn del plano x + 2y + 2z = 2 acotada por los
: ; ; ; - ; .
Planos coordenados Y el vector Normal n a3 g forma un angul o

Judo con el vector k.

P

- - iy . . L + ) + 2 . X
SOLUCION, Segun los datos que se dan, n = i—_ﬁgi—~h5£ de donde
= y ; ; L. i+ 2 =
ﬁ'g = Cim = J¥ F kel & Q_“_é;L_ﬁékg B oo év T =X, es decip
= = S 3 3
3 2 - 2y + 2x
P ds= —— TR L
fjg & jfs( 3 )d

-

i = : : . 3 3 2 = e STy
Como reduci mos Una integral de Superficlie de Ja forms jjgf'” d=



oy

mvdes S ke Y Oprima JSG(x,v,deS Y estas dltimas ya las

sabemos manejar, llegamos a que

Z - 2y + 2x 3 3 i 1
== 9 = [[ .G -3 + Ly dway = L
‘ﬁrﬁ( =3 ) RC4 =" c) % =
donde R es la proveceidn de S sobre el plano Xy Cver figura
1192,

Pigtira. 145

NOTACION. Cuando S S2a& una superficie cerrada vamos a  ui

Lilizar
- - < = e
L0s simbolos ngGCx,y,z)oS o jf Frny dSs
s

EJEHPLG & Caleyiagr =1 flujo del campo vector

R 1S

O circular
recto de altura H, R el radio de la base Y SU @je es el eje =

Ver figura 120.

11

,_.
G
£
3
]
.
[V



-
TR Queremos encontrar ffsf-k *n ds. De acuerde a la
. > . : .
convencidn  para  tomar n 1 debe  apuntar hacia afuera de]
cilindro. Como S se compone de 1a Superficie lateral S . de la

1
base Superior S2 Y de la base inferior § del cilindro,

)

3
- = e B > . %
debemos calcul ar fj' Feri d8 . jf FeRds % jj FeRd ¥y luego

= i = 9
1 2

sUmar estas cantidades.
X1 + vi o+ Ok
e e D £ NG T,

3dS
;’XZ + y2 f

C1d J];1?1E dS=[[_ G +yjrzk)-(
: 1

B XZ @ 42
= Il ds

- 2 2

X o+ oy
5 .
= j];l g— ds = R Jj;ids = RCsrea de SO = 2nr%y.
=h} J];zﬁQﬁ = j];2(x1+yj+zk)ok ds = jj; zdS
2

= [J . HdS = H fl. 98 = ar?y
2 2

< [T PR ds= Jfg (xityjeziyec—ky a5 = If, c~=34s
3 3

= jjg 0dsS = 0
3

De B4 % £33 concluimos que _”ﬂgi—:!*ﬁdS

1l

3R H.



APENDICE I
EL CONCEPTO DE PLANO TANGENTE

En algunos cursos de cdlculo con geometria analitica se define

el concepto de rectsa tangente a una curwva Y = (xD en un punto
(X »y ) de ella como "la mejor aproximacioén lineal" de ¥ = ) an
(=] o
X = X en el siguiente sentido:
(o]

' DEFINICION {. LCx) es Fecta tangente a y = fCx) en P(xo, foob} si
LCx pasa por P Y dada cualquier otra recta K(xD que pase por P,
existe & > 0, tal que

| TG0 - LD | 2 | 00 - Ko para  Jex | € 4

También se define el cencepto de derivada de una funcidn y = £
en X = Xy Y Se observa que la pendiente de la recta tangente Cen el
sentido de 1la definicidn 1> a 1a curva y = f(x) en Cxo, foODD
coincide con el wvalor de la derivada de Y = fCx0 en x = x : esto

Ol
permite dar la siguiente definiecidn de recta tangente a una curva

Y = fCx2 en un punto Cxo, foOD) que resulta equivalente a la

definicidén 1.

DEFINICION 2. L Cx ®5 recta tangente a 1a curva vy = flxd en
o i PO -1
PCx . £Lx 33 si Lex> pasa por P % Lim __51_:_£1 = 0.
o o R =g
X > x

de ella. Asi. se ehcuentra que el planc z = 7 es el plano tangente a
la semiesfera z = Y49 - * - yz en el punto €O, 0, 7.

Con el concepto de recta tangente que se discute en el curso de
calculo de una variable v el concepto de plano tangente que se

estudia en geometria analitica nos auxiliaremos Para llegar a una

definicidn de plano tangente 2z una. superficie z = £Cx, Y.
Del hecho de due z = 7 sea el plano tangente a 13 semiesfera
S S '

z = V&Q‘f X ¥ en £ O, P ss puede deducir due cada una de las

Secclones en la direccién {a, bd> Caz + B 5 82 en CO,0D de la

LS8

L



. 2 2 . : - )
Superficie z = yug - X -y tiene recta tangente en 0. @, 7 Y

todas estas rectas pPertenecen a yn mismo plano, a Saber, el plano

zZ = Ty &sto es, se cumple gue

.. Y49 xT = 7

Llm —_— =
- C O
€ ¥+ o, 0 YCx = 0% & ¢y ~ gy2

a lo large de la
recta ax + by= 0.
, z 2
ara cada par a vy b de numeros reales tales que a + b" > 0.
P p ¥
Lo anterier Sugiere que para qUe una superficie z = fex, ¥

tenga plano Prlsx, v tangente en P(x , vy, fCx . v ) es nNecesario
o [e] o (=]

que

de las Secciones en 13 direcciaén <a, b> en el punte P de ]

Superficie z = FCx, ¥5 Ceon a° o % > 03,

n
O

Todas las rectas tangentes del inciso anterior estén en un
mismo plane. En otras Palabras, tocdasg las rectas tangentes 3
las secciones en la direccidén <a, b> en el pPunte P deben

formar un plano PTCx, ¥ tal que

Flae, wi — PTCX, Y2

lim e 2 W
Y N b R ~ 30 5% 4Py < gp 52
> Y O, Yo P XO b yo

|
Ca lo large de 13 récta

ax + by = zw 4 by 2
(o) o

; # g
Para todo par 5 Y b de niumeros reales tales M & 4 BT 3 i,
Si  estas condiciones tiene que  satisfacer Una  superficie

z=fCx,vD) para due tenga plano tangente en Un punto P dHe ells
entonces bodemos decir que

2

e VR Cx,¥d = €O, 0 - A Cx,yD = CO,0
2 2 2 2
E T 4 . ZOE A
Lo, OO s1 Cx,yvd = COL0D O S1 Cx,yd = CO.03
€13
2 2 2 2 :
Xy i % 2 =y
4 7 SiI (x,yy = CO, 0 _;—_‘;E SL Cxyd = CO.0
Z = 4x o+ oy

@
U
i
'
%
<
67)
1
m
O
O
)
S
N
1
*
]
+
b
V)
f=
7Y
by
S
s
I

Co. 0



I D e o= St T EE R e RPRLHEE dda Secclon el la direccidi

1,1> en C0.0) de cada una de las superficies de (1) no es continua

N

en X = 0. (Ver figura 1213.

/72

Figura 121. Grafica de la seccidn en la direccidén <1,1> en CO0,00 de
cada superficie de C1).

En el casoc de 1la Superficie

xy

si Cx,¥D = CO,0
CED z = %" 4 yz

= Si Cx,y) = o, 0

Se puede afirmar que no tiene plano tangente en CC,0,0> porgque 1la
Seccidn en la direceidn <1,1> en C0,0) de 1la superficie (2) no es

; ; 1 i
derivable en x = O; su ecuacidén es Ze T §ft| Y SU grafica se nmuestra

en la figura 122,

Za )
° — t
Figura 122. CGrafica de la Seccidn en la direccién 141> en CO,0D

de la superficie 2>,



Respecto a la superficie

¥

si Cx,yd = CO,00
5 zZ =4 x +y

& .

81 x> = 0,03

Se puede afirmar que tiene rectas tangentes en todas ]las dirsccicnes
perque todas las derivadas direccicnales de ¢3) existen, peroc de la
ecuacidn de la seccidn en la direccién <a.b> en C0,0) de 22
. 2
2y = AbTL
donde a,b son nlmeros reales tales que a® + p* = 1, se puade
observar que NO estan N un mismo plano todas las rectas tangentes,
per lo que se puede concluir qué (3> NO tiene Planc tangente en

€0,0,0>. De :
z

2><y Si Cx,y) = CO,0)
z = x5 o+ oyt
O S1 CXuyd = L8, 5

se puede decir lo mismo que de (3D: existen todas las derivadas
direccionales en C0,03, es decir, tiene rectas tangentes en todas

las direcciones, pero, NO estAn en un misme plano.

Ahora estudiemos a

, , : Z
1 si Cx,vd CUmple con y = % oy w = O
C4D >z =
O en los demas casos

en este casao la ecuaclidn de la Seccidn en la direccidn <a,bd
|
2 2

Ca”™ + k% = 1 Y ab ®# 03 en C0,0) de C4dd es
L 8L 4 = L
4] m EEy = a®
si £ = g
2
a
Y la ecuacioén de 1a Seccidn en la direccidn <@, by Cawp® =1 & ab =0D
en (0,0 es
ces z LD =0

La grafica de 3 Se muestra en la figurs. 4128 Yy la de B>
figura 124.

en la



Figura 123, Crafica de 134 Seccidén en 1a direccidn {a,b> en CO,00 g
C42 para 5 +b =1 vy ab = 0.

b
—— - R e t
Pigurs 124 : Grafica de la seccisn en la direccidén {a,b> en CC,0
de C4) para a®4p® = 1 ¥y ab =90

D las ecuacicnes de las Secciones de (4) S€ puede concluir que

existen todas las rectas tangentes a C4> en €0,0,0> y ademds todas

esian en un mismo elano, o saber z = . Sin embargo ests Superficie
no tiene uns propiedaq que 31 tiene z = Y4957 ﬂy » razdén por la

cual se descarta g Z = 0 como planoc tangente 2 C4d en €0,0,0>. Esta



La propiedad que tiene z = V49—x2—y2 Y no tiene C4) es 1a

2
Siguiente: para todas las secciones z*CtD de z= V@Q—xz—y Se cumple

gque:

€7D Dado £ > 0, existe S > 0
que no depende de la

seccidn, tal que

Z*Ct) = z*CO) .
R =8 =
si 0 < [t] < 6.

S !
Del hecho de que z (LD = v4g - L2 Sea la ecuacidén de la sSeccidn en

la direccidn <a,b> Ca”® + b% > O en C0,0) de = = Y4Q~x2—y2 Se puede

afirmar que se cumple (7) en el caso de z = y4g-x2— En cambio,

Si consideramos las secciones (3 de (4) Cver figura 123> se observa

que, para la seccidn z*CtJ en la direccidn Ca, by Calen®s 1 ¥ ab = O

Se cumple que

Dado & > O, existe & =

{ z, Ctd> - z CO>

=g —

b2

si O ¢ [t, <
a

Pero el valor de & =¢ depende de 1a Seccidn porque el mismo valor de

S no sirve Para todas 1asg Secciones. Se sabe que z = ?49~x2—y2
tiene 1la Propiedad C7) Y que (42 no la tj

que z = V4Q~x2—y2 tenga 1a bropiedad c7>7.

she. sPero queé Significa

Pues significa que:



radoe £ 2 0, existe & > 0O tal que

’ / 2 2 —
e I“/tlg - x -y 7
( z 2

Koo+ oy

% B

si 0O < x2+yz<c5

es decir, (8 no sdlo S€ cumple para Sucesiones {an, ynD} tales

que Cx , ¥ 3 varien a lo largo de lineas rectas sino gue (8) se
n mn 3

cumplfe pPara culaquier sucesjién que tienda a CO,0 Y que cumpla con

0 < Y& + yz < &, Una propiedad similar a c8) no la tiene 1a
n n
Superficie C4) ya que '

zCx,yD - 0 S 1

2 @ =
x+y,

Para algunos Cx,yD tales que 0O< 5% + yz < & no importando que
valor tome &.

Ya se vid que e] Pedir que existan las rectas tangentes a todas
las Secciones de la Superficie z = O3, 5 en un punto
F(x;,yo,f(xo,yo)) ¥ gque t;:das estas rectas pPertenezcan a un mismo

planoc PTCx,y) No asegura que z = flx,y) se comporie en P como

Z=vY49 - »* _ yz en C0,0,7> y como Se desea que las propiedades que

tienen z = y4g - W - yz Y su plano tangente en C0,0,72 se cumpl an

|
también en una Superficie z = fCx,yd que tenga plano tangente en un

punto P de ella, definiremos Plano tangente de la siguiente manera:

€93 DEFINICION: Sea z = fCIx,}f) Uha superficie y P(xo, yo,f‘Cxo, yo))
Un punto de ella. sSe dice que z = fCx,y> tiene un
Plano tangente PTCx,y) en P si
i3 Existen 1las rectas tangentes 2 las secciones
L2 <00y an (xo, yo) de z = fCx,yd.
113 Si dade £ > O, existe & > ¢ tal que

[fCx.y> - P €550
T
| ¢ =

/ 2 2
(=% ) +(y-y )
< o
Si o < V=% Y 4(y-y 3% ¢ 5. donde P (x,y) es

el plano que determinan las rectas del inciso i.

o=



en Cx , vy >, también se dird que PTCx,yD es la mejor aproximacidén
(o] (o]

lineal de =z = I'Cx,y) cerea de (%y)%); por dltimo. asg como  en
cadlculo de una variable, gj Y = mx + b oeg Una recta tangente 3
Y = €0 en x = X, Se dice que m es la derivada de Y = fCx0 en
X = X_» también diremos qQuUe si z = g3 + by + ¢ es tangente 4

Z = fCx,¥) en P .3 . fcﬁny;)) entonces diremgs que <a,b> es 13z
[e] o !

derivada de z = '(x,v> en (xo,y .
<

COMENTARI O

curva C en un punto P de ¢ €S, de todas las rectés que pasan por p
aquella que mejor aproxima a C cerca de P, Esta 'idea se Precisa en
la siguiente definicidn:

DEFINICION 1. Una recta L qQue pasa por Pstfoa}) Se llama rects
tangente a 15 grifica de Y = 0 en P gi L da 1z
me jor aproximacidn lineal 2 ¥ =00 mereas de P. Mas
Precisamente, una recta L = Lcxy dHe. paza Por P as
Mna recta tangente a2 la grafica de Y = fCx0 en P si
dada Cualquier otra recta k = ke que& pasa  por P,

Sxiste & > 0 ta) que [fothCxJ[ & {f(x)—k(x)’ si

R

DEFINICION 2. Una recta LCxd que Pasa por PCx »TCx J) se llama rects
< o
tangente a la grafica de .= L0 en P af
L% O - Leso

la definicién 2 dicen "3 13 recta 1L(x de la definicidn Jle 11l amames
la mejor aproximacién lineal de ¥ SE ECaD Cerca .de x = 3 » perc

aungue sean,requivalentes las definiciones 1 D B ¥ muchos



o e T 70 FPleeploe de plano
tangente a/ una Superficie z = fCx,vD> en un punto P(xo,yo, foo,yoD)
como la “"mejor aproximacién lineal a zZ = fIx,¥) cerca del punto
(xo,y;)" de manera similar como se definid recta tangente en 1.
definicison 1 pPara luego ver que es equivalente a otra definicion en
términos del concepto de limite, similar a la definicién de recta

tangente de 13 definicidén 2.

Pero si se definiera Plano tangente come: un plano PTCx.yD que
ﬁi' pPasa por PCxo,y . fog,y 2) se llama plano tangente a 12 superficie
o e} :

Z =fCx,¥) en P si dado cualquier otro plano PKCx,y) que pasa por P,

existe & > ¢ tal que

[ EC 2, 33 = POy | = |fix,yd - PCx.yd | si v 2%+ Cy-y 3% ¢ .

. o (=)
encontrarariamos que no seria equivalente 1a definicién €9 porqué,
dada 1a Superficie z = % .4 yz, Su plano tangente Csegun definicidén
CEID = = Ouam €000, ¥ un plano que pase por (0,0,0), pPor ejemplo
Z = X, NO se puede hallar un & > 0 tal que

[%F % yBi- O] = |x% + y2 - x| si ¥ % + vy < s,

C(Se deja al lector 1la demostraci énd

p BIBLIOTECA
s/ DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

EL SABER DE MIS HLIOS
HARA M1 GRANDEZA

204
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EJERCICIOS CAPITULO |

Crarfique las Siguientes 2Ccuaciones

= 2 2 : 2 =z

aJ z = x" + vy d> Z =YX O+ oy

o 2 2 - 2 2

Bd 2= 8 —~ %" - v el £ T YGE oy

/__‘_"———‘

2 2 2 2

oz o= X -y 3 Z = Y -y
i 2 2
Graficar =z = 4% v 2 EAWR =y

Hallar el angulao agudo que forma cada uno de los Siguientes
planos con el planc coordenado xy.

ald z = x + 2y <D 2 = 3x + vy

b z = x + a7l | d> Z = =3x - 4v

Describir las graficas de las siguientes ecuaciones;

a’ gz = senCx+2yD o) z = C3x+y)2
/ g
b =z = A + Yy + 1 d> B gy DRy

Deseribir 1as graficas de las sSiguientes ecuaciones:

v
L
N
Il
=
i
n
~<
+
X
]
i
N
1
@
N\
X
+
<
L

Describir las graficas de las Siguientes eCcuaciones:

2 2

33 & = dw® 4 Qyz d> z% - g— + g =1
2 y2 " " 2 yz
2 x2 yz 2 2
@) g = i " g =4 £3 B = OEERT ey

]
@
6]



EJERCICIOS CAPITULO i

La funcidén z = flx.yd) esta definida geomelricamente en la

regién (4, 10] x (3. g7, Ver figura 125,

e
_:"Y
4
| e |
1o} SR
X
Figura 125
ad Hallar Cgeométricamented la  imagen baje  la funcisén
Z = flx,y) del Segmento de recta c. Denctémosia rcey.

b3 Haliar 1a |cUacidén del plano que contiene a fCed.

<2 Halle la ecuacisén de la curva fced

s«:S

-

SOLUCI ON: {z = TCxayd

n
O
(&)



La

[
I

funcién z = fCx,¥y) esta definida geométricamente. Ver

figura 126,

a2

Figura izs

Hallar 1a regién del planc en 14 que estid definida

Cgeométricamente).

Hallar 14 imagen bajo 1la funcioén z = fix. ¥) del sSegmento de

recta c.
Hallar 14 ecuacidn del Plano que contiene g T in

Hallar 14 ecuacion de 14 curva f£Cecd.

(v
C]‘



=

al

! 2

Graficar z = ybg - g e Y » sSobre la regién del plano
acotado por las curvas X =0, x = 5, Yy = 0 ¥y y =
Y25 - %® | sorucron Ver figura 127,
| Z
]
I
]
!
I
]
i
!
oL Y
X
|
Figura 127
Dibuje 1a CUrvVa ¢ que resulta de la interseccian de 1la
Superficie del inciseo anterior con el Plano x = 2.
Localizar el punto PCE, 3, 2¥3y.,

Trazar 1a Fecta ¢ tangente a la curva ¢ en el punto P,
Hallar 1a Pendiente de 13 recta ¢

Hallar las &Ccuaciones Paramétricas de la rects ¢,

Craficar z = Yes - % - yz Sobra 1z regidn del plano

/ 2
acotado por las CUrvas x = Q, x = S, ¥y = g, Y = V85 ~x*



a

B3 Dibuje 1la curva c que resulta de 1la interseccién de la

S £ 2 2 -
SUpsriicie z = 9B « % _ Y c<con el planoc y = 3,

<2 Graficar el punto PCE. 88935 .
d2 Trazar la recta ¢ tangente a1 13 CUrva c en el punto P,
e) Hallar la Pendiente de |3 recta <.

f> Hallar las ecuaciones Paramétiricas de ¢

ey 2 r4 .
a) CGraficar z = 8 - x° - Y Scbre la regién del plano acotado
/ 2 ;
bor las curvas x = o, 4w = 3. ¥ =0, y = ¥g- 2 Solucidn:

Ver figura 128,

e s et o - —

\?_.
1o -n
1_.....
| .
|

Figura 123

b Dibuje 1a CUrva ¢ que resultg de 1a interseccidn de la

5. ol 2
SUperficie z = g - X =y con el plano x = 1.

el Graficafrel punto C1,2,4).

=08



=

TT o Eesl 2a I'ecla £ tangente a 1a curva c en el punto P,
€) Hallar la pendiente de 13 recta ¢,

2 Hallar las ecuaciones paramétricas de £.

; i 2 2
Sea C la interseccidn de la grafica de z = Vé& - 8x - 4y

S

con el plano y = 2. Encuentre las ecuaciones paramétricas de
la recta ¢ tangente a4, C en el punto Cl:B8.9715 . Dibuje 1a

superficie (la parte que esti en el primer octanted, ¢ y £

.
Dada la " curva {i:fl+4yh Hallar gz(*l,lb. JOue  significa

2.

S 4 e gz 3
geomStricamente hallar 2%¢_1 13-

lo mismo para c23{)(9, yo)

Y

El volumen V. de un cilindro circular recto estd dado por

V=nr?n, donde r es el radie Y h es la alturi,

a) Encontrar una férmula para 12 razén de cambio instantinea

de V con respecto a r si R Permanece constante.

B> Encontrar una férmula para 1a razén de cambio instantanes

de V con Frespecto a h si r Permanece constante.
1

€ Supdngase que h tiens un valor constante de 4 cul gadas vy
que r varia. Encontrar 1a razén de cambio instantinea de vy

Con respecto a r cuando r = & pulgadas.

d2 Supdngase que r tiene un wvalor constante de g pulgadas vy
que h varia. Encontrar 1a razén de cambio instantinesa de V

con respecto a h cuando h = 10 pulgadas.

distancia, en el punto 1,2 =i emnpezamos g movernos

ad En 1la direccisén de] eje x;

B> En la direccién del eje y. Ver figura 1za.

Y
=



1L,

JPY
3L EL MOVIMIENTO OCURRE
_____ ?__‘___'__‘_Pt_:ﬂ__ LA LINEA PUNTEADA
1
X
] ' 2 38 4 5 e

Figura 1zg

Recordemos de 1a fisica o de 1a quimica la férmula PY = nR

-

.

que relaciona la presidn P, el volumen V Y la temperatura T de
4N gas ideal dentro de un cilindro. Los nidmeros n y R son
constantes fisicas, fijas en toda nuestra discusién, cCual es
la razén de cambio instantinea de la presiosn a medida que

aumenta el wvolumen, Suponiendo que 13 temperatura se mantiene

fija, digamos T = T > o7
(=2
(interpretamos el resultado de la siguiente manera:
Ya que n, KT ¥ V2 son  positivag, g§<v,r > es
< o]

negativo para cada V. Por consiguiente, 14 razén de
cambio de la Presidn con respecto al volumen Cen una

temperatura fijad es Negativa; es decir, 14 presidn

disminuye a medida que el volumen aumenta].
Demuestre qU€ para un volumen fijoe W . 31 Presidn aumenta 2
(o]

- ar .. -
medida que 14 Ltemperaturs aumenta calcul andoe ETQV 5 ks N

o
verificando due es positiwva.

ad) Si ulx,t) denota el desplazamiento, digamos en centimetros,

de una cuerda dque vibra en un Punto x de la cuerda en el

4]
—
fue



14.

b>

)

d>

e

al

b>

i

momento t. cComo se interpretarifan fisicamente las
P s . @ ulx,td a _a qu.t)D a qu,L)?

unclones 'd—t vy R Y i !
Sea ulx,td = 3sen 2x cos2rt el desplazamiento de una cuerda
Vibrante de longitud n estirada en x = 0 Y X =m0 iQué

puede deducirse acerca de las puntas de la cuerda? LCudl es
la posicién inicial de 1a cuerda?  Cuil es 1la velocidad
inicial de cada punto;de la cuerda? sCQuUuil es 1a velocidad
en x = % para t = 37 ;Cual ¢S la pendiente de 1a cuerda en
o= % bara t = 3? Hacer dibujos mostrando 1a posicidén de 1a

cuerda en t = Q, ¢t = 174, t =12yt = 3.

Graficar v25 - 2 _ yz » Sobre la regidn del plano acotade

2

bor las curvas x = 0, x =5, ¥ 20y s g e
zZ = 25 -3 —y2 z = VES—xzmyz

]

L
Dibuje las curvas C : {x
1

2 ycz{y=3

Dibuje la rects { tangente a C, en el punto PCE, B, 8v )

1 2
|
. s A 2 2
Grafique el plano tangente a 1a Superficie. z=vag - -y

en el punte (2,3,2v3.

Halle 1a ecuacidn del Plano tangente 2 'la superficie

Z=Y25 - x° *yz

Crafique la parte del elipscide 3% + 4y2 o 82% = 24 que
est4 contenida en el primer cctante.DenoLémosla con la
letra s,

Dibuje 1a curva C1 qUe se obtiene por 1a interseccién de s

cen el plano x = 2.

Dibuje 12 curva Cz dUe se obtiene por 1a interseccidn de S

con el plano ¥ = L.



d2 Dibuje la recta ﬂ que es tangente 3z C1 en el punto
CEl wild

=2 Dibuje la recta 2 que es tangente g C2 en el punto
CEL 1,10,

£2 halle las pendientes de las rectas ﬂ y'éi

gy Halle las ecuaciones paramétricas de las rectas 61 v %.

h> Dibuje el pPlano T tangente a S en o= L

i3 Hallar un vector nermal al plano T.

J2 Hallar 1la ecuacidn del plano T.

15.- La superficie = = FCx,v3 estid  definida geomeiricamente en

una regidén R

del

plano xy. Ver figura 130,

Y MATEMATICAS
|/ Z: t(XY),
CURVA ¢, :
X= Xo,
Z=1{x,y)
CURVA C2

Y= Yo

Figura 130

aJ Hallar 1lag Coordenadas del punto P que resulta de 1z

inteseccidn de C o,
1 2

Solucidn: P(x , Y . f(x ¥ ).
(=] (o] (=] (=]



1

=

&

ﬂ

0T 7T Fevys b o Langente a C1 en P,
c) Dibuje la recta % tangente 4 Cz en P,
S B 1 g 3 : 5 o az
d> Hallar la pendiente de la recta ¢ . Solucidn: 5;{
1

pendiente de 14 recta 2.

£3 Hallar las ecuaciones Paramétricas de 1a recta ¢,
Solucidn: x = x » ¥ =R oy
<O o
z = 2Zex Ly 3« e )
= X s ®
ayoy ’yo
g2 Hallar las ecuaciones Parametricas de la recta f

ho DLDUJaT el plano tangente Tala superficie =z
s > I 1 » N
2l puntao (A yo (y? yo))
i3 Hallar un vecter normal al plano T,
J2 Hallar 1z &cuacidn del plano t
dz az
Sclucidn: z = = H it #* ; ,
Soclucidén: = EECX wo) 5§(y yo) f(xc yo)
Hallar 14 ECuacidn del plano tangente a 1as
superficies.
2 2
al) z = 2x* 4+ 3y en c1 14>
: 2 o 2
B) =z = 43" 4+ Sy en Cl; 1,105
2 2 -
c) Z = A ~ Sy en 2« ~% .73
D 3+ 4% + 822 = 24 on cz,1,-13
- Iz
&) z = 3sen Ca—=2%D en O, I 22

Calcular dz Para cada una de las

a) z = x%° 4 2xy - yz
b =z = gr®p

€ z = Lncx® + y5
dd =z = senx seny

el z = ™

1]
=
18

= £lx%s¥D B8n

Siguientes

siguientes funciones;



-

18.

n
s

n

=4.

)

¢

o

weitllar Al v df para los dates f.x,y, Ax ¥ Ay indicados,

a) Flx,yy = K X = 2y oy o= B, Av = Q.ly Ay = 0.2

bY) fCx,vd) = 2% + 8y x = B, Yy =4, Ax = 0.1, Ay = =0, 3
&) flx,y) = é, =B oy =ty A% = 0.1, Ay =8

2 o . s ao
Sea flx,y) = 3% - Xy. Encuentre 1a diferencial df vV o usela

Para estimar el cambio en f cuando C(xX,¥d cambia de Ci,8 a
C1.01, 1.9

Usar 1a diferencial Para hallar un wvalor aproximads para
x5 i ~ 5 2 2
rC2.02,1.01> =i Flx, ) = %° % Xy + y .

3
Use diferenciales pPara estimar v28.gg Y368, 04

K==
Hallar 1a longitud del sSedmento de la rectas {;_ﬁ comprendi do
-}
o 2 2 ; ) ) :
entre 1a Superficie z = % 4 ¥ ¥ su plano Langente =n el

punto {1,1,2>

Estimar el error maximo que se buede cometer a] medir las

cantidades que se indican
3 2 2 2 5
as xy b x .y g3 =W
Si X se mide con Un error posible de un 3 por 100 vy vy  con uno

de un 4 por 100.

Las dimensiones interiores de una caja rectangular sin tapa,
constiruidsa de aluminio. son 2, 4 v 5 en. Use diferenciales
Para encontrar el wvalor aproximado del volumen del material
Necesario para construir una caja, si el grosor de las paredes

¥ el fondo es de 0.08 cm.

5i cada una de las dimensicnes de una caja rectangular se
miden con un €rror que no excede al 2%, JCuil es el borcentaje

de error aproximado maximo en el valor del volumen?

J|

[
s
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Dibuje en el plane 4. = - la curwva que resulta de 15
interseccion de la superficie z = 4 + y2 con el plano
Y = 2x. El sistema de ejes t - z' ests definido como sSigue:
que el origen sea e] bunto €0,0,00: que el eje z’ coincida con
2l eje z, que el eje t coincida con 13 interseccién del planc
coordenado xy con el pPlanc y = 2x Y que el punto C1,2.0) esté

en la direccidén pDositiva del eje t.

Dibuje en el pPlano t-z la curva que resulta de la

; i e ! 2 2 ’
lnterseccidén de la superficie z = x + oy con el plano

¥ =28k + 1. Bl Sistema de‘ejes L -z’ esti definido como sigue:
dJue el punto €0.1,0) sea el Oorigen de los ejes L oy oz, que el
eje z° tenga Ia misma diréccien que el eje =z, que el eje t
coincida con 1la interseccidn del Plano coordenado Xy con el
Plano v = 2x + 1 Y que (2,5,00 sea un bunto en 1a direccidn

positiva del eje t.

Dibuje en el planoc ¢t - z* 14 curwva
5

z = 4x2 + SOy

X - ¥y =1

OCrigen de los ejes t vy z'. C3,2.0
Direccién de eje z’: la misma que la del vecter k
Direccién del eje L: la misma que la del vector

=L, =f.,05
; ; . N zZ = wy
Dibuje en el Plano t =~ 2* la curva por {; el

Crigen de los ejes t y z*. €y ~1003
Direccioén del eje z’: la del veetor g

Direccién del eje t: la del vector <1,-2,.0>

Hallar 14 bPendiente de 1a recta tangente a la curva deil
aJ) Problema 25 en el punto:Ci,E.SJ
b)) Problema 25 en el punto C2,4,203
€) Problema 27 en el punteo CEy5 ey

d> Problema 27 en el puntg COL,1D

@]

n
[



) rroplema 28 en =1 punte C3,2,72>

2> Problema 29 en el punto C1,-1,-1)

g) Problema 25 en el bunto {1,-1,-12

n) Problema 29 en el punto T-2,7,-21>

COMENT ARI O En este problema usted encontré deriwvadas

direccionales. Asi, por ejemplo en el inciso e)
; ; ; - 2
encontrd la deriwvada direccional z = 4x° + Sy

en 2l punto PC3,2) en la direccién <-1.,1>.

Hallar 1a pendiente de. la recta tangente a 1a curva

{z=f€x, b2

- en el unto x v f{x [se supone que
Bty et P <, v, 1 L P : !
bx - ay + ¢ = 0] ; tomando en cuenta que la curva esta en el
(=] (]
Plano t - z' definido de la siguiente manera- el origen de los

ejes L v 2z’ es el bunto (x , ¥y, 0, la direccidén positiva del
o <
eje z° es la misma que la del vector k, la direccicén positiwva

del eje t es la del vector <a,b,0’.

ad Hallar las ecuaciones paramétricas de la rects bx~ay+e = O,

sabiendo que pasa por (x, y) Y ©S paralela al wvector
(=] o
<a, b>,

b> Hallar 1a ecuacidn del planeo tangente a 13 sSuperficie

Z = Ilx,yD en el punto (x , vy , x5 ¥ 0.
< o < (]

€) Hallar 1a ecuacidn de la recta tangente a g3 curva

=0 0%, ¥ Co
{;XMay+c:O en el punto (xo, Yoo f(xo, y;)), sablendu‘qqe la
curva esti en =1 plano t - z°?

dd Halle 1a Pendiente de 1a recta tangente a la curwva,

af a af D
Solucidn: |Z(x : R I =t Y
Ixe’ ),o) = 3 ay {{o ’ yo) R e
2 2
& + b . Ya * b
COMENTARIO: En  otras palabras, el problema puede sSer
Planteado de 13 Siguiente manera: nallar 1a
derivada direccional de z = fCx.v> en el punto

(x .+ v ) en la direccidn <a,p>.
(e Q

1Y)
i
=]
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w=E =L resultade del problema anterior Para hallar 1z derivada

de f en el Punto P y en 1a direccidén indicads,

23 % ¥ = %° - Bxy + 3y° . PCH, ~13, g = 0
B3 £lx,yd = 3@ - 3,2 y=y° > PC1,~8), e =L
z >
el fix,y) = x iny 4 FCB, 1%, a = =i * 44
2 2 >
dd flx,yd) = x cos' vy ; BCE2, wody, 2 = <815
= 3y i 2> - ; oY
2) flx,y) = x e 5 PC4,0), a = <{-1,3> :
Dibuje en un plano Coordenado rectangular t - ¢ los valores

dque se asocian' a cada punto PCix,y.20 de la recta LR,
definida por las ecuaciones paramétricas X =2t +1, y = ¢ ~Ey
zZ = 3t + 3, bajo 1a funcién f‘Cx,y,z) = x® yz + z2 Que 1la

direccidén positiva del eje t, ests dada por el vector <2,1,2>

Halle 1a Pendiente de 14 recta tangente 3 la curva cuando
4

o

COMENTARI O; En otras palabras usteqd encontrs Y& derivada
direccional de flx,y,z) = x° + Y o+ =z

PALdy C1,<8. 8% wn la direccidén <2,1,2s

Hailar 14 derivada de f en el Punto P v ap la direcciasn

indicaga.

2 £, y,2> = xy?,2 ; PCE,-1,4>, 2 =1 gy =g
B £Cx,y,2d = 5% 4 3y, . 4xy;  PC1,0,-3), 2 = 2i '~ 35 + g
e £Ix,y,2> = 2% PO, 28,30, 2 =3 4 j - sk

13 Uy insecto estd en e} punto  AC1,z2,7> del planc P,
z:2x+3y—l.8abemos que el plano p contiene un ndmero

infinite de Fectas que bPasan por A.

<En que direccign debe moverse el insecto pPara que:

ald Esté ganande altura sobre la recta ¢ del planc p,

dUe pasa por A Y que tiene MAXI ma pPendiente?

ny
i
[¢9]
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— Contestar las Preguntas del problema 35 bara los siguientes

o
U/

Esteé perdiendo altura sobre la recta { del plano P

que pasa por A Y que tiene maxima inclinacidén?

ot Esté sobre una recta ¢ del plano p. que pasa por A v
tiene inclinacion cero?

(Hay dos posibles direcciones>

11> Hallar 1a tangente del angulo agudo que forma la recta

del ineciso iy 33 con el plano coordenado xy.

—

12 Un insecto esti €N un punto A(x , Y » z ) del plano F's
; (s} (=] =}

Z = ax + by + ¢, Sabemos que el plano P contiene muchas

rectas que pasan por A, Hallar 1a direccidén en lo que debe

moverse el insecto Para que:

as Esté ganando altura sobre 1a recta { de P que pasa

por A v que tiene maxima ineclinacidén.

DD Esté perdiendo altura scbre 12 recta ¢ de p que

passd por A vy que tiene maxima inclinacisn,

o) Esté sobre una recta ¢ del planc p Jue pasa por A de

inclinacidén cero. C(Hay dos posibles direcciocnes).

ii> Hallar 1a tangente del angulo que forma la recta del

inciso ad con el plane coordenado XKy

Planos, dado el punto P.

a’ z = 2x + 3y s PC1,1,5>
b z = -2y + 3y 3 PEL .2 .45
Tl =z = Bx - 3y . PC1,1,-1>
dd z = —2x% - 3y 5 PC1,1,-5>

Un cuerpo estad en o] Punto C1,2, 43 Sobre el Daraboloide
zZ =9 - %" - Y . ZEn que direccidén debe Moverse para caminar
aJ) sobre ]z Curva de mixima Pendiente?

b> Sobre 14 curva de minima pendiente?

U
=
9]
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41 .

42,

43.

44,

45,

Un cuerpo estid en el punto AC1,2,8) del planc P, z = 53, SEn
qué direccidn debe moverse el objeto para que se mueva sobre

la recta de
ad) MAxima inclinacidén?

D3 Minima inclinacidén?

; folll z p
Hallar el gradiente de la Tuncidn =z = g — % - ¥ en el punto

C1,2,4>. Solucidén: Vz = =8 74,
Hallar el gradiente de zZ = f{x,yD en P(xo, ¥ f(xo, yg))

Hallar el gradiente de las ‘siguientes funciones en el punto

indicado.

ad z = && + 3y? en PC1,2,14)
. 2 2 '
b z = 4x° + By en POL oL, 10T
Z 2 =
Tz o= 4% - Sy en PCE,-1.,.73
dd z = 3senCx-2y) en PCr, g, 3D
€ z = 4 + 2x- 4y— s i yz en PC1,-2,9
£ z = 3"+ y®- 4x - By + 13 en PC2,3,00

Una placa metalica Se coloca en un plano xy de tal manera Jgque
la temperatura T en el punto (x,y) resulta ser inversamente
proporcional a la distancia de P al origen. la temperatura en
PC3,4) es 100°. Calcula la razén de cambio delT:en F en la
dirgccicon i + J ¢En qué direccioén a partir de P crece mas

rédpidamente T7? JENn qué direccion la razén de cambio es 07

La funcidén z = 3% - Y + 4 se evaltta en 1la regidén R del plano
Xy definida por las Siguientes desigual dades: ¥ E =,
Y 2 C-12)x+ B ¥ ¥ 2 89, sEn qué punto de R, alcanza =z su

valor maximo?
SUGERENCT A: Halle el gradiente de =z, dibuje algunas curwvas

de nivel de » y dibuje la regién R.

0
Y
()
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La funcidn z = z2x + Y * 2 se evalua en 1la region R definida
por las siguientes desigual dades: Y = 28x + 1, yv £ x + &l
Yy 5 =B¥ + 3%, Y 2 -Bx + 15 Y ¥ =2 0. LEn Jue& punto de R.

alcanza z =su valor maxima?

Se = = 2y, v = vZ Hallar 2V ¥ <
S€A W S usenv, u = x 2y, = xv., % ¥ oy
- ; 3 2z : Sw Fw
s = 3 = + N\ el = < ¥ R = < ar — £
Sea ow U o+ Uy 3v, u senxy, v ylnx. Hall o= ¥ &y
- z S 2 2 T
A F S X % By - s =@ %Y Lat, Y = v = Lnut. Halia
ar ar _ oar
Ju’ av 7 FE
3 3 1 i dw

Sea w = = i = 5 = : Hallapr =2

= ¥ eE t1 0 Y T+ 3t

2 3 4 = G 7

Sea w = XYzZ, x =2t + 1 » Y =3t - 2, =z = 5t 4+ 4. Hallar
dw
dt”
Demuestre que si w = Tl y) v x= &f cosa, y:ersehe, entonces:

2 2 2 2
8w 9w - R o P 3w

z z ¢ ( z z)"
dx ay dr de

2

Demuestre que s1  w = fCx° + yz} entonces y(g—:z —x(%} =
xz + RO

(Sugerencia: defina u =

2 2 Xy R gz az
e = — 5 e — —_—
Sea =z flx Y . & 7). Hallar o< ¥ 5
Demuestre que si w = fCu,v) y = glx,yd v v = kCx.yD, entonces
w02y Gz, (v, azwv) du v
axz 8112 e avau dud ax ax
2 2

3" w_dv.2 dw 8"y Aw 3%y
# ‘_{-_ F e, i

a2 ax) du " av axz

dz  d4°z
Sea z = fCx.yy, X = X+ at, = + bt 11 = —
3 . A v yo bt. Hallar =T Y =

o)
(%
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54,

El radio r de un cono esta decreciendo a razdén de 2 Ples-seq,

Y la altura h ests aumentando a razdén de 3 Pies-seg. .Con que
rapidez estid cambiando el volumen cuando r = 8 pies v h = 1¢
pies?

Dos carros salen de un mismo Punto en el mismo instante. Uno
viaja directamente hacia el oriente a 80 kmsh, mientras Jque el
otro viaja en forma directa hacia el nNorte a 45 km-h. Después

de 4 horas 44 qué velocidad estsa aumentando la distancia entre

Los carros?

La longitud Y la anchura de un pPrisma rectangular decrecen a
razén de 2 unidades/seg Yy 32 unidades/seg, respectivamente, A
queé velocidad debe aumentar la altura si el volumen permanece

constante?

A gué velocidad 2sSta aumentando el Area de un tridngulo si 1a
altura se incrementa a razén de 3 cm-seqg., mientras due la pase

aumenta a razdén de 4 cm-seqg?

~ i N " 3 = 2 3
Dada v = rew en forma implicita POr m = Bee® 4 A

ad Hallar QZ
dx¢

B> Hallar 1a Pendiente 4de 13 recta tangente a la curva en

1,23,

™

Dada FCx,yd = @ - Bxyz + ya =,

Hallar VFCx,yd vy VECL , 25,
iSe  puede usar el concepto de gradiente, Para hnallar

Pendiente de 1ga recta tangente 2 Una curva glx,yd) = 0O en un

punto P de ella?

Hallar 14 Pendiente de 14 recta tangente a la curva

AxX" + Bxy + C}z +* Dx + Ey + F = o N =l punte P(x , ¥ ).
(=] (]

a’ Use 1a regla de 1a cadena para hallar 1a derivada

direccional de w = FCx.y,2) en el PURLe (X . ¥ , 2 V) en la
o o [

direccidén <a.b,e> Ccaseo general),

M
n
Y]
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- s TiiEe=e ahlerior para  hallar la

deriwvadsa direcciocnal de w = EUx, 2D en el punto
afr O o ar =
o (/( V i ) en la di P@CLlén < CPOD 5 a—yH- \_r‘o.i s 5—; CPOJ>

Ccaso DarthularJ

L s
incisos ad y b)Y, come el producto punto de dos vectsres B
¥ 6, donde el vector
2 _ 8f ar : of "
= <—a-; CPOD, 5}; cpP :), 5; CpP )> b4 = (X 3 YO, po)A .
Utilice el resultado del inciso €) para escribir a 3:- 6 en
la forma '[ﬁ[[ [[aj[ cosa, donde a es e] dngulo que forman

los vectores B v 5.

Lo que encontré en el inciso d) fue las magnltudes de las

derivadas dlreCCLDnales =n el caso general <a,b,c> y en el

af af ; ;
caso particular <——- CP Dis v CPOJ, o CP03>. Relacione

estas magnitudes por medio del simbolo menor o igual <),
En qué direceién la derivada direccional es maxi ma? 2En
que direccidén la derivada direccional es minima?

Halle 1a derivadsa direccional en la direccidén

L _of ar af
K o8 3, y PO o CP 3>, K > o.

I
Halle las magnitudes de los vectores
ar o ar CPE S af ) K ¢ ) af i af P
<E‘}z € & > 3}: r J, 5‘27 Ll“ > ¥ ol <—~— P 53; \_FJOD,. (_}_:?T - OJ>

€K > ~0n. Relac1one las magnLtudes de estos vectaorss con 1a
derlvada direccional de w en P en la direccidén
(=)

ar ar
R g bl =) o1
( € 3 C.OD, 3= CPO)>.

2
COMENT ARIO: Les resultades de los incisos e v ad y 1a
' definicidn de gradiente para Jlas funciones de
la forma z = flx,vd>, nos permiten ver que es
o ar afr af
a ble der > i sl
Fazonable definir al vector = ' & " = >
como el gradiente de una funcidn w = fo Y Z D .
ar ar

La abreviatura para <ai . - > sera vr.

3y

Rescl ver Nuevamente el problema 35

QY]
w
W
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T ETEE A L E) en un sistema
coordenado rectangular estsi dado por VvV = 2% . 4y2 + 9z?
Calcule la razén de cambio de V en PC2,-1,3) on la direccidén
de P al origen. Encuentre 1a direccidn en 1a que la razdn de
crecimiento de V as mMaxima en P. SCUdl es 1a razén  de

crecimientc'méximo?

Un objeto esta situado en un Sistema cocordenada rectangul ar de
tal manera que la temperatura T en el punto PO, v 20 ests dads
per T = g% — y2 + 1627, Calcule la razén de cambio de T en =1
punto PC(4,-2,1) en la direcci&n del vector 2i + 8 - Bk. 4En
que direccidén a partir de' P aumenta Mas rapidamente T7 < Cual

es la razdén de cambio maAxima en P?

Dada =z = fCx,¥vd en forma Implicita por x'z - xzy + =0 - 28 = O
% az az
aJ Hallar T2 ¥ 5
— az gz
b> Hallar =={1.2,3) + =—<1,2,3>
I © 3y

cJ) Hallar 1a ecuacidn del pPlano tangente 34 la superficie

zCX.y3d en CL,2,3).

3 2 3 : W
Dado w = x%2 _ MY ¥ & = 28, hallap VWO v, 2D Y VWIli,&,3>.

iS2  puede usar el concepto de gradiente Bara hallar 1z

2cuacidn de un plano tangente a una Suverficie w = X 23 = O
en el punto P(x , I
> (o] o

Haliar 1ga ecuacidn del plano tangente 2 la superficie
2

z 2
AX"+ Bx + Qy +ny+€xy+sz+Gyz+Hx+Jy+Kz+1'__=D
en el unto P > > .

pnz OZCXO Yor 2D
Sea z = x° + 4

d) Halle el gradiente de z en 3,4

el ,0ué se Puede decir del Veclor gradiente de Z en (3.4 v de

la curva de nivel de = que pasa por 3,45

)

)
w
!;4



T3,

ad) Halle 1a ecuacidn de la curva de nivel de =z Jue pasa por
(% .v ). [Recuerde que las curvas de nivel de z = flx,yD se
o (a]
dibujan en el plano xy}.

SOLUCION: fCx,yd = f(x , v ).

[l
b3 Halle 1la pendiente de ]la curva de nivel FCx,yd=f(x , yo) en
o

Cx , ¥:).

(=] [
€2 Halle un vector dque sea paralelo a la recta que es Langente

a la curva de nivel e, y) = (< ., ¥y ) en el punto (x ,y ).
(=] < (o] [}
dd Hallar el gradiente de z en (< . y ).
) o s}

€) Hallar el producto punto de los vectores obtenides en e3> Y

d>.
3 2Qué se puede decir de la curva de nivel flx,yd) = f(xb, ¥ )
¢ <
Y €l gradiente de =z = fix,yd en (x , ¥ )7
[ [a]
= 2
=ea W o= x" o+ ¢ o4
ad) Dibuje 1la Superficie de nivel de ¥ que pasa por (1.2, 4D

nivel = + Y *z =9, en el punto (1,2,4>.
dl Halle el gradiente de W en ClL.,28,43

&) ;Qué se puede decir del vector gradiente de W en C1,2, 4> W

Sea W o= £ 5, mD

ad Halle 13 ecuacidn de 14 Superficie de nivel de W que pasa

por (x , v, =z pE
L] o <
bd Halle 1a ecuacidn del clano tangente a 14 Superficie de
nivel fCx,y,z) = (e , v, =z ) en el punto (<., v, = 3
(] = o < Q <

c) Halle el gradiente de W ep (x . vy =

>
D o [a]

)
)
0)]
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T EETE 2R phkeEde declir del vector dgradiente de W en G+ w® )

Y de la superficie de nivel de W que pasa por (x . y , =z )7
- o

En cada inciso dibuje la curva de nivel C de r Jque pasa por el
punto P, dibuje la recta tangente a la curva de nivel C que
Pasa por P ¥ dibuje tambidn un vector Ccon punto inicial en PD

correspondiente al gradiente de en P.

2 flx,yd = y? - % PCZ,1)

% 2 2

B Fla,yd = ¥ + v Z PC3, 4>

23 Py = 3 ~ § : PC-3, 59
dY £Cx,¥d = Xy R PLB, B,

Halle los puntos criticos de las siguientes funciones

23 TRy = & w dy® - o By

b3 £8x, v =5+4x—8xz+3y—-y2

c) flx.yD = 5 T XY + 3y + 8x + 3

dd flx,y = x® + yé

- = b7

el fl%yI = & sSeny EL SASER DF MIS HiJOS
HARA M. GRANDEZA

£y £Cse vy = ob L .3 opm BIBLICTECA

2 IR WD = ox % ¥ o SEe S8y DEPARTAMENTO OF

MATEMATICAS
g flx,vy) = yx o+ }ra — 43

37

g2
m
b
Y
v
1}

X + 3y + 5

Clasifique cada Uno de los puntos erf ticos del problema 78
como:  maximo, mini MmO, ni maximo ni minimo de 1a funcidén
Correspondientea. SUGERENCIA: halle dzz/dtz, en la direccisn
<a,b> wusande 1a regla de 13 cadena, donde = = ECw, v,

X = X, vat, y = y, ¥ bt y (xo, yo) =S punto critico.

Iy
[\
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Sea z = f{x,¥D una Superficie que tiene planos tangentes en

todos sus puntos. Sea <a,b> un vector unitario Clo gque implica

que a v b no sean Simulténeamente cerod. Suponga que en
(x_ ¥ Js z = fOx; ¥ tiene un punto eritica. =s decir
(=] (o]
TS =
a3 B 3 =k, * at y y = ¥, ¥ bt, halle g% Yy valdela en t = Q.
: 2 -0 2 2 ‘ 2
bd Halle e 2 Y valte e i " & Z R sl § g f en &t = 9,
dt x ay axdy Ay dw
2
f()(o, yc) z
SOLUCTI ON: s ]a +|~—(x 'Y )]ab+ ———(X ¥ )}aD*‘
; 3 3y vax
2
g f 2
[a—z{“o’ ¥ J}b
¥
Como las funciones z = f(x.¥D) que vamos a manejar son tales
u "¢ = ot demo Scribir 1la olucidn n la
Jue 6){(3){' '{m—;{— > poce s Ee8Crl a s i = =3

Siguiente forma-

'"—*{\ 3 & )]a ® B *—(A o )]1b+ ——L(‘»f 4 )]

Ld» KTy Ghy dx
Acordemos en escripir A en lugar de ——q{x vy ¥ 3. B
| (‘3’)( =
PPN
en lugar de —233( P }f) Y € en lugar de ———{x » ¥ ) para
< (=]
ay*

Simplificar; entonces el yalor de la segunda derivada en
t = 0 se puede escribir como:

Aa® + 2Bab + cp?

Aqui A, B, Yy C representan a nimeros  fi jos Y a v b

: z 2
variables tales que a° + p% = L,

c) Demuestre que Aa? + ZBab + ¢cp® > O, si A > @ y &C ~B® 0. A

Partir de este resultado 2Qué puede decir de I(x y 0%
o
d> Demuestre que Aa? + 8Bab + Ccb® < Qs =i & € 8 v AC-B%0. A

partir de este resultado, ,Qué puede decir de f(xo, yo)?



e )]

Ly

=

,,,,, S YT s T o cbab + CbT toma valores de distintos

Signos si A5 0 y AC - B% ¢ o,
-B A
SUGERENCTA: Tome los vectores <L,0> v
COERENC ] 2 2 ¥ £ - . - -
Ya® + B* i

2
- B .z AC-B 2
que Aa® + 2Bab + cp? = ACar + 22)* + ¢ b

2 - B . ; ‘
Demuestre dque Aa~ + ZBab + b toma valores de distintos
; 3 ’ 2
Silgnos si A ¢ O ¥ AC - B ¢ o,

SUGERENCI A: Tome los vectores

1,05 y ¢ B i 3
g 2 2 2
YA® + B AT + B

= 2 ’ S B
bemuestire que Ax® 2Bab + Cp tema valores de distintes

Signos si A = o Y AC - 'B° ¢ 0.
[Fijese que 4 = 0 v ac - B i 8 oy B 0]

SUGERENCI A Tone ios vectores.

< B < —B ~
£ e e B ) > para C = 0
8% + &2 P V8% + c? 2, o2

bara C = 0 vy

cos%So, sends® W cosl35°, sen 1350> ara € = 0,
3 e

Basindose en los resultados de los incisos e, ) Y ol
: ; . . g g . .
<9Ue puede decir de '(x . ¥y si AC-B® ¢ 0, Sin importar
(=] (=]
que valor real Ltome A7

, 2
Demuestre que si AC-B” = 0, rno se puede asegurar que

filx . ¥y ) sea un  minimo relative, ni que sea un maAximo
o (=]

relativeo, nj q9Ue sea un punto silla,

T o g e o " ; 4 “ + a4
SUGERENCT A: Utilice las funcicnes z = * | Y » Z = A=~y
4 &
E = R =y,

En cada uneo de los siquientes problemas, ©Scriba solamente 1a
funcidn de dos wvariables qué  se Necesita estudiar para

resol ver ej mismo.

Hallar e} punta de] plang 2 = aw « by + ¢, que esti mas

Cercano al origen.

;

[44)

[\



53. - En cada unc de los Siguientes incisos. hallar los valores
: 2 g ; 2 2 ; e A
maximo y minimo absolutos de z = x° + v°, si el dominie de =z

se restringe a i1a curva dada geométricamente. Ver Tigura 131.

Ty
I
I
1
|
I
i
t
[ B e ol
1 } !
2T | | : 2 -
| { ! | i
. ' -
e
+ 1 i 1 (! d 5 — \;
o 1 2 3 ' TS 0 T ; L
1
A) B) i c)
4y fy TY
|
e el [
1 i | :
4 1 1 |
11 I It b [ ke
| I P m
of 1 2z s & of 1 2z ' A 0 ‘\\Eh‘Lp’// oA
D) E) F
Figura 131
z 2
84. - Resolver el problema 83 pDara z = LogZCx ¥ 3.
85. - En cada uno de los siguientes incisos, hallar leos valores
Maximos y minimos absclutos de =z = X + y + 1, si el dominio

Se restringe a la curva dada geometricamente. Ver figura

a4 ey
FE . i

i
[€3)
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1
] 1 J
L]
1 L
1
|
37 5 : st
- L [l
2 2 : ) 2]
4 4 1 1 -
{ [ | ! 1 \ I
1' : ; ‘;_x H . 1 x { ! 4 1 ] E } 3 +
o 1 =2 s el 1 2z 3B 7 ol + 2 34 5 /8 7
A) B) C)
' s i
AY hY
"""""" I
J 1 | -
(I |
|
~ I | 1 | -
5 1 E 2
LT | 1 1 =
— l . g }_x ) X 4 X
9 1= ol v 2 s ’
D) F)
Figura 132
g
86. - Resolver el problema 85 para z = ¥2x + y + 1.
2y . : ; T : z : 2. 2
87. - Hallar los valores maximo Y minimo absolutos de z = X + oy
, i , . 2 i -
sujeta a la restriccidn Cx ~-13° + Cy - 10° = 8
a’ Interprete geométricamente este problema.
o 5 By Z 2 = - N2 - N2 .
P) 51 fix,yd) = X + vy y glx,yd = (x — 13° + Cy — 127 - 8
halle Flx,y2> = flx,yd =+ Aglx,y2 donde A es un numero real
distinto de cero.
el Halle F(x , ¥ ), si se sabe gue (X , ¥y ) es un punto que
< o o o
3 = = = s~ 2
pertenece a la curva en el plano Xy, (x—127 + (y-13" = 8,
d> Halle la pareja C(x,v) en la que Flx,yd = flx,y> + 4 glx, vOh
tiene un extremo relativo. Jla pareja que encontro
s N - - - .2 P
satisface la ecuacidn (x - 13° + Gy = 1237 = :

o~



D
)

2

(0
LB

i>

alle la pareja Cx.¥> en la que FCx,yd) = £flx,yvd + Egls . vy
tiene un extremo relativo, sLa Pareja gue enconird
RN - ¢z - ~ 2z ~ 2 5
satlstace la ecuacidn C(x - 1>% 4+ = 19" = B
1
Halle 1la pareja (x,v¥v) en la que FOx,vy) = O wd + -1

glx,y2) tiene un extreme relativo, iha pareja que encentré

— 5 . 2 2 -

satisface la ecuacidén Cx - 127 + €y = 13° = g%

dalle la pareia (x.yd en la que FCx,¥d = fix,vd + C-3.2.
g9Cx,¥> tiene un extremo relative, slLa Pareja que encontrs

P 5 2 2

Satisface la ecuaciédn Cx — 132 4 Cy — 437 = @7

cPara qué valecres de A.del conjunto L=2/2, ~Ls8, 8, 4% =ea
cumple que el extremo relative hallado, satisface 1la

w 2 . 2
SeHaeron K —~ I % Ly = 19° = o9

En el inciso f) se sncontrd que en (-1, -1),

B'C » Y2 =00x, vD +C—1/EDng,y3 tiene un minimo relativo, est

by
-
o

ni

L X

8

W]

t
ca gue existe un cireule con centro en (-1. -1>

Ltal gue la desigualdad FC~15=1D £ Fla,by sa satisiace para

todos los puntos Ca.b> del interior del circulo cen ceniro

en C-1,-12, en particul ar la desigualdad Se satisface
para los puntos Ca,b) de la curva €x = 13° & Ly = 3% = =
que estan en el interior del circulo con centroc en C-1,-1>
Cver figura 133.?. Peroc FC-1,-1D= f-1,-10+ C-1-22gC-1,-1D0=
FC~1,-134C~1/83+0 = fC~1,-1D, también FCa, Bl = £z, i

Figura 133

()

[u
ny



=39,

SO.

Ca,bd es un punto que cumple con el par de requisitos de
estar en el interior del circule con centro en Gl el
Ser un punto que satisface la ecuacién Cx—137% =+ Cy~i)2 = 8.
Por lo tanto fC-1,-1) < fCa,bd para todos los puntos Ca,.bl
que cumplen con el par de requisitos antes mencionados,

esto significa que ©C-1,-1) es un minimo relativo de EL S v

" ‘ oy - ~ 2 2 -
Sujeta d la restricdeidn (x = 13°% & Cy = 413" = B,
J2 En el incisa ad se encontrd que en (3,33, la funcidén
Flox, D = fix,yd =+ C-3/-20g(x%, ), tiene un maximo relativo,

dé argumentos para Justificar que C3.3) es un maximo

relatlvo para (x,yd restringida a ¢(x - 13* Cy — 13% = g,

Suponga que fCx, YD vy glx, ¥2 son funciones diferenciables Y que

hemos encontrads un ndmerc A distinto de Cerc  tal que

FOx,y2 = flx,yd + ralx,yd tiene un maximo relativo en (x > YD)
(=]
con g(x , vJ) = 0. D& argumentos para justificar que I(w s V)
(=} o o

s un maximo relativo para f{x,yD restringido a gCx, y2) = O.

3 > o X
™ ‘ / 1 :
LDemostrar que KK X = 51 x 23 x

. son
17273 3 1 2’ 3
numeros reales positivos.
3 I
SUGERENCI A: Halle el wvalor maximo de fCx g%,x33=* x1a<,x
1
Sujeto a la restriccidn x  + . B XS4
1 3
|
2 2 2
X oo+ X+ % Ko o+ X+ w2
1 ] 3 - 1 2 a g
DCemostrar que - = Sl XK . X ..
3 = 1 2 3

Sen numeros reales positivos.

Utilice el método de los multiplicadcras de Lagrange para

reselver los problemas 80 el =

a U el arco contenido en el primer octante de la curva

)
2 .2
2z = 18-x =57
’ uentre tos
{x+y = & ‘EDCJ ntre los puntos de ©

=

a) mas cercano, bJ mas alejado del origen. Calcule 1la

distancia minima Y la distancia maxima del origen a C

[\

6)]
i



EJERCICIOS CAPITULO Il

En cada uno de los ejercicios del ad al @, dibuje la grafie

fir

de la curva C trazada por el punte extremo del vector de
posicidn rctd al variar it segun se indica:
CL3 =21 + tj: ¢t 20
) rCLl = <3t - 4, Bt + gx; v = .
(L3 = Ccos, sentr: @ £ t € 2n

> o
d> rdtd = <{Zcost, Ssent>; 0 < t < 2rn

2

g FCL = 4442 4. b = o

X
> t o . ;
£2 rdtd = ecost i =+ esentj; 0 £t < g

CL2 = ZBcoshti + 3senhtj; t en R.

Encuentre las ecuaciones paramétricas de las rectas Langentes

a las curvas definidas en los siguientes incisos, en el punto

correspondiente a £t = 1.
2 2 = - s
a> rCtd = <4t - 5. 2L + 3 t en R
PR 3 2
55 reLy = ¢f t™>; ¢t en R
-~ 2 o b -2t ,
c2 rctd =<e, e ">; Lt en R
T - . ——
do rdt> = (vt ,3t + 4>:. L 2 O
> . ™ 9 ’
e) rlt) = <{Zsent, scostry; O £ t < 2
f2 rdid = <cost - 2, sent + 3>; 0 2t < &n.

El movimiento de una particula esti descrito por el wvector de
posicidén dado abajo en donde t representa el tiempo. Encontrar

la formula para la distancia viajada como Uuna funcidn del

tiempo comenzande en t = Q. Halle también ds.gt.
> 2. 2

as rCt2 = 3t7i + 4t J

poy e . : s ;

Dl rclld = 3senti + 3cost. |

9]
s
¥
%
1
|

L3 = C8L+10i + (3t-2)
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En cada uno de lios ejercicios del ad) al e), la posicidn de una
1 =
particula que se mueve en el plano estid dada por rFCLD.

Encuentre su velocidad, su aceleracidén Y Su rapidez en el

o

iempo t. Dibuje la travectoria de la particula junto con los

vectores correspondientes a la velocidad ¥ la acelesracidédn en
el tiempo t indicado.
. 8 - B .

2D L) = 2ti + C4tT + L33, %=1

>, Bley o o
bD rCtd = C4 - gt Hi + Stiy =1

2 : : —
<3 rdild = C28-t)1 + C3ACEL+1323, t = &
’ = i g
d) rCtl = sent 1 + 4cos 28 J, L = n8B.

> -12
el rdid = 2ti + e, ¢ = 1.
Encontrar en los ejercicios del ad al d), las ecuaciones,

parametricas de las curvas usando la longitud de arco, S como
parametro. Usar el punto de la curva en el que t = 0O como

punto de referencia.

ad FCLD = C3L-2D1 + C4L+3)j: L en R
Bd FCLD = CBcostdi + (3sentdj; 0 < t < 2n
&
e L2 = €3 + costdi + €2 + sentli; 0 £ L < 2x
43 Fciy = C%-ta)i T Sk
=i

Sea C la curva dada paramétricamente en términos de la

longitud de arco por

FCsd = Zcos C%‘i + Z2sen C%Dj, 0O < s < 4n
ad Encentrar T = ey ¥ N = e

o

— ; 2 >
> Trazar la curwa Y los vectores T(n 2> y NCn. 2>

Sea C 1la curva. dada paramétricamente en términos de la
longitud de arco por

¥ - ) o~
rel = © 5 + 121 + C

1]
|
¥
o
O
IA
N
In

10




©

5 L D . ; o
Pruebe que si udls) = x(s> i + ¥Y(s3j ¥y s = fCt) entonces

ducCsd _ ducsd | ds
4t ds at
d drct) dreed
Tyiebe gque — [fCtJ?CtD 5 Py T - ?Ct] —ifei donds
® t adt, ot

St

CLI=lioi + ¥OLIJ v 2 = PELD os tina funcidn real.

— i 4 . ¢ . 4 i =
en cada uno de los ejercicios del a) al dd, rdtd es el vecto

7

de posicidn de una particula en el tiempo L. Encuentre la

component es tangencial Y normal de la aceleracidén en
el Ltiempo t.

>
P

a> 't

L

]
I
[

i
')
[€}]
cr
+
m
L&
£
[

= . ;
rCED cCostl + sent ]

BY BCLD

I
m
v
o+

N
|
(2%
w
r-

4

G
¢t
Con
@
| &7,

= B .- .
rftd = coshti + senht j

$488 518 10TECA
‘\%ﬁf- DE CIENCIAS EXACTAS
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EJERCICIOS CAPITULO 1V

Evaluar las siguientes integrales repetidas:

2 3 ‘/T Bx—xs
al f S (x+yddydx o) J fa‘ 1 dydx
g o i o X -X
1 b b 1G4 =
B ¥ S yvdxdy d> S s Yst-t° dsdt.
172 O ‘ . o o

Encontrar el volumen acotado por el paraboleoide eliptico

z = 1—Cx2/a23—Cyz/b23 Yy el plano xy.

2 . ; B oo s
Eval uar fIAcaxy—x Jdxdy, donde A es el rectangulo acotado por
x=-1, x=2, vy =0yy = 4.
Evaluar ffACy~ax3dxdy. donde A es el triangulo acotado por %=0.

Y = 0 v v = 3x+8,

Encontrar el wvolumen que hay debajo del plano x + ¥o* 2 = O ¥

arriba del triangule que esti en el plano xy acotado per y=0,

X = 2y y = 8x/3. i

Encontrar el volumen que hay debajo del plano z = 2y v arriba

N

del 4drea que esti en el brimer cuadrante acotado por x=3, y =
.2 2 . '
O v x" + yv" = 38,

5 x ' “ ! g : L 2
Encontrar el volumen que nay debajo del cilindro Yy E 2 b4
arriba del 4rea que estid en el plano xy acoctada por

Yy = Oy x2¥ Sy = Q.

Encontrar el wvolumen Jue hay debajo de la Superricie z = xy v
arriba del Area que esti en ei primer cuadrante acotada oor

2
¥F Q% ¥ = o ox % ¥ = L.

- o

48
U)
~]



S. - Encontrar el volumen que hay debajo del plano z = x -+ VoY

7

arriba del area que esti en el primer cuadranie acotada por la

} 2 2 o4

elipse 4% + Sy~ = 35,
: ” ' : y - S -

1O, - Encontirar el volumen acotado por el paraboloide x"+4z"+8v = 13
¥ por el plano xz. Sugerencia: Tratar a y como la variable
dependiente,

1l.- Encontrar el volumen acotado por el primer octante ¥ 21l plano
2X + 3y + Bz = B.

12. - Encontrar el wvolumen que estia en el primer octante. acotado por

o 2
el gilimdre =2 = 4 ~ 3, los planos coordenades Y el plano 4x
+ 3By = 12.

13. - Describir el volumen representado por:
!z z
a x 7 - a va" - vy
a2 S I vat - x dydx o5 I GO CEa ~x — yIdxdy
o o o o
14. - Reescribir las siguientes integrales de +tal manera Jque se
puedan realizar en orden Ilnverso
2
arz (x-(x"~a)) a b - P
~ 5 7 ; PCx, wodyda
Cad s, fCx, yddydx Ced & o —
; z z
a T o (hra) vYa™ - x«
2 2
a & = X
BEl o fix, ¥Idydx
o 12 2
Ya© - x“.2
185. - Encontrar el volumen de una de las cuflas cortadas del cilindro
2 2 z
X *Y¥Y =r por los plancs z = 0O Y Z = mx.
18. - Encontrar el volumen en el orimer octante acotado por el
5y L 2 2
cilindro x° + y° = g Y los planos vy = 0, z = o Y oz = .

=
~]
I

Encontrar el volumen en el primer octante acotado por  la

A=

]

~ : 2
Superiicies ¥ = x, x +z =1, v = 0 v o z= 0.

I
0]
[y}



18. - Encontrar el wvolumen en el primer octante acotade por las

iy = —
SHpRriLieles ¥ 2 By Kb v b omom B Y =0y z =0,
; : T 2 2 2

1lS. - Encontrar =1 volumen comun a los dos cilindros x- + ¥ o= r 4

2 2 2
e g = E,
£0. - Calcular por medio de integrales dobles el area acotada por
cada uno de los siguientes pares de curvas:
2__3 « o =
Cad Y =x v Y=x Cel xyv=4 v X + y =5
s 2 . 3 z : 2 2
Ch2 X +y =10 y Yy =S8x CfD vy '=8-x v Y =4
2 ‘ : L 2 2
el vV o=x+1 v Xy =1 Cgd y=2x-x Y ¥=3% - Bx
2 - 3 3 —
Cdd y=8-x v YEX+T Chd 4y=%x 3% ¥ OE RT ~ B

2l. - La densidad de un disco circular de radio 2, en un punto P es
directamente proporcional a la distancia que hay entre P Y un
diametro fijo del disco. Hallar la masa del disco.

Z22. - En un trianguloe rectangule isésceles la densidad en cualqguier
punto P es directamente proporcicnal al cuadrade de la
distancia que hay entre P Yy el vértice del angulo rectoc.

hallar la masa del iriingulo.

28: =~ La densidad en cualquier punto P de una ldmina cuadrada es
aljectamehte proporcional al cuadrado de la distancia que hay
desde P a una esquina fija de la lamina. Encontrar la masa de
la lamina.

24. - La densidad en cualquier punto P de un tridnguloe rectangulo
isdsceles es directamente preporcicnal a la distancia que hay
entre P v uno de los ]lados iguales del triangule. Encontrar la
masa del tridngulo.

£5. - Encontrar la masa de una lamina acotada por x =0, x =1, v = O

s ‘ . : . .
Y ¥ = e si la densidad en cualquier punto P es directamente

proporcional a la distancia gque hay entre el punto P y el 2je

x.



m
O

27

23.

Bl

32,

33,

35,

Encontrar la masa de la lamina acotada por la parabola = 18y
¥y la recta y = 4 si la densidad en cualquier punto P es

directamente proporcional a la distancia gue hay entre P v la

recta y = 4.

Hallar la masa en el primer cuadrante del circulo x° + yz = z

¥

si la densidad en un punto cualquiera P es directamente
proporcional :a la suma de las distancias desde P a los pordes

rectos.

Evaluar las siguientes integrales repetidas:

T  acose ~ T aCl+cosed 5
Cad JSoor senerdrde Eba & J r senedrde
o o o o
/72 a &
Cedf s & r drde
o acos®
Encontrar el 4rea que hay dentro del circule r = £a cose y
fuera del circulo r = a.
Encontrar el 4rea que hay dentro del circule r = 1 y a la
derecha de la linea 4rcose = 3.
Encontrar el Area que hay dentro del circule r = 3coss v fuera
del circule r = cose.
|
Encontrar el Area gque hay dentro del cardicide r = 1 + cose Y a
la derecha de la'linea 4rcose = 3.
Encontrar el 4rea gque hay dentro del circulo r = 1 v fuera de

la parabola rCl+cosed = 1.

; , o B
Encontrar el Area que hay dentroc de la lemniscata r° = 2a cosEe

Y fuera del circulo r = a.

Suponga que la densidad en un punto cualquiera P de un disco
circular de radio a, es directamente proporcional al cubo de

la distancia que hay entre P v un fijo que estid en la frontera

del disco. Eseribir una expresidn para la masa del disco

usando coordenadas polares.



33.

40.

41 .

42.

En coordenadas cilindricas la ecuacidn de la esfera de radio a.
; E . M ) 2 2 2
€1 el centro de la esfera estid en el polo, es r° + z° = a7,

Calcular el volumen en =1 primer octante.

Un anillo circular con radio interior a y radio exterior b.
tiene una densidad en un  punto cualquiera P que es
inversamente proporciocnal a la distancia que hay entre P y el

centro del anillo. Encontrar la masa del anillo.

Hallar el volumen en el primer octante que estid por debajo de

— ’ . 2 2 o

la superficie eliptica Or” + 4z° = 38,
- ; B e 2 2, =z i 2
Encontrar el volumen cortado de 1la esfera x + v+ z° = 4a por

T 2 2 2
2l cilindro Cx - ad‘ + Yy o= a’.
Encontrar la masa de una lamina homogénea acotada por el
cardioide r = a (1+senod

Evaluar las siguientes integrales repetidas:
2 4 &
5 2 2
Cajz S5 Xy dzdydx

1 O 2
A
1 ¥Yex—x 2-2x
Chd S s J dzdvdz
o o (e}
i 4 1-x
Giey Ny fz S X dzdxdy
Qo v o

Ced & v s+ v+ 2% dzdyax
[s] O O

cr2 & J Xyz dzdydx

Expresar como una integral triple Y evaluar lo siguiente:

a’ El wvolumen en el pPrimer octante acotado por los planos
coordenados v el plano Cxsad + Cy B> + Czred = 1.

T g w R 2 2 . "

bl El wvolumen acotado por el paraboloide ¥oo® B OF M b &gl
plano x = Q.

U



44.

B
@)

=) El wvolumen en el primer octante acotado por las superficies
2 y 2 . o
$° £ oz =ly g FTESsls BF 0, vy =0y =z = U.
. : P . ; . . 2
4) El wvolumen de una de las cunas cortadas del cilindro pd +
2 2 ; ;
y~ = r° por los pianos zZ = O v z = mx.
o 2 ; A 2z 2 -
o) El1 veolumen acotado por el cilindro x + v = 4 y los planos
y +z =4y z =0,
s oy 1 - Z ’
£3 E1 wvolumen acotade por el paraboleoide y + Z = dax, ei.
i & 3 G o ot z
cilindro parabdlico ¥y = ax ¥y el planoc x = 3a.
N - P 5 = Z
gd> El volumen sobre el Area comun a las dos parabolas x = V¥V Y
2 ’ sy it 2
v = x Yy debajo de la superficie z =12 + ¥y — X
s Y 1 ; ; , 2 2
hy El volumen acotado por las dos paraboloides z = 3 - X - Y
2 2
y z =x + 3Y.
; - " - . 2 2
i3 El wvolumen acotads por el paraboloide z = 2x" + ¥y oy el
T, z
cilindro z = 4 — ¥ .

Encontrar la masa de la mitad de la corteza esférica acotada
2 2 ” 2 2 2 g : : 3

por x T Yy + Z = 25 vy x + y o+ z =8 =i la densidad en un

punto cualquiera P {masa por unidad de volumen) es el valor de

z en ese punto.

lLos planos x = 0, y = 0, z = 1 v % # ¥ = =z = 0 encierran un
tetraedro. Suponga gque la densidad en cualquier punto PL, Vi 2
es directamente proporcicnal a la distancia que hay desde F a

I

la cara = = 1. Hallar la masa del tetraedro.

Considere el sélido que consiste de la porcidén del cilindro

« + y~ = a° gue esta acotada por =z = O y z = h. n > O v gque
esta a la derecha del plano xz. Suponga dque la densidad en
cualguier punto es p = kyz. Encentrar l1a masa del sdélido.

Considere el cubo unitario acotado por los planos coordenados,

“

x = i. y =i y =z = 1. DSupocnga dJque la densidad en un punto
»

cualquiera (x.y.,z) es p = kyz. Encontrar la componente en x de

la atraccidén gravitaciocnai que el cubo e jerce sabre una masa I

[§]
9
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Describa el volumen representadoc por la integral iterada

2 2 2
¢ 1+ Y1 - x X+ Yy

S T F dzdydx
o o0 o

Hallar la masa del volumen del ejercicic 47 si 1la densidad en
cualquier punto P es inversamente proporcional a la distancia

que hay desde P al origen.

Encontrar el volumen acotado por las superficies z = 0. az = XV

y x + y + z = a.

Encontrar el volumen en el primer octante acotado por el

ellipseide

Encontrar el velumen sdélide acotado por los parapboloides

; ; 2 1 2 2 1 .2
elipticos z = 4 - %X ~ ¢ V¥ ¥ 2= 8% = Y
Caleular la integral triple de fix,y.z2 = z sobre el volumen en
el primer octante acotado por y = 0, z =0, x + 2y =8, x + y=2

5 z 2
v gl glilindre y + 2 = &

Describir el volumen representado por la integral:

i S » zdz dy dx
(s} o} (X +y /4

Evaluar las siguientes integrales:

T a4 cCoOSE r i
B i i
Cal £ J S -———3—-dzcrqe
2
o 1 1 Oz

) 1 2
- 2 0
(@) " S J zro seng dzdrde

——
ns2 4 A1B - =z

(]
O
)
H
L‘
H
M
=
o
|
N
J
I
N
N
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Describa el volumen representado por la integral iterada
2 2 2
1 4+ ¥l - % X + y
F F b dzdydx
o o o

Hallar la masa del volumen del ejercicio 47 si la densidad en
cualquier punto P es inversamente bProporcional a la distancia

que hay desde P al origen.

Encontrar el volumen acotado por las superficies z = 0. az = xv

Y X + v + z = a,

Encontrar el volumen en el primer octante acotado peor el

x2 vz 22
elipsoide — + Z_- + Z_ = 1.
2 2 L2 2
a by ¢

Encontrar el volumen sdélide acotado pcr los paraboloides

’ ; 2 L 2 a2 i 2
elipticos z = 4 - «° - TY Y= = 3T+ — y
L
Calcular la integral triple de f(x,y¥,2) = z zobre el volumen en
el primer octante acotado por ¥y =0, 2 =0, x + 28y = 6, K + y=2
; st 0 z 2
Y el cilindro v + z° = 4.

Describir el volumen representado por la integral:

e 2
4 168 ~ x 4

S s J 5 dz dy dx
s} o] (% +y )74

Evaluar las siguientes integrales:

e coss r ;

Cad s E if e
2 2
(o] 1 4 rr =

dzdrde

z i 2 5
Cha S S J zr” sene dzdrde
0O o o

~ 2., Lr2 i ow
Ced &F o AN C18 - r™D rzdrdzde

n
W
W
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Calcular la atraccién gravitacional que la corteza cilindrica
de densidad homogénea D determinada por los cilindres r = 4,

r = b Ca < b) v ios plancs z = O Y 2 = h ejerce sobre un

cuerpo de masa 1 gue estid en CO,0.0 + o).

Calcular el volumen de la parte del paraboloide de revolucion

2 2 3 ; N
X + ¥ = 2z cortada por el plano z = 2.

Encontrar la atraceién gravitacional qgque un cono circular
recto, sdélido. homogénec de densidad D, con base de radio a v
altura h ejerce sobre un cUerpo de masa Uno gue estid en el
vértice. Sugerencia: la  ecuacidén del conoe en cooardenadas

cilindricos es z = Choadr.

Un sdlido de densidad uniforme Y de masa M por unidad de

. 2 2 z
volumen estid acotado por el paraboloide % + y° = 4az o r’= 4a

N

en coordenadas cilindricas y el plano z = a. Demostrar gue ]

fu

fuerza de atraccidén que ejerce este sdlido sobre un cuerpo de

masa 1 que esti en el polo es 2rGMa (1-v8 + 4Ln 1+ ¥S D3,

Ve

Un sdélido de densidad uniforme Yy de masa M por unidad de

. c : . - w z _

volumen esti acotado por el paraboloide de revolucidn r° = 4z
Cen coordenadas cilindricas) y por el planoc z = Za. Demostrar
que la atraceidédn que ejerce dicho sélide sobre una masa

uniftaria que estid en C0,0.2a) es dnGMal ve -Lnli + V2 31

. ] . ; ; i 2 ; ; 5
Calcular la integral triple de f{r,8.z) = r Sobre el volumesn
: : 2
acotado por el paraboloide r° = g - = Yy el planc = = 0.
Calcular el volumen que hay dentro del cilindre r = deoso v
e iy 2 2 s
®Sta acotado por la esfera r° + z° = 18 Yy el plano z = 0,

Evaluar las siguientes integrales:

T T 4 sec(,b
a’ J I & sen Z¢ deo dede
5] o o

0
it
P
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-2 ae: ka2 1/;

nx s i S ecseng dpo d¢ de
o P o
2T 5 .
c2 S S I p seng dp do de.
o O o

usar coordenadas esféricas para hallar el velumen que se
obtiene al cortar un cono circular recto con un angulo

i G g g ~~ O ‘ D 3 e
semivertical de 30 Ces decir ¢ = 307, por , una esfera de

radio 6. El wvértice del cono es el centro de la esfera.

i ; - ; ; ; . £ P
Hallar el volumen cortado del cono ® = g por la esfera

© = Za cos ¢.

Encontrar la masa de 12 esfera de radioc R si la densidad D es

inversamente propercicnal al cuadrado de la distancia desde el

centro.

un cono circular recto sdélido de aliura h ¥ adngulo semivertical
& es de masa uniforme. Encontrar la alraccidn que ejerce sobre
una particulsa unitaria localizada en su vértice, Use

coordenadas esféricas.

Use el método usade en el ejemplo del capitule IV para
demostrar que una corteza esférica ¢on distribucidén de masa
uniforme atrae a una masa unitaria externa al casquete, como
la atraerf{a una particula de masa igual a la masa de la

corteza esférica, colocada en el centro de la corteza.

Ul
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EJERCICIOS CAPITULO V

EL 5ABFR DE w3 HiJOo8
HARA M GRANDEZA

Considere la curva C1 determinada por la interseceidén de la
superficie Z = x* + yz con el plano y = 2x. Encontrar el ares
de la regidn A gue estid sobre el plano y = 2x, limitada por la
curva CI, el sSegmento de recta C que une los puntos (O, C. O
y <2, 4, 0, ¥ la recta perpendicular al plano xvy gue pasa por
€2 &, 0.

Considere la curva C determinada por la interseccidn de la
1

o e z 2 : - .

SHperiliclie 2 = X £ ¥ ooh &l plams v = 8% + 1. Erconbirar el

area de la regién A que estd en el planc y = 2x + 1

iimitada por la curva CL, el segmento de recta C que’ une los

puntos P CO, 1, 03 v QC2,8,03 ¥ las rectas perpendiculares al

plano xy que pasan por F vy Q respectivamente.

Un alambre delgado se dobla en la forma de un semicirculo de
radio a. La densidad en el ounto P es directaments=
proporcional a la distancia de P a la recta que pasa por los

extremos del alambre. Encuentre lz masa del alambre.

Encuentre la masa de un alambre de densidad & Cx, y, z.,) = k=z.
si el alambre tiene la forma de una hélice C cuyos parimeiros

son X = 3 cost, ¥y = 3 sent, = = 4L, O £ L < 7.

Evaluar jc (x + 2y) ds suponiendo que
a2 C consta de Segmentos rectos que van de C2+ 12 a C4, 13 %

de C4, 1) a C4, 5.

C(b) C es el segmento recto gue va de (2, 1) a C4. 5.

Halle el trabajo realizado por ?=yz L T Xz ] + S2xveEx para
mover una partlicula de ¢-i, 2, -2 a Cl. 5, 23 donde 1
trayectorita C consta de Lres segmentos de recta Paraielos a

Los ejes de las =, de las y de las y. en ese orden.
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La fuerza gue actda en un punto (x.y.z) de un sistema
tridimensional es

2 2 = . _

PLX, Y23 = yi+zj+xk.
- . 1 = = ,
Calcule el trabajo efectuacdns por Flx.v,z) sobre un tunto gue

. 2 3 i "

S€ mueve a lo largo de la curva X=t, ¥ = t%, z = t° da 0.3 .,05

2 C2,4,32,

-~

aJ Calcule f (3 ¥y2 ds v I CC><3 + ¥ ds de donde C es ja
c =
curva ¥ = Sy ¥ 213, O s i < 9,
b> Caleule [ *.a? y J o FdF . stends Prs,yi= Cxbyd 1 & fae

€ es el cuadrante de elipse x = acost, ¥y= bsent, 0S t =

Mencione las condiei enes que debe cumplir B para que el valor
: = ; i i
de cr-dr Sea independiente de la trayvectoria .

; . . . ; = o ;s 1x ;
En los incisos Ca) - Cd> determine =i fcr- *dr es independiente

i}

de la trayectoria o ho. Si lo es, encuentre una funcidn d

potencial f para F,

C3x2y+a)i + O o+ 4y3)j

1l

ad Flx, v
L e - : = _ ;
B Flx,y) = i + (3 - & senyD j

&l ?Cx,y)’z AdxyTi o+ Exyaj

— . L - -~ Srd
En los incisos Cad~Ced demuestre que f Bear es
&
independiente de la trayectoria Y calcule su valor.
3,13
g -2 a5 2 -~ w
ad f Bear B o= CY #ExyD1 + (T o+ 2uyd
C~i. B3
Ct s A ED
= = g % ‘ x -
Do f e F o= Ce'senyldi + Ce COsSyD )
CO w63

8]
L
o
3

3
ol
oA
T
|

3 2 g A = =
COxy +22°31 +Ox*y® j+Cdnz+13 K .



