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Introduccién

El objetivo de este trabajo es dar una presentacion rigurosa y detallada de los
duales (opoldgicos de algunos espacios cldsicos en el Anglisis Matemdtico, tales como
los espacios de sucesignes [7, el espacio de funciones continuas ¢ ([a, b]) v los espacios
de funciones L”. Como veremos a lo largo del trabajo, el estudio de cada uno de
estos casos particulares lleva consigo el manejo de herramienta matemstica que
incluso por si misma reviste un gran interés, ademds de su trascendencia. Tal es
el caso del Teorema de Hahn-Banach, de las bases de Schauder, del Teorema de
Radon-Nikodym, s6lo por mencionar algunas.

Cuando se estudian espacios normados X , tipicamente uno est4 interesado en el
estudio de los funcionales lineales continuos del espacio en el campo base, es decir,
en el estudio del espacio dual continuo X*, el cual resulta ser un espacio de Banach.
Como es bien sabido, cuando X tiene dimensién finita, X y X* coinciden lo cual
ya no ocurre en dimensién infinita. Los ejemplos que se abordan en este trabajo lo

ponen de manifiesto.

II1



v Introducciéon

El espacio dual X* puede ser utilizado para definir nuevas topologias en X
(tal es el caso de la topologia débil), que nos permitan “subsanar” carencias
topologicas de X, en relacion a propiedades de compacidad o convergencia. Asimis-
mo, propiedades del dual se pueden ver reflejadas en el espacio original, tal es el
caso de la separabilidad.

Los espacios duales juegan un papel muy importante en el Andlisis Funcional,
eon la teorfa de Fcuaciones Diferenciales Parciales y en la Fisica Matemaética; por
ejemplo, en modelos de sistemas fisicos los posibles estados del sistema pueden ser
asociados a funcionales lineales continuos en espacios de Banach apropiados.

Por estas razones y porque revisten interés en sf mismos, los espacios duales se
han estudiado ampliamente. Hay dos posibles direcciones en las que se puede pro-
ceder: determinando los duales de espacios de Banach particulares, o bien, demostran-
do resultados que relacionen propiedades del espacio con propiedades de su dual.
Clomo lo comentamos anteriormente, nosotros procederemos en la primera direccién
abordando los e¢jemplos mencionados.

Este l,r'-a.b-(;,]o esid dividido en cuatro capitulos y la lectura y comprension de éste
supone del lector solamente un bagaje minimo de Anélisis y Algebra Lineal.

Fn el Capftulo 1 se presentan algunos de los conceptos y resultados que serdn
utilizados a lo largo del trabajo. De mencién especial es el teorema de Hahn-Banach

y algunas de sus consecuencias.
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En el capitulo 2, usando el concepto de base de Schauder determinamos los
duales de los espacios de sucesiones [P, 1 < p < oo, que son los parientes infinito-

dimensionales mds cercanos de los espacios de dimensién finita.

En el Capitulo 3 determinamos el dual del espacio de funciones continuas C' ([a, ).
El espacio obtenido, NBV ([a,b]) resulta ser un subespacio notable del conocido
espacio de funciones de variacién acotada en [a,b]. Debe comentarse que no pre-
sentamos aqui la version cldsica del Teorema de Riesz-Markov que establece que
C ([a,b])" es el espacio de medidas de Borel complejas en [a,b]; en su lugar, pre-
sentamos una version que todavia nos proporciona funciones para la representacién
del dual. Sin embargo, puede demostrarse que existe una correspondencia biyectiva
entre medidas de Borel complejas en [a,b] y el espacio de NBV ([, b]) (ver [8, Teo.

19.48)).

Finalmente, en el Capitulo 4 determinamos los duales de los espacios L? (X, F, @),
1 < p < co. Presentamos dos demostraciones de este resultado. La primera de ellas,
es la clasica prueba que utiliza ¢l Teorema de Radon-Nikodym y ademds, el hecho
de que la medida. ; es o —finita. La segunda demostracion, que funciona sélo para el
caso | < p < oo, se debe a E. J. McShane (ver [10] y [8, Seccién 15]) y no requiere
que p sea o-finita. Lo interesante de esta prueba es que utiliza herramienta elemen-

tal de Andlisis y Teorfa de la Medida y no requiere de un resultado tan sofisticado

como el Teorema de Radon-Nikodym.



VI Introduccién

Esperamos que este trabajo de tesis pueda servir como referencia para el estu-
diante y el profesor en los cursos de Anélisis Matemadtico y Andlisis Funcional de la

Licenciatura en NMatemaéticas.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo consta de siete secciones en las que haremos un recuento de al-
gunos conceptos v resultados, como por ejemplo los conceptos de espacio normado,
espacio de Banach, el espacio L(X,Y), espacio dual, bases de Hamel. Un resultado
fundamental en el Andlisis Funcional lo constituye el Teorema de Hahn-Banach,
el cual enunciaremos y demostraremos en este capitulo, ademds de exhibir algu-
nas consecuencias notables. Los resultados aquf presentados serdn utilizados en los

capitulos posteriores de este trabajo.

1.1. Espacios Normados

Sea X" un espacio vectorial sobre un campo K, donde K=R 6 C.
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Una norma en X es una funcion

Il : X — R

tal que satisface las siguientes condiciones:

L. |lz|| > 0 paratodaz € X.

2. Si ||z|| = 0 entonces z = 0.

3. |Ax]l = Al 2] paratoda AeK yaz e X,

4. La desigualdad del tridngulo:

lz +yll < fl=ll + llyll para toda z,y € X.

La pareja (X, |.||) se llama espacio normado.

Sip: X — R es una funcién que verifica las propiedades 3 y 4 llamamos a
p una seminorma. Evidentemente, toda norma es una seminorma, sin embargo el

reciproco no es valido en general.

1.2. Espacios de Banach

Ahora podemos hablar de espacios normados lineales como espacios métricos.
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Definicion 1.1 Diremos que un espacio métrico (X,d) es completo si toda suce-

sion de Cauchy en X converge en X.
Una pregunta que nos podemos hacer es si el espacio es completo o no.

Definicion 1.2 Sea (X,|.||) un espacio normado. Diremos que (X, |.||) es un
espacio de Banach si (X, d) es un espacio métrico completo donde d es la distan-

cia inducida por la norma, es decir, d(z,y) = ||z — y||.
Ejemplos de espacios de Banach son:

1- SeaR" = {z = (21, ..., %n) :2; ER, j=1,..,n} ¥

l2lly = [Zl%—lﬂ :

i=1
2.- (C(la,b]),||.ll.) es de Banach, donde

C(la, b)) = {f : [a,b] — K/ f es continua} y

[flle = sup [f(2)].

z€[a,b]

3.- (B(la,b]),].|l..) es de Banach, aqui:
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B(la,b)) = {f:[a,b] — K/ f es acotada} y

[l = sup [f(2)]-

z€(a,b]

Como [a,b] es compacto, tenemos que C([a,b]) € B([a,b]), es decir C([a,b])

es un subespacio de B([a, b]).

4.- Sil<p<oo (Z”, ||Hp> es de Banach, donde

F = {ﬂ‘ ] (.’Tj.n)le S KN : Z l"rle < OO} y

J=l1

ol = [Z tzjl’”r .

En este caso, para ver que efectivamente |z, es una norma para [P se hace uso

de las siguientes designaldades:

Lema 1.1 (Desigualdad de Young): Sean a, b numeros reales no negativos,

p>1yq tal que >+ 3 =1. Entonces ab < il

Un par de nimeros con la propiedad que cumplen p y g en la desigualdad de
Young se llaman exponentes conjugados.

La designaldad anterior se usa para demostrar la siguiente desigualdad:



1.2 Espacios de Banach

Lema 1.2 (Desigualdad de Hélder): Sean A1, .eey Qny D1, ooy by MAMETOS reales,

p>1yqeR tal que f) + é = 1. Entonces

e =¥

zjmwﬂﬁ{§:W$}Fﬁzuﬂﬂq-

Para probar el siguiente resultado se hace uso de la desigualdad de Holder:

Lema 1.3 (Desigualdad de Minkowski): Sean ay, ..., an, by, ..., by niimeros reales,

p > 1. Entonces.

1 1 1
n P n P n P
(Z |a; + b.ﬁ) < [Z |ai|p] 3 [Z |bi|P] .
i=1 i=1 =1
5.- (I*,]|.]|) es de Banach, donde
1= {z = (z,) e KV : (zn) estd acotada} y
|lz]l., = sup |zx| .
neN

6.- (c.|.]|..) es de Banach. En este ejemplo,

o= {;;v = (2,022, € KN : (2a)02 converge} y

2]l = sup |20 -
neN
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7.~ (co.l.]|,,) es de Banach. En este ejemplo,

¢o = {z = (wn)ily €KY 13 — 0} y

|zl = sup|zn|.
neN

LP(X,Fopw) = {[f] : [P dp < o0}
Aquf (X,F,u) es un espacio de medida, f es medible,

[fl={g: f =g p-casien todas partes} y

1

151, = [ 1rPae)”

9.- (L*®(X,F,u),

|.]l...) es de Banach, aqu{

10 (X, i) = {[f) : 3 M tal que |f(z)| <M pctp}

donde (X ,F,u) es un espacio de medida, f es medible,

[fl={¢: f=9 pectp} ¥

| flloo = mf {M : p{z: [f(2)| > M} = 0},
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Si fe L™, f sellama esencialmente acotada.

1.3. El Espacio L(X,Y)

Sean XY espacios normados sobre K y consideremos el conjunto:
L(X,Y)={T : X—Y : T es lineal y continua}

L{X,Y) es un espacio vectorial sobre K con las operaciones:

(T'+ 8) () =T(z) + S(z) paraz e X, T,S¢€ L(X,Y)

(aT) (z) = aT'(z) parraceK,ze X v T e L(X,Y).

Ademds, L(X,Y") es él mismo un espacio normado con la norma:

|1 T|

|7 = sup = sup ||Tz| = sup |Tz|.
z€X H$H rzEX z€X
z0) ||z||=1 |z <1

Se puede ver ficilmente que 7' € L(X,Y) si y solamente si T envia conjuntos
acotados de X en conjuntos acotados de Y. Por esta razén a veces se llama a los
elementos de L(.X,Y") operadores lineales acotados. También L(X,Y") es un espacio
de Banach si Y es de Banach. Podemos observar entonces que no es necesario que
X sea completo para que L(X,Y) lo sea, siempre y cuando, claro, Y sea completo.

Otra observacién que vale la pena hacer es que si el espacio normado X tiene
dimensioén finita entonces cualquier transformacién lineal T: X — Y es también

continua. Esto se debe fundamentalmente al hecho de que en dimensién finita todas
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las normas son equivalentes.

1.4. Espacios Duales

Definicién 1.3 SeaY =K. En este caso denotamos L(X,K) = X*. Sus elementos

se llaman funcionales lineales acotados y constituyen un espacio normado con la

norma’
171 = sup £ — sup 1) = sup 1£(@)).
zex ||z zeX veX
z#0 lzll=1 [[=l]=1

X* se llama el espacio dual de X.

Podemos observar que debido a la completez de K el espacio dual de un espacio
normado X es un espacio de Banach.

Clomo veremos, la determinacion del dual de un espacio normado nos permitird
conocer propiedades importantes del espacio mismo y justamente el objetivo de esta

tesis es hacer el célculo especifico del dual de ciertos espacios normados cldsicos.

1.5. Orden Parcial

Definicién 1.4 Sean A un conjunto no vacio y = uno relacion que satisface:

(i) a < a para toda a € A (reflezividad)
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(i) Sia< b y b< a entoncesa=>= paratodaa,b€ A (antisimetria)

(iii) Sta< b y b= c entonces a5 ¢ (transitividad)

A = se le llama orden parcial en A y a la pareja (A, <) se le conoce como
un conjunto parcialmente ordenado.

Observemos que cualquier subconjunto no vacio de un conjunto parcialmente
ordenado es él mismo un conjunto parcialmente ordenado con respecto al orden
parcial original.

Algunos ejemplos de conjuntos parcialmente ordenados son:

1.- El conjunto R con la relacién ordinaria <.
Asi, (R, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

2.- El conjunto potencia P(X) donde X es un conjunto fijo. P(X) estd parcial-

mente ordenado por C. A ésto se le llama ordenacién parcial por inclusién.

3.- El conjunto N con la relacion a < b < a es divisor de b estd parcialmente

ordenado.

4.- Sea E el conjunto de todas las funciones f con dominio Dy C X e imagen
R; C Y. Aqui g < f se refiere al hecho de que f es una extensién de g, es

decir, g C f. Asi, (F, <) es parcialmente ordenado.
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Definicion 1.5 Sean (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y a,b € A. Si

a=<b ¢ b= a, entonces se dice que a y b son comparables.

Definicién 1.6 Un subconjunto C de A se dice que es totalmente ordenado si para
todo a,b € C a y b son comparables. Ademds, si C es totalmente ordenado decimos

que es una (;mﬁe'na.

Ejemplos:

1.- La pareja (R, <) forma una cadena.

2

2.- El subconjunto {1,n,n% n% ...}, n € N es una cadena.

Diremos que un elemento ¢ de un conjunto parcialmente ordenado A es una cota
superior de un subconjunto C de A si para todo b € C se verifica que b < c. Se dice
que un elemento m € A es un elemento maximal de A si para toda z € A tal que
m < x, se tiene necesariamente que r = m.

Después de introducir la terminologia anterior podemos establecer el Lema de

Zorn, una herramienta de uso frecuente en matemaéticas.

Lema 1.4 (Zorn): Todo conjunto parcialmente ordenado, no vacio, en el cual cada

cadena tiene una cota superior, posee un elemento mazimal.
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1.6. Bases de Hamel

En esta parte nuestro objetivo es demostrar que todo espacio vectorial X # (0)
posee una base de Hamel. Supondremos siempre que X es un espacio vectorial

sobre un campo K, donde K=R 6 C.

Definicién 1.7 Sea A C X un conjunto finito, A # 0 digamos que A = {1y couy Brh

Decimos que A es linealmente independiente i

Z)\Zmi:O, )\i GK i = 1,...,?’1,

i=1
implica que A, =0 Vi=1,..,n.

Definicién 1.8 Sea B C X, B # 0. Decimos que B es linealmente idependiente

si todo subconjunto finito 0 # A C B es linealmente independiente.

Definicién 1.9 Sea § # C C X. Diremos que C  es mazimal linealmente indepen-
diente si O es linealmente independiente y ademds si D es tal que C C D, C D

entonces D) no es linealmente independiente.

Definicion 1.10 Un subconjunto mazimal linealmente independiente de X, se lla-

ma una base de Hamel de X.

Algunos ejemplos de bases de Hamel son:
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1.- Si X ={P:[0,1] — R : P es un polinomio con coeficientes reales}
entonces X es un espacio vectorial sobre R y una base de Hammel es:

B ={g}oy donde gi(z)=z"
2.- X =cop= {(zs)7o,en K:z, =0 Vn excepto posiblemente un niimero finito}.

X es un espacio vectorial sobre K y una base de Hamel es:

B ={e"} ", dondee®=(e})_, con €}, =dumn, la d de Kronecker.

3-Si X =", 1 < p < o0, el conjunto B del ejemplo anterior NO es base de

Hamel para [P.

El teorema sobre existencia de bases de Hamel es importante, sin embargo, no
provee una construccién de la base de Hamel, de hecho, el problema de encontrar
bases de Hamel explicitas no es sencillo de resolver.

Enseguida probaremos la existencia de bases de Hamel para X:
Teorema 1.5 Todo espacio vectorial X # (0) posee una base de Hamel.

Demostracion. La demostracion de este teorema hard uso del Lema de Zorn.
Como X # (0) existe z € X tal que z # 0. Evidentemente {z} es un conjunto
linealmente independiente.
Ahora, sea Z = {A: ACX y A eslinecalmente independiente}, Z # ( por

que {z} € Z.
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Ahora. definamos un orden parcial en Z: para A, B € Z diremos que
A< B = A C B. Es muy sencillo verificar que < es un orden parcial en Z.
Enseguida, tomemos una cadena C C Z ysea A= U A;.
AeC
Veamos que A € Z: Sea B C A un subconjunto finito, B # 0. Puesto que
C es totalmente ordenado, existe A; € C' tal que B c A; y A; es linealmente
independiente. Asf A es linealmente independiente y por tanto A € Z.

Ademis, es claro que A es cota superior de C. Por el lema de Zorn, Z tiene un

elemento maximal, digamos M y éste constituye una base de Hamel de X. |

Teorema 1.6 Sea A una base de Hamel de X. Entonces, para cadax € X,z #0,

eristen n € N, elementos 1nicos 21, ...,Tn de A y escalares Ay, ..., \n UNICOS, tales

que l/\7‘ >0 y x= Z)\z.’l’,z

i=1
Demostracién. Demostraremos primero la existencia de tal representacion.

Seaz e X,z #0.Siz €A, una tal representacién es clara con n = L&y =aY
Ry==1,

Supongamos ahora que z ¢ A. Entonces, el subconjunto AU {z} de X contiene
propiamente a A y ya que A es maximal linealmente independiente, se tiene que
AU {r} no es linealmente independiente, luego existe B € AU {z}, B finito y no
vacio tal que B no es linealmente independiente. Forzosamente T € B, pues de otro

modo tendrfamos B C A y asf B deberfa ser linealmente independiente, lo cual es
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imposible.

Supongamos que B={z,z1,...,2,}. Como B no es linealmente independiente

existen escalares A, Ay, ..., A, 1no todos cero tales que

Az + i)\zmz e (0,
=1

T
Afirmamos que A # 0 porque en otro caso tendriamos que Z)\ixi =0 con
1=l

x; € A Yi=1,..,n ysiendo A linealmente independiente tendriamos que X; =0

Vi =1,...,n, lo cual es una contradiccién.

Asi, A # 0 y por consiguiente

n }\i

Ahora, demostraremos la unicidad. Supongamos que existen m,n € N, m #n y
elementos 1,...,Tm,Y1,...,Yn talesquexr; € AVi=1,...m yy, € AVji=1,..,n
ysean Ay, ..., Am, fhy, -, by, €scalares tales que |[X;| >0 Vi=1,..,m y |,uj| >0

m T
Vil L uryes Z)\iwi = Z,ujyj.
i=1 j=1

Si fuese m > n entonces, existe i < m tal que z; # y; Vj = 1,...,n, luego

A; debe ser igual a cero pues de otro modo quedarfa expresado z; en téminos de

los restantes elementos lo cual es imposible pues constituyen un subconjunto lineal-
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mente independiente de A. Con ésto se contradice que || > 0. Asf m < n. De
igual forma n < m y por tanto n =m.

Ahora, seai tal que 1 < i < m.Si z; # y; paracadal < j <n entonces A=0
va que de otro modo quedarfa expresado z; en términos de los otros elementos y
ésto es imposible. De nuevo contradecimos el hecho de que |A;| > 0. Asi, para cada
1<i<m existeij, 1 <i; <n tal quez; = y;. De nuevo, la independencia lineal

asegura que A; = fi;;. -

1.7. Teorema de Hahn-Banach

Un problema que con frecuencia nos encontramos en Mateméticas es el siguiente:
Dados un conjunto no vacio X, un subconjunto propio M de X y una funcién f
definida en M que satisfaga cierta condicién para cada x € M, ;Es posible encontrar
una extension F de f atodo X tal que F satisfaga dicha condicién para cadaz € X7
En general, este problema no necesariamente tiene una solucion. Resolveremos dicho
problema cuando X es un espacio vectorial sobre K, M es un subespacio propio de
X y f es una funcional lineal en M adecuadamente controlada. Este resultado se

conoce como Teorema de Hahn-Banach.

Como podremos ver, el Teorema de Hahn-Banach no requiere de conside-
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rar una topologfa especifica en el espacio vectorial X, su interés es solamente exten-

der una funcional lineal y su demostracién hace uso del Lema de Zorn.

Definicién 1.11 Sea X un espacio vectorial sobre R. Una funcional sublineal es

una funcion p : X — R que verifica las siquientes condiciones:

a) plr+y) < plx) + ply) para cada z,y € X.

b) plax) = ap(z) para cada z € X y cada o > 0.
Nétese que toda seminorma es una funcional sublineal.

Teorema 1.7 (Hahn-Banach) Sea X un espacio vectorial sobre R y p una fun-
cional sublineal en X. Si M es un subespacio vectorial de X y f: M — R es una
Juncional lineal tal que f(x) < p(x) para toda x € M, entonces existe una funcional

lineal I : X — R tal que F' extiende a f y F(x) < p(z) para cada z € X.

Antes de empezar la demostracién de este teorema, hacemos el siguiente comen-
tario.

Debe observarse que el interés de este teorema radica fundamentalmente no
en el problema de la existencia de la extensién, sino en el hecho de que puede
enconfrarse una extension lineal que siga dominada por p. El problema de encontrar

una extension lineal para f es sencillo de resolver:
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Sea {e;} una base de Hamel para M y sean { f;} vectores en X tales que

{e;} U{f;} constituyen una base de Hamel para X. Definiendo F : X —R

por: F (3 auei+28; £i) = (T ae) = S auf (e;) (notese que las sumas son

finitas), logramos una extension lineal de f.

Mas anin, si {r;} es cualquier subconjunto de R, entonces:

F(X e+ B8:05) =F (2 cie;) + Y B;r; es también una extension lineal de
f y de hecho, cualquier extension lineal de f tiene esta forma. La dificultad estriba
en el hecho de que debemos encontrar una de estas extensiones que esté dominada
por p. |
Demostracién. Sea P el conjunto cuyos elementos son las parejas (M', f') donde
M’ es un subespacio de X que contiene a M y f' es una funcional lineal en M’ que
extiende a f v satisface f' < pen M ' Claramente P es un conjunto no vacio ya que
(M, f) € P pues M C My flu=1F.

Definamos el siguiente orden =< en P
(M’,f’) 4 (Mn,f”) — M! & MH y f” =t fl en M’.

Facilmente se demuestra que < es un orden parcial en P.

Sea C = {(M;, f;) : i € I} una cadena en Py sea M -—'UM,;.
i€l
Debido a que C es una cadena, M resulta ser un espacio vectorial:
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Supongamos que z, y € UM asf, para algunos ,j tenemos que z € M; y
y e M; pero ya que C es tothente ordenado M; C M; 6 M; C M;. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que M; C M;, entonces ya que M; es un subespacio
tendremos; x+ay € M; Yae R.

Por tanto, M es un subespacio vectorial de X.

Ademds, si definimos h :M —R como h(z) = f,(z) sixz € M;, entonces h estd
bien definida:

Supongamos que z € M; y x € M;.

Por definicién de h tenemos: h(r) =fiz) y h(z) = f,(=).

Pero, como C estd totalmente ordenado, f; extiende a f; ¢ fi extiende a £. En
cualquier caso: fi(z)=f;(z) y h estd bien definida.

h es lineal: Sean a, e Ry z, y € M;:

h(ax + By) = filex + By) = afi(z) + Bhi(y) = ah(z) + Bh(y).

Entonces h extiende a f y satisface h(z) < p(z) Vo € M.

Asl, (M, h) € P y es una cota superior para C,esdecir, V£ €C f < h.

Por el Lema de Zorn, P tiene un elemento maximal (ﬂ ; F).

Demostremos que M= X:

Supongamos que M es un subconjunto propio de X y sea z; € X — M.

Consideremos el conjunto Ml = {sc 4+t € ﬂ, te R}.

Es claro que M; es un espacio vectorial que contiene propiamente a M. Ademas,
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siz,y € M
F(z) + F(y) = Flz +y) < plz+y) < plx—z1) +p(z1+9)

lo cual implica
F(z) - plz — 1) S ply +21) — F(y) (1.1)
Sea o = sup {F(:c) —plz—x):x € M}, entonces

F(z) — o < p(z — 1) para todo z € M (1.2)

F(y)+a < ply+z) para todo y € M (1.3)
Definiendo F : M: — R como:
Fi(z +tx) = F(z) +ta (1.4)

obtenemos una funcional lineal en M tal que Fj restringida a M coincide con F'.

Finalmente, si tomamos ¢ > 0y reemplazamos z por ¢~z en (1.2) y por t™'y
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en (1.3) y multiplicamos las desigualdades resultantes por t obtenemos:
F(z) — ta < p(z — tz;)

Fly) + ta < p(y + tz,)

para cada z, y € M y cada ¢ > 0. Usando (1.4) concluimos que
Fi(2) < p(2) para toda z € M,.

Asi, hemos encontrado un elemento (Ml, Fl) en P que mayora a (H , B ) y
(Hl, F;) = (M , F ), lo cual contradice la maximalidad de (H . F).

Por lo tanto M = X [

Hay una extension del teorema anterior para espacios vectoriales sobre C. Uno
deberfa empezar notando que si X es un espacio vectorial sobre C, entonces también
es un espacio vectorial sobre R. Del mismo modo, si f : X — C es C-lineal,
entonces Re(f) : X — R es R-lineal. La relacién precisa entre ambas situaciones

la proporciona el siguiente lema.

Lema 1.8 Sea X un espacio vectorial sobre C.
(a) Stu: X — R es R-lineal, entonces f(z) = u(z) — iu(iz) es C-lineal y
u = Re(f).

(b) Sig: X — C es C-lineal, u = Re(g) y [ estd definida como en ( a) entonces
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f=g

(¢) Sip es una seminorma en X Y U, f son como en (a) entonces

u(z)] < plz) Vo € X <= |f(z)] < plz) Vo € X.

(d) & X es un espacio normado Yy U, f son como en (a) entonces

llull = NI/

Demostracion.
(a) Demostremos por ejemplo que f(Ax) = Af(z), cuando A = a+ i con

afeR yxeX.

FOr) = u(ha) — iu(ixe) = ul(e +iB)z] — duli(a + iB)a]
= oz + Blin)] — iu[-fz + ofiz)]
— aulx) + fuliz) + ifu(z) — iou(iz)
= alulz) — iu(iz)) +iBu(z) — uliz))
= (o+i8)(u(z) - u(ix))

= M(z).

Claramente, u = Re(f).

(b) Para toda z € C, donde z = Re(z) + iIm(z), tenemos:
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iz = —Im(2) + i Re(z), de donde Re(iz) = — Im(z),

de donde Im(z) = — Re(iz).

Asi,

g(z) = Relg(z))+ilm(g(z))
= Re(g(z)) —iRelig(z))
= Re(g(z)) — iRe(g(iz))
= u(z) - iuliz).

= fl=)

(c) Si [f(z)] < p(z) Vz € X, usando el hecho de que |u(z)| < |f(z)| se sigue

que |u(x)] < p(z) Vo € X.

Por otra parte, si |u(z)| < p(x) Vz € X, sea f(z) = € |f(z)|, entonces

0 < |f(@)=e"flz) = fle™¥2)

= Ref(e™™z) = ule ?z)

I\
2
m\
ES
)
Il
=
E
&
m
<
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(d) Para toda z € X y como X es un espacio normado tenemos que

lu(@)] < [f(2)] < 11 2l = Null < A

Por otra parte:

@) = fle™a)

— Ref(e 1)
= u(e x)
< Jultfl=]l-
entonces || f]| < [ju|.
Por tanto, |lull = || f]l- =

Ahora, podemos probar la siguiente consecuencia del Teorema de Hahn-

Banach:

Corolario 1.9 Sean X un espacio vectorial sobre K donde K =R o C, M un sub-
espacio de X y p : X — [0,00) una seminorma. Si f : M — K es una
funcional lineal tal que |f(z)| < p(z) Vo € M, entonces ewiste una funcional lineal

F: X — K tal que F extiende o f y |F(z)| < p(z) Vz € X.

Demostracién. Supongamos primero que K = R. Como f(z) < |f(z)| < p(z) para
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cada z € M, el Teorema de Hahn-Banach asegura la existencia de una extensién

lineal F': X — R tal que F(z) < p(z) Vzr € X. Asi,

por lo que |F(z)| < p(z) Vz e X.

Ahora, supongamos que K= C y sea u = Re(f). Debido a (c) del Lema 1.8,
se tiene |u| < p y el caso K =R asegura la existencia de una funcional R-lineal
Fy: X —— R que extiende a u y satisface |Fj| < p. Sea F(z) = Fi(z) — iF(iz)
para cada z € X. De nuevo, la parte (c) del Lema 1.8 implica que |F| < p y ademsds

F extiende a f. [ |

Corolario 1.10 Si X es un espacio normado sobre K=R o C, M es un
subespacio lineal de X y f : M — K es una funcional lineal acotada, entonces
existe un elemento F' € X*(es decir una funcional lineal continua en X ) tal que F

extiende a [y [|F]| = || fI|

Antes de empezar con la demostracién de este resultado, es necesario precisar
que las normas de F' 'y f se calculan con relacién a los dominios de F' y f,

explicitamente:

|/ (=)]

|

fl=sup{ 8o r,0 20},
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1 = sup {

[

xe X,z F# O}.
Demostracion.

Consideremos p(z) = |||l |=| paracada ¢ € X; como f: M — K esuna
funcional lineal acotada tenemos que |f(z)| < ||f]l [|z|| = p(x) Vz € M. Luego por
el Corolario 1.9, existe una funcional lineal F': X — K tal que F extiende a f y
|F(z)| < plz) Yz € X, es decir |F(z)| < p(z) = I fIl ||| Vz € X, de aquf se sigue

que || 17

<A
Adernds como F es una extension de f, se verifica que || f]| < ||| .
Por lo tanto, existe un elemento F' € X*(es decir una funcional lineal continua

en X) tal que F extiende a f y ||[F|| = [If]- E

Corolario 1.11 Si X es un espacio normado, {z1,...,zn} es un subcomjunto
linealmente independiente de X y au, ..., o 0N escalares arbitrarios, entonces existe

f e X* ial que f(z;) = a; para todai=1,...,n.

Demostracién. Sea M el subespacio generado por {zi,..,zn,} y definase
g:M—Kast g (i )\ixi) = i Ai ;.
Es claro que g es ii:xieal v pues::(z)lque dim(M) < oo se sigue que g es continua.
Asi, como X es un espacio normado, M es un subespaciode X yg: M — K
es una funcional lineal acotada. Por el Corolario 1.10, existe F' = f € X* tal que

f extiende a g y || f]| = llgll-
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Luego, f(z;) = oy paratodai=1,.. n. %
Una consecuencia importante de este corolario es que si X es un espacio
normado, entonces X* no es un espacio vectorial trivial si X no es trivial, mas
aun, existe un nimero suficientemente grande de funcionales lineales continuas en
X, lo que da pie a la posibilidad de definir diferentes topologias tanto en X como

en X*.

Corolario 1.12 Sea X un espacio normado. Entonces para cada z € X

el = sup {|f(z)] : f€ X* y |f] <1}.

Ademds, este supremo se alcanza.

Demostracién. Sea o =sup {|f(z)|: fe X* y |f|I<1}.SifeX*y |fl <1,
entonces |/ (@)| < |f]llz]l < Jlzll por lo que a < |z

Por ofra parte, si M = {Ax:A €K} y definimos g : M — K como
g(Az) = X\ |z| entonces g € M* y ||g| = 1.

Finalmente, el Corolario 1.10 asegura la existencia de f € X* tal que

Ifll = llgll =1 y f(z) = g(z) = ||z|| con lo cual tenemos que ||z|| < c. |3



Capitulo 2

El Dual de los Espacios ¥

En este capftulo determinaremos el dual de los espacios de sucesiones [P, los
cuales constituyen una generalizacién natural del espacio R™.

En el Andlisis Funcional es un principio fundamental, el que la investigacion de
un espacio esté asociada a la investigacién de su espacio dual. La razén de ésto
se debe 1o solo al hecho de que propiedades importantes de X* se reflejan en X,
sino también al hecho de que frecuentemente resulta mds conveniente adoptar un
punto de vista que permita manejar los elementos de un espacio como elementos
de algiin espacio dual. Para poder determinar el dual de un espacio normado

recurrimos a un concepto de vital importancia que es el de isomorfismo isométrico.

Definicién 2.1 Un isomorfismo isométrico de un espacio normado X en un

espacio normado X es un operador lineal biyectivo T : X — s que preserva la

27
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norma, es decir,

I T] = llzll vz € X.

En tal caso decimos que X es isométricamente isomorfo a X , de donde X y X
son llamados espacios normados isométricamente isomorfos. En otras palabras,
Xy X son “i(iénticos”. A veces ésto se expresa, di‘ciendo que X y X son congruentes.

El siguiente resultado, demuestra que el espacio dual de R™ es R™. Como Veremos
en la demostracion, con un fuerte sabor a. Algebra Lineal, el uso de bases de Hamel

es crucial.

Teorema 2.1 El espacio dual de R™ es R™ (esto es, (R™)* es isométricamente

isomorfo a R™).

Demostracién. Tenemos que encontrar una funcién ¢ : (R™)* — R™ tal que
¥ sea isomorfismo de espacios vectoriales y ademds v sea isometrfa. Notando que
para una base de R", digamos que la base canénica {e;, ...ven} la funcién lineal
f € (R")" estd determinada por sus valores en f (e;) (j =1, ..., 1), Proponemos

'l!)(f) = (.f(el):f (62):“'7f(eﬂ))= f S (Rn)*'

Y es lineal: Sean f, g € (R")" y a,B€R.

¥ (af + Bg) = ((af +Bg) (e1), ..., (af + Bg) (en))
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= alf(er), ., flea)) + B(gler), ..., g(en))

= ay(f) + Bv(g).

¢ es 1-1: Sea f € (R™)" tal que ¥(f) = 0.
- Entonces (f(e1), ..., f(en)) = (0,...,0) = f(e;) =0 Vj=1,..,n
Luego, siz € R? , &= (21, ...;%n)

fla) = f(Z zje;) = Zfﬂjf(ej) =0=f=0.

W es sobre: Dado & = (21, ..., %,) € R, la transformacién f: R* — R tal que

fle;) = zy, i = 1,..,n estd univocamente determinada como funcional lineal.

Ast o(f) = (flex), .., flen)) = (21, 2n) = & y ademés f € (R")", pues R

tiene dimensién finita.

Por tanto, f es un isomorfismo de espacios vectoriales.

y preserva la norma: Sea f € (R™)" ysea z = (z1, ey Tp) € R™.

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos:

1
2

/()] =

Z%’f(@j) & Z|ﬂ?ﬂ|f(ej)\ < {Z |~’%‘{| [ZU(%‘)F}

= |2llgn 19 (Hllgn -
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Esto es,

|f(@)] < |zllgn ¢ (Nllpn Vo € R

entonces:

17l gys < N ()l - (2.1)

Para obtener la otra desigualdad tomemos una z muy particular:

z = (f(er), .., flen)) (f€(R")" dada)

Entonces:

f@) = Dl
= 1 (f(en), -eer flen))|2n
= |lzllgn 1% (F)llgn

Ahora, |f(z)] = |[@llgn ¥ (F)llen ast,

ey 2 L2 = I (e 22)
De (2.1) y (2.2) tenemos que: || f | gny- = [1¢ (Fllgn- ]

En espacios de dimensi6n infinita la situacién es diferente, pues requerimos subs-
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tituir el concepto de base de Hamel por el de base de Schauder. La razén para ello
es que en espacios de Banach de dimensién algebraica infinita, las bases de Hamel

son no numerables.

Definicién 2.2 Sea (X, |.||) un espacio normado. Si (e,),—; es una sucesion de
vectores en X con la propiedad de que para cada x € X existe una tnica sucesion de

escalares (on)oo, tales que ||z — (cuer + ... + apen)|| — 0 cuando n — oo, deci-

(e}
mos que (e,)o, es una base de Schauder para X. En tal caso, la serie E QREL
k=1
H o0
cuya suma es z, se llama la expansion de x con respecto a (en),_;-
Enseguida, veremos algunos ejemplos de Bases de Schauder:
: oo @\ )
Proposicién 2.2 La sucesion (en),_, donde e, = (e,f ) ) tal que ey’ = On; €s
J=
una base de Schauder para I*.
oo
Demostracién. Sea z = ()., € I'. Entonces Z |5] < 00:
n=1

Sea £ > 0 entonces existe N € N tal que Vn > N Z lzk| < e Asf Vn > N
k=n-+1

= ||(‘7’-1)$2: "'1xn:xn+17"') - (‘rla "':xTuO:O:D: )“1

; oo
= > |ml<e

k=n+1

n
€L — E TCk
k=1

Veamos que la representacion es tinica:
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o
n=1?

Supongamos que (a,) (Bn)ae, son sucesiones de escalares tales que:

o0

= Z Qe (en la norma de ') (2.3)
n=1
g = Zﬁﬂen (en la norma de [*) (2.4)

n=1

n
T — E Qe

Dado £ > 0 (por (2.3) y (2.4)) existe N € N tal que <s§Vn>=N
k=1
. 1
Y& - Zﬁkek <g
k=1 1
Entonces
n T ks
(o — By) e < a:—zmcek + m—ZBkek
ki 1 k=1 1 k=1 1
. € & £
o —=£
2 2

siempre que n > N.
™
Entonces Z lax — 8| < e¥n > N. Tomando limite cuando n — oo tenemos:
k=1

0SZ|ak~ﬁk|§£‘v’a>0:‘akzﬁkaEN. E

k=1

. oo .
Proposicién 2.3 La sucesion (e,),., donde e, = (egf)) tal que ) = On; €8

una base de Schauder para [P, 1 < p < co.
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Demostracién. Dado e > 0 existe N € N tal que Vn > N Z |ze|” < e.
k=n+1

Entonces

7 p
T — Zxkek = o125, -3 — @5y Ol ) i3
k=1 »
[es]
= Z |z <
k=n-+1

luego » = Z Tpe, € [P,

n=1

Ahora, veamos que la representacion es tinica:

o0
n=1?

Supongamos que (ay,) (Bn)ow, son sucesiones de escalares tales que:

o

= Z e, (en la norma de [7) (2.5)
n=1
& o= Z B.e, (en la norma de [7) (2.6)
n=1

n
e E (e e%

k=1

Dado e > 0 (por (2.5) y (2.6)) existe N € N tal que

.
T = Zﬁkek
k=1

p

<5 VnZz=N.
P
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Entonces
T T ki
(o — Bplex| < éﬂfzakﬁk 4 x—Zﬁkek
k=1 5 k=1 B k=1 in
< £ s N &
2 2
siempre que n > N. Tomando limite cuando n — oo obtenemos:
1
0§(Z\akﬁk!p) LeVe>0=oar=06,VkeN. |
k=1
Proposicién 2.4 La sucesion (e,).., donde e, = (eg)) tal que e = 855 €8
j=1

una base de Schauder para cq.

Demostracién. Sea x = (z,)o.; € co.
n

Z —-EEZ:Ekek
k=1 =

son tnicos. En efecto, como z € ¢y, dado ¢ > 0 existe n € N tal que Vn > N

Debemos demostrar que — 0 cuando n — o0 y que los z} s

|z,| < e. Entonces sup |z,| < e. Luego
n>N

= sup |z,| <€ VYn>N.
i>n+1

n
T — E TrEg
k=1

o0

Ahora, veamos que la representacion es unica:

Supongamos que (o), (8,)r-, son sucesiones de escalares tales que:

[]s

ane, (en la norma de co) (2.7)

3
Il
—
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# = Z A, e, (en la norma de c) (2.8)

n=1

Dadoe > 0 (por (2.7) y (2.8)) existe N € N tal que ||z — Zakek <& ¥
k=1 »
x—Zﬁkek <g Vn2=N.
k=1 oo

Entonces

Tt T V n

(o — Br) ex < CU—ZO%E% + SC—Zﬁkak
k=1 oo k=1 oo k=1 sa
o Bl _o
3" 2

siempre que n > N. Asi para cada k € N Jap — B <& Ve >0 = = By
Yk € N. [
Ahora, ya estamos en condiciones de formular y demostrar los resultados prin-

cipales de este capitulo.
Teorema 2.5 El dual de [* es 1™ (esto es, (I)" es isométricamente isomorfo al*).

Demostracién. En la Proposicién 2.2 vimos que la sucesion (€n)>., donde

. oo .
€n = (e,(f)) tal que e = bn; es una base de Schauder para !,
j=1

Asi, dado z € [! existe una tnica sucesién de escalares (z,)52, tal que

B 1
il = 2 ., en la norma del".

n=1
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Luego, dado f € (1Y),

fl@) = § (Zm) = ( lim. Z:ckek)
n=1 k=1
= T}Lrgof (Z a:kek) = nE{r;OZxkf(ek) 2 Zmnf(en).
k=1 k=1 n=1

Lo anterior nos dice que cualquier f € (I')" queda totalmente determinada por

su accién en cada e,, n € N.

Ahora, necesitamos ¢ : (I)" — [®® tal que ¢ sea isomorfismo de espacios

vectoriales y preserve la norma.

Proponemos %(f) = (f(en))pes-

Veamos que ¥(f) € 1°: Sean € N

|flen)| < Hf“(n)*

enllp = [1flleye» Tuego

I ()l = F:ég |f(en)] < [1f ]y -

Por tanto 3 (f) € (.

U es lineal: Sean a,8 € Ky f,g € (IY)".

¥ (af + Bg) = (af(en) + Bgl(en))oms
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= o (f(en))nms +B(9(en))nz

arp(f) + By (g)-

¥ es 1-1: Sea f € (I')" tal que ¥(f) =0 € ™.
Entonces (f(en))oe, = (0,0,...) = fle;) =0Vj e N.

Ast, para toda z = (z,) 0, € I}, f(z) = anf(en) =0=f=0
n=1

o]
¥ es sobre: Sean y = (yn)2, €1®y f: ! — K talque f ((zn)ry) = Zﬂ)‘nyn-

n=1
Luego, f € ()" porque :

o]

La serie Zmnyn converge Vz = (z,)ro, €' pues
n=1
o0 [e=]
> lwngn] < AR [Ynl Y |2l = lyllos llzll; Yz = (2a)72; €1
n=1 W n=1

[F@)] <Y 1zal gl < llyllos Il

por lo que ||fH(£1)* < |yl oo

W preserva la norma: Sean f € (IN)' y x = (z,)0r, € It

F(@)] < lzal | f(en)] < sup| f (ea) >zl = 165l Nl -
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Entonces || f{| gy < 1% ()l oo
Ahora, Vo € N |fen)] < Hf“(zl)* nen“1 == ”fH(“)"'

Luego,

1% (F o = p |F(ea)l < [Fll gy -

Teorema 2.6 Seal <p<oo yp tal que }%Jr;l—, — 1. El dual de I es IF', esto

. . : . '
es, (IP)" es isométricamente isomorfo a I* .

Demostracién. Observamos primero que por la Proposicién 2.3 (en)oe, €s base

de Schauder para IP.

Como en el teorema anterior si f € (I7)* y z = (zn);; € P entonces
ol
flz) = Zmnf(en)
n=1

Ahora, definamos @ : (i) — IF' tal que (f) = (flen)), € l7.

Consideramos la sucesion (z,)0., € P tal que z, = ( Ef")) , para ver que

k=1

efectivamente v(f) € I7 donde

Lf(fiie)\pJ ; 0 b <
(n) fleny 5 flee) 70 y k=n

0 si flex)=0 o k>n

Asi,

flz) =Y 0 f(er) =Y If(en)l” YneN.
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También

Fza) = 1f ()l < Nfllgey 12nll,

1l (Z )

1171l ey { ST er)* ”i’}

11l oy [Zlf(em”]

5(”)

Il

Il

(pues 2 + 5 =1=

Por tanto,

SO = flzm) < 1oy {ZIJ"(E&NPI] p

k=1

entonces

[ \f(ek)tp} pél\fl\(;p)n
k

=1

asi Vn e N

1
7

[Z lf(ek){”'} "< [ (2.9)

k=1

Por consiguiente, (f(en))>o, € 1 .
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Veamos que v es lineal: Sean o, € Ky f,g € (I")".

¥ (af +89) = (af(en)+Bg(en))n,
= & (f(en)):j:l + B (Q(en))le

= ay(f) + By(g)

W es 1-1; Claramente es inyectiva porque si f € (I")" y ¥(f) = 0, entonces
(flen))pey = 0, luego f(e;) =0 VjeN.

o0
Asi, para z = Z:z:ﬂen € [P, tendremos que f(z) =0, es decir, f = 0.

n=]

o0

> €1 . Podemos considerar la funcional g : {¥ — K

1 es sobre: Sea y = (yn)

oo
=1

€ [P entonces g(z) = Z TnYn; g estd bien definida pues por

n=1

tal que si x = (z,)

la desigualdad de Holder:

lg@)| < Y |@nl gl

(Z 1%\?) p (Z |ynp’) p

211, [yl -

S

IA

Astvz € P |g(@)| < ll=ll, llyll, = 19llen- < 1yl
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Fsto muestra que, g € (IP)* y ademds ¢(g) = (g(en))oey = (Yn)pey = ¥ PUESLO
que glen) = Z ey = Yn-
k=1
Resta mostrar que ¥ preserva la norma, esto €s, ()l = 15 ey

Vie (). Sean fe () vy z€ P, z= ()00

n=1

F@)] = Y zaflen)] < loallf(en)l

(2 mlp) ,, (Z If(en)l”') P
el 1)l

]l 1o ()l -

IA

Esto es, |f(@)] < [9(f)ly llzll, Va € . Entonces [|fllgsy < (Il vy por

(2.9) tenemos [[¥(F)ll,, < [Illgey:- Por tanto, [1B()lly = I Fllgmy-- =

Teorema 2.7 El dual de cy es ', esto es, (co)” es isométricamente isomorfo a l*.

Demostracién. Por la Proposicién 2.4 tenemos que la sucesién (e,)., donde
: oo .
En = (eg)) tal que e&f ) = dn;j €s una base de Schauder para ¢p.
J=1

Si f € (co)” entonces para & € ¢, T = (o )y

flz)=f (Zznen) =3 " waf (en)-

n=1
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_’P

(o]

Veamos que (f(en))s

() _
k

=1

Zy es de la forma z, =

roponemos 1 : (co)* — I' tal que ¥(f) = (flen))oey-

€ 1': Sea (2,)22, € 1! tal que 2, = ( ,(C"))k donde
=1

|§§:Z§\ si fler) #0 y 1<k<n

0 si flex)=0 o k>n

flex) Flen) 41 J1B) ;
(If(m)i’ ey |f(en)|=0101---)= donde algiin Fen)] pudiera ser

Flen) = F (Zsﬁﬁek) =Y &f(e) =3 |f(e)l
k=1 k=1 k=1

pero

n

D (el = Flen) = £ (2] < £l oy

k=1

n

Znloe = 11 £l ey

=5 Y |f(e)| < [flle)» V7 €N y tomando limite si n —s 0o

k=1

>

D1 e < 1oy (2.10)

n=1

Por lo que ¢/(f) = (f(ea))nz, € I*.
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*

¢ es lineal: Sean a,B € Ky f,g € (co)

P (af + 69) = (Q‘f(en) =+ Bg(en)):il

= a(f(en))oy + B(g(en))nmt

ap(f) + B(g)-

W es 1-1: Sea f € (co)* tal que ¢(f) =0¢€ I

Entonces (f(en))>o, = (0,0,..) = f(e;) =0 VjeN.

Ast, Yz = (Z,)e; € Co, tenemos que @) = Z:r:nf(en) =8
n=1

=% f=0.

U es sobre: Sean Yy = (Yn)oo; € ' y definamos f:¢g — K tal que

i ((‘1"'11)?:1) = Z TnlYn-
n=1

o
Efectivamente, f € (co)* porque la serie Zznyn converge Yo = (Zn)oey € Co
n=1

pues

S el < supfanl 3 l1al = lolloe Il ¥ = (@) € €0
n=1 ke n=1

= |f(@)] £ |znl [vnl < l@llu llylly entonces [l < llyll;

Finalmente, ¢ preserva la norma: Sean f € (c)” y o = (Bl 5 E e

Ngk

[f(@)] < ) lanl | flen)l

Il
R

LG
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< sup fza| Y [F(en)]
nelN —)
= Nzl (DI,

Entonces, [[f] < 19(N);-

(2.10) dice que [[(f)ll; < [Ifllcy» luego, [[fllepyr = Il (F)]];- =

Hasta el momento, no hemos determinado ({°°)*. Uno estaria tentado a pensar
que ({)" es (!, sin embargo, con la ayuda del Teorema de Hahn-Banach, veremos
que [' estd propiamente incluido en (%), en otras palabras, existen funcionales

lineales continuas en (I°°)" que no estdn determinados por elementos de I!.

Teorema 2.8 Daday = (yn),—; € I', y induce una funcional lineal A, : 1% — K

(o]

tal que Ay(z) = anyn, r = (zn)oe, € 1. Esta funcional lineal es continua, es
n=1

decir Ay € (I%°)*. Ast, la funcion ¢ : I' — (I°°)* tal que ¢ (y) = A, es lineal,

continua, preserve la norma, pero no es sobre.

oo
Demostracién. Primero veamos que 4,(z) = E ZTnYn estd bien definida:

n=1

Ay ()]

IA

[E2 ™

n=1

IA

2]lo l9lly < o0
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Ay es lineal en [%: Sean o, €Ky z = (%), 2 = (za) € (™).

o0

Ay(az +Bz) = Y _(a@a+ Bzn)Yn

n=1
oo oo

= j{: amnyn4"§£:ﬂznyn

;e n=1

o0 (s o]
= 0Y Tufn +8 2y
n=1 : n=1

= ah,(z) + BA(2).

Ay es continua:

1A,(@)] < gl 2l Vo € 1 = 1Ayl gemy < Tl -

Sea

Veamos que  es lineal: Si y1, Y2 € I v A\ pu€K entonces

(M1 + 1) = Mogr e = My, + iy, = A9 (y1) + pp (y2) -

(2.11)
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@ preserva la norma (con ésto tendremos que es una isometria y por lo tanto es
I-1 y continua):

Demostremos que para toda y € I' tenemos que ||¢ (y) || jeo)» = [|yll, - Primero,
tenemos que [|¢ (y)[|geoye = l[Ayllgeoys < lllly-

Para mostrar la igualdad consideremos la sucesion (z,,),-, € [* definida asf:

noog] 1
St g F O
Ty =

Claramente, |z,| <1 ¥n € N y ademads:

Ay ((@n)nzy) = Zmnyn = Z [yn| = llyll, = ”Ay”(zoo)* = lyll; .

n=]

Por tanto, ¢ es isometria, luego también es 1-1.
Asi, ¢ : I' — (I°°)* preserva la norma , es 1-1 y es continua.

Sin embargo, ¢ no es sobre. Para mostrar ésto usaremos el Teorema de Hahn-

Banach.

Consideremos el siguiente subespacio ¢ de [*° que consta de las sucesiones con-

vergentes y sea I' : ¢ — K tal que

D((#)32r) = Jim 2.
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Claramente I’ es lineal: Sean «, g eKyzz€qg tal que z = (Tn)osg ¥

Entonces,

T(ax + 82) = T(a(@n)nm + B(zn)ozs)

= lim (a2, + Bzn)
n—oQ
— lim az, + lm Sz,

n—oo

n—oo

= olimz, -+ 8 lim z,
. n—00

= aol(z) + BT(2)
I' es continua: Si & = (Tn)pmy € ¢, tENEMOS:

D)l = | Jim o

< sup (2a] = 2llo = IT(@)] < ll2llec

= ||T

2L

Mas atn, ||

=1, puesla sucesién @, =1 Vn €N cumple con

D (@) = 1 = (@n)lleo-

Por el Teorema de Hahn-Banach existe T :1® — K lineal y continua tal



48 Capitulo 2. El Dual de los Espacios [P

que

Fiery 1], =1ri. -
=Ty —— "

Ahora bien, si la ¢ definida en (2.11) fuera sobre, entonces para I € (I°°)* debe
existir y € I' tal que ¢ (y) =T, esto es, A, =T

Por tanto, Vo = (,).7., € I°°, tenemos que

Z Bl rs N () = f(:r)

n=1

Tomando la sucesion (e,,)>7; € 1°°, tal que e, = (e,(f) ):c donde e = §,,; con
=1

ey € ¢g C ¢, tenemos:

o0

0=T (e,) :f (en) Z Yk =yn YR €N

k=1

= A, =0

—=T=0= “’fu(rw)* = 0, lo que nos lleva a una contradiccion. E
De acuerdo al teorema anterior podemos decir que [1 ‘: e
Hasta este momento no hemos dicho quién es (1°°)*; este problema lo abordare-

mos en el Capitulo 4, Seccién 4.



Capitulo 3

El Espacio Dual de C ([a, ])

En este capitulo obtendremos un teorema para representar a los funcionales
lineales acotados en C ([a, b]) con valores complejos. Demostraremos que todo fun-
cional lineal acotado en C([a, b]) se puede representar de manera tinica por una fun-
cién normalizada de variacién acotada, via una integral de Riemann-Stieltjes.
Por esta razén, haremos un breve recuento de algunas definiciones y resultados sobre
funciones de variacién acotada e integral de Riemann-Stieltjes que serdn

utilizados para la demostracién del teorema principal de este capftulo.

49
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3.1. Funciones de Variacién Acotada

Las funciones de variacién acotada estdn estrechamente relacionadas con las
funciones monétonas y son muy importantes en la teorfa de integraciéon de Riemann-

Stieltjes.

Sea P ([a, b)) la coleccién de particiones del intervalo [a, b].

Definicién 3.1 Sea f definida en [a,b] y P = {zo, 21, ..., T} una particion de la,b].
Sea Afi = flzx) — f(zr—1), para k = 1,2,...,n . Si existe un nimero positivo M tal
que

Zn:mm <M VPeP([a,b])

k=1

entonces diremos que f es de variacion acotada en [a,b].

El siguiente resultado nos proporciona ejemplos de funciones de variacion aco-

tada:

Teorema 3.1 (a) Si f es mondtona en [a,b], entonces f es de variacion acotada
en [a, b].
(b) Si f es continua en [a,b] y si f* existe y ademds |f'(z)| < M Yz € (a,b) y

alguna constante M, entonces f es de variacién acotada en [a,b].
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Demostracién. (a) Si f es creciente, entonces para cada particién de [a, b] tenemos

Z |Afe| = ZAfk
k=1

Cuando f es decreciente la demostracién es similar.
(b) Sea P = {xzq,z1,...,2,} € P([a,b]).

Por el Teorema del Valor Medio, tenemos que:

Afe= f(zx) = flzr-1) = f'(t)(zr — Tp—1), te € ()

Asi,

YoIALL = STIF ) (@ — zoer)

= 3 if(t)] As
k=1
n

< M Z Axy,
k=1

= M(b—a).
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Es claro que toda funcién de variacion acotada es acotada. Basta considerar la

particién {a, z, b} de [a,b] donde = € (a,b).

1. En este ejemplo construiremos una funcién continua que no es de variacién

acotada. Sea
Z cOs (j—> sl w0
2z

0 si =0

flz) =

Claramente f es continua en [0,1]. Si consideramos la particién de 2n subin-

tervalos: P = {0, 2,555, 5% 1}, se puede ver facilmente que:

2n—17
2n l
. 1 1 1 S N 1 1
ZIAfk]_zin+§;+"—2n—2+m_2n—2+"'+§+§_1+§+"'+H
k=1

oo
la cual es una suma no acotada ya que la serie E 1 diverge. Por lo tanto, f
n=1

no es de variacién acotada.

Gréficamente f(x):

Definicién 3.2 Sea f una funcién de variacién acotada en [a,] y sea 3 (P)

ke

la suma Z |Afi| correspondiente a la particion P = {xo,%1,..,%a} de [a,b]. El

k=1
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numero Vi (a,b) = sup {3 (P): P € P ([e,b])} se llama variacion total de f en el

intervalo [a, b].

Observemos que como f es de variacién acotada en [a, b], el niimero V; es finito.
Ademds Vy > 0, y también Vj (a,b) = 0 si y s6lo si f es constante en el intervalo
[a, b].

Es muy sencillo demostrar que la suma de dos funciones de variacién acotada es
de variacion a.cotada, al igual que su diferencia y su producto.

También, se puede demostrar que la variacién total es aditiva. De hecho si f es
de variacién acotada en [a,b] y ¢ € (a,b), entonces f es de variaéién acotada en

la,c] y en [c,b] y ademds
Vi (a,b) = Vi (a,¢) + Vi (¢,b) .

Se tiene también el siguiente resultado:

Teorema 3.2 Sea f una funcion de variacién acotada en [a,b] y definase V :
la,b] — R asi:
Vi(a,z) st a<z<b
Vig)=
0 B m=a

FEntonces:

(1) V es una funcidn creciente en [a,b].
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(i) V — f es una funcion creciente en [a,b].

Demostracién. (i) Si a < z <y < b, tenemos:

Vf (aay) == Vf (avm) +Vf (:E,y).

Asi:

Viy) = V(e) = Vila,)+ Vs(z,y) - Vila, )

= Vi(z,y)

Luego, V(z) < V(y), ya que V¢(z,y) = 0.
Por lo tanto, V es una funcién creciente en [a, ).

Para demostrar (ii), sea

D(z) =V (z) — f(z)siz € [a,b].

Entonces, si a < z < y < b, tenemos:

D(y) - D(z) = V(y)— Vi) - [fy) - f(z)]
= Vi(z,y) = [f(y) - F=)]-
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Luego, por definicién de variacién total tenemos que:

Vi(@,9) = [F(y) - flz)] = 0

Ast, D(y) — D(z) > 0.
Por lo tanto, V' — f es creciente en [a, b]. b

La siguiente caracterizacion se obtiene de modo inmediato del Teorema 3.2:

Teorema 3.3 Sea f definida sobre [a,b]. Entonces f es de variacion acotada en

[a,b] siy solo si f puede expresarse como diferencia de dos funciones crecientes.

3.2. Integral de Riemann-Stieltjes

Definicién 3.3 Sea P = {zg,z1,...,z,} una particion de [a,b], sea ty un punto del
subintervalo [zx_y,zx] y sea f : [a,b) — R acotada. Una suma de la forma:
n
S(P, f,a) =Y fte)Aa
se llama suma de Riemann-Stieltjes de f :;pelcto de . Diremos que f es Riemann-
Integrable respecto de o en [a,b], lo cual denotamos por f € R(a) en [a,b] si existe
un nimero A que satisface la siguiente propiedad: para cada £ > 0, existe una
particion P de [a,b] tal que, para cada particion P mds fina que P. y para cada

cleccion de los puntos ty del intervalo [zy_y, ), se tiene |S(P, f,a) — A| <e.
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b
Cuando tal mimero A existe, es tinico y se representa por medio de f fda. Se

a
llama la integral de Riemann-Stieltjes de f respecto a a. A las funciones f y
« se les llama integrando e integrador, respectivamente. Notese que si a(z) = =

?

obtenemos la integral de Riemann de f.

Puede verse facilmente que la integral de Riemann-Stieltjes opera de forma lineal

tanto sobre el integrando como sobre el integrador.

En las integrales de Riemann-Stieltjes existe una relacién notable entre el inte-

b b
grando y el integrador. La existencia de ] fda implica la existencia de / adf y

a

reciprocamente. De hecho:

Teorema 3.4 (Férmula de Integracion por Partes) Si f € R(a) en [a,b],
entonces o € R(f) en [a,b] y ademds:

f fda+ f odf = f(B)a(b) - F(a)ala).

a

b
Demostracion. Sea ¢ > 0. Como / fda existe, podemos hallar P, € P ([a,b]) tal

que para cada P’ més fina que P;, tenemos:

]S(P’, fa) - ] b fda| <& (3.1)

a




3.2 Integral de Riemann-Stieltjes 57

Si P es otra particion mas fina que P. tendremos:

T e n

S(Pa,f) =) alt)Afe =Y alt)f(@) - Y. alte)f(er),  (3.2)

Sea A= f(b)a(b) — fla)ala). Asf:

n n

A=) fla)olze) — ) flzr-1)alze). (3.3)

k=1 k=1

Sustrayendo (3.2) de (3.3) obtenemos:

n

A-S(Pea,f)= Zf (@x) [afzi) — alte)] + ) flaer) [o(te) — olze_s)] -
k=1
Las dos sumas de la derecha pueden combinarse en una sola suma de la forma
S(F', f,a), en donde P’ es la particién de [a, b] obtenida juntando los puntos zj y
tx. Entonces P’ es mds fina que P y por lo tanto més fina que P.. Luego, por (3.1)

tendremos que:
b

4-5(an)- [ faa

a

<E

b

b
siempre que P sea més fina que P.. Asf f adf existe y es igual a A — / fda.

a

Cuando « es una funcién creciente, podemos considerar sumas superiores e in-



58 Capitulo 3. El Espacio Dual de C([a,b])

feriores, como en el caso de la integral de Riemann, ya que Aoy > 0 Vk.

Definicién 3.4 Sea P una particion de [a,b] y sean:

Mi(f) = sup {[(2) : & € [sr,zl}, mulf) =it {£() : = € s, 2]}
Los miimeros
U(P, f,a) = é Mi(f)Aax y L(P,f,a) = él ma(f) Ay
se llaman, resp.ectimmente, sumas superior e inferior de Stieltjes de f con respecto
a a para la particion P.

La integral superior de f respecto a o es: .

—=b

/ fda = inf {U(P, f,a): P € P([a,b])}.

La integral inferior de f respecto de o es:

f fdo=sup {L(P, f,a) : P € P([a,b])}.

Definicién 3.5 Diremos que f satisface la condicidn de Riemann respecto de a
en [a,b] si, para cada £ > 0, existe una particion P tal que si P es mds fina que

P. implica 0 < U(P, f,a) — L(P, f,) < €.
Se puede demostrar la equivalencia de los siguientes enunciados (ver [1]):

1. f € R(«) en [a,b].
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2. f satisface la condicién de Riemann respecto de « en [a, b].

3. T fda = / badf

El siguiente teorema nos da condiciones suficientes para la existencia de la inte-

gral de Riemann-Stieltjes:

Teorema 3.5 Si f es continua en [a,b] y st a es de variacion acotada en [a,b],

entonces [ € R(a) en [a,b].

Demostracién. Basta demostrar el resultado cuando « es creciente y a(a) < a(b).
Como [ es continua en [a,b] es uniformemente continua ahi, luego dado & > 0
podemos encontrar un § > 0 (que depende sélo de €) tal que si |z — y| < § entonces

|£(z) = £(3)| < =, en donde A = 2[a(b) — a(a)].

Si P. es una particién de norma ||F.|| < §, entonces para P mds fina que P.

tendremos Mg (f) — myp(f) < %, va que

Mi(f) — mu(f) = sup {f(z) — f(y) : 2, y € [zp—1, 4]} -

Asf:

B £
U(P,f,&)—L(P,f,O!) <Z;Aak: _2' <§g,

y por lo tanto se verifica la condicién de Riemann. Luego, f € R(a) en [a,b]. [
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Cloncluimos esta seccién con el siguiente resultado que nos serd de mucha utilidad

posteriormente:

Proposicién 3.6 Si f € R(a) en [a,b] donde a es de variacion acotada en [a,b]

y V,, designa la variacion total de o en [a,b], entonces:

[

< [ flleo Ve

Demostracién. Dado ¢ > 0, existe P. € P([a,b]) tal que para toda P 3 £y

donde P={a = <21 < ... <Tp =b} y Vlx € [Zx—1,2k] tenemos:

S flte)da — / fdo

k=1 &

< &

Luego,

IA

[

< e+ D If() A0

S 8+ Hfl.oo Va'

Jo

S Hf“oovﬂt u

<e+ || flle Vo

Asi, para todo € > 0 tenemos que:

f

entonces:
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3.3. El Espacio Dual de C([a, b])

En esta seccién probaremos que toda funcional lineal acotada f en el espa-
cio C([a,b]) se puede representar por medio de una funcién normalizada de

variacién acotada g definida en [a, b], esto es, para todo z € C([a, b]),

flz) = [ 2(t)dg(t),

a

donde esta integral es de Riemann-Stieltjes.

Denotemos por
BV ([a,b]) = {f : [a,b] — C / f es de variacién acotada en [a,b]}.
Para z € BV ([a,b]) definimos
lzll = Vz + |=(a)] ,

donde V; es la variacién total de = en [a, b].
De hecho, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.7 (BV ([a,b]),|.]l) es un espacio de Banach.

Demostracién. Primero, observemos que BV ([a,b]) es un espacio vectorial sobre
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K va que la suma de funciones de variacién acotada es de variacion acotada e

igualmente ag es de variacién acotadasia € Ky g € BV ([a,b]).
Ahora, mostremos que ||.| es una norma:
Sea f € BV ([a,b]). Claramente || f|| > 0 pues Vy > 0 por definicién y |7 (a)] = 0.

SiheK,

IMfll = Vas+[Af(a)l

IAIV; + AL (a)]

I

AL (Vs + £ (@)])
AT

También, si || f]] = 0, entonces V; = 0y |f(a)| = 0, pero si V; = 0 entonces f debe
de ser constante en [a,b] ya que Z |Afi| = 0, luego como f(a) = 0 forzosamente
k=1
f = 0. Finalmente,

If+9l = Vi +1(f +9)0)l

IA

Vi + Vy+1f(@)] + lg(a)]

= Vi +1f(a)l +V, +lg(a)]

I

171+ Mgl
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Veamos que (BV ([a,0]), ||.]]) es un espacio de Banach:
Sea (fn),—; una sucesion de Cauchy en BV ([a, 8)).
Asf, dado € > 0 existe N € N tal que Vn,m 2 N, ||fo — fiml| < &, esto es,
an—fm_’_lfn(a)_fm(a‘)l <ESi nJmZN (3'4)

Esto implica que (fn(a))se, es de Cauchy en K y por tanto existe f(a) € K tal

que

lim fn(a) = f(a) € K.

n—00

Consideremos ahora a < z < by sea P — {a,z,b} € P([a,b]).

De (3.4) tenemos que :

lfn(a‘) - fm(a‘” + [(fn - fm)(x) - (fn = fm)(a)l
+(fa = fu) ) = (fo — f)(@)] <.

Sin,m > N entonces:

/(@) = fen(@)] +1(Fa = fm)(@) = (fo = fru) )] < &

= '(fn = fm)(a” + l(fn - fm)(m)l - I(fn - fm)(a)’ <E.
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Luego:

|(fn = fm)(@)| <€ ¥n,m >N yz€[ab.

Ast, (fn(2))2, es de Cauchy en C y por tanto existe

Veamos que f € BV ([a,b]).

Sea P € P([a,b]) digamos P = {a =20 <21 <2y < ... <Tp = b} y fijemos

n> N.

Se tiene que:

Z| ~ (fu = f)(@r-1)|
= Z lim |(fo = fm)(@k) = (fn = fu) (@5-1)]

- n'};EnooZ l(f” - fm)(iﬁk) . (fn - fm)(mk_l)‘
k=1
< Im Vi,

< & por (3.4).

Entonces f, — f € BV([a,b]) ¥n > N ycomo f, € BV ([a,b]) se sigue que

f € BV([a,b]).
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Falta ver que f, — f en BV ([a,b]). En efecto, por (3.4)

r

fe = Fadlme) — (f — Fa)ln-n)] + |Fale) — fm(a)l <esinm>N

k=1

Fijamos n > N y tomamos limite si m — oo y obtenemos

D 1(Fa = Dan) = (fa = H@i-a)| + 1 fala) = fla)] <e,

lo cual implica que

Vie—g +|fnla) = fla)| Sesin > N

Por lo tanto,

I fo = Fll = Vs + |fa(a) — fm(a)| <esin> N .

Ahora, estamos listos para iniciar la construccion del dual de C ([a, b]).
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3.3.1. Un Teorema de Representacién Para Funcionales

Lineales Acotados en C ([a, b])

El siguiente teorema es un resultado de existencia, en el que construiremos una

funcién con las propiedades deseadas.

Teorema 3.8 Sea f € (C ([a,b]))". Entonces existe una funcidon g € BV ([a,b])

tal que Vz € C ([a, b))

#i] = f 2(t)dglt) y tal que |If]l = V.

a

Demostracién. Como C ([a, b]) es un subespacio de B ([a, b]), por el Corolario 1.10
del Teorema de Hahn-Banach existe un funcional lineal acotado £ definido en

B ([a,b]) que extiende a f y es tal que | F|| = || f]|-

Para cada s € (a,b] consideremos la funcién caracteristica de [a, s]:

1 si tela,sd]
Xfa.s)(t) =
0 si téa,s|

Es claro que que X.,s] € B ([a,b]) Vs € (a,b].

Ahora, definamos la funcién g : [a,b] — K tal que:
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F(X[a,s]) g1 .8 € (a,b]
g(s) = :
0 si s=ua

Sea a =ty < t; < ... < t, = b una particién de [a,b] y definamos para cada

si g(t:) — g(tia) # 0

0 si g(t;) —g(tic1) =0

Enseguida, definamos la funcién y : [a,b] — K tal que,

Gy si t() S t S tl
y(t) =

«; si tiv1<tsti, ?:=2,...,71

Nétese que y es una funcién escalonada, de hecho:

y(t) = alX[to,z,](t) + Z QX (41 k] (t)

=2

Claramente, y es una funcién acotada en [a,d] y puesto que |a;| =0 6 1 Vi,

entonces ||ly| . < 1.
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Afirmamos que:

y(t) = Zm‘ (yi(t) — yi-1(t)) donde (3.5)
i=1

Yi = Xati) i=1,.,n

Yo = 0.

En efecto, supongamos por ejemplo que tp <t < 1.

Z o (yi(t) — yi-1(2))
= (yl(t) - yU(tD +ay (92@) - yl(t)) t.otay (yn(t) - yn—l(t))

= p(1-04+al-1)+..+a,(1-1)

= g =ylt).

Los otros casos para t se prueban de modo andlogo.

Enseguida, aplicamos F a la funcién y:

Fly) =)o (F(y) = F(y:-1)



3.3.1 Un Teorema de Representacién para Funcionales Lineales
Acotados en C([a,b]) 69

y como F(y;) = F(Xjat)) = 9(t:), entonces por definicién de

Fly) = Za@ (g(t:) — g(ti-1))

= > lgt:) = gltia)l,

i=1

lo cual implica que:

Z lg(t:) — g(tim)] = |F(y)l

IF 1 oo

IA

IA

I#1 = [ £1l

y esta desigualdad es vélida para cualquier particién de (a,b].

Ast, g € BV ([a,b]) y ademds,

Vo < IIFII- (36)

Ahora, sea z € C([a,b]) y definase:

e’

2(t) = Zx(ti—l) (i (t) — yi-a(2))

t=1

= 2(a)Xpat,] (B) + 21X (0 2] () + o + Z 1) X100 7 (E)-



70 Capftulo 3. El Espacio Dual de C([a,b])

Claramente z es una funcién escalonada que depende de la particién y aproxima

a z, cuando la norma de la particién es pequena.

Puesto que z € B([a,b]) podemos aplicarle el funcional F' y obtenemos:

1

F(z) = Y o(tia) (Fly) — Fly-1))

i=1

S #(ti2) (6060 ~ glt).

I

Ast, tenemos que:

z(ty) —x(t) st tHh<t<t
2(t) —z(t) = ( ’

:c(ti_l) s ﬂ?(t) 8 tiig £ Ut R R T

Sea 1 = méx |t; — ti—1|.
1<i<n

Usando el hecho de que z es uniformemente continua en [a, b] ya que z € C([a, b)),

tenemos que:

sup |z(t) — z(t)] — 0 si n— Oestoes, ||z — z||, — 0sin—0.
tela,b]
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Puesto que z — z si n — 0 en (B([a,b)),|.||..) ¥y F es continua en B([a,b]) se

tiene que

b

Flo) = im F(2) = lim > " w(0) 006) — o) = [ (@)t

n—0 i

Notemos que esta integral de Riemann-Stieltjes existe debido a que z es continua
y g tiene variacién acotada en [a,b] lo cual es garantizado por el Teorema 3.5 de la

seccion anterior.

b
Por consiguiente F'(z) = ] z(t)dg(t) y esta representacion es valida para toda

a

funcién continua de [a, b].
Ahora, ya que = € C([a,b]) fue arbitraria y F = f en C([a,b]) tenemos:

)= [ =tdgto)

a

Con ésto queda demostrada la primera parte del teorema.

Nos falta ver que | f|| = V,, de hecho, sélo resta ver que || f|| < V,, pues la

desigualdad opuesta fue mostrada en (3.6).

Notemos primero que Va € C([a, b]), en virtud de la Proposicién 3.6 de la seccién

anterior tenemos:

@) = ‘ / Zx(t)dgm

< el V-
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De aqui se sigue que ||f|| < V,. Esto completa la demostracién de nuestro

teorema. [ |

3.3.2. Una Relacion de Equivalencia Entre Funciones de

Variacién Acotada

El Teorema 3.8 nos ha mostrado una cierta correspondencia entre funcionales
de (C([a,b]))" y funciones de variacién acotada. Sin embargo, esta correspondencia
de ninguna manera estd bien definida pues si g € BV ([a,0]) y f € (C ([a,8]))" es tal

que

b

flo) = [ 2(t)dg(?)

a

entonces es claro que g(t) + ¢ también verifica que

b

fz) = / 2(8)d(g(2) + ©),

a

pues la integral de Riemann-Stieltjes es lineal con respecto a los integradores y
ademds si el integrador es constante entonces la integral es 0.
De hecho, afirmamos que si h € BV ([a,b]) es tal que h(a) = g(a), h(b) = g(b)

v h(t) = g(t) Vt€ (a,b) donde g sea continua en ¢, entonces

b b
)= [ 2ot = [ ayant) (37)

a
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En efecto, dado que g € BV([a, b]) entonces el conjunto de discontinuidades de
g es a lo mas numerable; luego, dado cualquier n > 0 siempre es posible elegir una
particion P € P([a,b]), digamos P = {a =ty <t; < ..<t,=blcon ||P|<n ¥y

t1; .. tn_1, puntos de continuidad de g. Si £, € [tx—1, tx], tendremos

T

S(Pz,g) = Y @(En) l9(te) = 9lte-)]

k=1
n

= Y 2(&y) [hlts) — hlte)]

k=1
= S(Pumh)

lP||—0

b b
== N S(F & 4= ”})iHmGS(P,Q:, h), esto es,/ z(t)dg(t) :f z(t)dh(t),

quedando probada asi nuestra afirmacién.
Ahora, definiremos la siguiente relacién de equivalencia en BV ([a,d]):

Dadas z1, 3 € BV ([a, b]) definimos:

b b
Ty ~ Ty < / y(t)dz, (t) = f y(t)dzs(t) Yy € C([a,b]).

a

Puede verificarse facilmente que ~ es una relacién de equivalencia (nétese que
esta relacién de equivalencia ha sido definida justo de acuerdo a nuestras necesi-

dades).

Enseguida enunciaremos y demostraremos un criterio para que una funcién
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z € BV ([a,b]) sea equivalente a la funcién 0:
Lema 3.9 Dadaz € BV ([a,b]) , z ~ 0« Ve € (a,b) z(a) = z(b) = z(c*) = z(c7).

Antes de probar el lema observemos que éste no implica que z sea una funcién

continua en cada ¢ € (a,b) pues pueden construirse ejemplos sencillos donde

Demostracién. (=) Supongamos que x ~ 0. Tomando y®) =1 Vit € lab
b

b
tenemos que: como z ~ 0 = f dz(t) = f d0(t) = 0 asi,

a

fl = f dz(t) = z(b) — z(a) = z(b) = z(a) (3.8)

Enseguida observamos que:

Sia<c<b y h>0se tiene que:

ct+h
%f x(t)dt — z(c") cuando h — 0 (3.9)

c
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ysia<c§byh>0tenemos:

% f 2 (t)dt — z(c”) cuando b — 0 (3.10)

c—h

En efecto, dado que toda funcién de variacién acotada es la diferencia de dos
funciones crecientes, serd suficiente suponer que z €S creciente. Puesto que z(c™) ¥

z(c™) siempre existen y de hecho,

) = i < b, h
z(c") c<%r<1’£+hm(t) a<e<b h>0
z(c™) = sup z(b) a<c<b h>0
e—h<t<c
tendremos que:
1 c+h 1 cth
glg™) = »—f z(ch)dt < Hf z(t)dt < z(c+h)
hte hite
Ast,
+ L +
< lim — Ndt < 1t ==
o) <limr [ ()t < Jimalerh) = 2(e)

C

quedando demostrado (3.9). De modo andlogo vemos que se cumple (3.10).

Ahora, demostremos que z(a) = w(et):
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Consideremos 1a, funcién continua:

1 si a<lt<c
BE =% 112 g popeory

0 sl c+h<t<b

cuya gréfica es:

2

¢ oth b

=l

Para, la funcién z considerada antes tenemos:

b
0 = / y(t)dz(t)

/ d(t) + / :+hy(t)d:n(t) % / ;

c+h

= z(c) — z(a) +/ y(t)dx(t).

c

Il

Usando la Férmula de Integracién por Partes para Integrales de Riemann-

Odz(t)

(3.11)

Stieltjes
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(Teorema. 3.4 Seccién 3.2) v la definicién de y(t) obtenemos:

eth cth
./ J(B)dz(t) :'ﬂ[ 2(t)dy(t) + o(c + R)y(e+ h) — 2(Ay(©)
c+h
N _f 2(®)dy(t) — 2(c)

_ f“h 1-9—a(
/ x(t)dt — z(c)

Por consiguiente, de (3.11) obtenemos:

=

0 = x(c)—x(a) —z(c) + % /c+h xz(t)dt o

f?hﬂﬂﬁ

Hacemos que h — 0 y por (3.9) concluimos que win)==ale’].

=l

z(a) =

De modo similar podemos mostrar que z(a) = xz(c™) pero ahora usando (3.10)
y una funcién y(t) apropiada.

(<) Supongamos ahora que z(a) = z(b) = z(c*) = z(c7), a<ec<b

Definiendo la funcién constante: Z(t) = z(a) Vt € [a,b], obtenemos una funcién
de variacién acotada en [a, b) tal que Z(b) = z(b) ¥ %(t) = z(t) entodoslost € (a,b)

donde z es continua en t.
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Por (3.7), tenemos:
b b
[ v = [y e c o,

b

Pero como / y(t)dz(t) = 0 pues Z(t) es constante, entonces

a

Por lo tanto z ~ 0. ' B

3.3.3. Funciones Normalizadas de Variacién Acotada

Definicién 3.6 Diremos que la funcion g € BV ([a,b]) estd mnormalizada si

g9(a) =0y g es continua por la derecha para toda t € (a,b), esto es, g(tt) = g(t).

Denotaremos por NBV ([a,b]) a la coleccién de todas las funciones normalizadas
de variacién acotada.

Claramente, NBV ([a,b]) es un subespacio lineal de BV ([a, B]).

Tenemos el siguiente:

Lema 3.10 Sean 3, x5 € BV ([a,b]) dondezy ~ 9 y x1, x4 estdn normalizadas.

Entonces 1 = xo.
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Demostracién. Como z; ~ s, es decir, (z; — z2) ~ 0 tenemos por el Lema 3.9

que Y ¢ € (a,b):

(21 — ma)(a) = (@1 — 22)(b) = (1 — %2)(¢7) = (31 — B2)(c7)

Ahora bien, como z; y = estdn normalizadas, entonces:
zy(a) = z3(a) = 0 por lo que z,(b) = z2(b) = 0 y también z1(ct) = zo(ct),

pero como 1, Ta son continuas por la derecha entonces

z1(c) = 21(ct) = @o(eh) = z2(c).

Por lo tanto,

3.3.4. Un Representante Normalizado para cada Clase de
Equivalencia de BV ([a, b])

Ahora, deseamos demostrar que para cada clase de equivalencia de BV ([a, b])
bajo la relacién ~ definida previamente, hay un representante normalizado.

En vista del Lema 3.10 podemos entonces asegurar de manera inmediata que
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este representante es lnico ya que cualquier otra funcién normalizada equivalente
tendr4d que coincidir con dicho representante.

Asf, nuestro interés se reduce a mostrar que dada = € BV/([a,b]) podemos en-
contrar una funcién 7 € NBV ([a,d]) tal que = ~ Z, esto es, (x —Z) ~ 0.

Sea z € BV ([a, b]).

Definase 7 : [a,b] — C tal que

0 si t=1u

Bt) =4 o(t*)—2(a) s a<t<b -

Se tiene entonces el siguiente:

Lema 3.11 S T estd definida como antes entonces:
(ii) T € NBV([a,b]).

(iii)) T ~ x esto es, (x —Z) ~ 0.

Demostracién. (i) Seaa =ty <t < ... < t, = b una particién de [a, b]. Por

definicion de z(t*), dado e > 0 existen ¢y, ..., Ca—1 tales quet; < ¢; parat =1,...,n—1

¥
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Ahora, usando la definicién de Z(t) para cada i = 2,...,n — 1

() — B(tie) = () - x(e) - (2(t,) — o(a))
= z(t) —=(tLy)
= (2(t]) - 2(a)) - (=(tE,) — 2(eim1)) + (w(e:) — z(ci-1))

Sean ¢g=a y c,=20, entonces:

ZW(T5 Btier)l = |8(t1) — Z(to) |+Z t;) — B(ti-1)|

=1

+ 'E( n _37( n—1)|

IA

|2 () —2(e )| + Ias(cl)—a:(cO)i
+Z|mt+)—xci|+2|m ) — z(ei1)|

+Z |ele:) —lein)| + 193(?3;'_1) — ac(cn,l)|
+ |$(cﬂ) ] a"'(c’n-—l)L

= Zixt* wmcll+Z‘m 1)—3:01_)[

=1 =2
n

+ Z |z(ci) — z(es-1))]

g=1

e "n2—+71?+ Zix ¢i) — z(ci—1)]

=l

< e+ V, Ve>0.
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=1z < V..

(ii) Por definicién z(a) = 0.

Sia <t < b entonces:

F(tH). = lim Bt+h)

(iii) Tenemos que:

h—0t

- hl_i»ﬁol+ [z((t + h)*) — z(a)]

= lim. | Iim z((t+Ah)+ k)| —z(a)

h—0t |k—0t

= lim lim z(t+ (h+k)) — z(a)

h—0t k—0t

= lim z(t+98) — z(a)

6—0F

= z(t*) — z(a) = Z(2).

(x ~%)(e) = x(a)—&(a) = 2(a)

(x =2)(b) = 2(0) —2(b) = z(a)
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de BV([a,b])

83

Sea a < ¢ < b, usando

(x —7)

Asimismo,

(z —2)(c) =

y tomando k = % obtenemos

lim lim [z(c—h) -
Ba)+ h+ 0t o= By

(ii) tenemos:

() = wlg")—5)

= a(c") - Z(c)

— a(c) — (a(c") —2(a))

= 2(a)
a(e”) ~8(¢") = a(c7) - lim B(e—h)
2(c) — lim [z((c—h)") — z(a)]

h—0+

o) + () — lim z((c—h)*)

z(a)+ Hm |z(c—h) — lim z(c—h+k)

h—0T k—0t

z(a) + hlggh klirgl [z(c— h) — z(c — h + k)]

zle—h+k)] = =(o)+ lm [@"(C* Wjrtt (C E %)]

= z(a)+2(c) —z(c)

= z(a).
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Es importante recalcar que puesto que = y 7 son funciones de variacién
acotada en [a, b], entonces poseen lfmites laterales, lo cual hemos estado utilizando

a lo largo de esta prueba. ]

Ya poseemos todas las herramientas necesarias para probar el resultado principal

de esta seccion.

3.3.5. El Dual de C([a, b])

Teorema 3.12 El dual de C([a,b]) es el espacio NBV(la,b]), esto es, (C([a,b)))*
y NBV ([a,b]) son isométricamente isomorfos.

El isomorfismo esta dado del modo siguiente:
T NBV([a,b]) — (C([a, 8))*

g = T(g)=f,

donde

f(z) = / 2(t)dg(t) vz € O ([a,b]).

a

Demostracién. Sean g1, go € NBV([a,b]) v «, 8 € K.
Sea

h=T(ag + Bg), fi=T(g), j=1,2
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Asi, para toda z € C([a, b])

Il

h(z) /) a(t)d(agr + Bge)(t)

[}

= o [ =0+ [ 20400

a

= afi(z)+ Bfi(z)

esto es,

h=afi+B8fs o Tl(ag+Bg)=al(g)+ BT (g)

Esto muestra la linealidad de 7.

Es claro que T(g) es una funcional lineal para cada g € NBV ([a, b]) puesto que

la integral de Riemann-Stieltjes es lineal en el integrando.

Ademds T'(g) = f es continua pues como vimos anteriormente:

|f(2)] = \ / iw(t)dg(w. < Jlall., Vi

lo cual implica

Ifl €V, =gl donde |g|| eslanorma de g como elemento de NBV ([a,b]),
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esto es,

lgll = 19(a)] + V5 = Vs

Tenemos asfi probado que:
1A = 1T @l sy < 19l vaviay) -

Mostremos ahora que T es sobre:

Sea f € C ([a,b])". Debido al Teorema 3.8 existe h € BV ([a, b]) tal que

@)= [ aants

4]

Por el Lema 3.11, existe una tnica funcién normalizada ¢ € NBV ([a,d]) tal

que h ~ g.
Asi,

f@) = [ attante) = [ a(tiagte

a (2%
Esto muestra que Tg = f con g € NBV ([a, b]).
Sélo resta probar que T es una isometria.

Con f,g,h como antes, debido al Teorema 3.8 tenemos que || f|| = V;.
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Luego, por el Lema 3.11
£l < Ve < Vi =II£Il-
(la primera desigualdad se cumple debido a que

/@)l < 2l Vs Vo€ C(lad]))

Por consiguiente:
£l = Ve = l9llwaviasy © ”T(Q)”(cua,b]))* = ||l9ll vav(en)

Asf, T esuna isometria y por tanto, T es un isomorfismo isométrico.



Capitulo 4

El Dual de los Espacios LP?,

lLp € o

En este capitulo demostraremos que el espacio dual de IP( X, F, p),
1 < p < oo, donde (X,F,u) es un espacio de medida, es el espacio LY (X, F,p),
%, o+ ﬁ = 1. Presentaremos dos pruebas de este resultado. La primera de ellas es
la cldsica demostracién que aparece en la mayorfa de los textos de Teoria de la
Medida y estd basada en una herramienta muy fuerte y algo sofisticada: el Teorema
de Radon-Nikodym. Ademds, esta demostracién supone que el espacio de medida
es o-finito. Las secciones 1 y 2 de este capitulo estardn dedicadas a realizar esta
tarea. En la seccién 3 daremos otra demostracién del mismo resultado, pero

ahora cuando 1 < p < co. Esta prueba, debida a E. J. McShane, supone un bagaje

88
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minimo de Teorfa de la Medida y estd basada en cdlculos que aunque laboriosos son

relativamente elementales. Por lo anterior, reviste gran interés.

4.1. El Teorema de Radon-Nikodym

Daremos inicio a esta seccién haciendo un brevisimo recordatorio de algunas

cuestiones bésicas de Teorfa de la Medida.

Estaremos siempre considerando un espacio de medida (X, F , 1) y funciones

medibles f: X — K. A veces, por comodidad, elegiremos K = R.

Cuando f es medible y no negativa, la integral de f respecto a u se define como:
ffd,u =:gup {] wdu: 0 <@ < f, @ simple y medible} x

Esta definicién tiene sentido pues siempre es posible encontrar funciones simples
medibles por debajo de f. Recordamos que una funcién simple es aquella que sélo
toma un nimero finito de valores y es por tanto, una generalizacién de una funcién

escalonada.

Cuando f es una funcién medible a valores reales se define:

/fdpc:'/ f*du—ff‘d#,
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siempre que ambos sumandos del lado derecho sean finitos. En tal caso, decimos
que f es integrable con respecto a p.
Cuando f toma valores complejos, la definicién de integral se hace de manera,

obvia.

Sia, 8 €Ky f,gson integrables respecto a u se tiene que:

/(Off+ﬁ’g)du = cv/fdwrﬁ/gdu-

Ademss, f es integrable < |f]| lo es.

deu <f|f|du-

Para funciones medibles no negativas, se tienen dos resultados bésicos sobre

En tal caso:

convergencia:

Lema 4.1 (Fatou): Si f, > 0 ¥n € N, tenemos:

[t < lim j fudp

Teorema 4.2 (Convergencia Mondtona): Si (f,) es una sucesion mondtona

creciente de funciones no negativas tal que f, — f entonces:

/fdp:lim/fnd,w.
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Fstos dos teoremas de convergencia son equivalentes y de hecho, implican el

famoso e importante:

Teorema 4.3 (Convergencia Dominada): S (fa) es una sucesion de funciones

medibles tal que f. — f y existe una funcidn integrable g tal que |fal < g VneN,

/fduzh’m/.fnd,u,.

Sil<p<oose definen los espacios LP(X, F,u) que a veces solo denotaremos

entonces [ es integrable y

por L7, del modo siguiente:

P = {[f]:fesmedibley /\f[pdp<oo} para 1 < p < co.

L% = {[f] : f es esencialmente acotada}

donde [f] = {g: 9= f p—ctp}.

Cuando 1 < p < oo se definen:

i1, = ( Ifl”d#)%

|fllee = fnf {M : p({z: [f(@)| > M}) =0},



92 Capitulo 4. El Dual de los Espacios I.* L P o

Usando las desigualdades:

1. Holder: Si fe [P, ge L¥ ¥ }-1;-1—?% = 1, entonces:

179l < 11 £1L, gl

2. Minkowski: Si f, g € L” con 1 < p < oo, entonces:

17 +gll, < 1711, gl »

puede verse que ||.|| p 1 < p < 0o constituye una norma en LP. De hecho, puede
demostrarse que (L"(X bl “.{lp) es un espacio de Banach, como ya habfamos
mencionado en el Ejemplo 8 dei Capitulo 1.

Como una consecuencia de la completez de LP, 1 < p < o0, se tiene que toda
sucesién convergente en LP posee una subsucesién que converge c.t.p.

Finalmente comentamos que los espacios de sucesiones I? estudiados en el Capi-
tulo 2 constituyen un caso particular de L? cuando X = N, F=P(N)y pesla

medida que cuenta en F.

Definicién 4.1 Sea (X, F) un espacio medible y sean )\, i medidas en F. Diremos
que A es absolutamente continua con respecto a p si dado E € F tal que w(E) =0

se tiene que A(E) = 0. Lo denotamos por A < p.
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Como ejemplo de medida absolutamente continua respecto a la medida p te-

nemos a la integral de Lebesgue de una funcién medible f > 0:

,\(E)=/ fdp, EE&F
E

Resulta que con ésto se agotan todas las medidas absolutamente continuas, respecto
a p lo cual establece justamente el Teorema de Radon-Nikodym.

La demostracién del Teorema de Radon-Nikodym hars uso del Teorema de Des-
composicién de Hahn cuya prueba omitiremos pues harfa demasiado extensa esta
seccion. (para la demostracion puede verse (3], 7], [12]).

Clabe mencionar que existen otras demostraciones del Teorema de Radon-Nikodym.
Por ejemplo, [13] utiliza una idea de J. von Neumann basada en el teorema que re-

presenta a los funcionales lineales continuos en un espacio de Hilbert.

Teorema 4.4 (de Descomposicién de Hahn): 5i A es una carga (0 medida con
signo) en F, existen conjuntos P, N € F tales que:

(i) X=PUN.

(ii) PNN =0.

(iii) P es positivo respecto a X, esto es, A(E N P20 YEEeF.

(iv) N es negativo respecto a A, esto s, A (ENN)<L0 VEeF.

Teorema 4.5 (Radon-Nikodym): Sean X y p medidas o-finitas en F. Entonces
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A sty sélo si existe una funcidn f medible no negativa tal que

AE) = /fd,u, VE € F.

E
Ademds, f es dnica p-c.t.p
Demostracién. (=) Probaremos primeramente el teorema cuando A (X) y u(X)
son finitas.
Sea ¢ > 0 y consideremos la carga A — cp.
Sean P(c) y N(c) una descomposicién de Hahn para A — cp.

Para cada k € N consideremos los conjuntos medibles:
k
A=N@,  Aw=NE+D)- U4y, k1
=1

Por construccién, (Ag);, forma una sucesién ajena por pares de conjuntos
medibles tal que

k k
U N(je)= U 4; VkeN.
i=1 j

=1

Ademds,

Ay = N(ke) - ENUC)

= N(ke)n (’DI N(jc))

1=
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k-1
D1P(jc)) ;

Ul

= N(kc) N (

Por tanto, si E es un subconjunto medible de A; entonces E C N(kc) y
E C P((k—1)c).
Puesto que N (kc) es negativo con respecto a A — kep y P((k — 1)c) es positivo

con respecto a A — (k — 1)cp entonces tenemos:
ME) <keu(B) v A(EB)2 (k- 1Deu(E).
Estoes,si E C Ay v E € F entonces:

(k — 1)eu(E) < A(E) < keu(E) (43)

Definamos

J

B=X- ».E_lej =X - QIN(JC) = Fjlp(jc):

entonces:

B P(k¢) VkeN,

lo cual implica que:

kep(B) < A(B) < A(X) <o VkeN,
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entonces: 4(B) =0 y como A < p= A(B) = 0.

Definamos ahora la siguiente funcién:

(k—1)c si z€ A, paraalgink €N
fel@) =

0 si x€B

Si B € F entonces

(EN B) G EnN Ay

y ademds como u(B) =0 y A(B) = 0 entonces:

ME)= Y MENA) vy p(BE)= ) pENA) . (4.4)
k=1 k=1
Asi, haciendo uso de (4.3), (4.4), de que |J (E'N Ag) es una unién ajena por pares
k=1

y que la integral es aditiva numerable, tenemos:

f o - |

el = Z / .

ENAy

s

(ENAy)

k=1

[]e

(k—1)cu(EN Ap) < Z MEN Ap)

il k=1

- i/\ En 4A) <chp,EnAk)

=1 k=1

E
Il
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[

[(k —1)e+d p(E N Ag)
i

1

[M]8

(6 = 1) cu(E N Ag) + eu(E N AL)]

- Z:jfm (fo+¢)dp
[ rod

/ fedp 4+ cu(X),
J B

T

IA

entonces:

/ fcd.U«S)\(E)Sf fodp + cp(X).
E E

e s : 1 ;
Ahora, utilizaremos la construccion anterior para ¢ = o n € N y asf obtenemos

una sucesion de funciones (f,,) -, medibles no negativas.
Por lo tanto:

/ Fdu< ME) € / fdu+ M5 g eNvEeF (4.5)
E B 2

Si m > n tenemos que:

[ tuu ) ]fmd#+ wX)

/ fmdp < ME [ Fdp+ B2
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entonces:

“/ (fn*fm)dﬂ\sfw( ),VEEF,VmZR
E 2n

Ahora, seam >ny

E = {zeX: fulz) - fu(z) >0}

E' = {zeX: fu(z) - fu(z) < 0}

entonces:

/len—fde,u = / | = fmld,u+/ |fn = foul dpt

lf (fo— fm)du’ U fmd,u‘

pX)

Qn 271—

I

Ym > n.

De aqui que:

X
o= Sl = [ 1o fula < B,

Entonces, (f,),..; es una sucesioén de Cauchy en L' y como L! es completo existe
f € L! tal que f, — f en L'. Ademds, podemos suponer que f es una funcién
medible no negativa, pues sabemos que existe una subsucesion (f,, ), de (f,)o

Hi=1

tal que f,, — f p-c.t.p. y como f,, >0 entonces f > 0 p-c.t.p.
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Puesto que

UIEfndnwafa’u‘Sfﬁlfn—fldugfxm_ﬂdu?

entonces, por (4.5):

AE) = lim f Pl = / fdu, VE€F,
E E

nN—00

lo cual completa la prueba del teorema cuando A y i son finitas.
Veamos que f es tinica p-c.t.p.:

Supongamos que f, h son medibles no negativas tales que:
ME) = f g / hdu, VE ¢ F.
E E
Sean

Ey, = {zeX:fz)>h=)} ¥y

I

Ey {z e X : f(z) < h(z)},

entonces

/&(f ~ h)du=0= sz(h ~ f)du
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v por tanto

(f=h) m=0 wetp. vy (h=f)ls=0 potp.

entonces:

W(Ey) = p(Es) = 0.

Por lo tanto, f =h p-c.t.p.

Ahora, supongamos que A y p son o-finitas y sea (X,,);~ ; una sucesién creciente

en F tal que:

X=UXn vy MXp) <00, p(X,) <o YneN.

=L

Esto puede lograrse pues X = |J Ay = |J B con p(Ax) < oo, A(Bp) < 00

k=1 m=1
o= oo
Vkym € N, ast X = |J | (Ax N Br) y reenumerando la sucesion (Ax N By, e
k=1m=1 '

podemos escribir X = |J C, con A (C,,) < o0, 4 (C) < 00 Vn € N, luego hacemos

n=1

T o0
Xn= U Cr yasi (Xn)>, es creciente, A (X,) < oo, p(Xn) <0 y X = |J X,
k=1 n=1
Ahora consideremos cada espacio medible (X, F,), donde:
F, = {coleccién de subconjuntos medibles de X,,}

enelcual A (X,) < oo, u(X,) < oo yaplicamos lo demostrado en el caso anterior.

Asi, para cada n € N obtenemos una funcién h,, medible no negativa que se
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anula fuera de X,, tal que si B € F, B C X,, entonces:

A(B) :f hndup Vn € N
B

Sim > n entonces X,, C X ¥

/ hndu:f hmdp VB € F con B C X,,.
B B

Como h, es tinica u-c.t.p. sobre X, se sigue que:

hom() = ho(z) p— c.t.p. sobre X, Vm 2 n. (4.6)

Definamos

De (4.6) se sigue que [ estd bien definida; ademds [ es medible pues [ = lim A,

y f=0.

Por consiguiente, G es un funcional lineal acotado.

Lo anterior muestra que ||G|| < ||g||p,, 1<p<oo.
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Veamos ahora la otra desigualdad: Si 1 < p < oo, sea f = |g|f;7 sgn(g), donde

1 si 2>0

sgn{z) =9 0 s z=0

-1 s <0

Entonces |f|* = |g|p’ = fg, puesto que:

2 4 2 '
fg=1917 sgn(g)g =gl lg| = lgl" ™ = |gI

a el-i-l 1
yaque — + — = L.
p P

Por tanto, |f|” € L, es decir, f € L?
) ) ¥

L '

111, =/ fl”duf = (1ol )" = a1

‘pp .

Asi,
a(f) = / (Fifs = / (o di = gl = g1z = NgllZ il = £, gl

entonces:

gl < G-
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Notemos que en el caso 1 < p < 0o que acabamos de analizar, no requerimos

que la medida sea o-finita.
Si p = 1, en este caso p' = 0. Supongamos primero que p (X) < oo,

Si ||gl., = 0, entonces g = 0 p-c.t.p. por lo que Vf € L* se tiene que G(f) =0

y ast, |Gl = 0= [|glco-

Supongamos que ||gll, >0 ysea &> 0 un nimero arbitrario tal que

0 <e< H(JHDO

Como ||g]l, — & < |lgll,, entonces existe & € F tal que:

O<ulB)<oo y VB llglo—e<lg@).

Definamos f = ”(_lxjx zsgn(g).
Es claro que f € L' y que ||f|l; < 1.

Ademas,

6(f) = /X Fodp = ;(15 fEmam > gl <.

Como esta desigualdad es vélida para todo € > 0, entonces:

G(f)=lgl, com feL' vy [fhsl
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luego,
1G] = G(f) > llgll, -
Por lo tanto, ||G| = lgll,-

o
Supéngase ahora que X = | X,,, X, C Xnt1 ¥y p(X,) < oo.

n=1

Definase
Gl f) :fX fgd#=/f(9x;(n)_du-

9Xx, € L*(X,, 1) vy por el caso anterior

loxc, Il < 16l < NG

Asi, existe B, C X,,, B, € F tal que u(B,) =0 y

@) <Gl  VzeX,-B,

Bea B = U Bn;ast w(B)=0 ysi z¢ B entonces z ¢ B, Vn, luego

n=]1

l9(z)] < |Gll, por lo que

9l < 1IG1-
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El siguiente paso serd descomponer un funcional lineal acotado en L” en una

diferencia de dos funcionales lineales apropiados.

Definicién 4.2 Diremos que un funcional lineal G definido en LP es positivo s

G(f) >0 Vf e LP tal que f > 0.

En general, un funcional lineal G definido en un espacio vectorial L de funciones

real-valuadas es positivo si G(f) >0 Vf € L tal que f > 0.

Ejemplo 4.1 Si L es la coleccion de funciones integrables respecto a una medida 1,
es decir, L = L(X,F,u) entonces G(f) = f fdu es un funcional lineal positivo
X ‘

en L.

Lema 4.7 Sea G un funcional lineal acotado en LP. Entonces existen dos fun-
cionales lineales acotados positivos G+, G~ tales que G(f) = G*(f) — G~(f)

Vf e L”.

Demostracién. Observemos antes que si 0 < g < f entonces |g]° < |f[", ast

lgll, < |l fll, por lo que

IG(9)l < Gl llgll, < IGINfll, Vge L talque0<g< f.
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Ahora, si f > 0 definamos

G (f) =sup{G(g): g€ L?,0< g < f}.

Por la observacion anterior, G*(f) estd bien definido pues

IGH(H)| < G111,

y es claro que G*(f) > 0 cuando f > 0.
Veamos que G (f1 + fo) =G (fi) + G (fe) si feLl? y f;=0:

Si0 < g; < f; entonces

G(g1) + Glg2) = G(gr + g2) < G (f1 + fa)-

Fijamos g y tomamos supremo sobre todos los g, € LP tal que 0 < g; < f;

entonces

G*(f1) + Glg) < G*(fr + fo),

y tomando de nuevo supremo sobre todos los go € LF tal que 0 < go < f obtenemos:

G (fi) + G (fa)) S GT(fr + fo).
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Inversamente, si h € LP vy 0< h < fi + fa.
Sean

g1 =méx{h— f2,0} y g=min{h, fo}.

Por consiguiente, g1 +g2=h y 0< g; < f;, j=1,2.

Asi,
G(h) = Glg1+ g2) = G(g1) + G(g2) £ G*(f) + GT(fa) Vhe L?
tal que 0 < h < f + fy, luego

GT(fi+ fo) S G () + G (f2).

También puede mostrarse facilmente que:
Vo >0, Gt(af)= ?G+(,f) gl felr, f 20
Ahora, si f es un elemento arbitrario de L? definamos:
GHf) =G ) =G ()

Claramente, G* es positivo pues f >0y asi f = f+ y £~ =0
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Veamos que G es un funcional lineal acotado.

Antes que nada observemos quesi f = f*— [~ =fi—fo, 20y 220,
entonces

GH(f") = GH(f) =G (f) - G7(f2)

porque [t -+ fo = fi+ f~, asf
G*(f*+ f) =G+ )

luego

GH(fH) +GT(f) = GH(f) + G (),

de aqui que

GH(fT) =G () =G (f) - GT(fa)-

Asi, si fi, f2 € LP entonces:

Gt (f1) + G*(f2)

Il

GH(fH) -G (1) + G () - G (f7)
= G + ) -G+ f)

= G*(fi+ fo)- I
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SiacRya>0entonces (af)" =aft y (af) =af vy ast

G (af)

G* ((af)T) =G ((af)7)
= G*(af*) - GHaf)
= a[GH(fh) -G (f)]

= aG*(f).

Cuando o < 0 hay que usar que (of)" = (—a) f~ v (af)” = (—-a) f*.
Resta ver que G es un funcional lineal acotado en L*.

Puesto que

G| < 16, v

Gt () < G,
entonces
|GT(H)| < |GHFD|+|GH ()]
< e i, + 1110,
< 161 171, + 171,

2GIHIfH,  Yfe L7
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Ahora, definimos G~ para f € LP por:
G™(f) =G (f) - G(f).

Si f > 0 entonces GT(f) > G(f), luego GT(f) — G(f) = 0, de aqui que
G=(f) = 0.

Ademds, G~ es un funcional lineal acotado pues es la diferencia de dos
funcionales lineales acotados.

Por lo tanto, para toda f & L” se tiene que G(f)=G"(f) — G (f) con G,

G~ funcionales lineales acotados positivos.

Teorema 4.8 (de Representacion de Riesz): Si (X ,F,u) es un espacio de me-
dida o-finito y G es un funcional lineal acotado en LP(X,F,u) entonces existe

g€ L¥(X,F,u) tal que

G(f) = ]'X fodu VierP.

Aqui p, p' son ezponentes conjugados. Ademdas, |G| = ||gl, g = 0 cuando G es un

funcional lineal positivo y g es dnica p-c.t.p..

Demostracién. Supongamos primero que u(X) < co y que G es positivo.
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Definamos A : F — R tal que A\(E) = G(xg) < oo. Nétese que x5 € L.

Supongamos ademds que p = 1.

Claramente, A(0) =0 y AMAUB) =G(x4+x5) =MA)+A(B)si ANB =0.

[e=]
i . . 00
, €s una sucesién creciente en 7y £ = U E, entonces (x En)n:1
n=1

es una sucesién creciente de funciones que converge puntualmente a xg. Como

Si (En)pe

u(X) <oco y (XEH)ZZl es una sucesién en L' tal que 'XEn' < 1Yn € N, se sigue

del Teorema de Convergencia Dominada, que Xz — Xp en L'.

Puesto
0 < AE) - MEn)
= G(xg) — Glxg,)
= G(xg— X5.)
< |Gl Ixe = xpall, — 0 sin— o0
entonces

AME) = lim A(E,).

Por consiguiente, A es una medida pues si (A,).., es una coleccién ajena por

pares en F entonces escribiendo B, = U Ay tendremos que B, C Bpy1 Vn vy
k=1
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Ademés, si M € F y wu(M) = 0, entonces X, = 0 p-ctp. y asf

MM) = G(x,) =0, es decir, A < pu.

Aplicando el Teorema de Radon-Nikodym obtenemos una funcién medible no

negativa e integrable (ya que A es finita), g : X — R tal que
Glxp) = \E) = f gdp = ] xpgdu VE € F.
E X

Ahora, si ¢ = Z a;X 4, es una funcién simple medible entonces:
i=1

Glp) = ZaiG(XA,;)

n
= Zai/ X 4,944
i=1 X
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= / (Z%Xmg) dp
X i=1
f egdp.
X

Si f es una funcién no negativa en L', sea (p,)°>, una sucesién monétona

creciente de funciones simples no negativas que convergen ct.p.yen Lt a f (esto
es posible porque 0 < ¢, < f = 0< f—¢n = felt=[lf-g]—0n

n — 0o, por el Teorema de Convergencia Dominada).

Ademés, como 0 < G(F — 9,) < IIGII1F — @l — 08 n— 0o, se sigue que:

lim G(¢,) = G(f)-

n—od

Puesto que ¢,.g /* fg se sigue del Teorema de Convergencia Mondtona que:

G(f) lim G(p,)

n—0Q

Il

I
~
Q

o
=

Ahora, si f € L' entonces f = f* — f~ ypor linealidad de g tenemos:

G(f) = G(f7) - G(f7)
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- /X fradp — /X fgdp

- f (f* = f7)gdu

X
= fgdp.
X

Ahora supongamos que p > 1 (recordemos que seguimos suponiendo p(X) < o).
En este caso la prueba es casi exactamente igual. La tinica modificacién serfa la
siguiente:

Si f es una funcién no negativa en L, sea (p,).., una sucesiéon monétona
creciente de funciones simples que convergen c.t.p. a f. También (¢, )., — f en
L? porque como 0 < ¢, < f=0< (f—¢,) < fF € L' y por el Teorema de
Convergencia Dominada:

ff — ¢, [P dp — 0.

Asf, en el caso p > 1 puede mostrarse que si G es un funcional lineal acotado posi-
tivo en LP(X, F, ), p(X) < co, entonces existe una funcién medible no negativa g

tal que

6= [ fodu Vi e D

Ademds, ¢ es tinica p-c.t.p. pues si

/ fgd,u=f fgdu VfeLr, p>1,
X X
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entonces dado cualquier £ € F se tiene que xp € L? pues u(X) < oo, por lo que

/gd,u=-[ ddy VE € F,
J E E

entonces g = ¢’ p-c.t.p.
Pasemos ahora al caso en que g es una medida o-finita.

Aqui, podemos encontrar una sucesion creciente (Fn)22, C F con u(Fy) < o0

y Xe= || Fp

n=1

El caso anterior nos permite encontrar funciones g, no negativas e integrables

en F,, que se anulan fuera de F, tnicas c.t.p. sobre F, tal que

)= ] Fxegadsy ¥f € IP1<p < o0
X

Ademds, si f € LF y m > n tendremos

G(.fXFn) = G(fXanFm)

- j X r, gmdt,
X

luego por unicidad c.t.p. de g sobre F,, se sigue que gm = gn, p-C.t.p. sobre B,
para toda m > n. Esto nos permite definir g(z) = gu(z) si x € F, para algin

ne N
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Asf, g es medible y g > 0. Si f € LP entonces tendremos

/ fgdu = lim / fgdu
X n—oo R,
= i [ fxr,ondn
X

Nn—co

= lim G(fXFn)

n—0oo

puesto que

0< |G(f - Ixp,)

< |G|l “f_fXFan — 0 sin— oo

(va que fo = fxp, € I, fu — f ctp. vy |fal < |f| € L y se aplica el Teorema

de Convergencia Dominada).

Ahora, sea G un funcional lineal acotado arbitrario en L?. Por el Lema 4.8,
podemos escribir G = Gt — G~ donde G*, G~ son funcionales lineales acotados

positivos.

Por todo lo demostrado anteriormente, obtenemos funciones medibles no nega-

tivas g1, ¢» tal que

GH(f) = f Tadn ¥ G(f) = / fodu Ve L
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Escribiendo g = g; — g obtenemos una funcién medible tal que:

G{f] = G" G~(f)

(f) -
= fxf(gl — g2)dp

_ / Fodu, Vf € IP.
X

Falta demostrar que g € L¥ y que ||G|| = llgll,,-

Habiendo mostrado que g € L¥ la prueba de que ||G|| = [|g||, se sigue de la

Proposicién 4.6.
Supongamos que p = 1 y que u(X) < oo.

Sabemos que

6(f)= [ fod, vf € I

Para cada ¢ > 1 definamos E, = {z € X : |g(z)| > c||G||} € F ¥

1 s glz) 2|l

flz) =13 -1 si g(z) < —c||G| -

0 si z ¢ E,

\
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Entonces f, € L' pues u(X) < oo, ademds:

/ fegdp = fegdp
J FE.
= G(fC)

IA

1G1 u(E),
pero
/ _ fagdp > c[[Gl u(EBo),

Asi

7

cllGluE) < IGIIfel,

= 1G] u(E)
lo cual es imposible a menos que u(E,) =0 Ve > 1y como

e x:lo@) > 161 = § {oslo@l 2 (1+ 1) 11}

n=]

entonces:

#({z:lg(@) > [GI}) =0,

es decir, 0 < |g(z)| < |G|, p-c.t.p., porlo que g € L* y de hecho, ||g., < [IG].
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Ahora, supongamos que X €s g-finito respecto a p.

Vimos que X = fjl F. con F, C Fpya Vn € N y u(F,) < oo y encontramos
una funcién g, medible no negativa e integrable en F;, que se anula fuera de F, tal
que Vm > n gm = gn p-c.t.p. sobre F,.

Definamos g(x) = g.(z) si z € F, para algin n.

Asi, para cada n € N existe B, € F con u(Bn) =0, tal que:
lgn(@)| < |G|l V& & Bn.

Por el caso anterior, gn € L® ¥n € N, ||gallee < |G| para cadan € Ny
lim g, = g puntualmente.
n—00 E
Si B = |J B, entonces u(B) =0 y si z ¢ B entonces z ¢ By, Vn € N, por lo
n=1

que

lga(z)| < |Gl VnENy vzee X - B

entonces

l9(z)| < |G| ¥z € X — B con u(B) =0,

asf,

gel® vy gl <IGI-
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Ahora, supongamos que p > 1, s+z=1y p(X) <oco.

Para cada n € N sea E, = {z € X : |g(z)| < n}.

Observemos que X = |J E, con E, C E,.; YneN.
n=1

Definamos f,, = xp_ Pl sgn(g) con g # 0 p-c.t.p.

Entonces |f,|” = | g|p, sobre E, y como

/ |9|PI du < np’/i (En) < o0,

k03

se sigue que f, € LP.
Asi,

f 9" du = f fngdy
E'ﬂ X

= G(fn)

< NG,

1| [ ol g

<G| o /XxEnlgl”'duSHGHp’ vn e N.

o

es decir, (f Xz, Jg|p’ d,u)
X
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Puesto que Xg, 1917 h P lglp’, pues Ey, C Ent1 VR € N, se sigue del Teorema de

Convergencia Monotona que
[ o d = i [ sl du < IGI <o

lo cual implica que g € I¥ v llglly = IGIl-

Ahora, supongamos que X es o-finito respecto a 4 y P = 1

Coomo en el caso p = 1, descomponemos X =|JF, con u(Fy,) <00 Vn € N
n=1

y definimos g(z) = gu(z) i@ € Fn, donde gn € ¥ Ygwllr & |G|l Vn € N, gn se

anula fuera de Fr, gm = 9n Ym >n pcb.p. sobre Fy,.

Puesto que | gnlp’ P .glpf, se sigue del Teorema de Convergencia Monétona que:

[l = Jim [1an an <161

porloqueg € L7 y gl < IGI.

Nota: Si p = 1, el requisito de que u sea o-finita es necesario. Cuando p > 11a

condicién o-finita no es requerida.

Con este resultado, finalmente concluimos que (LP)" =~ L¥, en otras palabras, el

. » . . r
dual de LF es jsomeétricamente isomorfo a LP
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4.3. El Dual de I?, 1 < P < 0. Otra Demostracién

En esta seccion, (X, F, 1) denotara un espacio de medida fijo, pero arbitrario, y
1 <p < co. Probaremos de nueva cuenta, que (LP)* y L* son indistinguibles como
espacios de Banach, pero sin suponer alguna condicién especial para nuestro espacio
de medida.

De hecho, daremos una, prueba elemental que no hace uso de ningiin resultado
sofisticado y sélo utiliza técnicas de célculo elementales. Esta demostracién se debe
a E. J. McShane, y su sustento geométrico es la propiedad de convexidad uniforme
de los espacios L?, 1 < P < 00, la cual se obtiene a partir de las desigualdades de
Clarkson que se establecen mas adelante.

Antes de comenzar con el desarrollo de la demostracién establecemos las de-
sigualdades de Holder y de Minkowski para 0 < P <1 que nos serdn de utilidad en

esta seccion. Su demostracién es sencilla y puede consultarse en [8].

1. Desigualdad de Holder para 0<p<1 Si f€ I” y ¢ € L” entonces

/Ifgldﬂz (flff’”du); (/ igl”'dﬂ)#

a menos que f[g]p’ dp = 0. (Nétese que p' < 0),

2. Desigualdad de Minkowski para 0<p<l Para 0 < p < 1 y f[,g € L? se
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4.2 El Dual de L?, 1 <p < 0. Otra Demostracién

tlene

07+ gll, = N1, + lgll,-
Lema 4.9 Sip > 2 entonces

() (57 s

(1 +27) (4.7)

po|

para cada = € [0,1].

P _\P
Demostracién. Sea F(z) = (1 ZE) + (1—2—33) -1(1+2).

Debemos mostrar que F(z) <0 para 0<z <l

Como F(O)=2"*(2*?—-1) vyp=2 9 tenemos que F(0) <0.

Para 0 < z < 1, consideremos la funcién

8lz) = S F(@) (48)

Asi,

<[ o - ()

Claramente ¢(1) = 0.
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Veamos que ¢'(z) >0 para0 <z < 1.

#(z) = ;ﬂil [T+ 2P + (1 - o)t — 2] (4.9)

Sea a =p—1> 1y consideremos la funcién
Y(z)=(1+2)*+(1-2)% -2

se tiene que

P(@)=al+2)* —al-z)* >0

para 0 < z < 1.

Asf, 1) es creciente en [0,1] y puesto que (1) = 0, el teorema del valor medio
implica que 9(z) <0, para 0 < z < 1.

De (4.9), obtenemos que ¢'(z) >0 para 0 < x < 1 y puesto que ¢(1) = 0
tendremos que ¢(z) < 0 para 0 < 2 < 1. Finalmente, (4.8) muestra que Fz) <0

para0 <z <1, [ ]

Lema 4.10 Sean z, w € C yp > 2. Entonces

P

Z+w z=wl’ _ |2P  |wf
gl g B 4.1
2 2 -2 * 2 1m)
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Demostracién. Si w = 0 la desigualdad se convierte en

..E.Lp

28— 2

IA
|

la cual claramente se verifica porque p—1 = 1.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que |z| = |w| > 0.

Obsérvese que la desigualdad (4.10) que queremos probar es equivalente a

< % (1+]% § (4.11)

d 1—re

(1+7P) (4.12)

1+ rét
2

donde 0 <r<1y 0£8<2n.
Si § = 0, la desigualdad (4.12) es (4.7). Asf, nuestra demostracion quedard

completa si mostramos que el lado izquierdo de (4.12) es un maximo cuando 8§ = 0,
. . T
para 7 fijo. Bastard considerar solamente 6 € [0, E} ;

Debemos mostrar que la funcién

P |1 - rewip

g(8) = |1 + ret
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tiene un méximo en [0, g] en # = 0.

En efecto, ya que
gl{f)= [1 2 2?‘(108(9]% + [1 hp? 27"(:05(9]122

tenemos que

g0 = g (1472 + 2r cos 6) 51 (—2rsin ) (4.13)

+§(l + 7% — 2rcos 0)~1(2rsin )

B

= —prsinf [(1 +T‘2+27"COSH) — (1+r2—2r0039)§_1:l

Puesto que p > 2, es claro de (4.13) que ¢’(8) < 0 para 8 € [O, g]

: T ;
Por tanto g es decreciente en [O, ﬂ y asi toma su valor méximo en 0. @

Lema 4.11 (Desigualdad de Clarkson parap = 2): Sip>2yf, g€ LP, se

tiene que

¥l 1
< SIS+ 5 lgl2 (4.14)
P

Ity
2

:+Hf;9

Demostracién. Por el Lema 4.10, tenemos que

P @)

LGP | g

2 2

VzeX. (4.15)
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Integrando ambos lados de (4.15) sobre X, obtenemos lo requerido. B

Enseguida establecemos el andlogo de (4.14) para 1 < p < 2. Esta desigualdad

y su prueba son mds complicadas.

Lema 4.12 Si 1 < p < 2 entonces

L+ +(1-2f <2(1+27)5 (4.16)

para cada z € [0,1].

Demostracién. Si p = 2 entonces p' = 2 y asf el Lema es inmediato.

Supongamos que 1 < p < 2. Paraz =0y para x = 1, (4.16) es una igualdad.

1—u
decrece estrictamente de 1 a 0. Por
U

Cuando u varfa de 0 a 1, la funcién

consiguiente, nuestra desigualdad deseada (4.16) es equivalente a

| =iy ¥ L—wY” =54y —1
1— < p 4.
(1+1+u) +( 1+u) _2(1+(1+u>) A1)

para 0 < u < 1. Multiplicando ambos lados de (4.17) por (1 + u)? obtenemos

i (l + upl) <2((1+uwf+(1- u)p]ﬁ (4.18)
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Elevando a la p — 1 ambos lados de (4.18) obtenemos

(1+4) <211 +wP+ 1wy (4.19)

B3| =

para 0 < u < 1.

Puesto que los pasos desde (4.16) hasta (4.19) son reversibles, sélo necesitamos

probar (4.19).

Expandiendo en serie de potencias tenemos

310 +07 + (1] - (140)" (4.20)
EO Q) - £ 7

P\ ok (P-1 p'2k-1) _ (P—1\ o
(2&) ! (% . 1)“ 2k )% |

Sabemos que la serie (4.20) converge absolutamente y uniformemente para
u € [0,1]. Mostraremos que cada término de la serie (4.20) es no negativo y ésto

probars (4.19).
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El k-ésimo término de la serie (4.20) es

plp=1)(p=2).-(p=(2k=1)) , 2% _ (p=L)(p=2).(p=(Bh=1)) o (2k=1) {p_”(p@?)'.“(p‘z’“) P2
2hk—1)! 1

(2k)! (2k~1)
 ppe1)(2=p). (2k1op), 2% _ (p=D)E-P)E=p)..(2k=1-p) P (21 (p=1)(2—p)..(2k=p) | p'2k
= B G Bl o= 38 p(2k—pl)! dF B 4 2Kk)! u”
2k (2-p)(3—p)...(2k—p) p(p—1) (p=1) , p'(2k—1)—2k _ (p=1), p'2k—2k
= 2k—1)! ® {(2&)(%—;,) i (2k—p)up a4 Mt ]

El primer factor claramente es positivo. El factor que aparece entre corchetes lo

reescribimos asi:

2

L L L Lﬂ}:{l““g’%—l—“ﬁl (4.21)

—_——— — n—1 -1
Tk—p 2k e Ee T 2%—p ok
p—1 p—1 p-1 p— p—1 p—1

Ahora, usando el hecho de que para cualquier v > 0 la funcién

# _t , 0<t<oo

es decreciente (lo cual es muy sencillo de ver), tenemos que Como

2%k —
L PO Y
p—1 p—1

la expresion de (4.21) es positiva.
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Teorema 4.13 Siz, w € C ¥ 1 <p<2 entonces

|2+ 0™ + |2~ w”’ <22 + |wpP)F (4.22)

Demostracién. Siz=0 o w=0, la desigualdad (4.22) es inmediata.

Asi, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 0 < |2| < |w|. La desigual-

dad (4.22) que deseamos probar es entonces equivalente a la desigualdad
v P P =5
1+ +{-1+3‘ <2(|Z] +1)7 (4.23)
w w w

Escribimos (4.23) en la forma

1

|1+ rew]p’ + -1+ re"elpl <2(rP +1)p1 (4.24)

dondei:rew, O0<r<1 y 0<6<2r.
w

Para 6 = 0, la desigualdad (4.24) es (4.16).

Del mismo modo que en la prueba de la desigualdad (4.10) del Lema 4.10, se
puede mostrar que la expresién del lado izquierdo de (4.24) alcanza su maximo en

[0, g] en @ = 0. Asf (4.24) se verifica para toda 6. [
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Lema 4.14 (Desigualdad de Clarkson para 1 <p < 2):51f,9€ Lr
f+al” | f=a|” < |2 1 v
it < 1ZUFIP+ = llgli? : 4.2
152+ 2pﬁhmmjw4 (4.5

Demostracién. Por la desigualdad de Minkowski para 0 < ¢ < 1, tenemos

+ P’ AT 4 P S
Vf +ng | e 429 425)
p—1 I p—1 p—1

El lado izquierdo de (4.26) es el lado izquierdo de (4.25) puesto que

”ih|p’Hp,1 = llhllg para cualquier h € LP.

El lado derecho de (4.26) es

(e

y por el Teorema 4.13 es menor o igual que

-

P - -l =
+\_f;_2_£ ) dﬂ]

jﬂﬁzgwmﬁmmﬁ

P
-+

[Nl S

N

En lo que sigue, 1 < p < o0.

Teorema 4.15 §i L € (LF)", L # 0, emiste @p € *  tal que |lpoll, =1 ¥
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L{o) = |IL].

Demostracién. Por definicién de [L]|, existe una sucesién (#rn)pey en LP tal que

lenll, =1, 1L (eh) > RIIZ) v Jm L ()] = [|Z]).

Sea
" IEESE:H(’?;" si L (‘P;z) #0
fvpﬂ i~
0 si L(gl)=0
Entonces
z 1}
L(e,) = |L(g})| > 5 L]l >0 (4.27)
leall, =1 (4.28)
lim L(p,) = || (4.29)

Mostremos que (,) es una sucesién de Cauchy en L7,

» . . o]
De no ser asi, existen a > 0 y subsucesiones (cpnk) W (cpmk),il tales que

|en, = @m, ]l >0 VEeN.

Cuando p > 2 usamos la Desigualdad de Clarkson (Lema 4.11) y escribimos

D 14

P +90n @ _cpnk 1 1 o
S, T, S g el g leml = 1 (4:30)
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Para 1 < p < 2 usamos la Desigualdad de Clarkson (Lema 4.14) y escribimos

1

Lfomkﬁ_(’on d g‘gmk_ﬂon1 o 1 il p—1
ez enl s [em el < [ only +heals] =1 )

Para p > 2 la desigualdad (4.30) implica que

\\ﬁm_g_"; \ <1-(3Y (432)

yparal <p<2la desigualdad (4.31) implica

+ v P
P . o ||” g (%) (4.33)
P

De (4.32) y (4.33) podemos hallar para cada p > 1 un nimero § € (0,1) tal que

3 sea independiente de k 'y

i%ﬂ <1-8 VkeN (4.34)

p

Ahora, consideramos la sucesién de funciones (gk)pe.; definidas como

e Sl Py,
gy = T Py (4.35)
“ T e+ Prll,
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Obsérvese que ningin denominador en (4.35) es cero pues de ser asf tendrfamos
Py = Prm, Para algin k, y por tanto L (¢, ) = —L (¢m, ) 1o cual contradice (4.27).

Ahora, para cada k € N de (4.34) y (4.35) tenemos

Ligy) = HEDT";TEL(%“H%L(%)J | (4.36)

P

> 775 |35 () + 52 0]

Por (4.29) tenemos que
lim L (¢, ) = lim L(g,,) = L]

k—o0

Asf, (4.36) implica que
limy oo L{gk) > —— ||L]| (4.37)

Como ||gkl| » = 1 la desigualdad (4.37) es imposible porque 0 < B < 1.

Por tanto, (¢,) es una sucesién de Cauchy en L? y como L? es de Banach, existe

Py € L tal que ¢, — @, en LP. De (4.29) se tiene que

lim L (¢,) = L (o) = ||L||

n—oo



4.2 El Dual de L7, 1 < p < co. Otra Demostracién 137

Lema 4.16 Sea E un espacio normado complejo y L un funcional lineal acotado

en E con la propiedad de que existe g € E tal que |lg|l =1 y L(g) = | Ll

Considérese la funcion

ti— llg +tfll =52 (4.38)
definida para t € R, donde f es cualquier elemento de E.

Sith; yv_ip son diferenciables en t =0 entonces

mL(f) = +(0) + i ;£(0) (4.39)

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que |L|| = 1.

Para cualquier z € C tenemos

Lig+2(f = L(f)g) = Llg)+2(L(f) - L(f)L(9))
= Llg) +2(L(f) — L(f))
= L(g)

= 1
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Puesto que |L(h)| < ||h|| Vh € B, se sigue que

lg+2(f - L(Hg =1 VaecC (4.40)

Para cada t € R, t # _E%f_)’ L(f) # 0, escribase

g+ tf = O+ L) |0+t (F — (79

Por (4.40) la norma de la expresién dentro del corchete es > 1 V¢ yparat=0

su norma es ||g|| = 1.

Por consiguiente

IV

lg + £l = llgll [1+2L(f)] -1

o™
|
—

= [(1+tRe(L(£)))* + (tIm(L(f)))?]
> 1+tRe(L(f)) -1

= tRe(L(f))

lo cual implica que

lg + 1 - llgl

; > Re(L(f)) si t>0 (4.41)
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Mﬂﬂ < Re(L(f)) si t<0 (4.42)

(Cuando L(f) =0, (4.41) y (4.42) se siguen de manera inmediata de (4.40)).

Asi
W5(0) = Re(L(f)) Vf€E (4.43)

Aplicando (4.43) a la funcién —i f obtenemos

W 4;(0) = Re(L(=if)) = Im(L(f)) (4.44)

v las ecuaciones(4.43) y (4.44) implican (4.39).

Teorema 4.17 (F. Riesz): Sea L € (LP)*, 1 < p < co. Existe h € L¥ tal que

L= ]fﬁd,u, Vf € L*.
Demostracién. El teorema es inmediato cuando L = 0, asi que supongamos que
Lt 1)

Por el Teorema 4.15 existe g € L7 tal que L(g) = Wy v llgll, =1

Ahora, aplicaremos el Lema 4.16, y para hacer ésto debemos mostrar que la
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funcién

t—ltf +gll, = v, (t)
es diferenciable en ¢ = 0 para cada feLr
Sea w(t) = ¢h(t) = /x 1tf + g|” dp.
Si escribimos f = f; +if, y g= g1 + g2 tenemos

2
2
3

tf + 9" = [(th + ¢1)* + (tf2 + ga)*]

asf que casi en todas partes tenemos:

% [t + 9" = pltf + g [(th + 9) fr + (the + g2) fol (4.45)

para toda ¢.

?

(811l <p<2ylospuntosz € X y t € R son tales que tf(z) + g(z) = 0
entonces el primer factor en la expresién anterior para dit [tf + g|” no est4 definido

y el segundo factor es cero. En este caso, la derivada es 0).

Ahora, para cada t # 0 tenemos

w(t) — w(0) _ ./ ltf+g” = |9de,u (4.46)

i t
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g usamos el Teorema del Valor Medio y la expresién (4.45) para reescribir el

integrando en (4.46) tenemos:

M - / plEs gl Eh ) it Ehat g) bldu  (447)

donde 0 < |t'| < |t| y ' esfuncién dez e X.
(Sil<p<?2 ytflz)+ g(z) = 0, entonces el integrando es cero).

Puesto que t'f; +¢g; < [ f+gl ¥ fi < |fl, el valor absoluto del integrando

en (4.47) es menor o igual que 2p |t'f + glP £l

Si |t| < 1 entonces tenemos que

olt'f + gl 1f) < 20 (1 + g 1]

Puesto que f, g € L?, tenemos que (|f| + g} € I yaque (p—1)p' =P, ¥

también (|f| + |g|)’ " |f] € L por la desigualdad de Holder.

Asi, para toda [t| < 1, el integrando en (4.47) es menor o igual que la funcién

fija

2p (| f] + g1y~ € LV
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Por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue se tiene entonces que

FEP — [ gl?
ttm [ g+t —lgl
t—0 | 5 i

du = / P 9"~ [91£1 + g2 £ At (4.48)

(Si1 < p < 2yg(x) =0, entonces el integrando en (4.48) y en las siguientes

integrales es cero).
Combinando (4.46) y (4.48) vemos que w'(0) existe y que
w'(0) = / 219l [91f1 + gafo] dps (4.49)
: 4
Consecuentemente, ¢;(0) existe también.

Usando (4.49) escribimos

1

; 1 T L
o) = 3 ([ oPan)” wo (4.50)
0

= / 191°7% [g1fs + gofo) dps
X
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El Lema 4.16 y (4.50) implican que

L(f) = |IL] (@} (0) + iplif(0)
= IE /X 19"~ (g1 fr+ gofe) + i (g1f2 — g2f1)) dpe
= izl | 1o asn

Si escribimos h = || L|| |g/" " & € L*" donde

L5 si gla) #0

0 s g(z)=0

tenemos que L(f) = / fhdp. E
X

Enseguida, recordamos (como lo vimos en la geccién anterior, Proposicién 4.6)

que dada g € L7, el funcional lineal

L, : L —K tal que

L) = [ fadu

es un elemento de (L7)" y que ||Ly|| = ||gll,,-

Asf, podemos concluir

Teorema 4.18 Sea (X, F, ) un espacio de medida arbitrario y sea 1 < p < oo.
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Entonces la transformacion

g Lpl—w(Lp)* tal que

i ; ' Y /
es una transformacion lineal de LP sobre (L?)* que preserva la morma. Ast LP Y

(LP)* son isométricamente isomorfos.

Demostracién. Que T preserva la norma se sigue de la Proposicién 4.6 y que T es

sobre del Teorema 4.17. Se concluye asi el resultado. [ ]

4.4. El Caso p = o0

En esta seccién haremos algunos breves comentarios sobre el caso P = 00 que

hasta el momento no hemos abordado.
Dada g € L' sea

b,(f) = ]fgd#

Claramente ¢, € (L*°)" pues

|¢'9(f)’ < N fll gl VfeL™
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De hecho, como en la Proposicién 4.6 puede demostrarse que

l|6oll = llglls -

Asf, la funcién

A 2 L} — (L®)" tal que

satisface

1A = |l = lglly

esto es, A es una isometria lineal y ésto muestra que L' estd incluido en (BT .

Sin embargo, esta inclusién en general no es sobreyectiva. Daremos un ejemplo
especifico de esta situacion.

Sea X = [0,1] y p la medida de Lebesgue.

La funcién

5, : C(X)— Ctalque

50(f) = f(O)
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claramente es un funcional lineal acotado en ¢ (X)) a quien hemos dotado de la norma
|-l Puesto que C'(X) es un subespacio de L*, por el Teorema de Hahn-Banach
existe ¢ € (L>°)" tal que ¢(f) = do(f) = f(0) VfeC(X).

Veamos ahora que el funcional ¢ no puede representarse por integracién contra,

una funcién en L?, es decir, no existe g € L' tal que

o) = [ fotu vfer= (451)

En efecto, consideremos la sucesién de funciones (fa)ney € C(X) definidas por

l-nz si 0<z< ;11
In (33) =
0 si % <l
Gréficamente
1
0 1 1
T

Se tiene que ¢(f,) = f,(0) =1 V¥n e N. Sin embargo, f, — 0 puntualmente
en (0,1] y aplicando el Teorema de Convergencia Dominada tendremos que
ffngd,u —0 Vgell

lo cual muestra que una representacién como (4.51) es imposible.
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Para finalizar, debe comentarse que la prueba del Teorema 4.8 va no funciona
para p = oo debido a que la funcién de conjunto A(E) = G(x ) no necesariamente
es numerablemente aditiva. Sin embargo, A es una medida compleja finitamente
aditiva, acotada y absolutamente continua con respecto a u. Reciprocamente, dada
una medida compleja v finitamente aditiva y acotada en (X,F) se puede definir
de manera natural la integral con respecto a v de una funcién medible acotada y
de este modo se puede obtener una representaciéon de (L*®)" como un espacio de
medidas complejas finitamente aditivas.

Referimos al lector a [8], [6] v [14] para uﬁa exposicién més detallada de este

topico.
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