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Introducciéon

Un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias es un conjunto de dos
ecuaciones diferenciales con dos funciones incognitas y un conjunto de condi-
ciones iniciales. Una solucién del mismo es un conjunto de funciones difer-
enciables que satisfacen todas y cada una de las ecuaciones del sistema. De
manera similar podemos definir los sistemas de tres ecuaciones diferenciales
ordinarias.

El teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones difer-
enciales ordinarias nos dice que dada cualquiera condicién inicial, slempre
existe una solucién definida de manera local, en este sentido siempre existe
soluciones, pero no siempre se puede expresar en términos de funciones ele-
mentales.

Loe métodos de Lie costituyen la herramienta mas importante para re-
solver sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Mediante estos méto-
dos, se pueden encontrar soluciones de algunos sistemas de ecuaciones difer-
enciales o se pueden encontrar primeras integrales, cuyas curvas de nivel
contienen a las curvas fase de las ecuaciones diferenciales correspondientes.

El matematico francés Henry Poincaré revolucioné el estudio de las ecua-
ciones diferenciales mediante la introduccién de los sistemas dinamicos. Como
el resultado de sus estudios se tiene que aunque los sistemas de ecuaciones
diferenciales modelan fenémenos deterministas, pequenas variaciones en las
condiciones iniciales pueden implicar grandes diferencias en el compartamiento
futuro, por lo que imposibilita la prediccion. De esta manera se muestra que
en sistemas deterministas, puede aparecer el caos. Los métodos cualitativos
constituyen herramientas que nos permiten entender el comportamiento de
las soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales, aunque estos sis-
temas no se pueden resolver, en el sentido de expresar a las soluciones en
términos de funciones elementales, en general, los sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias no se pueden resolver de esta manera.

El presente trabajo tiene como objetivo mostrar familias de dos ecua-
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ciones diferenciales ordinarias, para las cuales se puede encontrar una primera
integral, ya que se puede encontrar un factor integrante. Para una ecuacion
diferencial algebrizable (diferenciable en el sentido de Lorch), el producto
del campo vectorial correspondiente por una constante del algebra es una
simetria infinitesimal del campo inicial, de esta manera se pueden obtener
simetrias infinitesimales no triviales, que nos permiten encontrar factores in-
tegrantes inversos, por lo tanto encontramos factores integrantes.

En general, para sistemas algebrizables no auténomos, se pueden en-
contrar simetria infinitesimales, ya que los productos del campo vectorial
asociado, por constantes del algebra resultan simetrias infinetisimales, las
cuales son no triviales cuando la constante del dlgebra no es una constante
real por la identidad del Algebra.

En el caso no auténomo, los resultados de este trabajo pueden servir
para identificar si un sistema cuadratico no auténomo dado. es una ecuacion
de Riccati de tiempo complejo o equivalente a una ecuacién de Ricatti de
tiempo complejo. Esto puede resultar interesante va que para las ecuaciones
diferenciales de tiempo complejo, se han realizado diversas investigaciones.

En el cap’itulo 1 se definen los concceptos de algebra que se utilizan
en este trabajo. dando primeramente la definicién de grupo hasta llegar a
definir K-algebra de Banach. También definiremos lo que es un homomor-
fismo y daremos la definicion de un homomorfismo muy importante, que es,
la primera representacion fundamental de algebras en espacio de matrices.
Ademas daremos un resultado interesante, que es, la existencia y unicidad
del producto tensorial de maodulos y de algebras.

Para el segundo capitulo, se introduce la definicion de diferenciabili-
dad. Daremos, algunos resultados clasicos cuando se habla de diferencia-
bilidad. También daremos algunos resultados importantes de las Ecuaciones
de Cauchy-Riemann en 4lgebras, ya que estos resultados son importante para
la algebrizacion de sistemas de ecuaciones diferenciales.

En el tercer capitulo, primeramente daremos a conocer la definicién de
algebrizacién. En este capitulo trabajaremos con sistemas de ecuaciones
diferenciales en el plano y sistemas de ecuaciones diferenciales en el espa-
cio, asf que daremos algunos resultados para saber cuando un sistema de
ecuaciones diferenciales en el plano o en el espacio es algebrizable. También
daremos la definicién de factor algebrizante v que debe cumplir para poder
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algebrizar algunos sistemas de ecuaciones diferenciales en el plano. Por l-
timo, en el capitulo cuatro trabajaremos con la algebrizacion de sistemas de
ecuaciones diferenciales planares no auténomo.

Este trabajo estd principalmente basado en [2], |3], [6] y [9], las demas
fueron usadas para consultas répidas.
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Chapter 1
Moédulos y algebras

En este capitulo introduciremos definiciones preliminares, como la defini-
cién de modulo, la definicién de dlgebra y la definicién de la primera repre-
sentacion fundamental de un algebra en el espacio de matrices n por n, en
donde n es la dimensién del dlgebra. Uno de los resultados serd la existencia
y unicidad del producto tensorial de médulos.

1.1 Grupos y anillos

Primeramente, antes de definir médulo y algebra, empezaremos definiendo
lo que es un grupo y un anillo, también daremos algunos ejemplos para
entender con mayor claridad.

Definicién 1.1.1. Un conjunto no vacio de elementos G se dice que forma
un grupo si en G esta definida una operacion binaria, llamado producto y
denotada por (-) tal que:

1. a,b e G implica que a - b € G.

2. a,b,ce G implica que a-(b-c)=(a-b). c.

3. Emiste un elemento e € G tal que a-e =¢-q = q.

4. Paratodo a € G existe un elemento a™! € G tal queaa l=alg=c¢.

Definicién 1.1.2. Un grupo G se dice que es abeliano (o conmutativo)
st para cualquier a,b € G se tiene que : a-b=1- a.

Ejemplo 1.1.3. El conjunto de los enteros 7, bajo la suma (+) es un grupo
abeliano.

1. a,b € Z implica que a + b € Z por las propiedades de los enteros, ya
que la suma de dos enteros es de nuevo un entero.

1



2 _ Médulos y algebras

2. a.b,c € Z implica que a+ (b+ ¢) = (a+b) + ¢ por las propiedades de
los enteros.

3. Emiste un elemento e =0 € Z tal que a+0=0+a = a.

4. Para todo a € 7 existe un elemento a=' = —a € Z tal que
a+(—a)=(—a)+a=0.

r

5. a,b € Z se tiene que a+b = b+a por las propiedadades de los enteros.

Ejemplo 1.1.4. El conjunto {—1.1} bajo la multiplicacion usual de nimeros
reales es un grupo abeliano.

1. a,b € G implica que a-b € G.

*1.1=1€{-1,1}
*1.(-1)=-1€{-1,1}
*(-1)-1=-1€{-1,1}

*(=1)-(-1)=1¢€{-1,1}

2. {—1,1} es asociativa bajo (-) por la propiedad de los nimeros reales.

3. Emiste un elementoe=1¢€ {-1,1} tal quea-1=1-a=a.

4. Para todo a € {—1,1} existe un elemento a™! = a € {—1.1} tal que
a-a=a-a=1, ya que cada elemento del conjunto {—1,1} es su propio
IMVerso.

5. Del producto dado, vemos que se cumple la proppiedad asociativa, estos
es, a-b="b-a. para todo a.b € {-1,1}.

Definicién 1.1.5. Un conjunto no vacio R se dice que es un anillo si tiene
dos operaciones, denotadas por + y - tales que para cualesquiera a,b.c € R :

1. a+beR.
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2. a+b=b+a.
J.a+(b+e)=(a+b)+c
4. Eziste un elemento 0 € R tal quea +0=0+q — a.

5. Para todo a € G existe un elemento —a € R tal que a + (—a) =
(—a)+a=0.

6. a-be R.
7. a-(b-e)=(a-b)-e
8. a-(b+c)=a-b+a-c,(b+c)-a=b-a+c-a

Nota: Es decir, un grupo R es un anillo si cumple con las propiedades
6. 7v8.

Definicion 1.1.6. Un anillo R se dice que es un antllo con elemento
unitario si existe 1 € R tal que paratoda a € R se tiene que 1 -a =a-1 = q.

Definicion 1.1.7. Un anillo R se dice que es un anillo commutativa si
para cualesquiera a,b € R se tiene quea-b=1b.q

Ejemplo 1.1.8. El conjunto de los enteros 7, es un anillo conmutativo con
unidad bajo las operaciones suma y multiplicacion usuales de los enteros. En
el Ejemplo 1.1.3 vimos que los enteros son un grupo abeliano bajo la suma,
por las propiedades de los enteros 7, cumple con 6), 7), 8),por lo tanto Z,
es un anillo. Z es conmutativo bajo el producto - por las propiedades de los
enteros, asi que Z es un anillo conmutativo. El elemento unidad eziste en
Zyesell,l-a=aqa-1 = a para toda a € Z, por lo tanto Z es un anillo
conmutativo con unidad.

Ejemplo 1.1.9. El conjunto de los enteros pares es un anilo conmutativo
bajo la suma y multiplicacion de los enteros

Ejemplo 1.1.10. Ei conjunto de los racionales Q es un anillo conmutativo
con unidad bajo la suma y multiplicacion de los racionales.

1.2 Moédulos

Los médulos juegan un papel fundamental en este trabajo, ya que son nece-
sario para dar la definion de lo que entendemos por dlgebra en este trabajo.
También daremos la definicion de homomorfismo de médulos.
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Definicion 1.2.1. Sea R un anillo cualquiera; un conjunto no vacio M se
dice que es un R-mddulo (o un médulo sobre R) si M es un grupo abeliano
bajo una operacion +, con un producto por escalar, tal que para cadar € R
ym € M existe un elemento rm € M de tal modo que se verifica:

1. r(a+b) =ra+rd,

2. r(sa) = (rs)a,y

3. (r+ s)a=ra+ sa,

para cualesquiera a,b € M yr,s € R

Definicién 1.2.2. Sea M un R-mddulo y sea 1 € R tal que 1m = m, para
toda m € M, entonces M es un R-mddulo con unidad.

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F, tenemos que V' cumple con
las definiciones, por lo tanto V' es un F-médulo con unidad.

Ejemplo 1.2.3. El conjunto nZ x nZ de las parejas ordenadas (x,vy), donde
Ty y son numeros maltiplo de n, sobre Z, es un Z-mddulo, donde la suma
de (x1.11), (v2,y2) € nZ x nZ y el producto por escalar z € 7 se define:

(z1.2n) + (3'32~y2) = (1‘1 + 22,51 + y2),

2(x1, 1) = (2 71,2 - 91).
Para todo (z1,11), (z2.y2), (23,y3) € 2Z x 2Z se tiene que:

1 (z1,31) + (22, 92) = (21 + 22,91 + Y2), ¥ como x1 + T2, Y1 + Yo € nZ,
entonces (z1 + T2,y1 + y2) € nZ x nZ.

2. (z1,y1) + (22, 12) = (z1 + 22, 91 + 32) = (T2 + 21, Y2+ y1) = (y2, 22) +
(11 v1).
3 (z1, )+ (T2, ¥2) + (23,33)) = (@1, 91) + (22 + 23, Y2+ y3) = (21 + 22+

z3, 91 + Y2+ y3) = (o1 + 22, 41 + y2) + (23, 33) = (21, 31) + (w2, ¥2)) +
(-7«"3‘:93)~

4. Eziste el neutro tal que (x,y) + (0,0) = (x,y), como 0 € nZ entonces
(0,0) € nZ x niZ.

b

El inverso de (z,y) es (—z.—y) ya que (z,y) + (—2,—y) = (0,0), y
como —x,—y € nZ entonces (—x. —y) € nZ x nZ.
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Por lo tanto nZ x nZ es un grupe conmutativo bajo la suma. Ahora
veamos que cumple con las propiedades del producto por escalar.

Sear,s €Ly (z1,1), (22,y2) € nZ X nZ:

2
(r+s)(z1, 1) = ((r + s)z1, (r + sy) = (r-z1+s-a,r-y +5-13)
=(r-zroy)+ (s 21,8 91) = r(zy, ) + s(z1,91).
2,
r((z1,1) + (22,32)) = r(21 + 22,11 + 12) = (r(2: + Z2), (¥ + y2))
=(r.-a +reozgr oy 4oy = (?".’E],T'yl)-f-('f'-ﬂ?g.?’"yg)
=r(z1, 1) + (22, 10).
3
(rs)(z1,91) = ((rs) - @1, (rs) - y1) = (r-s- 21,7 5-31)
=7(s 21,8 31) = r(s(z1,31)).
4.

Wz, p1) = (1-21,1-31) = (21, 11).

Ejemplo 1.2.4. El conjuntos de las matrices de m filas con n columnas con
entradas en R, es un R-mddulo con la operacion adicion de matrices y
multiplicacion por escalar de R, definidas:

1)(Adicién de matrices). Si A, B € My sm (R), entonces A+ B es la matriz
cuya entradas i,j estd dada por [A + B);; = [4]i; + [Bli ;.
2)(Multiplicacién de matrices por escalares). Sia € Ry A € Mywn(Z),
entonces [aA] es la matriz cuya entrada i, estd dada por [aA]; ; = a[A]; ;.

Definicién 1.2.5. Un homomorfismo de médulos es una funcién f -
My, — M, entre los R-médulos My y My tal que si para todo r € R Yy
m.n € My, se cumple

L. f(m+n)= f(m) + f(n).
2. f(rm) =rf(m).
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Si f es ademds inyectiva y suprayectiva decimos que f es un isomorfismo de
maodulos.

Ejemplo 1.2.6. Definamos la funcién f: 27 x 27 — My o(Z) como:

san= (50 ).

Veremos que es un homomorfismo de Z-mddulos. Sear € Z y (a,b), (c.d) €
2Z % 2Z :

I,
F((a,b) + (c,d)) = f ((a+ e, b+d)) = (a+ch(b+d) b-?—d)
=(agb §)+(c§d 2)=.f(ﬂ-eb)+f(c,d.).

2.

f(r(a,b)) = f(ra.rb) = ( m;””b fb ) :r( i o ) = f{a,b).

1.3 Algebras

En esta seccion daremos la definicion de lo que entendemos en este trabajo
por algebra y de homomorfismo de dlgebras, también se daran ejemplos de
dlgebras que son interesantes. Ademas hacemos la aclaracion de que K,
denotard al campo real R o al complejo C.

Definicion 1.3.1. Sea M un R-mddulos, y supongamos que existe una op-
eracion binaria definida entre elementos de M, (-,-) : M x M — M, tal que

es bilineal con respecto a la suma, es decir, tal que para todo u, v, w € M,
A€ R:

Lu-(v+w)=u-v+u- w.
2. (vtw)u=v-utw- u
3ou- (M) = (M) -v=ANu-v).

Entonces llamaremos A = (M. ") dlgebra sobre R o R-dlgebra.
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Ejemplo 1.3.2. Veamos que A = (R3, %) es un dlgebra sobre R, donde x
denota el producto vectorial o producto crusz.

Sabemos que R? es un espacio vectorial sobre R, esto quiere decir que R3
es un R-mddulo, tenemos que el producto vectorial es distributivo y bilineal,
por lo tanto tenemos que A es un R-dlgebra.

Definicion 1.3.3. Una R-dlgebra asociativa conmutativa con unidad
0 dlgebra asocitiva conmutativa con unidad sobre un anillo conmu-
tativo con unidad R es un R-mddulo A con un producto, el cual es una
transformacion bilineal A x A — A denotada por (z,y) — zy. de tal manera
que se liene asociativilidad, conmutatividad y existe un elemento e € A que
satisface ex = xe = x, para todo z € A. A e se le llama la unidad de A.

La bilinealidad de (z.y) — xy implica que para todo x,y.2 € A y o € R, se
tiene:

i) ;L'(y+z)=3:y+1'z.($+y)z=;rz+yz.

) a(zy) = (ax)y = z(ay).
La asociatividad implica que para todo x,y, 2 € A, se tiene:
i) z(yz) = (ay)e2.
La conmutatividad implica que para todo x,y € A, se tiene:
iv) Ty = yz.
Conviene aclarar que en este trabajo a lo que nosotros llamaremos alge-

bra es un algebra asociativa, conmutativa con unidad.

Cuando un elemento a € A se llama regular si existe a=! € A, tal que
e 'a=aa"!=e, donde € es la unidad de A, a™! se llamael inverso de a. al
conjunto de los elementos regulares lo denotaremos por G(A) . Sia€ A no
es regular, entonces a se llama singular.

=i

El conjunto G(A) es un grupo con respecto al producto del dlgebra. Ten-
emos que el producto es asociativo, que la identidad e est4 en G(A) v que
existe el inverso, lo Gnico que falta ver es que es cerrado.

Seau,v € G(A), tenemos que u~!,v~! G(A), ademas que (uv) (v u1)
e entonces uv € G(A). Por lo tanto tenemos que G(A) es un grupo.
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Los siguientes ejemplos son interesante, en especial el Ejemplo 1.3. 6,
llamado el algebra de los complejos, va que veremos mas adelante que es
un algebra normal.

Ejemplo 1.3.4. El R-mddulo R? es una R-dlgebra con el producto:

(@1, 1) (22, ¥2) = (z122, 21Y2 + Y129),

veamos que es bilineal, asociativa, conmutativa y existe la unidad. Seaq
(z1,91), (22.%2), (z3,93) enR2 ya € R . entonces

(@1, 91) (22, y2) + (23,93)) =(21. 1) (22 + 73, Y2 + 13)

(®1(z2 + 23), 21 (2 + y3) + y1 (22 + 23))
(122 + 123, 2192 + T1Y3 + Y122 + Y123)
(z122, 2192 + Y122) + (2123, 213 + Y123)
(@1.y1) (22, 92) + (21, 31) (23, ¥3).

Il

Il

Il

((z1,91) + (22, 92)) (23, y3) =(21 + 22,91 + ) (23, y3)

((z1 + 22)zs, (11 + y2) w3 + (21 + 22)ys)ys)
(2123 + 2223, Y123 + Yox3 + T1Y3 + Tays)
(
(

Il

Il

T123, Y173 + T2y3) + (22x3, Yox3 + T1y3)
z1,y1)(@s, ¥3) + (22, y2) (23, v3),



1.3. Algebras

i)

a((z1, 11)(z2,12)) = (mlxﬂ,xly?-}_ylxﬂ
az1za, a(z1Y2 + y122))

Il

(

(axyz9, m1ys + Qyyx)
(xy, ayy) (22, y42)
(a(@1, y1)) (22, 2),

a((z1, y1)(22, y2)) =a(z122, T1Y2 + y129)
(az172, 212 + 1172))
(az129, 0 Y2 + Qyy 22)

(1029, T100y2 + Yy Qxg)
(21, 1) (owa, aya)
(1, 1) (a2, 32)).

I

Il

en i) y ii) tenemos que el producto es bilineal.

iii)

(1, 91)((%2. y2) (23, 3)) =(x1, 1) (w023, T2y3 + Y273)

(212223, 21 (22y3 + y223) + y12223)
(12223, T172Y3 + 21y + y12923)
=(212223, 21%2y3 + (T1y2 + Y122)73)
(
(

JI

T1T2, T1Y2 + y122) (73, Y3)
(Tlayl)('TQ yz))(:rSJJS)

Il

en iii) tenemos que el producto es asociativo.
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(21, 1) (22, y2) =(z122. 212 + Y172)
=(z221. 22y1 + Yor1)
=($25y2)(371,3}1)~

en iv) vemos que el producto es conmutativo.

v) La unidad es e = (1,0) € R?,
(1,0)(z. y) = (1z,1y+0z) = (z,y), (x,y)(1,0) = (21, 20+yl) = (z,y).

Ejemplo 1.3.5. El R-mddulo R? es una R-dlgebra, con el producto:
3 1 3 1
(21, 22)(y1,y2) = (5219145 (@192+ 221 —2a12), 5 T2W 5 (T1yataayi—z1m)),

11
donde la unidad es e = (5 5)

Ejemplo 1.3.6. (Complejos). El R-mddulo R? es una R-dlgebra, con el
producto:

(x1,91) (22, 42) = (@122 — V1Yo, T1y2 + 22y1),

donde la unidad es e = (1,0). Denotaremos a esta dlgebra como C.

El siguiente ejemplo es de nuestra interés, ya que en estas algebras alge-
brizaremos sistemas de ecuaciones planares en el capitulo tres.

Ejemplo 1.3.7. El R-médulo R? es una R-dlgebra, con alguno de los sigu-
tentes productos:

5] €9

I) €1 | €1 (4]
€y | €9 —bel-l-(LEg

€] €g

I7) | e1 | —ae; €]
€2 | € €9

’ €1 €2

III} €1 | €1 0
€9 0 €9
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El siguiente ejemplo es de interés para nosostros, va que en la Seccion
3.2 trabajeremos con los siguientes productos.

Ejemplo 1.3.8. R? es un dlgebra A = (R3,.) donde - es alguno de los
sigutentes tres productos

(5] €2 €3
A) €1 ] € €2 €3
es | eg —ae) — ceg — eea —bey — dey — fes
€3 | €3 —be] = d82 = f63 —hﬁl = jeg —t 163
€1 €2 €3
B) €] —a€e)] — Ceéz — €eeg (] —bﬁl — deqg — f(i3
€a | € € €3
€3 —bcl = dcg - fﬂg €3 —hCl == ng = l(33
c1 €9 €3
c) €1 | —ae; — ces — eeg —be; — d'tig — fes e
ey | —be; — des — fey —hey — jey — leg e
€3 | €1 s €3

Sabemos que R3 es un espacio vectorial, ahora lo que haremos es ver que A =
(R3,.) tiene estructura de dlgebra con respecto al producto Tipo A. Tenemos
que el producto entre elementos de A se define como (z,9,2), (u,v,w) =
(zu — ayv — byw — bzv — hzw. 2v + yu — eyu — dyw — dzv — Jzw, zw —eyv —
Jyw + zu — faw — lzw), veamos que se cumple que es bilineal, asociativo y
conmutativo.
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1) Veamos que es bilieneal:

(z1.y1, 21) (22, Y2, 22) + (23, ¥3, 23) =(®1. 91, 21) (22 + T3, Y2 + Y3, 21 + 23)

y

(w1(w2 + x3) — ay1(y2 + y3) — by1(z2 + 23)

— b21(y2 + y3) — hz1(22 + 23),

x1(y2 + y3) + y1 (22 + 23) — cya(y2 + y3)

— dy1 (22 + 23) — dz1(y2 + y3) — j21(22 + 23),
z1(21 + 22) —eyr(y2 + y3) — fy1(z2 + 23)

+ z1(z2 + 23) — f21(y2 + y3) — lz1(22 + 23))

=(z172 — ay1y2 — by122 — bz1y2 — hzg 29,

T1y2 + Y122 — ey1y2 — dyrz1 — dz1ys — jz129,
T120 — eyrye — fyr122 + 2122 — fr1yp — 121 20)
+ (2123 — ay1y3 — by123 — bz1ysz — hz 23,
T1Y3 + 123 — cyy3 — dy123 — dz1y3 — jzi 23,
r123 — eyy3 — fynza + 2173 — fa1y3 — lz123),

(@1, 41, 21) (T2, Yo, 22)) =a (2172 — ay1y2 — byr22 — bz1ys — hzi2a,

T1y2 + Y122 — cry2 — dy1z2 — dz1ye — j21 20,

T122 —eyrya — fyr22 + 2122 — fziye — l2120)
=(az122 — aayiys — bayr 22 — baziys — hozy 23,

atiys + ayi1r — coyrye — day zp — daziys — jazi 2,

az129 — eayrys — fayize + a2 — faziys — lazyzg)

=(az1, ayi, az1)(22. y2, 22) = (a(z1, 91, 21)) (22, Y2, 22),

(21,91 21) (22, Y2, 22)) =e(@122 — ay1y2 — by122 — bz1yo — h2y 29,

T1Y2 + 122 — cyry2 — dyrz2 — dz1ye — j2120,

Z12z2 — ey1y2 — fynza + 2122 — fz1y0 — l2120)
=(azizy — acy ys — bayi 2o — bazys — hazy 2,

ar1yy + oy122 — cayrye — dayiz2 — daziys — jozy za,

ax1zp — eay1ys — fayize + azizs — faziyy — laz )

=(21,y1, 21)(ze, o, avzo) = (21, Y1, 21) (22, Y2, 22)).
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it) Veamos que es asociativo:

(z1,91. 21) (22, Y2, 22)(23, ¥3, 23) =(21, Y1, 21)(T2T3 — ayays — byazs — b2oys — hzo2a,

2oys + Yax3 — cyoys — dyazz — dzoys — jzozs,
Toz3 — eyays — fya23 + 23w3 — faoys — lzoz3)

=(21(x223 — ayays — byazs — bzays — hzozg)

— ay1(T2ys + Y223 — cy2ys — dya23 — dzayz — j2zo23)

— by1(z223 — eyays — fyazs + 2313 — f2oy3 — l2223)

— bz1(Zays + Y223 — cyays — dyo2z — dzays — j2az3)

— hz1(z223 — eyays — fya23 + 2323 — f2ays — lzo23),
y1(z2y3 + yaz3 — cyays — dyozz — dzays — jzoz3)

+ y1(2223 — ayoys — byzzz — bzays — hzpzs)

— cy1(Z2ys + Y23 — cyays — dya23 — dzays — j2223)

— dy1(z223 — eyoys — fyazs + 2303 — f20y3 — lzgz3)

— dzy(r2y3 + Y23 — cyays — dyazz — daoys — jzoz3)

— jz1 (2223 — eyays — fyaza + 2323 — fzoys — lza23),
z1(2223 — eyays — fyozs + 23x3 — fzoys — l2923)

— ey (T2ys + yox3 — cyays — dyozz — dzays — jzazs)

— fy1(x223 — eyays — fyezs + 2323 — f2oys — lzozs)
+ z1(7273 — ayays — byazz — bzays — hzazz)

— fa1(22ys + Y223 — cyays — dyozz — dzoys — jzo23)
— lz1(z223 — eyoys — fya23 + 2373 — f2oys — l2p23))

=(x122 — ay1y2 — by122 — bz1ya — hzy 2o,

T1Y2 + Y122 — cyrye — dyi122 — dz1ye — jz129.
T122 — eyrye — fyr22 + 2122 — fz1y2 — l2129)
(23, Y3, 23)

=((z1, 91, 21) (T2, Y2, 22) ) (3. 3. 23)
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it1) Por ilitmo veamos que es conmutativa

(x1,91, 21) (22, Y2, 22) =(2122 — ay1y2 — by122 — bz1y2 — hz12,
T1Ye + Y172 — eyryz — dy1z1 — dziys — j2 22,
T129 — eyrye — fynze + 2122 — faye — la22)
=(zax1 — ayay1 — bya21 — bzoyr — h2e2y,
Tay1 + Y2%1 — cyayy — dy221 — dz21y1 — J2a21,
T2z — eyayy — fyez + 2221 — faayr — lzoz1)
=(x2,y2, 22) (%1, Y1, 21)

Definicion 1.3.9. Un homoemorfismo de R-dlgebras es una funcion ¥ :
A — A entre las R-dlgebras A y A', si para todo a,a1,a0 € A y A € R, se
cumple:

i) Y(a1 + az2) = ¥(a1) + Y(a2).
i) P(Aa) = M(a).
ii) Y(araz) = (a1)(az).

stey ¢ son las unidades de A y A', entonces:
w) Y(e)=¢.

Ademas, si Y es inyectiva y sobreyectiva, se dice que v es un isomorfismo
Py ! 7 ¥
de R-dlgebras y que A y A son R-dlgebras isomorfas.

Ejemplo 1.3.10. Sea f una funcidn, que va del dlgebra del Ejemplo 1.5.4
al dlgebra de las matrices Ma(R), que se define como:

f(x1y)=(§ 2)

La funcién es un homomorfismo de R-dlgebras, como verificaremos a contin-
uacidn. Sear € R y (2,y), (w,2) € R?:
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9
flon) + @) =ferwysa= (577 9 )
-(: 3)+(‘j 3,)=f(w,y>+f<-w.z).
ii)
f(r(z.m)) = f(rz.ry) = ( " :.’T ) - r( ’ 2 ) =rf(z,y).
i)
a0 20) = Sz ) = (20 0
:(;2)(f 3):ﬂmwﬂma.
i)

ﬂ@—ﬂLm=($$):a.

1.4 Primera representacion fundamental

Un isomorfismo de R-&lgebras es la primera representacion fundamental de
dlgebra en un espacio de matrices, que se dard a conocer en la siguiente
seccion. Estas representaciones fundamentales nos ayudan a entender a las
K-édlgebra, ya que mediante éstas el producto de algebras corresponde a
productos de matrices. También las representaciones fundamentales seran
importante para la algebrizacion de sistema de ecuaciones diferenciales.

Dada una base 8 = {w;, ws, ..., w,,} de un algebra A de dimensién m,

el producto de dos elementos w; y w; pertenece a A, por lo tanto se puede
expresar como una combinacion lineal de los elementos de 3, es decir,

m
Wy = E Cijk Wk
k=1
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a los escalares ¢;;) se les llama constantes de estructuras asociadas a /.

Denotaremos por R;, para 1 < j < m, a la matriz dada por

Cj11  Cjml
Rj = '
Citm " Cjmm

La primera representacién fundamental de A asociada a la base 3 es el
isomorfismo de algebras Rp: A — M,,(K) definido por

Rﬁ:-wj%Rj
para 1 £ j < m.

Ejemplo 1.4.1. Calculemos la primera representacion fundamental R de la
R-dlgebra dada en el Ejemplo 1.3.4, evaluada en los elementos de la base
estandar,

(1,0)(1,0) = (1,0) = 1(1,0) + 0(0,1), e131 = 1, €112 = 0,
(1,0)(0,1) = (0,1) = 0(1,0) + 1(0,1), e121 =0, 122 = 1,
(0,1)(1,0) = (0,1) = 0(1,0) + 1(0,1), e211 = 0, ca12 =1,
(0,1)(0,1) = (0,0) = 0(1,0) + 0(0,1), cag1 = 0, €222 = 0,

son las matrices

R(l,O):((l) ?) R(0,1)=((l} g)

Asi obtenemos la representacion R : A — M(2,R) de R en las matrices de
M(2.R) con entradas reales, definida por

R(z,y):(Z g)

Por lo tanto, el conjunto de matrices

{(5 2)mwer)

es una R-dlgebra con respecto al producto usual de matrices, que es isomorfa
a la R-dlgebra dada en el Ejemplo 1.5.4.
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Ejemplo 1.4.2. La imagen de la base estindar bajo la primera repre-
sentacion  fundamental del dlgebra A dada en el Ejemplo 1.3.5, son las
matices

3 1 11

2 2 2 32
R(1,0) = , R(0,1) =

11 1 3

3 2 2 2

Lo que nposostros nos interesa es ver como cambia la primera repre-
sentacion fundamental del dlgebra cuando cambiamos de base, en el siguiente
resultado mostramos como cambia la primera representacién fundamental.

Proposicion 1.4.3. Sea A una dlgebra, que es el espacio K™ con un pro-
ducto, y Rg, R, las primeras representaciones fundamentales de A con re-
specto a las bases [3,7, respectivamente. Denotemos por S; = Rs(Bi) v
Ri = Ry(vi) para i = 1,..n, y S = (s;;) la matriz cambio de base. Bajo
estas condiciones tenemos que

Sj = S_l Z SiniS

i=1

para j=1,..,n.

Prueba Tenemos que

BiB; = Z-Dijpﬁpf (1.1)
D
yva que 3; = Ej 857, tenemos del lado izquierdo de (1.1)

BiBi = (1 sum) (o 8mi¥m) = 303, 818ms 3o Clmk Ve
= k2 X 8i5miClmk Ve g

ahora del lado derecho de la ecuacién (1.1) tenemos

Z ijpﬁp = Z Z SkpDiipVe, (1.3)
P kK p
de las tres ecuacionse tenemos que

22 stismiCimk = 3 sipDizp, (1.4)
I m P
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entoces tenemos que
n
SSj = Z Sing'S
=1

lo cual demuestra el teorema. W

Ejemplo 1.4.4. Sea A la R-dlgebra del Ejemplo 1.5.1, sea v = {ej.ea} la
base esindar de R?, y B = {f1, B2} base de R?, donde 1 = e1+e2 y B = e;.
Tenemos que

B181 =2p1 — B2
B1B2 =p1
Bafa =P,

asi que la primera representacid fundamental con respecto a la base 3

R(ﬁl):(i é) R(ﬁz):(é g’)

En el Ejemplo 1.4.1 calculamos R(ey) y R(es). Vemos que se cumple la
proposicion 1.4.8

R(B1) = 57 R(e1)S + S~ R(e2)SR(B2) = S R(e1)S + 0 S~ R(e)$

, o i (0 1
5_(10)’3 ‘(1—1)'

1.5 Algebras normales

donde

Las algebras normales son importantes debido a que estan relacionadas con
las formas canénicas de Jordan, y las formas canénicas de Jordan son de
gran importancia para la algebrizacion.

Teorema 1.5.1. Para cada matriz A € M,(R) eziste una matriz J €
M(n.R) llamada forma candnica de Jordan de A y una matriz invertible
Be M(n,R), tal que A= B-1JB.

Para cada matriz J una forma canénica de Jordan, le asociaremos una
R-dlgebra J de dimension n, donde est4 es una subalgebra de M, (R).
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Cada forma de canénica de Jordan J € M,(R) es una matriz del tipo

B: 0 <« B
0 Bs 0
0 0 .-+ B

en donde los B; € My, (R) para i = 1,2,---,[ son bloques de Jordan de
alguno de los siguientes:

I)B; = (A), lamado bloque de real simple,

IN)B; = ( ; - ), llamado bloque complejo simple,

o
@ 00 0
1 p 0 0

mnB;=| 0 1 p 0 ], llamado bloque de Jordan real, y
000 v pu
¢ 0 0 0 0
L C 0 --- 0 0 1L o

-1 0 L C 0 0 e |l R W -

IV)B; . , O ( A, I 0o 1)

o o0 .- I, C

llamado bloque de Jordan complejo. Por lo tanto se tiene que n = ky + ko +
0 o klw

Sean 0; : M, (R) — M,(R) las secciones que sustituyen en la matriz cero

M,(R), a la matriz A € My, (R) en la posicion del bloque B; de la matriz
J; parai=1,2,--. 1, es decir

(o |

=]

oi(A) = A
Okﬂ-l
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donde 0; es la matriz de ceros de dimensién i.
Por ejemplo, sea

donde

B; = (2), es un bloque real simple y
1 -2

Ba={2 1

entonces o9 : Ma(R) — M;3(R). Por lo tanto

3 -5 o8 e
a3 41 =103 -5
0 4 1

Sea I;, M;. N; € My, (R), donde

. es un bloque complejo simple,

1T sew
I, = © ..t |, es la matriz identidad,
0o -~ 1
0 -1 0 0
1 0 0 0
M; = 5 : , cumple Mf ==L, ¥
0 0 0 -1
0 0 10
0 0 0 0
10 0 0
Ny = .+ .. ¢ 1|, esla matriz nilpotente.
o0 -~ 00
00 -~ 10

Definamos al conjunto de matrices 3 = {B;; : 1 < i < [,1 < j < k;}
de la siguiente manera:

i) B;1:= 0i(1) si B; es bloque real simple.
ii) Bi1 = 0i(l;), Bip = 0;(M;), si B; es un bloque complejo simple.

iii) Big i=woi(L) y Biji= Ui(Nijfl) para j = 2, k; si B; es el bloque
de Jordan real.
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iv) Bi1:=0y(L;), Big := 0i(M;), Bigj41 := 0i(N7) y B;2ji2 = Biooi(NY)
k; ;
para j=1,.-, -5 — 1 si B; es bloque de Jordan complejo.
El espacio lineal generado por £ es una R-algebra de matrices J, tal que

£ es una base del espacio lineal y J contiene a la matriz .J.

Veamos que es una R-algebra de matrices J. Podemos ver que B;xBj; =
0 para toda i # j.

Ahora veamos que o; es un homomorfismo de algebras. Sea A, B €
My, (R), entonces

0 0 0 0 0 0
oi(AB) = | : AB = A B
0 0 0 0 0 0
= 0;(A)oi(B).

De estd propiedad podemos ver que si el bloque B; es un bloque real simple,
un bloque complejo simple o un bloque de Jordan real, las B 1558,
conmutan. Si B; es un bloque de Jordan complejo, faltaria ver que B
conmuta con B; »j41. Para esto solamente falta ver que Ni2 conmuta con J;,

000 - 00)/J 00— 00 000 - 00
Ioo0o--00|[0Jo0 - 00 J OO - 00
0710-00]||00J - 00 0J0 - 00
NiJi=| . . . . .. N N .

00 0 00|00 o0 J 0 00 0 0 0
00 0 10/ \o 0 o0 07/ \o oo J 0
00 0 00\ /J 0 0 0 0
100 000 s o0 0 0
0 10 o0 ||lo o s 0 0 )

- @ i W ..=~I£N;-i-
000 - 0 000 - J 0
000 - 10/\ooo .. 0J)

donde I, J, I € My(R).

Por lo tanto tenemos que los elementos de 4 conmutan.
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Definicion 1.5.2. Llamamos dlgebra normal de matrices al dlgebra J
generado por B; j : 1 <i <11 <7<k

Ejemplo 1.5.3. Sea

3 -4 0
A=| 0 -1 -2
0 4 3

tenemos que su polinomio caracteristico es P(A) = (3 — A\)(A\? — 2A17), en-
tonces la forma candnica de Jordan asociada a la matriz A tenemos que

es
0

30
J=101 -4
0 4 1

y la matriz cambio de base es
1 01
B=|1010 ],
011

la base 3 de la R-dlgebra de matrices J asociada a la matriz J es:

10 0 0 0 0 00 0
By, = 00 0 |,By= 01 0|, Byo= 0 0 -1
0 0 0 0 0 1 01 0

es decir que

z 0 0
J= 0 y —2z |:z,y.2€R
0 z w
Ejemplo 1.5.4. Sea
2 1 1 1 0 1 0 0
3 7/2 1 5/2 -2 1 3/2 -1
-2 -1/2 2 -1/2 2 1 -3/2 1

-5 -4 -4 -3 0 -2 -4 -4
2 52 =2 T2 1 -3 32 4

7 17/2 8 19/2 -2 0 17/2 4
2 -3/2 -1 -5/3 2 -1 -3/2 3
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tenemos que su polinomio caracleristico es P(\) = (A—2)4(A2 —61425)2,

entonces la forma candnica de Jordan asociada a la matriz A es

?

(ool o I R 1 o VI o o
oo oo Eo
.. o M = ol Y e I e e Y
w0
[F]
il oo o ogo
m oCcCoo oo o
-~
m =l = Tl o R o e
S coMoOoCcoOoOCo
==
cococoocoo T e = oo CocoooQ
| OO O = O r~+ ™~ -~ =
=
0O S o (= i T Tl - R O .m I
S
~tt L L e L = Y s s O o T o 2
0000_300 = DDA
coococooHO = ol
coocomdt oo [
OO OO = S
o R i s Tl Wl o o T o B = oo o
O OOCHHO ™ .muu
coN—-OocOoCoCO i £ (==l e T B W =
3 O H O - ™m~OOo
ocNHOoO oo oo © = cocooo0ooO
@ o o0 -HOO -
NHOOoOOOOO =S iz T R o = )
e ~= Il S ooco-oocoo
2
a3
I 2 Q o ccHocOoOoOo O
—~
m 8 o-Hooo0ooo
~ QV
w - = = = I T e
‘e
S \a} .
g L
£ s Il
3 = —~
= —
= =2 Q
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Definicién 1.5.5. Diremos que dos K-dlgebras de matrices A y B en M, (K)
son semejantes si existe una matriz invertible P € M,(K), tal que A =

P-1BP.

Definicion 1.5.6. Una R-dlgebra A se llama dlgebra normal si A es el
espacto lineal R" y la imagen de su primer representacion fundamental aso-
ciada a la base estdndar es un dlgebra normal de matrices.

El siguiente ejemplo es una algebra normada.

Ejemplo 1.5.7. La R-dlgebra R? del Ejemplo 1.3.1, es una algebra  nor-
mal, ya que su primera representacion fundamental asociada a la base es-
tandar, las calculamos en el Ejemplo 1.4.1, son:

R(l,O)z(é ?),R(O.l)=(? 8)

1.6 K-algebras de Banach

Primeramente recordemos que un espacio normado sobre un campo
K es un espacio lineal E sobre K con una norma, la cual es una funcién
[|-]]: E— R, tal que:

i) ||z|| > 0 para toda z € E, y ||z|| = 0 si y sélo si z = 0.
ii) ||az|| = |a|||z|| para toda z € Ey o € K.
iii) [l +y|| < ||z]| + ||yl| para toda z,y € E.

También recordemos que un espacio de Banach sobre un campo K
es un espacio normado en el cual toda sucesién de Cauchy converge.

Definicién 1.6.1. Una K-dlgebra normada o dlgebra normada sobre
K es un espacio normado A sobre K, elcual tiene estructura de K-dlgebra,
y que ademds la norma || - || satisface ||zy|| < ||z||||y|| para toda z,y € A y
le]| = 1, donde e € A es la unidad.

Ejemplo 1.6.2. Sea ] una dlgebra de matrices, donde los elementos de ésta
dlgebra son de la siguiente forma

(52)
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definimos la norma, || :J — R como:

| z 0 |= [222 + y?
yow) 2

Se puede ver facilmente que |e| = 1. Ahora veamos que si

- xz 0 yB= zO)E
y oz w oz

entonces |AB| < |A||B|, tenemos que
25222 + y*uw? + (zw — y2)? > 0
22222 + y*uw? + 2%w? — 2zwyz + %22 > 0
42222 + yzw2 + 2z%uw? + 2yz2 > 22222 4+ 22 + z?w? + 2rwyz
(2:::2 x5 '5412)(2:;2 + 'w2) > 22222 + y222 + 22w + 2rwyz
|A||B| = |AB].

Definicion 1.6.3. Una K- dlgebra de Banach o dlgebra de Banach A

sobre K, es una A-dlgebra normada cuyo espacio normado es un espacto de
Banach sobre K.

Ejemplo 1.6.4. Sea C una R-dlgebra normada con la norma euclidiana es
un dlgebra de Banach.

Ejemplo 1.6.5. Definimos el conjunto C([0,1],C) como el conjunto de fun-
ciones continuas y acotadas de [0,1] a C es un espacio de Banach, con la
norma del supremo, f € C(|0,1],C),

|1 = mazaejo | f(2)]]



Chapter 2

Diferenciabilidad

En este capitulo trataremos temas de diferenciabilidad de Fréchet en espacios
de Banach y de diferenciabilidad de funciones entre modulos de Banach.
También definiremos la derivada newtoniana y la derivada de Lorch, veremos
la relacion entre estas definiciones.

2.1 Diferencial de Fréchet

Primeramente recordaremos la definicion de diferenciacion y veremos algunos
resultados como la regla de la cadena.

Definicion 2.1.1. Diremos que una funcidn f : U € E; — Eg, definida
en un subconjunto abierto Ude un espacio de Banach Eq con valores en un
espacio de Banach Eg, es diferenciable en el sentido de Fréchet en un punto
zo € U si existe un operador lineal acotado L : E; — Eg, tal que se cumple
el siguiente limite

i (@0 + 1) — f(zo) — L(h)|le,

h—0, h
5 [|h|E,

= 0.

Cuando esto se verifique, denotaremos por D f(xq) al operador L y lo
Hamaremos diferencial de f en xo. Diremos que f es diferenciable en U si f
es Fréchet diferenciable para todo punto de U.

Cuando E; = R™ y E2 = R™, se sabe que si f es Fréchet diferenciable en
un punto rp, entonces las primeras derivadas parciales de los componentes
existen y el diferencial D f(zg) esta dado, con respecto a la base estandar de
R™ y R"™, por la matriz jacobianade f en zq:

27
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on  Bn op
or;  Ox2 Oy
o on o
Df(mg)= | 7 ™ b
fm  Ofm . Ofm
6::1 51‘2 Ozn

|z

en donde |,, significa que todas las derivadas parciales se evaluan en z.
Esto también se obtiene cuando Ey = C™ y E; = C".

Recordemos los siguientes resultados que se obtienen en la diferenciabili-
dad. Sean f,g: U C E; — Es, funciones definidas en un subconjunto abierto

de un espacio de Banach E; sobre K y con qué espacio de Banach E, sobre
K. Entonces

e La suma f + g de funciones Fréchet diferenciables es Fréchet diferen-
ciable y su diferencia en un punto zg € U, que es un operador K-lineal
de E; a Eg, esta dado por

D(f + g)(@0) = Df(z0) + Dg(x0).

e El producto de una funcién Fréchet diferenciable por una constante es
Fréchet diferencianble y su diferencial en un punto zg € U. que es un
operador K-lineal de E; a Eq, esta dado por

D(cf)(zq) = D (0).

Los siguiente resultado son clasicos cuando se estudia la diferenciabilidad
de funciones en espacios de Banach.

Teorema 2.1.2. (Regla de la cadena). Sean f:U CEy - Ey yg: W C
Ey — E3 funciones, donde U y W son conjuntos abiertos con f(U) C W, y
E1,Ez y E3 son espacio de Banach sobre K. Si f es Fréchet diferenciable en
2o y g es Fréchet diferenciable en f(xq), entonces gof es Fréchet diferenciable
en xg se cumple la regla de la cadena

D(g o f)(z0) = [D(g(f(20))D(f(z0)).

Esto es,
[D(g e [)(xo)](v) = [D(g(f(zo))I([D(f(20))](v)):

para todo v € Eq.
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Prueba .- Veamos que
lira 19U (@0 + 1) = 9(f(20)) ~ Dg(S(20))[DJ(20)(x — z0)lle; _ )
b (17|,

Para esto estimaremos el numerador:

I(g e £)(@) — (g0 f)(z0)—Dg(f (o)) (D f(z0)(x — In))”
=ll(g o £)(z) = (g © f)(w0) - ( (z0))[f () = f(z0)]
+ Dy(f(20)[f(z) — f(= ) Df(zo)(z — «Lo)]H
<[[(g e £)(=@) = (g f)(@0o) — Dg(f(x0))[f(z) — f(o)]ll
+ [|1Dg(f(x0))[f(2) — f(z ) JDf(DAo)(ir — 20)]||
Como f es diferenciable, existen 6y y M > 0 tales que || f(x) — f(xo)|| <

M]||x — zo|| siempre que ||z — ap|| < . Dado ¢ > 0. por la definicion de
diferenciabilidad de g, existe 4, tal que ||y — f(xg)|| < d; implica

o) ~ 9(f(z0)) = Da(f o)l — Sao)l| < (537 ) Ilv — (o)l
Asi, ||z — zg|| < 82 = min{dy, 41} implica

llg(f(2)) — g (w0)) — Dg(f(z0))f(z) — f(o)]ll o E

|z — 2ol|

3]

Como Dg(f(zp)) es una transformacién lineal, sabemos que existe N
constante tal que ||[Dg(f(z0))(y)|| < N||y|| para todo y € Es. Ahora bien,
por la definicién de diferenciabilidad, existe d3 > 0 tal que ||z — 2q|| < d3

implica
£ (x) — f(2o) — Df(zo)(z — zo)|| €

[E 2N’

Entonces ||z — zg|| < d3 implica

[[1Dg(£(20))[f(z) ~ f(z0) — Df (wo)(x — zo)ll| _ €

l|$—$0|\

[ S]

Sea d = min{da, d3}. Asi, ||z — 2¢|| < J implica

ll(g © /)(=) — (g0 f)(z0) — Dg(f(20))(Df(z0)(x — z0))l] s

|z — o]

lo que demuestra la formula. W
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Teorema 2.1.3. (Teorema de la funcién inversa). Sean Eq,Es espacios de
Banach sobre K ambos de dimension finita n y U C E; abierto. Supong-
amos que f : U C E; — Ey es continuamente diferenciable en xq € U y
det(Df(zo)) # 0. Entonces existe un conjunto abierto V.C U C Ey, que
contiene a xg y un conjunto abierto W C Eq. que contiene a f(xzg), tal que
f:V — W tiene una inversa continua f~! : W — V, la cual es diferenciable
para toda y € W y satisface:

D(f)(y) = DG

Prueba .- Como det(Df(zg)) # 0, entonces D f(zg) es invertible, luego
existe Df(z0)' v ||Df(z0)|| # 0. Como f es diferenciable en zg, existe
8 > 0 tal que si @ € E; y ||z — 2¢|| < 4, entonces

||z — ol
[|f(x) = f(zo) = Df(wo)(x — x0)|| £ AD o)’

v por lo tanto

|1f(x) = flzo)ll = |If(z) = f(z0) — Df(m0)(x — z0) + D f(zo)(x — 20|
> ||[Df(@o)(z — xo)l| — [|£(x) — f(=z0) — Df(z0)(z — z0)||
(

Nz — 2ol
= 2[IDf(zo) I

va que
lz—=ol| = ||(Df(20)) ™ (D f(z0))(z—0)|| < ||(Df(z0)) " ||| Df(z0)(z—0)l.

Para probar que f~! es diferenciableen y = f(zo) y Df~'(y) = Df(x0) ",
sea {yn} una sucesién de puntos en E,, distintos de y, convergente a y. En-
tonces {z,} = {f (yn)} es una sucesiéon de puntos de E,, distintos de x,
convergente a zy ya que f~! es continua en y. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que ||z — z¢|| < é para todo n ya que z, — 2p. Entonces
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1/~ n) = S (W) — Df (z0) " (wn — )| _ llzn — 20 = Df(20) "  (f(zn) — f(=0))]]

|lyn — yl| llym — vl
_ llzn — 20 — Df(w0) ' (f(@n) — f(z0) — Df(x0)(2p — zn) + D f(zo)(zn — 20))||
llym — yl|
_ [[#n — 20 — Df(20) " (F(zn) — f(m0) — DF(20)(2n — 20)) — (2n — z0)||
yn — yl|
_ 1D f(20) "1 (f(zn) — f(x0) — Df(20)(zn — 30))|]
llyn — |

o111 @n) = f@o) — Df (w0)(2n — zo)|| ||&n — 0|
= [Pl lem — 2ol Tm =31
< 2“Df(l‘0)_1||2 ||f($n,) - f('IU) - Df(IU)(xﬂ = IO)“
- ||zn = zol| '

Como f es diferenciable en 2. tenemos

|I.f (zn) = £(20) — Df(@0)(zn — z0)]]

||z - x|

-0

y por lo tanto

1/~ (yn) = F(y) — Df(x0) " (yn — v)|
llyn — yl|

— 0.
Esto prueba que f~! es diferenciable en y = f(z0) y Df(y) = Df(z0)"1. M

Lo que nosotros queremos hacer es definir la diferenciabilidad en K-
dlgebras de Banach, la diferenciabilidad en el sentido de Fréchet nos da
una idea de lo que queremos que cumpla la diferenciabilidad en algebras de
Banach. Ahora veamos los siguientes resultados, donde las funciones van de
un espacio de Banach a una K-algebra.

Definicién 2.1.4. Sean E un espacio de Banach sobre K y A una K-dlgebra,
sean f y g funciones tal que f,g: U C E — A.

Ahora definimos la funcion producto fg de manera natural, fg : U C
E — A, tal que

(f9)(z) = f(z)g(z),

I R SN S -
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donde f(x)g(xz) denota el producto en el dlgebra de f(x) por g(z).

Supongamoes que la imagen de g estd contenido en G(A), definimos la
funcidn conciente (f/g), fg: U CE — A, como:

(f/9)(x) = f(z)/g(x)
donde f(x)/q(x) denota el cociente en el dlgebra de f(x) entre g(z).

En las siguientes proposiciones, veremos como es la regla del producto
y la regla del cociente en funciones que van de un espacio de Banach a un
4lgebra.

Proposicion 2.1.5. (Regla del producto en dlgebras). Sean E un espacio de
Banach sobre el campo K y A una K-dlgebra de Banach. Supongamos que
f.g:U CE — A son funciones Fréchet diferenciables definidas en el abierto
U, entonces el producto fg es Fréchet diferenciable y su diferencial estd dada
por:
D(fg)(za) = g(z0) D f(z0) + f(w0) Dg(z0),
esto es
[D(fg)(zo)]v = g(20)(Df(z0)v) + flzo)(Dg(zo)v).

para todo v € E, en donde g(zo)(Df(zo)v) significa el producto en A de
g(xo) por [D f(zo)]v.

Ejemplo 2.1.6. Sea A el espacio euclidiano R? con el producto de la R-

dlgebra de los niimeros complejos. Conideremos a las funciones f y g definidas
por

Fa,y) = (+ 7y, 2° +4° +ay), g(z,y) = (cos(ay),e™Y).

Observemos que [,g son Fréchet diferenciable v no son diferenciables en el
sentido complejo, pues sus matrices jacobianas estdn dadas por

1+y 5 —ysenx —xseny

2z+y 2y+z )’ ey e*ty :
respectivamente, por lo que ne estdn contenidas en la primera representacion
fundamental de C.

El producto complejo de f y g es el siguiente:
H(@ y)g(z.y) = ((z + zy)cos(zy) — (z* + y* + 2y)e™,
(z +2y)e™¥ + (2 + y* + zy)cos(zy))
=2(1+y)(cos(zy), e™¥) + (2® + y* + zy)(—e"*Y, cox(zy)),
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cuyo diferencial de Fréchet, por la regla del producto en A, estd dado por

[D(f9)(z0)](a,b) = g(z0)(Df(x0)(a. b)) + f(z0)(Dg(za)(a.b)).

calculamos los siguientes productos

1+y b a —ysenxr —xseny a
204y 2y+a b ety ey b J'
Podemos evaluar los diferenciales [D f(xo,y0)] y [Dg(z0,10)] en (a,b) :

[D f (0. yo)] (@, b) = (a(l + yo) + bz, a(2z0 + yo) + b(2y0 + 20)).

[Dg(0, w0))(a.b) = (~aygsenso — brgsenyp, ¥+ + b)),

Al multiplicar estas dos ltimas expresiones por g(xo,y0) y f(2o, yo), re-
spectivamente, obtenemos

9(z0, 0)([Df (20, yo)](a.b)) = (cos(zoyo),e™+¥)(a(l + yo) + bxo,

a(2z0 + yo) + b(2yo + x0))

= (cos(2oyo)(a(l + yo) + bxg) — €*0T¥0(a(2z0 + yo)
+b(2y0 + 20)). ™% (a(1 + yo) + bxo)
+cos(zoyo)(a(220 + yo) + b(2yo + 70)))

= cos(zoyo)(a(l + yo) + bzo, a(2z0 + yo) + b(2yo + x0))
+eT0F¥0 (—a(2zq + yo) — b(2yo + 20). a(1 + yo) + bxg), '

(2.1)
Y

F(zo.y0)[Dg(zo, y0)](a,b) = (20 + zoyo. 23 + Y3 + zoyo)(—ayosenzo — brgsenyp,
e*0t¥0 (g + b))
= ((zo + zoyo)(—ayosenzo — brosenyo) — (23 + y3 + zoyo)
™0t (g + b), (zo + Toyo)e™ ¥ (a + b)
+(z¢ + y¢ + 2oyo) (—ayosenzq — bxgsenyg))
= (@0 + Toyo)(—ayosenzy — brgsenyy, e TY0 (a + b))
+(23 + y3 + 2oyo)(—e¥0T¥ (a + b), —aygsenzg — bxgseny).
(2.2)
Por lo tanto, sumando las dos expresiones (2.1) y (2.2) obtenemos el
diferencial del producto de fg en el punto (20,y0) evaluado en (a.b).

Proposicién 2.1.7. (Regla del cociente en dlgebras). Sean E un espacio
de Banach sobre un campo K y A una K-dlgebra de Banach. Supongamos
que f.g: U CE — A son funciones de Fréchet diferenciable definidas en el
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abiertolU, y Im(g) C G(A). entonces el cociente f/g es Fréchet diferenciable,
y su diferencial estd dado por:

D - zo)Dg(x
D(f/g)(zq) = 9(0) f(mz)(%;;( 0)Dyg( 0)!
esto es,

[D(f/9)(zo)]w = L0 [PF (@0)]v) — f(z0)((Dy(z0)lv)
‘ g(zo)? g
( p)am tfﬁo ’}(E ]E;i e)" donde g(zo)([D f(x0)]v) significa el producto en A de
glxop) por 5] xo)lv).

Ejemplo 2.1.8. Sean A, f, g dadas en el Ejemplo 2.1.1. Entonces para calcu-
lar el cociente complejo de f y g primero calculamos la invera multiplicativa
compleja de g(x,vy), que esta dada por

(e, )t = ( cos(zy) ety ) -

cos?(zy) + e2@+Y) " cos?(zy) + e2(z+y)

Por lo tanto, el cociente se calcula de la siguiente manera:

. _ [ (z + zy)cos(zy) + (22 + y? + xy)e®t¥
e w)fotey) = (EHICCD L ‘
—(x 4 2y)e™¥ + (22 + 42 + zy)cos(zy) i
cos?(zy) + e2(=+v) 2.

Para encontrar el diferencial del cociente f/g en el punto (20,40) aplicado a

(a,b). el cual por la regla del cociente para el diferencial de Fréchet estd dado
por

. o b) = 90:90)([Df (20, yo)l(a, b)) — f (o, y0)([Pg(z0, yo)](a. b))
[D(f/g){.’l,o, yD)}( "b) - g(:ﬂo, y0)2

Ll

(2.3)
primero, usando las igualdades de (2.1) y (2.2) del Ejemplo 2.1.1,calcu-
lamos el numerador del miembro del lado derecho de la igualdad anterior:

9(z0)([Df(=0)](a, b)) — f(zo)([Dg(z0)](a, b))
=cos(zoyo)(a(l + yo) + bxo, a(2x0 + yo) + b(2y0 + 20))

+ €7 (—a(2x0 + yo) — b(2y0 + o)., a(l + yo) + bzp)

— (2o + zoyo) (—ayosenzy — bagsenyqg, €% (a + b))

= (a:% + yg + zoyo) (—€e™ ¥ (a + b). —ayosenzy — bxgsenyg).
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multiplicando a ésta, con el producto complejo por

(g(:ﬂ{), yU))ﬁz = ((

C032($OEJU) — e2(@o+y0) —2e™0t 40 cog(20y0)
cos?(zoyn) + €2@0t40))2” (cos?(zqyg) + c2@Tv0))2

tendremos evaluada la expresion del lado derecho de (2.3).

2.2 Diferenciabilidad en algebras de Banach

En esta seccion daremos la definicién de derivada de tipo newtoniano en
dlgebras y la definicién de derivada de Lorch. Ademaés veremos unos resulta-
dos importantes que usaremos para saber cuando un sistema de ecuaciones
diferenciales es algebrizable, que veremos en el siguiente capitulo.

2.2.1 Derivada newtoniana

En la seccion anterior estudiamos la diferenciabilidad en el sentido de Fréchet,
donde las funciones van de un espacio de Banach a un espacio de Banach o a
un algebra. En esta seccién lo que haremos es ver la diferenciabilidad de fun-
ciones donde el dominio y el contradominio es un algebra de Banach, a esta
diferenciabilidad le llamaremos diferenciabilidad newtoniana. La diferencia-
bilidad que nosotros buscamos es una diferenciabilidad que nos asegure en
términos de la ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas que una funcion
es diferenciable. La diferenciabilidad newtoniana nos acerca & esta diferen-
ciabilidad que queremos.

Definicién 2.2.1. Sea A una dlgebra de Banach y U C A un subcongunto
abierto. Decimos que una funcion f : U C A — A es N-diferenciable en
un punto xo € U si eziste un elemento a € A, tal que el siguiente Iriite existe
y se da la igualdad

lim f(SCDJrh)—f(JUU):a
h—0, h
heG(A)

Denotamos por f;v{a:g) al elemento a y lo llamamos N-derivada de fem
zq. Si f es N-diferenciable en todos los puntos de U, diremos que f es difer-
enciable sobre U.

Después de ver la definicion de diferenciabilidad newtoniana, queremos
saber si cumple la regla de la cadena. Antes de ver el resultado de la regla
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de la cadena, veamos el siguiente resultado que nos sirve para demostrar la
regla de la cadena.

Lema 2.2.2. Si f;v(xo) es reqular, entonces existe un & > 0 tal que para todo
x en la vecindad de radio & de xg y x—xq es regular se tiene que f(x)— f(xzq)
es reqular.

Prueba .- El conjunto de los elementos invertibles en un algebra de Banach
es abierto, si f_;v(u:g) es regular, entonces existe un r > 0 tal que la vecindad
de radio r de f'n(zg) esta totalmente contenida en el conjunto de elementos
regulares. Por definicién de derivada tenemos que existe un § > 0 tal que si
@ en U, subconjunto abierto del algebra, y ||z — zq|| < &, entonces

— fin(zo)|| < 7.

T — Zg

H f(z) — f(=0)

Por lo tanto, mﬂ,:—g}wc’) es regular para todo x € U con ||z — zg|| < d ¥

a — xg es regular, tenemos que

f(z) — f(=o)

T — T

f(z) = flzo) =

(z — o)
es regular. W

El siguiente teorema nos dice cuando se cumple la regla de la cadena en
la diferenciabilidad newtoniana. Antes definimos el conjunto C'(zg,d), tal
que z € C(xzq,0) si & — zg es regular y ||z — zq|| < 4.

Teorema 2.2.3. Sea A una dalgebra de Banach, U,V C A conjuntos abiertos
yf:U=Ag:V = A funciones N-diferenciables en g y f(zq), respecti-
vamente, con f(U) C V y f}v(lﬁg) elemento reqular en A, entonces h :== go f
cumple la Tegla de la cadena para la N-derivada, es decir, h es N-diferenciable
y su N-derivada estd dada por

hv (o) = g (y0) v (o),

en ;donde vo = f(z0) v g (wo)fr (x0) representa el producto en A de an (o)
Y fN(ID)-
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Prueba .- Usamos la notacién yy = f(zq). Por el Lema 2.2.2 podemos
tomar 61 > 0 tal que si z € U y 2 € C(x,4,), entonces f(z) — f(xo) es
regular.
Sea € > 0. Dado que f es derivable en xy podemos tomar d5 > 0 tal que si
x € C(zp,02) NU, entonces
- , 3
‘M _ fN(wQ)‘ o mm{r—é/_,f/g)}.
T — I l9n (yo)| +€/3
De la derivabilidad de g en yg podemos elegir &5 tal que si y € C(yo,d03) NV,
entonces

9(z) —g(zo) . €/3 !
‘ﬁ gN(yO)‘ o J{ffv(yo}l +€/3’ /3}'

Como f es derivableen 2, podemos tomar d, de tal manera que si x €
C(xzq,04) N U, entonces

f(z) € Clyo, d3).

Tomando d = min{d;,da, 84} tenemos que si z € C(zq, §), entonces f(z) €
C(yo,d3), tenemos que

9/ (=) — g(f(zo))

s — gn(f(@0)) fx (z0)

e L) sapyteo)

9/ (@) — 9/ (20)) (f(@) = f(z0)
=17 7@ = flao) ( z — 70 It 0))‘
: 9(f(@) - 9(f(z0))
+ fN(‘TO)( (@) — f(z0) ‘QN(f(-'EU)))‘

o (@) — 9(f(z0)) /3 . %
=™ 7@ = fleo) (|ng(f(xon| g e/a) ‘ + 1 v (zo) (|f'N(:co)| T e/s)
' €/3 €/3
- ('QN” N+ o+ e/s) F e e R
€/3
I @) + o3

S(|9;V(f(350))|+1) +e/3<e€/3+¢/3+€¢/3=¢

Por lo tanto, (g o f)i,\,(:l’,‘(}) =g N(f(z0)) [ n(zo). W
Los siguientes ejemplos muestran cuando se cumple la regla de la cadena.
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Ejemplo 2.2.4. Sea B una dlgebra de Banach, f : B — B la funcion
dada por x — 2z y g : B — B la funcidn definida por x — z2. Entonces
fyv = 2e es regular, donde ee es la unidad del dlgebra, y g}v(m) = 2%,
Por la regla de la cadena tenemos que si h := go f. entonces h:,\,(mo) =
g}v(yo)fjv(:co) = 2(22)2¢ = 8z, ya que son vdlidas las reglas usuales de
diferenciacion. Derivando directamente tenemos que la derivada de h(x) =
(22)% = 422 estd dado por hy = 8x. Por lo tanto, la regla de la cadena se
verifica.

Ejemplo 2.2.5. Sea B una dlgebra de Banach y a € B un elemento regqular.
Entonces la funcion h : B — B definida por h(zx) = e*® es N-derivable
y es la composicion h = g o [ de las funciones [ : B — B, definida por
x—ax, yg:B— B, dada por v — e€*. Como se verifican las reglas usuales
de diferenciacidn, tenemos que htN(I) = ae”‘,g}v(f(m)) = efl®) = g7 4
fn(z) = a, de donde se obtiene

hiv (@) = gy (f(2) I ().
Por lo tanto, se cumple la regla de la cadena.

El siguiente ejemplo es interesante, ya que no cumple con la regla de la
cadena, pero la composicién sigue siendo diferenciable.

Ejemplo 2.2.6. Sea B un dlgebra de Banach con unidad € y sea a € B un
elemento singular, definimos las funciones f,g: B — B tal que f(z) =ax y
g estd dada por

(@) = x, St es regular.
NE) = 2z, siz es singular.

Ahora definimos la funcion h :== go f, tenemos que h(z) = 2ax.

Ast, derivando directamente h en 0, tenemos que h;V(O) = 2a. La derivada
de f en 0 es f}V(O) = a y la dervada de g en f(0) estd dada por

: / : g(h) — g(0) . h-0
gn(f(0)) = gn(0) - z lim e
heG(B)
Es decir,

hiy(0) = 2a # a = gy (£(0)) [ (0),

por lo que la regla de la cadena no se cumple.
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2.2.2 Derivada de Lorch

La diferenciabilidad de Lorch nos cumple con lo que queremos y también

cumple con algunas propiedades de la diferenciabilidad de funciones de una
variable.

Definicién 2.2.7. Sea A una dlgebra de Banach y U C A un subconjunto
abierto. Decimos que una funcion f : U C A — A es A-diferenciable o
diferenciable en el sentido de Lorch en un punto vq € U si [ es difer-
enciable en el sentido de Fréchet en xq y existe un elemento a € A, tal que
D f(zo)v = av para todo v € A. en donde av denota al producto de a por v
en A. denotamos por f'(xzg) = a al elemento a.

Por lo tanto, la A-diferenciable de f en un punto xy equivale a la exis-
tencia de un elemento a € A, tal que se cumple el siguiente limite:

lim |If (0 + h) — f(x0) — ahl|s ~0,
h—0, heG(A) [|R]|&

en donde ah denota al producto en A de a con h.

Veamos un ejemplo de la diferenciabilidad de Lorch. Sea A = (R2,.)
dlgebra de Banach, donde el producto es el complejo, definido en el Ejemplo
1.3.6, y la norma es la euclidiana definida como

lI(z, )l = 2* + °,
sea f: A — A definida por f(z) = 2°. Veamos que f'(z) = 2z,

. ||(9:+h)2—r2-—29:h”

A Al
heG(A)
= P |[((z1, 22) + (b1, ha))? — (z1.22)% — 2(x1, 22) (A1, ha)||
h—0, [[(h1. ha)|
heG(A)
- lim [[((z1, 22) + (h1, h2))? — (21, 22)% — 2(x1, 22) (1, he)||
h—0, [|(hy, o)l
heG(A)

= g R B3 2hah)l] I b))

= im —=r " —
h—0, hi.h h—0, hi,h
= [[(h1, ha)]| e} |[(h1, ha)||

0.



40 Diferenciabilidad

Recordemos que D () es la matriz Jacobiana si el algebra A es el espacio
vectorial R™ o C" con un producto de algebra. También recordemos que la
primera representacion fundamental de un algebra A asociada a la base § es
el isomorfismo de algebras, Rg: A — My, (K), cuando la base es la esandar
denotaremos al isomorfismo por R. El siguiente resultado es importante para
saber si una funcién es A-diferenciable.

Proposicion 2.2.8. Supongamos que A es el espacio R™ con un producto
de dlgebra y que f : U C R" — R™ s A-diferenciable en un punto zy € U,
en donde U es abierto. Entonces

D{(xo0) = R(f (x0)),
esto es, si f’(a:o) = (a1,as,...,a), entonces

Df(lg) =mBR) + aogRo + ... + anR,.

Prueba .- Supongamos que f(z0) = (a1, @z, ...,a,). De la definicion de
A-diferenciable tenemos que

Df(zo)(z) = az,

en donde = = (z1,79,...,2,), a = (a1,as,...,a,) y el primer miembro del
lado derecho de la expresién anterior representa al producto en A.
Para evaluar D f(zg) en z, calculamos el producto

9/

=

on n o

@ %}j T 7 j=1 %an%
2 2 f-z . n > )
oz dxg Oxn L3 - j=1 Bz; If-'?umj
Ofn O o )\ 4 5 i o
day O Oy, T Zj:] }F:lfomj

Ahora calculamosmos el producto de a por

ar = (a1e1 + aseg + ... + anen)(z1€1 + 2069 + ... + i)
i1 2o iy Gl = Yoy ( =1 (1 @) -Ej) €.

(2.4)
De la igualdad D f(z9)x = az, tenemos que

n 9 g n n
— %(1‘0)7{, = z (Z a;qﬂ-) Ty, (2.5)
I=

j=1 \i=1
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entonces
55{3‘-0) - Zﬂtcljis (2.6)

que son las entradas de la igualdad matricial D f(xzo) = R(a), con lo que
terminamos la demostracion. W

Como consecuencia de la Proposicién 2.2.8 tenemos que si una funcion
f U CR" 5 R" es A-diferenciable en z. entonces D f(z) € R(A) y
por definicién f es Fréchet diferenciable en z. En la siguiente proposicién
tenemos que la reciproca necesita la hipotesis adicional de diferencialbilidad
de Fréchet para asegurar la A-diferenciabilidad.

Proposicién 2.2.9. Sean f : U C R" — R” una funcion Fréchet diferencia-
ble en un punto 29 y Df(z¢) € Rs(A), esto es, Df(x0) = a1Ry +...+anRn,
en donde A es el espacio R™ con un producto de dlgebra, 8 = {fi, fo, ..., Jek
es una base de A, Ry es la primera representacion fundamental de A asoci-
ada a B, R; = Rg(f;) para i = L2..n, ya=(a.a9,..,a,). Entonces f es
A-diferenciable en xg y su A-derivada estd dada por

!

[ (z0) =a.

Prueba .- De la igualdad matricial que
Df(lg) =aRy +asRy + ... + an Ry,

tenemos que las entradas satisfacen las n? igualdades (2.6). Procediendo de
manera inversa en la prueba de la Proposicién 2.2.8, tenemos que se cumplen
las igualdades (2.4) y (2.5), de donde podemos obtener que

Df(zq) = az.

Por lo tanto, f es A-diferenciable y sus A-derivada satisface la igualdad
f(zo) =am

Teorema 2.2.10. Sea A una dlgebra de Banach cuyo conjunto de elementos
regulares G(A) es denso en A. Si f:UCA — A es N-diferenciable sobre
un conjunto abierto U, entonces f es A-diferenciable sobre U y las deriwadas

!

coinciden, esto es, f (z) = f;v(m) para toda x € U,
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2.3 Relacion entre la diferenciabilidad de Fréchet y
la diferenciabilidad de Lorch

Esta seccion hablaremos de la relacion entre la diferenciabilidad de Fréchet
y la diferenciabilidad de Lorch. Tambi’en veremos otro forma de demostrar
el resultado de como cambia la primera representaciéon fundamental de un
algebra A cuando cambiamos de base.

2.3.1 Cambio de base

Sea f: U C K" — K" una funcién definida en un abierto U. Si g =
{81, ..., Bn} es una base de K", denotamospor (9f;/d8;)(xo) a las derivadas
parciales

_ f@o + hBi) — flzo)
(20) = hqtll,ngaeﬁ( h
con respecto a la direcciéon 8; de las componentes f; de la funcién f =

J1B1+ ...+ fuBy. Usaremos la notacién Jg f(xg) para la matriz jacobiana de
f con respecto a la base 3 en el punto g, esto es,

8fi 8h on

98, 98, " OPn
Jaf(z0) = : : oo |zzo -

Ofn  Ofn Afn

86 OB ''' OPn

Observemos que si 3 es la base estandar de K", entones af;/8e; =
0f;j/0x;. en donde x = (1. ...,x,) denota a las coordenadas de K".

Observemos que si 3 = {f,...,3,} esta dada por 8; = 23_1:1 $jiY; para
i =1,..n,s; € K, entonces las coordenadas y = (y1, ..., y,) asociadas a
B se relacionan con las coordenadas = (z,...,2,) asociadas a la base
¥ ={7..... 7o}, de la siguiente manera:

3 n n mn n mn
T, 50, e (z y) a= a
i=1 =1 j=1 j=1 \i=1 i=1
es decir, tenemos que z; = E?:l Sjiy; para j = 1,...,mn, o de manera
equivalente z = Lg(y), donde S es la matriz S = (s;;) y Ls denota a la
transforacion lineal asociada a la matriz S.

Denotemos por g a la funcién f expresada en el sistema de coordenadas
Y, entonces g = L§1 o foLg. La relacion entre Dsf (que es Jg en las
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coordenadas y) y D, f esta dadapor la igualdad siguiente:

Dgf = 871D, fS. (2.7)
Si v es la base estandar de K™, entonces
Dgf = S71DfS, (2.8)

D f denota a la matriz jacobiana de f en la base estandar.

Proposicion 2.3.1. Sea A una dlgebra, que es el espacio K™ con un pro-
ducto, y Rg, R, las primeras representaciones fundamentales de A con re-
specto a las bases 3,7, respectivamente. Denotemos por S; = Rgs(f;) y
R; = Ry(vi) para i = 1,...,n. Bajo estas condiciones tenemos que

S; =871 &Ry
=1

para j =1....,n.

Prueba .- Para mostrar esto, tenemos que si

n

Dgf(yo) =D biSi, Dyf(zmo) = > aiRi,

i=1 i=1

donde 29 = Lg(yo) y @ = Lg(b)(a; = Z};l si;b;). Entonces

n 3 n n n
57Dy8=5"1) aRS =571 i Y sibiRiS =Y b;871Y 8RS,
i=1 j=1 i=1

i=1 j=1

Luego, de la igualdad (2.7) tenemos que S~1D,fS = 3" b;S;, entonces
S;=81%" 8RS paraj=1,2,..,n0

Ejemplo 2.3.2. Sea A la R-dlgebra C y g = {51, B2} la base de A dada por
P1 = €2, B2 = €1 + ey, entoncess la matriz S estd dada por

s:(?i)

La tabla del producto de A con respecto a f3 es la siguiente:

- | B o
B1| B — B 261 — 2
Ba | 261 — Ba 2/

de donde podemos obtener que las imdgenes de 31 y o estdn respectiva-
mente dadas por
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Rﬁ(61>=(_11 _21):%(52):(_21 (2))

Observemos que

saens=(35) (33 1)-( A) ()

Il
TN
| =

—

[y
T
Il
=

™
—
(&
i
t./
—

R
N
N
O
_— o
. TR
+
s
—_ O
DI

—
S
B oof
N
=
—
[

-(7 g)(i 7 )(51)
=(3 3)(5 1) =Rt

La funcion f(€) = £ con respecto a la base estdndar de R?, se escribe
como f(z,y) = (x? — y?,2zy). y con respecto a la base 3 tenemos que

flu.v) =(ub + vﬁg)Q = uzﬁl? + 2uvfp B + -u?ﬁ%
=u?(f1 — B2) + 2uv(2B1 — Ba) + v*(261)
= (u? 4 4uv + 207, —u® - 2uv),

de donde obtenemos que Jgf(u,v) estd dada por la matriz

- 2u+4v 4u+4v wy) (-11 i
BEEN —2u-2v —2u ) \w )" 10 y )

La relacién entre las matrices jacobianas asociadas a B y a la base estdn-
dar de R? estd dada en la igualdad

. -1 1 25 —2 0 1 2z42 4
1 e = u . Y Y
S Jf(:v,y)S—( 1 U)(?y 2:::)(1 1)_( -2y 2z-2
Los siguientes resultados relaciona la deiferenciabilidad de Fréchet con la
diferenciabilidad de Lorch. Esto es de gran ayuda, ya que en varios casos

es dificil calcular la diferenciabilidad de Fréchet, y entonces nos podemos
ayudar calculando la diferenciabilidad de Lorch.
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Teorema 2.3.3. (Regla de la cadena para diferenciabilidad de Fréchet y
Lorch.) SiE es un espacio de Banach sobre K, A es un dlgebra de Banach
sobre K, f: U CE — A es una funcidn Fréchet diferenciable en un punto xg
en el abierto U y g : V C A — A es una funcion definida sobre un abierto
V' que contiene a f(U), esto es f(U) C V, que es A-diferenciable en f(xy).
Entonces por la regla de la cadena para la derivada de Fréchet, la funcidn
h=go [ es Fréchet diferenciable en xo y su diferencial estd dado por

Dh(zo) = Dg(f(z0))Df(x0).

que es el operador lineal de E a A definido por

Dh(zo)e = Dg(f(20))(Df (x0)v).

en donde Dg(f(zo))(Df(zo)v) denota al producto en A de Dg(f(zo)) v
Df(zo)v.

Ejemplo 2.3.4. Sean f y g las funciones definidas por fz,y,2) = (z+

z0 -+ 2) y.g(®,y) = eg’y) en donde e, denota a la funcién exponencial

compleja de R? a R?. Entonces la funcion h = go f es Fréchet diferenciable
y su diferencial estd dado por

Dh(x0,%0.20) = g (f(20. Yo, 20)) D f (o, 0. 20).

en donde

D f(zo, yo,20) = ( [1) (1) i )

r

9 (f(20,90. 20)) = ef™¥) = ¥+ (cos(y + 2), sen(y + 2)).
Por lo tanto,
[Dh(z0, 40, 20)](a. b, ) = €2 (cos(yy + 20), sen(yo + 20))(a + ¢, b+ c),

en donde la multiplicacion de elementos de R%, que aparece en el lado derecho
de la ezpresion anterior, denota al producto complejo. Entonces

[Dh(z0, yo. 20)](a. b. ¢) =™ 2 ((a + ¢)cos(yo + 20) — (b+ ¢)sen(yo + 20),
(a+b)sen(yo + 20) + (b + c)cos(yo + z0)).

Teorema 2.3.5. (Regla de la cadena para diferenciabilidad con respecto a
dos dlgebras.) Si E es un espacio de Banach en el cual se tiene definidas dos
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estructuras de dlgebras de Banach A y B, f: U CE — E es una funcion A-
diferenciable en xq en el abierto U y g: V C E — E es una funcion definida
en un abierto V, donde f(U) C V, que es B-difereciable em f(xg), entonces
por la regla de la cadena para la diferencial de Fréchet, tenemos que

D(g o f) = Dg(f(z0))D f(zq).
esto es , ,
D(g o f)(zo)v = gg(f(20))(fa(z0)v)

para todo v € E, en donde fA representa a la A-derivada qB(f(:co)) la B-
derivada, fﬁ_l al p'roducto entre los elementos fA yvdeh, y gE(f(xg))(fAv)
al producto en B de gg(f(xq)) v wa

Ejemplo 2.3.6. Sean A el dlgebra definida por el espacio R? con el producto
(z,y)(u,v) = (zu+ yv, zv + yu),

y f(x) = 2% con respecto al producto de A y g(y) = eg. relativo a la R-dlgebra
C. Entonces

[D(g o f)(o, yo)l(a.b) =eF*™" ¢ (2(z0, yo) 4 (a.5))
=2¢%0~Y4 (cos(2zoy0), sen(2xayo)) ¢ (a0 + byo, bao + ayo)
=2¢%0 ¥ ((azo + byo)ecos(2zoyo) — (bxo + ayo)sen(2zoya))es
+26%0-% ((bxg + ayo)cos(2zoyo) + (azo + byo)sen(2zoyo))e2.

2.4 Ecuaciones de Cauchy-Riemann en algebras

En esta secciéon hablaremos de las ecuaciones de Cauchy-Riemann en Alge-
bras, y daremos un resultado importante para la algebrizacién de sistema de
ecuaciones diferenciales que veremos en el cap”itulo tres. Las ecuaciones de

Cauchy-Riemann juegan un papel importante para saber si una funcion es
A-diferenciable.

Sea A un algebra asociativa conmutativo y f una funcién f : U € A — A,
tenemos el siguiente conjunto de ecuaciones diiferenciales

Z Fcudfl =0,(k=12,---,(n* - n)), (2.9)

i,j=1

que son las ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas.
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Lema 2.4.1. Para j,k,s € {1,2,...,n} se tiene que las primeras derivadas
parciales de las componentes de una funcién A-diferenciable f: U C A — A
satisface las igualdades

Z (“tk‘i Z _;s a.’Ek . (2.10)

Prueba .- En la primera y dltima de las igualdades siguientes se usan
las ecuaciones (2.6), en la segunda y cuarta se usan propiedades usuales de
sumas y productos, en la tercera se usa la asociatividad del algebra y en la
quinta, la conmutatividad del algebra:

n

n n
E tk.s = E Ciks z QCij; = Z @ Z CiksClji = Z a Z CjisCekli

i=1 1121 =1 =1

n
afi
=chisza.’ckh ZCUS E QClk; = 5 Cijs
=1 1=1 Oz k
= =

i=1

de esta manera el lema queda demostrado para j,k,s € {1,2,....n}.H

En esta seccion damos unos ejemplos en los cuales calculamos las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann. Si R" tiene definido un producto de algebra A,
tal que los elementos de la base estandar {e;....,e,} son regulares en A y si
f:QC A — A es A-diferenciable, podemos calcular la A-derivada de f'(z)
en las direcciones de la base estandar mediante el limite newtoniano

i £ t0) — J@) S+ te) — f@)
i—0 tey t—0 tey

de donde obtenemos las igualdades

of __of  of af Zé‘f;, kejzzgj;e!ei.-
=1 "

e;0r;  e;0r; Jaxq dx;
jO%)

Ast, se obtienen un conjunto de n? —n igualdades entre las derivadas par-
ciales de las componentes de f; Mediante un procedimiento analogo al hecho
para obtener las igualdades (2.6), podemos mostrar que estas ecuaciones son
las de Cauchy-Riemann generalizadas.

Si no todos los elementos de la base estandar de R™ son regulares en
el dlgebra, podemos usar las igualdades (2.9) para calcular las ecuaciones
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de Cauchy-Riemann. Se puede elegir una base de elementos regulares para
un algebra, pero recordemos que al cambiar la base de ésta algebra, los
coeficientes de estructura en la nueva base son diferentes, por lo que las
ecuaciones de Cauchy-Riemann obtenidas serian diferentes.

Ejemplo 2.4.2. (Ecuaciones de Cauchy-Riemann en los complejos)
Consideremos a la R-dlgebra de los complejos, cuyo producto en la base es-
tindar de R? estd dado en el Ejemplo 1.8.6. Si f : U C R? — R? es
C-diferenciable, entonces

df1 dfa df1

———€e163 + ——ene —eye + —6f262¢3
1€2 2€2 = 1€1 - 1
Ox dx Ox Ow

Usando el producto complejo, podemos llegar a la siguiente igualdad:

ofh  0fs . 0f df
a2t gy () =grat g

de donde obtenemos las ecuaciones de Cauchy-Riemann para los complejos
8h _ 0fs 8fz _ _Oh
or ~— Oy Oz dy -

Ahora lo que veremos es como determinan un élgebra asociativa conmu-
tativa A para el conjunto de ecuaciones diferenciales (2.9) tal que son las
ecuaciones diferenciales de Cauchy-Riemann generalizadas.

Teorema 2.4.3. Supongamos el sistema de ecuaciones dierenciales (2.9)
tiene la propiedad que para algin entero fijo p implica

yr - Oyt
(52) - (o)

Supongamos, ademds, que las matrices A; = (aisy), i = 1,2,---.n, son
conmutativa y

Z?:} dk?fl = 0; (k = 1_2,..A ,(nQ _n)).

Entonces existe un tinico dlgebra A conmutativa asociativae sobre R, que
(2.9) es un conjunto de ecuaciones diferenciales de Cauchy-Riemann gener-
alizadas.

Corolario 2.4.4. Una condicidn necesaria y suficiente para que las ecua-
ciones lineales independientes

2

Oy B
Z dk*ij%; =0(k=1,2) (2.11)
i.J=1
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determina un dlgebra A tal que (2.11) es el conjunto de las ecuaciones de
Cauchy-Riemann generalizadas es tal que

dr11 +droe =0 (k=1,2).
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Chapter 3

Algebrizaciéon de sistema de ecuaciones
diferenciales auténomo

En este capitulo Definiremos lo que es algebrizar. También aaremos algunos
resultados para algebrizacion de sistema de ecuaciones diferenciales auténo-
mas planares y en el espacio, también de sistema de ecuaciones diferenciales
no auténomas planares.

3.1 Algebrizacion de campos vectoriales planares

Supongamos que tenemos una funciones fi, fo : R? — R? tal que

hlz1,22) =af — o2

fa(z1, x2) =221 — 229,

ahora supongamos que R? es un R-algebra con el producto complejo y defin-
imos F : R? — R2, como F(z1,22) = (f1(21,22), f2(x1,22)), entonces pode-
mos escribir a F' de la siguiente forma

F(X) = X2,
donde X = (21,22). Ahora daremos la definicién formal de algebrizacion.

Definicion 3.1.1. Sea A el espacio R* con un producto de R-dlgebra. Dec-

imos que un campo vectorial F : Q C R? — R? es A-algebrizable en Q) si
F es A-diferenciable en €.

Definicién 3.1.2. Sea A el espacio R? con un producto de R-dlgebra. Dire-
mos que el sistema diferencial

dx
;&t—l = fi(z1.22)
d—.t? = fo(21,72)
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es A-algebrizable si F = (f1, f2) es A-algebrizable.

Proposicion 3.1.3. Sea F : @ C R? — R? Fréchet-diferenciable en Q
Entonces, F' es algebrizable si y sdlo si existe una parejo de matrices
B1, By € M(2,R) linealmente independiente tal que:

<Bz',DF(.’El,'Iz)) =0, Tr(B;) =0,2=1,2.

Prueba .- La demostracion es directa del Corolario 2.4.4. H

Ahora lo que queremos saber es como son esas matrices y cual es la
algebra correspondiente. En los siguientes resultaremos damos formas de las
matrices y cual es el algebra.

Proposicién 3.1.4. Sea F : Q C R? = R? Fréchet-diferenciable sobre un
conjunto abierto Q. La funcidn F es algebrizable si y solo si para cada una
de los tres tipos

pa=( %) m(20)
wa=(s 5)m=(23)

m)Bl=(8 é),Bzz((]) 8)

donde a y b son constantes reales, tales que
(B;; DF (1, @)y =0, i=1,2.
Prueba.- El conjunto M de las matrices B € M>(R) que satisfacen
(B, DF(a1,22)) =0y Tr(B) =0
define un espacio lincar L, ya que si A, B € M y A,z € R tenemos que

Tr(A 4+ uB) = AXTr(A) + pTr(B) = 0.

(AA + }LB,DF(I‘l,.'Iz)) = )\(A DF(.’Ll:I‘g)) -+ [J:(B.DF(.’I?LSEQ)) =0.

Asi, una combinacién de elementos de L pertenece a L. Suponga que F
es Algebriable, entonces por la Proposicién 3.1.1, existe un par de matrices
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By,Bs € L, donde By y Bs tienes la siguiente forma

Wl i e
m=(e 5)m=(7 %)

que son linealmente independientes. Por lo tanto, la dimension dim(L)
2. Estas matrices B, Bo pueden considerarse como dos vectores vy, ve
R?* que son linealmente independientes, donde v; = (h.l,c,~h) y vy =
(d,e, f.—d). Consideremos escribir estos vectores como una matriz de 2 x 4.
Entonces, realizando un namero finito de operaciones elementales de fila en

la. matriz
h I ¢ —=h
We ( d e [ —d ) '

tenemos los siguientes casos:

2
€

e Caso . h # 0 and d # 0. Supongamos que ¢ # 0, realizamos operaciones

elementares obtenemos:
1 0 a -1
01 b 0 i

10 0 1 . |
B, = ( P— >~B2 = ( b0 ) son las matrices del Tipo L.

Otro subcaso es: e = 0 entonces f # 0, realizamos operaciones ele-

mentales obtenemos
1 a 0 -1
001 -0/}

obtenemos B; y Bs del Tipo IL.

e Caso II: h # 0 y d = 0. Supongamos que e # 0 y realizamos operaciones

elementales
1 0 a -1
01 b 0 E

donde obtenemos las matrices de el Tipo I. Supongaos que ¢ = 0
entonces f # (), realizamos operaciones obtenemos

1 a 0 -1
oOoo01 0 )

donde obtenemos las matrices de el Tipo II.
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e Caso III:

e Caso IV:

h =0y d+# 0. Supongaos que ! # 0 y realizamos operaciones elemen-

tales
01 6 0
10 a -1/

donde obtenemos las matrices de Tipo L. El otro subcaso es [ = 0

entonces ¢ # 0
001 0
1 a 0 -1 )°

donde obtenemos las matrices de el Tipo II.

h =0y d=0. Supongamos que [ # 0, realizamos operaciones elemen-

tales obtenemos
01 00
0010/

donde obtenemos las matrices de el Tipo III. Si [ = 0 entonces ¢ # 0 y
e # 0, realizamos operaciones obtenemos

0010
0100/

donde obtenemos las matrices de el Tipo IIL

Por lo tanto, empezamos formando una pareja de matrices By, Bo obten-
emos una pareja de matrices B;, By de uno v sélo uno de los Tipos I, II o
III que satisface (B;, DF(z1,22)) = 0, y Tr(B;) = 0, para i = 1,2 y para
todo (z1,z2) € (), entonces estas matrices son linealmentes independientes
v satisface T'r(B;) = 0. para i = 1,2. Por la Proposicién 3.1.1, terminamos
la demostracion. W

En la seccién 2.3 vimos que A = (R?,.) es un algebra, donde - denota
alguno de los siguientes productos:

D)

1)

€1 €2
€1 (] €2
ez | e —be; + aes
€1 €2
€ —iae] €1
€2 | & €2
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' €1 €a
III) €1 | €1 0
€ 0 ea

En el siguiente teorema vemos cuando una funcién F es algebrizable con
respecto a cada producto.

Teorema 3.1.5. Sea A = (R?, ) donde - denota alguno de los tres produc-
tos definidos anteriormente. Sea F : 0 C R? — R® una funcién Fréchet-
diferenciable en el conjunto abierto 1. Entonces F es algebrizable si y solo
st F' es A-diferenciable.

Prueba.- Calculando el producto interior de la pareja de matrices del tipo
I de la Proposicion 3.1.4 con DF(x;,z9) tenemos las siguientes ecuaciones

oh 08 Of _
amlé‘f ax]c’if dxo
1 2
S g e
8.’1‘2 + le ¢

entonces
ofy _ 0% oh
(9272 Bwl ) (9.'131
Oh _ _,0f
dxo dxq

obtenemos que DF(x,29) satisface la igualdad

ofh 6h
9ur Bmg | _ (1 ONOA (0 —b)\Of
of2 9fs |7\ 01 )8 T\ 1 o )asr
Bmlamg

Por la Proposicién 2.2.9 tenemos que el espacio R? es un algebra A cuya
primera representaciéon funtamental asociada a la base canoénica de R? es

definido por:
10 0 —b
R(€1)— ( 0 1 )1}?(62)_ ( 1 a )

El producto dado en la tabla I del Ejemplo 1.3.7 corresponde a esta élge-
bra. Por otra parte, F' es A-diferenciable, procediendo de manera inversa
obtenemos que ' es algebrizable. Asi, la demostracion estd hecha cuando la
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algebra A estd dotado con el producto tipo L

Calculando el producto interior de la pareja de matrices del tipo II de la
Proposicion 3.1.4 con DF(z,22) tenemos las siguientes ecuaciones
of | Oh 9B _, 0k

— - == =0, =0
dxq a(’)‘mg dxo dxq

entonces

of __Oh | 0f2 Of _

a$1 sz Bmg'ﬁxl

obtenemos que DF(x1,ry) satisface la igualdad

dfi Ofx
ar_ﬁaf_m_—alﬁﬂ+10%
9fs 8fs |\ 0 0 )8z 0 1/ 0day
Bxl 8$2

Por la Proposicion 2.2.9 tenemos que el espacio R? es un algebra A cuya
primera representacién funtamental asociada a la base canénica de R? es

definido por:
—a 1 10
R(el)_( 0 0)33(62)_(0 ]. )‘

El producto dado en la tabla II del Ejemplo 1.3.7 corresponde a esta al-
gebra. Por otra parte, F' es A-diferenciable, procediendo demanera inversa
obtenemos que F es algebrizable. Asi, la demostracion esta hecha cuando el
algebra A estd dotado con el producto tipo II.

Si tenemos la existencia de una pareja de matrices como en el tercer caso,
entonces

oh _, Of

= =0.
Oxo T Oxq

Asi, fi(z1,22) no depende de zy v fo(x1,22) no depende de ;. En este
caso tenemos que F' es A-diferenciable con respecto a el algebra dado en la
tabla III. Asi, la prueba estd hecha cuando el dlgebra A esta dotado con el
producto tipo III satisface el hipotesis del teorema.ll

En la demostracion del teorema anterior tenemos que
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1. La funcién F es algebrizable con respecto al producto tipo I si

Oh , O Of _

a4— =
dxq dry  Oxe
of ,0f (3.1)

2. F es algebrizable con respecto al producto tipo II si

o 0h 3

ot P Y

dxq ’(')xg dxa )
A fs n (3.2)
8;1:1 '

3. F es algebrizable con respecto al producto tipo III si

L —
oF _ 8 (3.3)

PEaY

Corolario 3.1.6. Los sistemas cuadriticos planares que son algebrizable
tiene una de las siguientes expresiones;

1. Tipo I

1 1
i] =ag + (bz = G,bl) I — bblﬂ’iz =+ ('2-1)4 - abg) 1‘21) — 25532‘11‘2 = “Q'bb4$§
I 1
To = by + by + boxy + bgmf + bgx130 + (Eah,; - bbg) a’%
donde a, b, ag, by, ..., by son constantes reales.

2. Tipe 11

: 1
T =ag + @121 + asxs — —aa3$2 +azrizo + CL4.’I)2,
9 1 2

i 1 2
To =bg + (a1 + aag) Zo + 5&3 + aay | 73,

donde a,b, ap, a1, as. a3, ay son constantes reales.
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8. Tipo 11

T =ag+ a1z + (L3I%,

9 = by + baxa + bsz3,
donde ag.ay, asz. by, ba, by son constantes reales.

Prueba .- Asociamos el sistema de ecuaciones diferenciales Tipo I al campo
vectorial F : R?2 — R? definido por

1 1
F(.’El. Iz) = (G,g + (bg = abl) L1 — bb;.’rg + <—2_b4 = abg) x% = 2553:131:62 = 55?)4.’15%,
; 1
bo + bz + boxo + bgrf + baz129 + (§Gb4 — bb3) ,T%)
y cuya matriz jacobiana es

DF( o Sl = by — aby + (b4 — 2abg)ry — 2bbzxo —bby — 2bbgxy — bbyxo
L= by + 2bzxy + byas by + byxq + (ab4 == beg).’ﬂg )

Las matrices

10 0 1
n=(ah)m=(50)

son ortogonales a la matriz jacobiana D F(z1, x9). Asi, F es A-algebrizable
con respecto a el algebra A que es R? con el producto tipo I, donde e = e; es
la unidad de A. La ecuacion diferencial de una sola variable sobre la dlgebra
correspondiente esta dada por

c

1
ﬁ = (ape; + boea) + ((ba — aby) eq + brea) € + ((§b4 - abg) e1 + bgCg) £2

donde £ = z1e1 + xae0.

Ahora asociamos al sistema de ecuaciones diferenciales Tipo II el campo
vectorial F': R? — R? definido por

1 2 2
F(.’r].ﬂiz) = (ag + o101 + 0920 — Eaagxl + azrixs + a4,

1
bo + (Gl + Ltaz) o (§a3 = aa4) Ig)

AUIT DUILT IG AETUL G LU0 pPULIUICLILC T Ta daaa PoLrs T - = = =

d
{Tj:‘ = (ape1 + boez) + (are1 + bgez)f + (age; + 5582)52,

donde £ = x1e; + z0e0.M
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¥ cuya matriz jacobiana es

_ [ a1 —aagr + agx as + azry + 2a410
D¥{ @1, Ta) = ( 0 aj + aag + (a3 + 2aa4)zo

Las matrices

1 a 0 0
a=(o 5)m=(17)

son ortogonales a la matriz jacobiana DF (1, z3). Asi, F es A-algebrizable
con respecto a el algebra A que es R? con el producto Tipo II, donde e = e
es la unidad de A. La ecuacion diferencial de una sola variable sobre la dlge-
bra correspondiente esta dada por

d
£ = (ape; + boes) + (0.281 + (a1 + aag) eg) £ + ((1481 + (%a3 + aa4) 62) {2‘

donde & = €1 + moe9.
Asociamos al sistema de ecuaciones diferenciales Tipo III el campo vec-
torial F : R? — R? definido por
F(zy,20) = (ap + a1x; + a3$§, bg + boxo + 551‘%)
v cuya matriz jacobiana es

DF (a1, 23) = (

a) + 2a31, 0
0 by + 2b5x9

Las matrices

0 1 0 0
Bl_(o 0)'32_(1 0)

son ortogonales a la matriz jacobiana DF (. 22). Asi, F es A-algebrizable
con respecto a el algebra A que es R? con el producto Tipo III, donde
€ = ¢1 + eg es la unidad de A. La ecuacion diferencial de una sola vari-
able sobre la dlgebra correspondiente esta dada por

d.
ﬁ = (aoe1 + boez) + (are; + baes)€ + (aze; + bseq)E2,

donde £ = 161 + z9e0. M
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Ejemplo 3.1.7. El campo vectorial
F(z1,22) = 3z — y+ 2% — 4%, 2 + 5y + 22y + 2¢°)
tiene matriz jacobiana

DF(zy,22) = ( 342z -—1-2y )

142y 5+4+2x+4y

Encontramos las matrices
1 0 01
Bl_(2+1)’32_(10)’

(DF($1,$2),Bi> = 0, f = 1,2,

que cumplen

Por lo tanto F' es A-algebrizable con respecto al producto tipo I, donde a = 2

yb=—-1.

La unidad del dlgebra es e1 y tenemos que
F(te;) = F(t,0) = (3t + t2,¢) = (3, 1)t + (1,0)t2,
entonces
FX)=CX +X%,C=(31),
como funcion de la variable X = (z.y) de A

Ejemplo 3.1.8. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

& =} — 22
E9 = 22129 + 213,
que es asociado al campo vectorial F : R? — R? definido por
F(z1,22) = (22 — 222, 22125 + 222)

y cuya matriz jacabiona es

" 2;81 —4:!72
DF(:EL:IZ) a ( 220 221 + 49 ) '

1 0 0 1
m=(2 %) 2=(20)

son ortogonales a la matriz jacobiana DF(x1,29), es decir

Las matrices
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(Bi, JF(z1,22) =0, i = 1,2,

para todo (x1,22) € Q. Ast, F es A-algebrizable con respecto al dlgebra
A que es R? con el producto tipo I, donde @ = 2, b =2 ye = ¢; es la
unidad de A. La ecuacion diferencial de una sola variable sobre el dlgebra

d
correspondiente es dada por -d—£ = £2,
T

3.1.1 Factor algebrizante

Vimos resultados para algebrizar algunos sistemas de ecuciones diferenciales:
Existen varios sistemas de ecuaciones diferenciales que no se pueden alge-
brizar directamente, pero multiplicando por una funcién el sistema nuevo
puede ser algebrizable, a esta funcion se le llama factor algebrizante. A
continuacion daremos la definicién formal de factor algebrizante,

Definicién 3.1.9. Diremos que el sistema

dfﬂ]

I = fi(z1,z2), (3.4
2 — o~ -
v e fo(zy. 22)

es casi-algebrizable si existe una funcion escalar Frechét -diferenciable o =
a(z1.22), llamado factor algebrizante, tal que la funcion F = (af1, afs)
es algebrizable.

Vimos que en el plano tenemos tres tipos de productos, a continuacién
veremos tres teorema que nos dice las condiciones que debe cumplir la funcién
para poder encontrar el factor algebrizante correspondiente a cada producto.

Teorema 3.1.10. Sea (3.4) el sistema diferencial, con f; # 0. Sea h(zy, z2)
definida por
df1 of1

. —flgr—1 = fza—g:;

~ (af: +bfz)%+flg'—£z

Bm]
ff+afifo+bf3

con f2+afifs+b f2#0. Supongamos que existen constantes a y b tal que
h tiene antiderivada H(z1,22) con respecto a x1 y que satisface

dfi dfa
o _ " 5, e
dxa fi y

entonces a(zy,xs) = eH@1:22) oo yp factor algebrizante para el sistema.
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Prueba .- Tenemos que
O(efr) _ d(e” fi) n fleﬂﬁ 3 %EH .
(9.’1?2 3:122 89:2 ("').1‘2
Ofi  ,0f
=P el
P fah Oz Oy L 2h dfi oH bl — dfz _
bil ():rz d To
a(e" f2) plafs)
—-b £y H fQ H = = s
(fe h+3’f-2 ) . dr d:cl :
también tenemos que
ppn_ 00 0n
d(afs) :3( Hf2) - H8H+£)£ H _ gh F 2 Oxo 011 +%
Oxa dao o Oxy  Oxo N % fi dxy
0 90
ASEGR R 4 br3(ass + o) I b L

H(ff+afifo+bf3)
afl 3f2 + 3f2>

(ff+afifs +bf3) ( T

—EH
fi(f} +af1f2+bf2)
8 P 9
(B fl +(-f2ra—opp Il —bf?fza—ﬁ+(ff‘+afffz)£
Ni(f? +ﬂf1f2 +bf2)
,0
. bfz fl + (- f1f2*flf2) fl f1f2%+(f1 +afifa) f2

(f? +af1f2+bf2)

o
) ~hgh - foglt - h+b IR 4 1 20
=e” | Uitafs) Pt afifat+bf2
(F2 + afifo + bf2) (‘9i+ @fﬂ-)
gl dx; 0z, ((f+f)h+(fl
JE+afifs+bf2 : d

Ofs

+a
32?1
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2} dfi OH  df,
- et Zel K HY4 ZJ2 H
B fIC 8::;1 * 8.1'16 ik (fZC 0.'];1 * 6.’1)16

_ 9" f) " CEPEYICY )Y +aa(“f2),

aml 55!31 5.’)21 3.’.’81

por lo que tenemos que F(21,z2) = ((af1)(z1, 22), (af2)(z1,29)) cumple con
las ecuaciones (3.1), es decir,

Neh) _ _,0cfs)

Oxo oz
dafs _dafi  dafy
53’:2 - 8:1:1 el (91:1 ;

es decir, (a.f1, afa) es algebrizable con respecto a una algebra del tipo I dado
en el Teorema 3.1.5. W

Teorema 3.1.11. Sea (3.4) el sistema diferencial, con fa % 0. Sea h(xy, x2)
definida por

dfa df1 dfs af
™ fl@:r; f2£; +af1612 U«fzaxz
afifo — f2

con afifa — f7 #0. Supongamos que eriste constante a tal que h tiene an-
tiderivada H(z2), no depende de z;, y definimos g1 (z2) = e*2) entonces

91(x2)
(21, 32) = ————
( ) fa(z1, z2)
es un factor algebrizante para el sistema,
Prueba .- Tenemos que
g1f2
§(2t2
Iafz) _ ( fo ) N g1 -
8.’1.‘1 ﬁ.’l:l 81‘1 g

también tenemos que

ac91f2 g1 f2 % @ B ?ﬁ
daf) aa(afl) = d(?)_aa(w) _ 991 (fl Oz ks 6332) f2-auf Oz

(9332 8332 (9552 aIL’g N (r)—mg- " f22
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(th 4o afl)fz— sz h(f3 *aflfz)ﬁaf:zzf—]-f- flaf2
=eflh_q f22 =e f2
I3 0 2 0
b o200 28
= Uf1f2 3 2 | (3 -afif) - fbfz— tafig -
=€H f22
df1 dfs af P g dfy afa
_ 2 fza-x——flaxl B .f}lfza—:‘g1 ‘glflam f1f2—+91f.d ‘.'Jlfla_ml
13 f3 13
) 3] )
g +oigghi—ahiglt ol
B f2 drq - o1y

por lo tanto, tenemos que F(zy,x5) = ((cf1)(z1. 22), (@ f2) (21, 72)) cumple
con las ecuaciones (3.2), es decir,

d(afs)

6.1?1 - 0’

Oz Oxo 021

es decir, (afi.afs) es algebrizable con respecto a una algebra del tipo II
dado en el Teorema 3.1.5. B

daf) _ dlah) _ oah)

Teorema 3.1.12. Sea (3.4) el sistema diferencial. Supongamos que existen
8, [, g funciones tales que

fi(z1,32) = B(z1,22) f(1),
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fa(z1, 22) = B(x1, 22)g(22)
y B(z1,22) # 0, entonces

— P
Blay,29)

es un factor algebrizante para el sistema.

afzy, z2) =

Prueba .- Tenemos que Flzy,x0) = ((af1)(z1, 22), (@fa)(x1,22)) cumple
con las ecuaciones (3.3), es decir,

(e fa) _ 9y —0
(91‘1 afl,']
y que
dah) _ of _
dxo dxo

por lo tanto es algebrizable con respecto a una algebra del tipo III dado en
el Teorema 3.1.5. W

Ejemplo 3.1.13. Considere el sistema

T1
T =—-1
T2
‘ 2:1:]
Iy =
T+ xo
x
tenemos que f; = i y fo= - Tomando a=0y b=1 tenemos que
D) T + &2

h(z1,22) = - La antiderivada H(zy,25) = log|z; + xa| + log|za| de

T1 + x9
h que satisface las hipotesis del Teorema 3.1.1 0, entonces

azy, 29) = eM(E122) _ wa (w1 + 22).

es un factor algebrizante del sistema. Asi
a(zy, 22)(fi(z1, 22), fa(z1, 29)) = (27 — 2. 22120).

Evaluando a(f, f2) en te, donde e es la identidad, en este caso e = (1,0)
tenemos a(t, 0)(f1(t,0), f2(t.0)) = (t2.0) = t2e. Por lo tanto

a(zy, 22)(f1(z1, 22), fa(21, 72) = (21, 22)2.
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3.2 Algebrizacion de campos vectoriales en el espa-
cio
En esta seccion veremos algunos resultados para algebrizar sistemas de ecua-

ciones diferenciales de tres por tres. Para eso, tenemos que R? es un algebra
A = (R3,") donde - denota alguno de los siguientes tres productos

€] €2 . €3
e | e e e
A) 1| €1 2 3
ey | €a —a€] — CEy:— ety 7b€1 == d€2 = f€3
e3 | e —be; — dey — fes —he; — jeg — leg
€1 (] €3
B) e1 | —ae; — ceg — eey €1 —be; — dey — feg
€z | €1 €2 €3
€3 ﬁbf’.l = d62 = fP.3 €3 Hh,(%] — jeg — l?g
€1 €2 €3
€1 | —ae; — ces — eeg —be; — des — fes ey
C) ) .
ea | —be; —dey — feg —he; — jes — les €
€3 | €1 (=) c3

Teorema 3.2.1. Sea [ : Q € R® - R® Fréchet-diferenciable sobre un con-
Junto abierto Q2. Suponga que existe seis matrices linelmente independientes
By, ..., Bs € M3(R) de los siguientes tipos:

010 =1 0 0 0 0 0
B, = a 0 0 . By = c 1 0 B3 = e 0 0
b 0 0 d 0 0 f 10
0 01 000 =1 @ 0
B4= g 0 0 .B5= 1 0 1 ,Bﬁ= k 0 0
h 0 0 J 00 [ 01

que son ortogonales a la matriz Jacobiana D f(x,y, x), es decir,
(Bi,Df(z,y,2)) =0, i=1.2,3.4,5,6.

para todo (z,y,z) € Q. Entonces A = (R®,.) es un dlgebra con el producto
tipo A, tal que [ es A — diferenciable.
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Prueba.- Calculando el producto interior de las seis matrices con Df(xz,y,z2)
tenemos las siguientes ecuaciones

0f:  ,8fs  Of afy | Ofs  0fs Of
e g T o L, iR et b P b
a@m+b6x+3y ¢ Ox +68m+ 8x+8y O
Ofs , ,O0fs  ,Ofs Ofs ,0fs Of
Ry PR gPUS, g O S O0R _0.
“Bx V1 oe TGy =0 95, TRy 5, =0
e) o o 15} d af:
-i_‘.fg_‘_jgf_s_}_ﬁ—o, —i—ij-l- .ﬁ{_is__&

dx dx 8z dz Ox dx dz
por lo tanto

: 100 0 —a —g 0 -b —h
Df(:r,y.z):% 01 0 +% | g g +% 0 —d —j
T\o o011 TN0 —e —k *XT ~f ]

Por el Teorema 2.4.1 tenemos que el espacio R? es un algebra cuya repre-
sentacion fundamental asociada a la base canénica de R? se define por

1 00 0 —a —yg 0 —-b —h
Rlel)= 0 1 0 |.Rlea)=| 1 —¢ —i R(ez) =1 0 —-d —j
00 1 0 —e —k b =

El producto tipo A, corresponde a esta algebra. Por lo tanto, f es A-
diferenciable. W

Teorema 3.2.2. Sea f: Q€ R? — R3 Fréchet-diferenciable sobre un con-
Junto abierto Q). Suponga que eziste seis matrices linelmente independiente
B:, ..., Bs € M3(R) de los siguientes tipos:

1 a 0 0 ¢ 0 0 e 0
By= 0 -1 0 , By = 1 0 0 By = 00 0],

0O 6 0 0 d 0 1 70

0 g 1 0 47 0 0 k 0
By 00 0 ).B;= 00 1 . Bg = 0 -1 0

0 A O 0 50 0 1 1

que son ortogonales a la matriz Jacobiana Df(z,y,z), es decir,
(Bi.Df(x,y,2)) =0, i=1.2.3.4.5.6.

para todo (z.y,z) € Q. Entonces A = (R3,-) es un dlgebra con el producto
tipo B, tal que f es A — diferenciable.
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Prueba.- Calculando el producto interior de las seis matrices con I flz,m.2)
tenemos las siguientes ecuaciones

Oh  Oh _8fr ,0fs _ 0fr 0f  0f

L gt =0, 2 gt g gBE
dx +08y dy Ay g 8m+68y+ dy %
Ofs  0fi  ,8f 0fi  ,0fs  8h
Byl _ g2 _g GO 08 0n_
o "oy oy %95 thy, o,
Ofr  Ofs  Ofs Of  0fs L 0fs  0Ofs
e — e e = Rl _ l— = u,
Tf)y +J Ay & dz ¢ dy Oy dy * 0z g

por lo tanto

g 1 — o /10 0 b0 —h
P a g 2

D flag, 2) = rfl —-c 0 -1 +% 010 +% -d 0 —j
L (R T\0 01 o T R

Por el Teorema 2.4.1 tenemos que el espacio R? es un dlgebra cuya repre-
sentacion fundamental asociada a la base canénica de R? se define por

—a 1 =g 100 b 0 —h
Rlen))=( —¢c 0 —i |,Rea)=| 0 1 0 Rlez)=| -d 0 —j
—-e 0 —k 00 1 -/ 1 -l

El producto Tipo B, corresponde a esta algebra. Por lo tanto, f es A-
diferenciable. W

Teorema 3.2.3. Sea f: 0 € R? — R3 Fréchet-diferenciable sobre un con-
Junto abierto §). Suponga que existe seis matrices linelmente independiente
B, ..., Bg € M3(R) de los siguientes tipos:

1 0 a 0 0 ¢ 0 0 e
Bi=| 00 b ., By = 104d]|,Bs={|00 f
0 0 -1 00 0 1 0 0
01 g 00 i 0 0 k
By=| 00 h |.Bs=| 0 1 ] Bs=1| 0 0 !
00 0 0 0 -1 01 0

que son ortogonales a la matriz Jacobiana D f(zx,y. x), es decir,

(Bi,Df(z,y.2)) =0, i=1,23,4,5.6.

para todo (z,y,z) € Q. Entonces A = (R3,.) es un dlgebra con el producto
tipo C, tal que [ es A — diferenciable.
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Prueba .-
tenemos las siguientes ecuaciones

Calculando el producto interior de las seis matrices con D f

(z, Y, %)

Oh _ _,0h _\0fs 3 __ 8fh _ 0f
x 0z dz' dxr P2 9z’
Ofs 9fi  0f» 0f; ofi ,0f
e =—e— —f2 N _ 0N 00k
z 2z T Oy Oz Z
Ofy __on_0n 05 oy _ " on og
dy 0z dz 927 Oy "9z 0z
por lo tanto
= —-a —b 1 -b —-h 0 p 1 00
3
Df(r,y.z)=%£ — —d 0 +%r3 —d —j 1 +‘,Ff§ 01 0
Fh=e =F 1 "N =F =1 0 “\o o1

Por el Teorema 2.4.1 tenemos que el espacio R?
sentacion fundamental asociada a la base canonic

—a —b 1 —b =k
Rlel)={ —e —-d 0 Ries)=| —d —j
=& =f 0 —f =l

El producto Tipo C, corresponde a esta algebra. Por lo tanto

diferenciable. W

es un dlgebra cuya repre-
a de R3 se define por

0
1

100
,R(83) = 010
0 001

, [ es A-
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Chapter 4

Algebrizacion de sistema de ecuaciones
diferenciales planares no auténomos

En esta seccién algebrizaremos sistemas planares no auténomos usando al-
gunos resultados que tenemos para sistemas plares auténomos para poder
algebrizar.

Definicion 4.0.4. Diremos que un sistema

T = f(t,x,y)

] 4.1

y = g(t.z,y), o
donde f,g : @ C R3 = R son de clase C' en Q, O es un conjunto abierto

de A, es algebrizable si existe un dlgebra A = (]R2 *) y funciones F,G : (} C
A? 5 R, Q es un conjunto abierto de A%, tales que

F(te,(z,y)) = f[f(t z,v),
Glte,(z,y)) = gt zy),

donde te es el producto escalar det € R y e la unidad de R2, y la funcion H =
(F.G), H:Q C A* — A, definida como H(z,y, z,w) = (F(z,y, z,w), G(z,y, z, w)),
es A-diferenciable.

En este caso el sistema no auténomo sobre A

de
= = H(r,¢) (4.2)

es llamado ecuacion diferencial algebrizada sobre A, donde H(r,€) = (F(r, €), G(7,¢€)),
T=(s,t) ye=(z,y).

Cuando una funcién H : A x B — C, que es A-diferenciable y B-diferenciable
tenemos que la matriz jacobiana de H estd contenida en el producto cruz de
las primeras representaciones fundamentales de las dlgebras A v B.
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Veamos los siguientes ejemplos para comprender la definicién. Sea

. tiF
$2 + yﬂ
y =0,
tenemos que
iz
z2 + y?
-2y
g g2’

F(t.s,z,y) =
G(t, 8,2,0) =

Tenemos que H(7,€) = (F(r,¢),T(,¢€)), donde 7 = (t,s) y € = (z.y), es
A-algebrizable, donde A = (R2,.) y el producto es el complejo, es decir,
(u,v)(z,y) = (ur — vy, uy + ve). Podemos escribir como la ecuacién difer-
encial algebrizada sobre A

de
dr

L

Ahora consideremos el siguiente sistema diferencial no auténomo

; 1 2 5 2
3:=—t—3—T+tsc — ty“,

2,
§=- Ty + 2tzy + ty?,

podemos escribirla como la ecuacion diferencial sobre A

Donde A = (R?, ) y el producto esté definido por (u,v)(z,y) = (uz—vy, uy+
ve + vy).

El siguiente resultado nos dice que si yo tengo una solucion de (4.2) como
puedo encontrar una solucion de (4.1).

Proposicion 4.0.5. Si (4.2) es el sistema algebrizable de (4.1), y €(T) es
una solucion de la ecuacion diferencial sobre A
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de
E’; = H(T.G),

entonces (z(t),y(t)) = e(te) es una solucion del sistema (4.1).

Prueba .- Sea ¢ una solucién de (4.2), la derivada de (z(t),y(t)) con re-
specto a f estd dada por

d d de(7, €) dr
E(m(t),y(t)) = azﬁ(te)= = h:(m)ﬁ

H(1,€)|r=(te)e = H(te. e(te))
= (F(tz(t),y(t), g(t. 2(t). y(t))).

Ast (z(t),y(t)) es una solucién de (4.1). W

Ahora cosideremos que f y g son polinomios de segundo grado

flt.z,y) = ag+at+ a2 + agy + aqt® + astr + agty + arz? + agzy + agy”
g(t, x, y) = bo+bit+ bow + byy + b4t2 + bsta + bety + bra? 4 bgxy + bg‘y2
(4.3)

lo que queremos encontrar son F, G que sean algebrizable y que cumpla con
F(te, (z,y)) = f(t.z,y) y G(te, (z,y)) = g(t,z,y). Los siguientes resultados
dan condiciones que caracterizan la algebrizabilidad de la ecuacién diferen-
cial (4.1) con f y g polinomios de segundo grado.

Teorema 4.0.6. Sea A es un dlgebra con el producto del tipo I definido por

las constante a y b # 0 y f, g son los polinomios (4.3). Los siquientes son
equivalentes

1. La funcion (z.y) — (f(t.a,y), g(t,z,y)) es A-diferenciable.

2. Las funciones f y g tienen la forma

ft,z,y) = ap+at+ (b3 — aba)x — bboy + agt® + (bg — abs )tz — bbsty
+ (%3 ~ ab7) z? — 2bbrry — gbgyz.

b
g(t,z,y) = bg+bit+boz+ bsy + bat® + bstx + bgty + b7(£2 + bgay + (% — bbT)yz.
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3. La funcion H = (F,G) dada por

F(t,s,z.y) = a158+ aos® + agst + aysz + assy + f(t,z,y),
G(t,s,z.y) B1s + B2 + PBast + Busz + Bssy + g(t, z,y).

Il

es A-diferenciable con respecto a (t,s) y (z,y), donde

] = —bbl, Qg = ~ba4 = abb,;, g = —be4, gy = —bf)g,, g = —bbﬁ,
B1 = a1 + aby, B = aay + a2b4 — bbs, B3 = 2a4 + 2abs, Ba = bg,
,65 = abs == bbﬁ.

Prueba .- Si escribimos g(t, z,y) = By+ Bz + Boy+ B3x® + Byzy+ Bsy?,
entonces

By = bo+bit+bat?, By = by+bst, By = bs+bst, Bs = by, By = bs. By = b.
y la funcién (z,y) — (f(t.x,y). g(t. z,y)) es A-diferenciable si y solo si
f(t,z,y) = Ao+ (B2 —aB; )z — bByy+ (-;—B.; - CLB3) z% —2bBszy — %bBwE
por el Corolario 3.1.6 el tipo I. Asi, los incisos (1) y (2) son equivalentes.
Considere 'y G. Suponga que (f, g) es A-diferenciable como una funcién

de (z.y) con respecto a una élgebra con el producto del tipo I, entonces
tenemos que cumple con las ecuaciones (3.1), es decir,

af dg Oy

dx a%‘f)y = 1
af .89 _
5_y+b$ = M

La igualdad a4 + a84 — 85 = 0 es verificada, entonces tenemos

af 0Oy @ B
<a4s+ 6:::) +a (ﬁ45+ B_a*) - (,’3554— 8y) =0,

B_F " oG aG B
oz ' ‘Bz dy
Tenemos a; + b4 = 0, entonces

of dg
L5 > b b e = U,
(cun+35) + (s 32) =0

es decir que

0.
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que corresponde a la ecuacién

OF  0G
8—y + bg; =0.
Asf (z,y) = (F(s,t,z,y),G(s,t.2,t)) es A-diferenciable.
Tenemos
af
T =a1 + 2a4t + (bg — G.bg,)ﬂ: — bbsy.
99

=by + 2b4t + by bey.
ot 1+ 204t + b5 + bgy

Usando las igualdades de a; y 3; obtenemos

of _ acy acg acy aqs
ot (51+T)+(’63+T)t+(f34+7)$+(ﬁa z )y
g - oy o3 (a7} o5
o - b b Bi Y
entonces
af o o3, oy g
FR —T =)+ (B +8 Bsy) = 0,
5t+( b bt bm by)+(fi+f3t+ﬂ4$+‘5y) ]
ad
(a1 + ast + agz + azy) + ba—? = 0,

Usando las igualdades de «; y 5; obtenemos

a3z +afly3 —20 = 0,
2000 + b33 = 0,

Entonces
0 d
(&33 + 6{) +a (,63.5‘ -+ a—‘z) —(B1+28s+ Gat + fax + Bsy) = 0
de
(C!l + 2008 + asl + asx + a5y) -+ b(ﬁs e 8—‘3) =

Es decir que cumple con las ecuaciones (3.1)

aF G aG

o Ttar e -
dF oG
% e <O

asi (F, G) son A-diferenciable con respecto a (s, t)s

Suponga que (F,G) es A-diferenciable como funcién de (t,s) v como
funcién de (z,y), entonces (z,y) — f(t,z, y),g(t.2.y)) es A-diferenciable.
H
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Corolario 4.0.7. Sea A una dlgebra con producto del tipo I definido por las
constantes a y b # 0, y f. g los polinoios como (4.3). Suponga que el sistema
(4.1) es A-algebrizable, entonces la funcion (F,G) puede ser escrita como

(F(T, X),G(T, X)) = Ag + AT + As X + AsT? + A TX + Az X2
donde

Ao = (ao, bo), A1 = (a1,b1), Az = (bg — aby, ba), Az = (ay, by),
Ay = (bg — abs.bs5), A5 = (%bg - ab7.b7), T'={(s,1) 3 X ={z2)

Ast, la algebrizacion del sistema es dada por la ecuacion de Riccati sobre
A
dX

dT
Donde P(T) = Ao+ AiT + AsT?, Q(T) = Ay + A,T y R(T) = As,

= P(T)+ Q(T)X + R(T) X2,

Teorema 4.0.8. Sea A es un dlgebra con el producto tipo I definido por
las constante a y b = 0 y f,g son los polinomios (4.3). Los siquientes son
equivalentes

1. La funcion (z,y) — (f(t,2,y),9(t.2,y)) es A-diferenciable

2. Las funciones f y g tienen la forma

flt,z, y) = ag+ait+ (53 — aba)x — bboy + a4t2 + (bﬁ — abs )tz — bbsty
b b
+ (58 = aby) z? — 2bbray — Ebng.

b
9(t,z,y) = bo+ bt + box + bay + byt + bstz + bety + brz® + bsxy + %y?

3. La funcion H = (F,G) tiene la siguiente forma

F(t,s,z,9) = fitz9),
G(t,s,x,y) = P15+ Pos®+ Bast + Bysz + Bssy + g(t.x,y),

es A-diferenciable con respecto a (s,t) y con respecto a (z. y). donde

f1 = a1+ aby, fo = aay + a®by, B3 = 2a4 + 2aby, By = bs, B5 = abs.
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Prueba .- La equivalencia entre (1) y (2) se sigue del Teorema 4.0.6.

Considere F'y G. Suponga que (J, g) es A-diferenciable como una funcién
de (z,y) con respecto a una algebra con el producto tipo I, entonces tenemos

af | dg dg
61+a53; ay 2
af .
a—y— = 1.

La ecuacion a3y — 85 = 0 se verifica, entonces tenemos que

of g dg\ _
Br +a| Bys+ B B5s + Byl 0,
que corresponde a la primerade las siguientes ecuacion

oF 4G oG
tia— —— ={j,

dz "oz ay

la segunda se obtiene, ya que F no depende de y. Asf tenemos que cumple con
las ecuaciones (3.1), por lo que tenemos que (z,y) = (F(s,t,2,9).G(s,t,z,t))
es A-diferenciable.

Tenemos

d
5‘5 = a; + 2a4t + (bﬁ = ﬂ.bs).’E.

dg

— =4 2bgt + by ;
5 1+ 2bst + bsx + bgy

Ya que f no depende de S tenemos %ﬁ = %’Si = 0. usando las igualdades
de a; vy B; obtenemos

af 8
5§+a§§—(ﬁl+ﬁst+ﬂ4w+ﬁsy>=0=

y como afl3 — 285 = ( obtenemos

e, o i ) )
6_{ +a (535 + ﬁ) — (81 + 2825 + B3t + Bax + Bsy) = 0
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es decir que cumple con las ecuaciones (3.1)

oF | G _2G

% % -
oF
o~

Asi (F, @) son A-diferenciable con respecto a (s.1).
Suponga que (F,G) es A-diferenciable como funcién de (s.t) y como
funcion de (z,y), entonces (z,y) — f(t,z,y), g(t,z,y)) es A-diferenciable.l

Teorema 4.0.9. Sea A una dlgebra con el producto Tipo II definido por
la constante a y f.g polinomios como (4.3).Los siguientes resultados son
equivalentes

1. La funcién (z,y) ~— (f(t,z,y),9(t.z,y)) es A-diferenciable con re-
specto a la variable X = (z.y)

2. Las funciones f y g estdn dadas por

1
f(t,x,y) =ag + a1t + asx + azy + ast® + astz + agty — Eaa.g:rz + agzy + agy®.

1
g(t, z,y) =bo + b1t + (a2 + aaz)y + byt + (a5 + aae)ty + (iag + aag) 2.

3. la funcion H = (F,G),

F(s,t,z,y) @18 + aas® + azst + agsz + assy + f(t, x, Y).
G(s,t,z,y) = gt z,vy),

es A-diferenciable con respecto a (s,t) y con respecto a (x,y), donde
] = bl —aay, kg = a2a4 = ab4, g = 254 i 2&&4, Q4 = —Qaas, &5 = Q5

Prueba .- Si escribimos f(t,2,y) = Ag + A1z + Asy — :]ZCLA3I2 + Aszy +
Agy?, entonces

Ay = ag + a1t + &4t2, A1 = ag + ast, Ay = a3 + agt, A3 = ag, A4 = ag,
By = bg + byt + byt?

y el mapeo (z,y) — (f(t,z,y), g(t,z,y)) es A-diferenciable si y sélo si

1
g(t,z,y) = Bo+ (A1 + adg)y + (EAS i a-A4) y?
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por el Corolario 3.1.6 Tipo II.

Consideremos F' y G. Suponga que (f,g) es A-diferenciable como una
funcién de (2., ) con respecto a un dlgebra con el producto Tipo II, entonces
tenemos que cumple con las ecuaciones (3.2), es decir,

o5 0f g
dz "y Oz
dyg
— = 0.
dy

La igualdad a4 + acs = 0 es verificaao, entonces tenemos

(a4s+ﬂ)+a(a53+g) —Qg = 0,
Ay

Ox Ay
9g
o = ¥
que corresponde a las ecuaciones
oF JdF oG
—+a—-— = 0,
oz dy  dy
oG
N = 0,

como satisface las ecuaciones (3.2), tenemos que (z, y) — (F(sit.z,9),G(s,t.2,y))
es A-diferenciable.
Ya que las igualdades 2ap + aaz =0 y

of
2 = @ + 2a4t + a5z + agy.
0
5‘? = by + 2bst + (a5 + aag)y,
se verifican, usando las igualdades de «; tenemos
3] ad
(e +2ags+a3t+a4m—|—a5y) +a|azs+ —f . . 0,
ot ot
oG
T = 0.
Es decir que satisface las ecuaciones (3.2)
oF " oF oG 0
as ‘ot " ar T
aG
= (.

ds
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Asi (F, G) es A-diferenciable con respecto a (s, ).
Suponga que (F,G) es A-diferenciable como funcién de (s.t) y como

funcién de (z,y), entonces (z,y) — f(t,z,y), g(t,z,y)) es A-diferenciable.
]

Corolario 4.0.10. Sea A una dlgebra con producto del tipo 11 definido por
la constante a, y [, g los polinoios como (4.3). Suponga que el sistema (4.1)
es A-algebrizable, entonces la funcion (F,G) puede ser escrita como

(F(T,X),G(T, X)) = Ao + AiT + Ao X + A3T? + AsTX + A; X2,

donde T = (s,t) y X = (z,y),
Ag = (ao, bp), A1 = (a1.b1), Az = (a3, az + aay),

Az = (aq,bs), As = (a6, 05 + aas), A5 = (a9, 1ag + aay),

Teorema 4.0.11. Sea A una dlgebra con el producto del tepo 1. Sea f,g
los polinomios como (4.3). Los siguientes resultados son equivalentes

1. La funcion (z,y) — (f(t.z,y),g(t.z,y)) es A-diferenciable con re-
specto a la variable X = (z.,y)

2. Las funciones f y g tienen la siguiente forma
f(t,z,y) = ap + azsx + a7z’
9(t, @, y) = bo + b1t + bay + bat® + bety + +byy®

3. La funcion H = (F,G) tiene la forma

F(s,t,2,y) = als+a232+a4scc+f(t.zc,y),
Gis.t,z,y) = glt,z,v),

es A-diferenciable con respecto a (s,t) y (z,y)

Prueba .- Por el Corolario 3.1.6 Tipo III, tenemos que el mapeo (z,y)
(f(t.z,y),9(t,z,y)) es A-diferenciable si y sélo si

f(t. i y) =Ag+ A1z + Ag.’lig,
9(t,z,y) = By + Bay + Bsy?,
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donde

Ao = ag, A1 = ag + ast, A3 = ay,
By = by + bit + b4t2. Ba = b3 + bgt, By = bg.

Considere F and G. Suponga que (f,g) es A-diferenciable como una fun-
cién de (z,y) con respecto a una algebra con el producto tipo III, entonces
tenemos que satisface las ecuaciones (3.3)

of

dy

ag

or
Por lo tanto tenemos que

oF
ay
G
ar

asf tenemos que cumple con las ecuaciones (3.3), entonces (z,9) = (F(s.t,2,9), G(

es A-diferenciable.

0,

Tenemos que satisface las ecuaciones (3.3)

aF
ot
oG
ds

Asi (F.G) es A-diferenciable con respecto a(s,t).

0,

0.

Suponga que (F,G) es A-diferenciable como funcién de (s,t) y como fun-
cién de (z,y), entonces (z,9) = f(t,z,y), 9(t,, y)) es A-diferenciable. W

Corolario 4.0.12. Seqa A una dlgebra con producto del tipo 111, f, g los poli-
notos como (4.8). Suponga que el sistema (4.1) es A-algebrizable, entonces

la funcién (F,G) puede ser escrita como

(F(T,X),G(T, X)) = Ao+ AT + Ao X + AT + ATX + As X2,

donde T = (s,t) y X = (z,y),

Ao = (ag.bo), A1 = (eu,b1), Az = (ag,bs),
Az = (a2, bs). Ag= (a4,bg), A5 = (a7, bg).

s.t,z,y))
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Ahora veamoslos siguientes ejemplos, donde al algebrizar obtenemos una
ecuacion de Riccati.

Ejemplo 4.0.13. Considere el sistema

& = 14+T7t—x—3y+5t2 —te — 3ty — bzy — 6y>
= 1+t+x—|—y+t2+t;a:+ty—f—3:2+4xy+y2,

entonces las derivaddas parciales de f y g satisfacen las ecuaciones

af 09 dg

Bs o By — ©
af | .99 _
a—y+ % = (.

Asi, (z,y) = (f(t,z,9).9(t,2,y)) es A diferenciable por una dlgebra A con
el producto Tipo I cuando a =2 y b= 3. Las condiciones de el teorema son
satisfacidas, entoncees las funciones F,G son dadas por

F(s,t,z,y) = —3s5—21s% — 6st— 35z — sy + f(t.z,y),
G(s,t,z,y) = 9s+11s® + 14st + sz — sy + g(t,z,y).

En términos de las variables T = (t,s) y X = (z,y) de A, (F,G) puede ser
escrito como

(F(T, X),G(T. X)) = Ag+ AT + As X + AsT? + A, TX + A; X2,
donde
Ag=1(1,1); A1 ={T,1), dp="1-1,1)
Az =(5,1), Ay =(-1,1), A; = (0,1).

Ejemplo 4.0.14. Considere el sistema

; 3
¥ = 1+2‘t+m+3y+5tm—§r?+3my.

, -
" 2t—f—4y+'aty+§y2.

entonces las derivaddas parciales de f y g satisfacen las ecuaciones (3.2),
conia= 1.
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Asi, (z,y) = (f(t,2,y),9(t.2,y)) es A diferenciable por una dalgebra A
con el producto Tipo II cuando a = 2. Las funciones F,G son dadas por

F(s,t,z.y) = —45%+ 8st— 557+ dsy + f(t, z,y).
G(s,t,z,y) = g(t z,y).

En términos de las variables T = (s,t) y X = (z,y) de A, (F, G) puede ser
escrito como

(F(T,X),G(T, X)) = Ao+ AiT + Ao X + AsT? + A,TX + A X2,
donde

Ag = (1,0). A = (2,2). Ay = (3.4),
Az =(0,4), Ay =(0,5), As = (0,3/2).

Ejemplo 4.0.15. Considere el sistema
& = 2+ +4a?
] 1+t2+5t'y—2y2.
entonces las derivaddas parciales de f y g satisfacen las ecuaciones (3.3).

Ast, (z,y) = (f(t,2,9),9(t.x,y)) es A diferenciable por una dlgebra A
con el producto Tipo IIl. Las funciones F.G son dadas por

F(s,t,z,y) = 4s+3s*—2sx+ f(t,z,y),
G(s,t,z,y) = g(t.z,y).

En términos de las variables T = (s,t) y X = (z,y) de A, (F,G) puede ser
escrito como

(T, X), G(T, X)) = Ao+ A1T + Ao X + AgT? + A,TX + As X2,
donde

Ao = (2 1)y Ay = (47 0}' Ay = (1'0)1
Az =(3,1), Ay =(-2,0), A5 = (4,~2).












