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Introduccion

En mecédnica cudntica se estudian problemas en donde se encuentran soluciones a la
ecuacién de Schrodinger para encontrar funciones propias que contienen informacién
relevante del sistema, como es la energfa y la posicién de la particula. Los valores de
la energfa son llamados “valores propios” y cuando el espectro de energia es discreto
se dice que la energia esta cuantizada; a este formalismo se le conoce como “Primera
Cuantizacion”. Esto es vdlido cuando tenemos problemas de una sola particula tales
como el oscilador arménico simple, una particula confinada en un pozo de potencial
infinito, etc.

Ahora, es también importante e interesante estudiar sistemas de muchas particulas
idénticas, un campo de particulas con presencia de interacciones arbitrarias, etc. Para
abordar este tipo de sistemas resulta conveniente considerar a la funcién de onda
como un operador, el cual nos permita conocer cudntas particulas hay en un estado
determinado, asi como su energfa. A este formalismo se le conoce como “Segunda
Cuantizacion”.

En el primer capitulo de este trabajo se hace una revisién breve del oscilador arménico
cuantico, donde se expresa el hamiltoniano en funcién de operadores, que son llamados
operadores de creacién y aniquilacién. Se presentan las propiedades y la forma de
actuar sobre los estados cudnticos de un sistema.

Ya que hemos recordado estos operadores, en el segundo capitulo estudiamos lo que
es la segunda cuantizacién en la mecanica cudntica, donde se parte de la formulacién
lagrangiana cldsica, después se pasa a la formulacién lagrangiana para campos, donde
se consideran campos fermionicos y campos bosénicos, para posteriormente hacer la
cuantizaciéon de estos campos. Para concluir este capitulo se presenta un ejemplo
de como se puede utilizar la teorfa de segunda cuantizacién para estudiar una linea

eldstica donde escribimos el hamiltoniano del sistema en funcién de operadores.



En el tercer capitulo se presenta un sistema de dos osciladores acoplados, introducién-
dose la definicién de dos operadores interesantes, el operador de desplazamiento y el
operador de compresion. Se estudian luego dos casos especificos, el primero es un sis-
tema optomecdnico con acoplamiento lineal y el segundo es un sistema optomecdnico
con acoplamiento cuadratico.

Finalmente se incluyen las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 1. Oscilador Armoénico Simple

En mecdnica cudntica se estudian problemas como el de una particula sujeta a un
potencial y el problema del Oscilador Arménico, entre otros. Se resuelve la ecuacién
de Schrodinger para encontrar las funciones propias y el espectro de energia del sis-
tema. Para la mecdnica cuédntica, se manejan operadores para resolver la ecuacién de
Schrodinger y asi poder encontrar el espectro de energia del sistema, estos operadores
son llamado operadores de creacién y aniquilacion, los cuales nos indican cuando en
un estado se “crea” o se “aniquila” una particula.

La mayorfa de los problemas con un potencial, que presentan un minimo, se pueden
modelar como un problema de potencial del oscilador arménico, que es uno de los
problemas m&s comunes o més estudiados en la mecdnica cudntica.

Empecemos por considerar un oscilador de masa m y frecuencia w,,, que es descrito

por el hamiltoniano
2 Pl
H=—+ -mw,,q
om 2 omd
donde ¢ y p son los operadores de posiciéon y momento, respectivamente, los cuales
cumplen con la siguiente relaciéon de conmutacién:
[4,p) = ih (1.1)
Una forma de estudiar este problema es utilizando el método de factorizacién, para

lo cual es necesario realizar las siguientes transformaciones:

G=qa'+a) ; p=ipy(a' —a) (1.2)

/| h 1
do = 2me7 Po = §ﬁmwm (13)

Si se introduce la ecuacién (1.2) en la ecuacién (1.1), se obtiene una relaciéon de

donde




conmutacién para los operadores a y a' (descenso y ascenso)
th

@8] = [ao(@" +a),ipo(a’ —a)] = = [(a’ +a) , (a" - a)]
= D ([ata) — [a"a] + [a.a1] — fa.a) (14)
= ih[a,a'] = ih

por lo tanto,
[a,a] =1

(que se conoce como operador identidad). Estos operadores actian sobre un espacio
de Fock que consiste en una coleccién de kets dados por {|0),]1),]2),...} para cada
frecuencia, tal que |0) es el estado de cero particulas y |n) el estado de n particulas.
Los operadores a' y @ ya no se interpretan como operadores de ascenso y descenso,
sino como operadores de creacién y aniquilacién de particulas.

Usando la ecuacién (1.2) el hamiltoniano puede reescribirse en funcién de los oper-

adores de creacién y aniquilacion:

A2
f p [
H = —+- 1.5
5 T 5MWmd (1.5)
1 1 1 h
1 1
= Zhwm(Z&dT +2ata) = §hwm(&€ff +a'a)
y como
[a,a'] = aa" —ala =1 = aa" = 1+ala (1.6)
entonces
P | i 1 At
H = Ehwm (1 +afa+ aTa) = Eﬁwm (1 + 2aTa) (1.7)
por lo que
- 1
H = hwp, (&Ta + 5) (1.8)

Los operadores de cracién a! y aniquilacién @ no son auto-adjuntos, pero sf son ad-

juntos uno del otro, es decir,



El efecto de estos dos operadores cuando actiian sobre un estado propio |n) del hamil-
toniano es:
atlny =vn+1|n+1), aln) =vnln—1) (1.10)
de aqui puede verse que los elementos de matriz de los operadores a'y @ son
(mla'|n) = V4164
(mlan) = Vndumua (1.11)
ya que
(mln) = 6mn (1.12)
Al aplicar el producto de los operadores de creacién y aniquilacién, afa, sobre un
estado propio |n) se obtiene
afan) =a'/nn —1) = /na'|n — 1) =n|n) (1.13)
donde ata = N es llamado operador de mimero.
Ahora, si consideramos dos operadores a; y a; tales que actian sobre los estados j e
1, respectivamente, entonces, la relacién de conmutacién es
DRE (1.14)

Se necesita una expresion distinta de (1.14) cuando se trata de un sistema donde las

particulas son fermiones, ya que estas particulas cumplen con el principio de exclusién
de Pauli, el cual establece que no pueden existir dos fermiones idénticos en un mismo
estado cudntico.

Vamos a considerar los estados |n) en los cuales las particulas estdn en el nivel més
bajo de energia, con spin "hacia arriba". Por el principio de exclusién de Pauli, los
tnicos estados posibles son 1) y |0).

Los operados de creacién y aniquilacién actian sobre los estados |1) y [0) de la

siguiente manera:
aloy = 0, a'jo)y=|1) (1.15)
alty = |0y, afj1)y=0 (1.16)

La condicién a'|1) = 0, nos garantiza que se cumpla el principio de exclusién de
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Pauli.

Ademids se cumple que
a’|1y = aall) =alo)y =0
@)’y = o (1.17)
Al aplicar el operador de nimero N sobre estos estados resulta:
N1 = alalt) =a'|o) = 1)
Njo) = 0 (1.18)
Andlogamente, para bosones, los cuales no estdn obligados a cumplir con el principio

de exclusion de Pauli, los operadores de creacién y aniquilaciéon actian de la manera

indicada en (1.10), es decir,

aln) = Vnln—1)

atln) = Vn+1jn+1) (1.19)
para cualquier estado propio.

Asi, la propiedad de identidad de los operadores para el caso de bosones queda como

[a,a] = 1

[a,a) = [a',al] =0 (1.20)
Mientras que para fermiones se tiene

{a,a'} = 1

{a,a} = {a'.a'} =0 (1.21)

donde

es llamado el anticonmutador.

Consideraremos particulas que son bosones, que puedan ocupar méds de un nivel de
energfa. Supongamos dos niveles, ¢, v ¢;; tenemos ny particulas en el nivel ¢y y ny
particulas en el nivel ¢,. Denotemos este estado como |ng, nq).

Introducimos ahora los operadores de creacién y aniquilacién ag y dg que actian sobre



las ng particulas, y los operadores a; y &1 que actian sobre las n; particulas; entonces
do|no,m) = olno —1,m1), @b |no,m) = vVno + 1|ng + 1,m)  (1.22)
ailno,m1) = +/nilno,ny — 1), al [ng,n1) = vVni + Lno,ni + 1) (1.23)
Como para bosones no existe diferencia de cémo se agregan o se eliminan particulas,
entonces los operadores ay, d;r), a; y dJ{ conmutan.
El estado |ng, n1) puede obtenerse a partir del "vacio" |0, 0) si se aplican los operadores
dg y &J{ ng y ny veces, respectivamente, por lo que
S\ (A1)
()" (a)
|ng, 1) = NN |0, 0) (1.24)

Como tenemos dos estados cudnticos, definiremos los operadores de mimero para cada

estado como sigue:

No=dabao ; Ny=alay (1.25)
Por lo que el operador de mimero total es

N = Ny + Ny = afao + alay (1.26)
Para el caso de fermiones que ocupan los niveles ¢, y ¢, los tinicos estados |ng, n1)

posibles son

0,0) ; [1,0) 5 [0,1) ;5 [L1) (1.27)
Al aplicar los operadores de creacién y aniquilacién sobre estos estados se obtiene:

ayl0,0) = |1,0),  agl0,0) =0

ay|1,0) = 0,  apll,0) =10,0)

ayl0,1) = —[1,1),  aol0,1) =0

ay|l1,1) = 0,  apll, 1) = —0,1) (1.28)
y

ail0,0) = 10,1) ; a4/0,0) =0

)
) = 1L1) 5 @ll,0)=0
al]0,1) = 0 ; @0,1) =10,0)
) = 0 5 @l 1) =11,0) (1.29)



Los dos signos negativos que aparecen en las expresiones anteriores se deben al hecho
de que al intercambiar dos fermiones el estado que los describe debe cambiar de signo
(antisimetria).
El estado |ng,n;) también se puede obtener a partir del estado |0, 0)

no, i) = (at)" (@)™ 10,0) (1.30)
donde @} actia primero.
Ahora, consideremos el caso en que las particulas pueden tomar todos los estados
cudnticos. En tal caso tendremos n; particulas en el estadp ¢;, por lo que el estado
sera

|ng, 1, na, ... (1.31)

y los operadores de creacién y aniquilacion serdan dj y a;, para cada estado de particula
individual. Entonces los estados se pueden obtener del estado [0) = |0,0,0,...) de la
siguiente manera:

ng ni no
|n0,n1,n2,...>:...(a;) (eq) (ag) 10) (1.32)

Para el caso de bosones, tenemos

[az-,a}] = b (1.33)

4, 6] = [aj,af]:o (1.34)
Para fermiones

{aaj} = 0 (1.35)

{as,a;} = {aj,dj}zo (1.36)
El estado |ng, n1, ng, ...) lo escribimos como
AR A At
() (a1) (a)
|0) (1.37)

ot ) T e

Tanto para fermiones como para bosones el operador de nimero es

N=>"N;=> ala;

i

También

[ajai,&}aj] =0
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Capitulo 2. Segunda Cuantizacion

Lo més comtin es construir la Teorfa de Schrodringer en segunda cuantizacion a partir
de la experiencia adquirida con el uso de los operadores de creacién y aniquilacion
del oscilador arménico. Vamos a construir esta teorfa partiendo de algunas conside-
raciones de cardcter general y que enriquecerd nuestra visién sobre ella. El punto
de partida serd la observacién de que la ecuaciéon de Schrodinger puede derivarse de
una lagrangiana, es decir, que existe una densidad lagrangiana cuyas ecuaciones de

movimiento son las ecuaciones de Schrodinger y su adjunta.

2.1 Formulacién lagrangiana clasica

En mecénica clésica, un sistema fisico estd caracterizado por una lagrangiana L(g;, G;, t)
que estd en funcion de las coordenadas generalizadas del sistema (g;), de sus derivadas
temporales (¢; = %) y del tiempo t. La trayectoria cldsica del sistema fisico para
el movimiento desde el punto ¢;(¢1) en el tiempo t; hasta ¢;(t2) en el tiempo o se

obtiene al definir una accién clésica

t2
t

1
Pediremos que esta accién sea estacionaria, esto es, S = 0 en un trayecto donde

0qi(t1) = 0q;(t2) = 0. Asi, se obtiene
2 2 TOL oL
S = / dt 6L (q;, g, t :/ dt {—5 ; + —51}
5 (43, G- 1) A 50 g%
[OL oL déqi]

1)

t1

2 TOL d (0L d OL
= dt | 7=0qi+— | =0¢ | — | 7 | 0w
_ (7oL oL OL . |"
- | 0q;  dt Oq; dq;

=0

0g;

]5%—#

t1



Como d¢;(t1) = 0g;(t2) = 0, entonces

t2 oL d oL
5S = | dt | == — =2 5 =

Esta igualdad se cumple para todo d¢;, siempre y cuando se cumpla que
oL d oL

dq; a aaq‘i

que la conocemos como la ecuacién de Euler-Lagrange, la cual es la ecuacién de

=0 , i=0,1,23,..

movimiento del sistema.

La lagrangiana del sistema estd dada por

1
donde V' (g;,t) es la energia potencial del sistema.

Ahora, considerando que p; = 2L es la variable canénica conjugada de ¢;, puede
) 8% 9
construirse la hamiltoniana del sistema como

2
H = sz‘qz' - L= Z [Qp;n + V(Qz‘,t)]

de modo que las ecuaciones de movimiento en su forma hamiltoniana son

OH OH

= 3 .i:_ ; ‘:071727"'
opi b dg; '

G

2.2 Formulacién lagrangiana para campos

De forma ansloga al caso cldsico, y refiriéndonos al campo descrito por la funcién
de onda v, introducimos la densidad lagrangiana £(v, V), 0, t), la cual utilizaremos

para definir la lagrangiana del sistema, mediante la expresion.[1]

L= [ #re(w,vo.in)
La dependencia sobre Vi en el argumento de £ es una consecuencia de la variacién
continua del campo v en la variable de posicién 7.

Tomando la ecuacién de la accién, utilizada en el caso clédsico, ésta toma la forma

S:/2dtL:/2dt/d3r£(w,Vw,¢,t)

De igual forma, se pide que la accién sea estacionaria en el intervalo de t; y t3, con

10



la condicién de frontera 61)(t1) = d1)(t2) = 0, tenemos

S = /tzdt/d3r6£ / dt/d3 [ 6¢+_¢5¢+aﬁvﬁ¢5v¢]
= /t1 dt/d3r [—(W %jt Y+ ;Vfd) V@/}}
=[S el Go) - ()
(8- (o)

t2 0 oL oL \]
- /n | d‘”[a (am) (V'm)_fw

para llegar a la 1ltima expresic’)n hemos considerado que

/t di— / dr {—w] / d%%(w :

y como se pidié que la accién sea estacionaria, el término anterior se anula.

Asf mismo, usando el Teorema de Gauss del cdlculo integral el término

/tlhdt/d%‘v [8vw5¢} /hdt]{ds l@VzZJ ]

se anula ya que la integral es sobre una esfera de radio infinito, y los campos deben

anularse en el infinito, es decir,

lim [60(r)] =

T—00

Asi, considerando que la accién debe de ser estacionaria, el integrando en §S debe

anularse, de modo que

oL 0oL oL

It o v'ﬁ

Esta ecuacién debe reproducir la ecuacién de movimiento del sistema fisico, es decir,

=0

reproducir la ecuacién de Schrodinguer para la funcién de onda 1.

De esta manera la densidad lagrangiana la podemos tomar de la forma

. * h2 * *
— it = SV V= V()07 (2.1)
la variable canénica conjugada a 1(r,t) serd entonces
oL

m(r,t) = %0 = ihy*(r, 1)

estas dos expresiones nos sirven para obtener la densidad hamiltoniana a través de la

11



transformacién de Legendre, asi
H = m)—L=—

h2
= V¢ Vi + V™
2m

de aqui, obtenemos la hamiltoniana del sistema
h? h?
H = /d3rH = /d?’r {—Vzb* -V + V@D*@D} = /d3rw* {——V2 + V} (0
2m 2m

La expresién final resulta después de realizar una integracién por partes en el primer

ih

1
%Vﬂ' -V — ﬁV(r, t)m

término.

Las ecuaciones de movimiento. en su forma hamiltoniana tomaq la forma
- OH (1,1, Vi, 1) . OH (1,1, Vi, )
v(r?) on(r,t) o #(rt) op(r,t)

Como v es una funcién compleja, es equivalente a dos funciones reales y hay en las

ecuaciones dos grados de libertad. Asi, tanto ¢ como 1" son independientes y existen

dos ecuaciones de Euler-Lagrange, las cuales son

oL 0oL v oL

Ot ay VY

que corresponde a v, y

oL oL o oL
ot ot aw'* ovy*

para 1",

Para comprobar si lo que hemos hecho es correcto, usaremos la densidad lagrangiana

de la ecuacion (2.1), asi, usando la ecuacién de Euler-Lagrange para ¢* obtenemos

oL oL

— = i-Vy ; —==0
o op*
oL h?
e = VY
oV 2m
Por lo que, sustituyendo en la ecuacién de Euler-Lagrange para 1", llegamos a
h2

i) —Vip + —V - Vip =0
2m
o bien
h2
2m
que es la ecuacién de Schrodinger.

V3 + Vip = i) = m%—f

12



De manera similar, pero ahora usando la ecuacién de Euler-Lagrange para ¢, tenemos

oL . oc . oL h? .
% = —V?/J 3 % = Zh@/) y m = —%V@b
y sustituyendo obtenemos
v — indye h2v2 =0
—VyT —i §¢ +% Y=
o bien ,
R o007
QmV V' 4+ V't = —ih T

la cual es el complejo conjugado de la ecuacién de Schrodinger.

2.3 Procedimiento de segunda cuantizacién

Al utilizar el procedimiento anterior, se encuentra que al tomar al campo escalar
Y (r,t) como coordenada generalizada, la densidad del momento canénico conjugado
resulta m(7,t) = thy*(r,t). El método de segunda cuantizacién transforma el campo
escalar en operador, entonces resulta

D t) — D) o w(rt) = i (m0) — #(r,t) = il (1, 1)
El punto de partida serd la regla de conmutacién que satisface la pareja de varia-
bles canénicas conjugadas 1(r,t) y #(r,t). Como estas reglas de conmutacién son

diferentes para campos bosénicos y fermiénicos, vamos a estudiarlos por separado.

2.3.1 Cuantizacién del campo de Schrédinger para bosones

Las reglas de conmutacion entre variables candnicas para un campo bosénico son
(r )77, 0)] = iho(r— 1)
0.0 0] = ar =)
0,0 0] = [8 e, () =0

Hay que tomar en cuenta que los campos estéan calculados al mismo tiempo, ya que,

de no ser asi, puede suceder que unos pasen a depender de los otros.

13



Los campos (7, t) satisfacen la ecuacién de Schrodinger

o - ' H
gf %v%(r, t) + Vip(r,t) = Hi(r,1)

donde H lo consideraremos como una densidad hamiltoniana.

ih

Consideraremos a uy(7) como los estados propios de ﬁ, por lo que
Huy(r) = Egug(r)
estos estados constituyen una base ortonormal y nos permiten desarrollar el estado 121
en la forma
t) = Z&kuk(r)e_w’“t
Los coeficientes a; tenemos que tomarklos como operadores para dar al campo la
estructura de operador. Los a; estdn dados por
ay = /u};(r){b(r, t)e Frtdy
Usamos esto para determinar las reglas de conmutacién de los coeficientes a, tomando
en cuenta la ortogonalidad de la base {uy}, asi
ak, ak, /dr/dr (g (1) BBt W 1,9 (', 1)
considerando que
O, 0), 0 ()] = o(r )
entonces
[ak,aﬂ — / () up () BBt e
y como la base es ortonormal
sl | = o

De manera similar

ak,ak/ /d’l"/d’f‘ uk, ) UEB+Ep )t [

<
—~
~
~—
=
—~
i\
“@F
~—

CO1mo

entonces

ag, ar] =0

14



y de igual manera
[a;,aﬂ ~0.
El hamiltoniano del sistema lo definimos como
H= /&T('r’, tYH (v, t)dr

usando las expresiones para los operadores de campo resulta

H = Z/drei(mEk,)dltdk,uz(r)ﬁuk,(r) — Zez'(ErEk,)Ek,&Z&k, /dr wp(r)u(r)
Kk Kk
por la ortonormalidad de los estados propios

/d'f’ u*(’r‘)uk/('r) = 5kk’
entonces
H =" Eila
. . . k . . .

Este hamiltoniano es vélido para cualquier potencial externo; describe la energia
de n;, = (d,t;dk) particulas independientes, cada una con energia propia Ej. Asi,
obtuvimos una descripcién en términos de los estados del sistema.
Introducimos ahora el operador de niimero

e = ala

E= G0k
Los conmutadores de n; con H y n son, respectivamente,
[ﬁk,H} 0 [, 7] = 0

Los operadores H y {fx} constituyen un conjunto de operadores conmutativos y los
podemos utilizar para construir una base completa para la descripcion del sistema.
Esta base es el conjunto de vectores propios simultdneos del hamiltoniano y de los
operadores de nimero. El espacio construido con esta base es llamado FEspacio de

Fock o Espacio de nimero de ocupacion y cada uno de sus vectores tienen la forma
1

| ) )" (@) o)
ny, Ng, N3, ...) = (al) <a2) ...|0
’ ’ ’ (nll,nQ!,ngl,...)l/Q
donde |0) es el estado del vacio. Los estados |ny, na, ng, ...) especifican sélo el nimero

de ocupacion en cada estado propio de energia.

Como no puede ser posible reducir ningin niimero ocupacional del estado de vacio,

15



debe cumplirse que

agl0) =0

ne) = (%)/ (a1)" 0}

es un estado propio normalizado de H que corresponde al valor propio de la energfa

El ket

Ey, lo que conduce a interpretar este estado del campo como el estado que contiene
ny particulas con energfa Ej.

Usando las propiedades de los operadores de creacién y aniquilacién se sigue que

Ap|n1, M2y ooy Mgy ooy Mgy o) = /Mg N1, N2y oy — 1, Mg, )
&L|n1,n2,..,nk,..,ns,..> = Vng+ 1ny,ng, o+ 1,0, )
(nl,ng,..,nk,..,ns,..]&L&kml,ng,..,nk,..,ns,..) = N

2.4 Ejemplo de Segunda Cuantizacion

Cuando se estudian sistemas de muchas particulas idénticas con interacciones arbi-
trarias, o para describir procesos de la mecdnica cudntica en los que el nimero de
excitacién de una particula individual no se conserva, se utiliza el formalismo de
Segunda Cuantizacién.

Para ilustrar el uso de este formalismo estudiaremos el movimiento transversal de
una linea eldstica sometida a una tensién que representa un ejemplo simple de un
campo bosénico[2]. A continuacién se muestra el hamiltoniano de una linea com-
puesta de puntos discretos de masa unidad con espacio de separacién unidad y bajo
tensién unidad. Los pardmetros apropiados seran restaurados mas tarde, después de
haber resuelto la matemética preliminar. Posteriormente se impondran condiciones
de frontera periédica, con periodicidad N.

Sea p; el momento transversal y ¢; el desplazamiento transversal de la masa en un
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punto 7. Entonces, para desplazamientos pequenos se tiene que

H = %Z [0 + (Gis1 — @:)?] (2:2)

Esta forma puede obtenerse de la lagrangiana

1 o 1 2
L:T—Vzazi:%—52(%+1—q@‘) (2.3)

1
mediante el uso del momento candnico

oL .
pi = 06 qi (2.4)

en la expresién para la funcién hamiltoniana:
H = sz‘qz' - L (2.5)
La teoria se cuantiza mediante la condic;én usual, que es
[Gr Ds] = P61 (2.6)
en unidades de A = 1.

Ahora encontraremos las frecuencias propias y vectores propios del hamiltoniano de

la ecuacién (2.2). Transformamos a coordenadas fonénicas Q:
b= N QT Qo= N Y g 27)
k s

Estas transformaciones son consistentes, ya que >, e*(s=1) = N§,,. Las coordenadas
¢~ deber ser variables hermitianas en la mecénica cudntica, de modo que ¢, debe ser

igual a su adjunto hermitiano:
er _ qAI — N—1/2 Z leikr _ N—l/ZZ Qle—ikr (28)
k k

esta relacion se satisface si

Qw = QY (2.9)
con QT el operador adjunto hermitiano de Q; podemos escribir
1 . e
er _ §N71/2 Z (lezkr + Qzefzkr) (210)
k

donde la suma se realiza sobre todos los valores permitidos para el vector de onda k,
positivos y negativos.

Para determinar los valores permitidos para k usaremos la condicién de frontera
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periddica, de modo que

Grin = Gr (2.11)
por lo cual

e =1 (2.12)
que se satisface si

k= 27% S =0,+1,42, ...,i(%N —1), %N

Esta no es la tinica opcién posible para k, pero si es la méds usada.
Es conveniente hacer la tranformacién de coordenadas de (2.7) en la lagrangiana, ya
que podemos encontrar la componente del momento canénico P, de Qk

Para ello necesitamos las relaciones
Z(QT)z = N7 Z Z Z QrQpe!FHFIT —
r k Kk’ r
= Z QrQuN ™ Z /bR (2.13)
k r
- Y00
k
ademas

Z(qml —¢)? = N7 ZZ ZQka,eikr (e —1) Pik'T (eik/ B 1)
koW

= Y QQu (1) (1) NI (214)
k k!

= 2ZQkak(1 — cos k)
K

Asi
L= % Z QuQ_r — Z(l — cosk)QrQ (2.15)
k k
y de aquf i . | .
por lo que k o . h
H= % Y PP+ (1—cosk)Qu@-r (2.16)
k k
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En términos de las nuevas coordenadas

Pk — N—1/2 Zq'seiks — N—1/2 Zpseiks (217)

pr=N"Y" P (2.18)
k

La relacién de conmutacién es ahora

(@, Py] = N7 [Z gy~ Zﬁseikls]
= N7l pele (2.19)
— N1 Z o ilk—Kr _ 0
El indice del vector de onda k se refiere ; coordenadas internas, excepto para k = 0,

y no tiene conexién con el momento total del sistema. El momento total es > p, y
de la ecuacioén (2.17) puede verse que

Py=N"3"p, (2.20)
El momento total implica sélo el modo k = 6, que es una traslacién uniforme del
sistema. Muchos de los procesos de interaccién en cristales se desarrollan como si el
vector de onda total, "k, se conservara para las particulas interactuantes, y por esta
razén es muy frecuente llamar a k el momento del cristal o como el cuasimomento.
Si el sistema es invariante bajo una traslacién infinitesimal, entonces el vector de
onda total rigurosamente se conserva. Una red cristalina no es invariante bajo una
traslacién infinitesimal, pero sf lo es bajo una traslacién que es un muiltiplo de los
vectores bas a, b, c de la celda primitiva.
La ley de conservacion se mantiene

Y k=G (2.21)

donde G es cualquier vector de la red reciproca, pero esta ley de conservacién es
distinta de la ley de conservaciéon del momento del centro de masa.
El hamiltoniano de la ecuacién (2.16) no estd del todo en la forma de un conjunto de

osciladores arménicos, debido a la mezcla de términos en k& y —k. Nuestro objetivo
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debe ser el obtener el hamiltoniano en la forma del oscilador arménico
H=> wpip =Y _ wilfiy (2.22)
donde n;, es el operador de nimero de fonones y d,t, ay los operadores de creacién y
aniquilacién de fonones, con el conmutador
[akaH = G (2.23)
Hagamos la transformacion lineal
al, = 2wi) V2 (wiQ-k — P 5 ar, = 2wi) VX (wiQr +iP-y) (2.24)
tomando en cuenta las condiciones (2.9) y (2.15); aqui wy, se define como
wi, = [2(1 — cos k;)]% (2.25)
Las wy, son las frecuencias del oscilador arménico clésico. Para valores pequenos de k
tenemos que w « k, de modo que no hay dispersién. La dispersion se presenta cuando
la longitud de onda 27/k se aproxima a la separacién interatémica, de tal manera que
las ondas ven la naturaleza discreta de la red. Nétese que w es una funcién periédica
de k.
Ahora

~

[&k,&L] = (2wy)! <—iwk [Qk, pk’] + 1wy [p—kaQ—k’])
= Ogw (2.26)
como se requiere.

Formemos las sumas sobre +k en el hamiltoniano de la ecuacién (2.16)

1 ~ - A oA A oA A A
§(szp—k + Py Py)+ (1 = cosk)(QrQ—% + Q-1Qk)
1
= 5%(&;@ +agal +ala gy +agal,) (227

Asi el hamiltoniano puede ser reescrito como

~ 1
H= E wi(alag + 5) ; wr = [2(1 — cos k)]%
K

Esta ecuacién contiene al operador de niimero de bosones que hay en el estado k
N ata
Nk = a.ag
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Si el estado @ estd especificado por los valores propios de ocupacién ng, entonces la
ecuacién de Schrodinger es
H®=FE® = (Zﬁkwk) )
%
Un incremento de uno en n; es descrito como la excitacién de un fonén de energia
Wk

La transformacién inversa para (2.24) es

1
Si sutituimos (2.28) para Q) en (2.10) obtenemos
G =3 (Nwy) 2 (dke““" + a,te*““‘) (2.29)
k

Los modos de oscilaciéon que hemos cuantizado son idénticos a los modos de oscilacién

clasicos del sistema.
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Capitulo 3. Osciladores armoénicos acoplados

La segunda cuantizacién es una técnica poderosa para describir procesos de mecédnica
cudntica en los que el niimero de excitacién de una particula individual no se con-
serva.[3]

Un ejemplo de segunda cuantizacién comtin en los libros de texto de mecénica cudntica
es la presentacion del oscilador armoénico simple en términos de los operadores de
creaciéon y aniquilacion los cuales representan, respectivamente, la adicion y elimi-
nacién de cuantos de energia para el oscilador.

Haremos a continuacién un estudio de osciladores arménicos acoplados usando se-
gunda cuantizacién, lo cual, ademds de reforzar el caso del oscilador arménico sim-
ple, permitird realizar una discusién de la conexién de la fisica cldsica de osciladores
acoplados con sistemas empleados en la frontera de la investigacion en fisica contem-

poréanea.

3.1 Oscilador armoénico simple

El hamiltoniano de un oscilador armoénico simple de masa m y frecuencia w,, en una
dimensién estd dado por
o1 .
H==—+-mwq§
2m 2
donde ¢ y p son los operadores de posiciéon y momento, respectivamente, los cuales

cumplen con la relacién de conmutacion

3.1.1 Estados de niimero

Recordemos que el hamiltoniano puede expresarse en términos de los operadores de
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creacién, af, y aniquilacién, a, como:

H = hwy, (&Td + %) (3.1)

El operador aa es el Operador de Numero y representa la medida del nimero de
cuantos que contiene el oscilador. Los estados propios del operador de nimero son
los estados de ndmero |n), con n = 1,2,3..., que corresponden a la presencia de
exactamente n cuantos en el oscilador:
a'aln) = n|n) (3.2)

Estos estados son también estados propios del hamiltoniano (3.1), que tiene como
valores propios

B, = ho(n +3) (3.3)
Los operadores de creacién y aniquilacién incrementan o disminuyen en la unidad,
respectivamente, el niimero de cuantos presentes en un estado de niimero dado:

aln) = v/njn — 1) a'ln) = vn+1jn+1)

Ademsds, estos operadores tienen la siguiente relacién de conmutacion:

[a,a'] =1

3.1.2 Desplazamiento del oscilador

Una de las operaciones fisicas més simple que puede efectuarse sobre un oscilador im-
plica desplazarlo en la posicién. Tales desplazamientos pueden generarse mateméti-
camente por la exponencial del operador de momento:

D(a) = e*(@"=® (3.4)
donde « es un nimero real que determina la cantidad de desplazamiento. El efecto
de D(«) en otros operadores puede obtenerse usando la relacién de Baker-Campbell-

Hausdorff (ver apéndice Al), la cual establece que para dos operadores A y B

*) )2
eMBe™ = B +i)[A, B] + (Z;) [A,[A,B]] + ... (3.5)

con A cualquier nimero complejo.
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Tomando A = a(a’ — a), B=ay \ = i, obtenemos
e ol@1=a) gealat—a) D'(a)aD(a)
Con esta forma para A y B se tiene que
[A,B] = [a(al — a),a] = a[al,a] = —a

de modo que al sustituir en la ecuacién (3.5) podemos ver que sélo sobreviven los dos
primeros términos, esto es,

D'(a)aD(a) = a+ o
y si tomamos el adjunto de esta expresién obtenemos

Di(a)a'D(a) = ' + o (3.6)
Apliquemos ahora la transformacién dada por (3.4) a la posicién. Asi, recordando
(1.2) y usando los dos resultados anteriores, tenemos que

D'@)gD(a) = D¥(a)lgo(a" + a)]D(a) = goD'(e)a' D(@) + goD'(a)aD(e)
= @'+ a) + qa+a) = gla' + a) + 2g (3.7)
o bien,

DY (a)gD(a) = G + 2qox (3.8)
que indica precisamente un desplazamiento en la posicién por la cantidad 2¢ga.
Asimismo, al aplicar esta transformacién a p, dado por la ecuacién (1.2), obtenemos
que permanece invariante. Veamos:

D' (a)pD(a) = ipyD'(@)(a" — a)D(a) = ipoD'(a)a' D(a) — ipy D' (a)aD(cx)

= ipo(al +a) —ipo(a+ @) = ipo(a' — @) = p (3.9)

3.1.3 Compresion del oscilador

Otra operaciéon que puede realizarse en el oscilador es el de un incremento en su
frecuencia w,,. Esto puede imaginarse como un aumento en la rigidez del poten-
cial parabdlico que confina la particula oscilante, lo que lleva a una disminucién en
la dispersién de la posicién (o "compresién") y un aumento de la dispersion en el

momento.
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Este proceso puede llevarse a cabo matematicamente con el operador de compresién|[4]

S(€) = es@ - (3.10)
donde ¢ es un nimero real mayor que cero, el cual determina el grado de compresion.
Los efectos de la compresién en las variables dindmicas de interés pueden obtenerse
utilizando la ec.(3.5). Después de realizar un célculo similar al utilizado para la
obtencién de la ecuacién (3.6) (ver apéndice A2), obtenemos

ST(€)aS(€) = acoshé — alsinhé
ST(€)a'S(¢) = a'coshé —asinh¢ (3.11)
Consideremos el estado base comprimido |¢) = S (£) |0), donde S (§) es el operador

dado en (3.10). Definiendo la dispersién en la posicién como <(5cj)2> = (¢*) —

(4)*, donde (q) = (1|q| 1), demostraremos que <(5d)2>% = e %qy. Similarmente,
demostraremos que <(5p)2>% = e <.
Recordemos que
S(€) = 3@ G=goal +a) (3.12)
y que
(@ = @ldlv) = g Wl@a" +a)v) = g (01ST(€)(a" +a)Ss(€)|0)
= 20 (015"(€)a'S(€)[0) + a0 (01ST(€)aS(€)[0) (3.13)
usando (3.11) resulta
(@) = qocosh&(0]a’|0) — gosinh & (0]aj0) + go cosh & (0]a0) — go sinh & (0af[0)
~ 0 (3.14)
ya que (nla’|n) = (n|aln) = 0, para cualquier n.
De manera similar
(@) = (W) = (V1@ +a)lu) = & (@ + ala + aa' +a)f)
= ¢ <0|5T(§)(af2 +ata+aat + a2)5(§)\0> (3.15)
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Desarrollamos cada uno de los términos tomando en cuenta que S(£)ST(€) = 1:
S'(©a*s(e) = st©ata's(€) = [sH€)a's()] [S"(©al S ()]
= (a'cosh¢ — asinh&)(a’ cosh & — asinh &) (3.16)
= a cosh? ¢ + a%sinh® ¢ — (a'a + aat) cosh € sinh €
S1(©a*s(€) = S'(¢)aas(€) = [S'(€)as(©)] [sT(€)as(€)]
= (acosh¢ — afsinh&)(acosh¢ — a' sinh€) (3.17)
= 2cosh®¢ +at”sinh® ¢ — (a'a + aa') cosh € sinh ¢
st©atase) = [S'(¢)a's(©)] [S'(€)as()]
= (a'cosh¢ — asinh&)(acosh¢é — a' sinh &) (3.18)
= Gacosh®¢ + aatsinh? € — (at” + a2) cosh € sinh ¢
St(©aats€) = [S'(€)as(©)] [ST(e)als(€)]
— (acosh& — afsinh &)(af cosh & — asinh¢) (3.19)
= ' cosh®¢ + atasinh? € — (al” + a2) cosh € sinh ¢
Con esto, tenemos que
(@) = qieos¢ (0] (a” +a +aal +a'a) |o)
+qsinh? ¢ (0] ( 162 +aat +afa ) 10) (3.20)

—2q§cosh§sinh§(0]< 2462+ aal +af )|0)

y como
(01a2]0) = (0[at®|0) = (0laTal0y =0 v (0aat|o) = v/1(0]0) = 1 (3.21)
entonces
(¢*) = q§ (cosh? € + sinh? € — 2 cosh { sinh €) (3.22)
Recordando que
cosh¢ = ¢ 26_6 ; sinh¢ = ¢ _2€_§ (3.23)
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vemos que

(@ = iqg [(eE + 6_6)2 + (e5 — 6_5)2 -2 (eg + 6_5) (e5 - 6_5)} (3.24)
= iqg [6% fe® 24X e 220X -1+1— 6_25)]
= iqé(?e% +2e7% — 2e* + 27 %) = iq§(4625)
= g
Por lo tanto
(09)) = (@%) — (@)* = gge™ = ((60)*)'"* = ¢ *qo (3.25)

Como puede verse, la accién del operador de "compresién" reduce la dispersién en la
posicién del oscilador, pasando de ¢y a e $qp.

Procediendo de manera similar para p = ipo(a’ — a), tenemos
) = @lplv) = ipo(¥l(@" —a)ly) = ipo(01ST(€)(a" — a)S(€)|0)
= ipo{0[ST(€)a'S(€)[0) — ipe{0[ST(€)as(€)]0) (3.26)
=0

") = W) = —pswl(a" — a)*lv) = —pg(0]ST(€)(a" — a)*S(€)|0)
= (oISt )@ +a? - ala - aah)s(€)o) (3:27)
Usando los resultados obtenidos lineas arriba nos queda
(7*) = —pReosh>&(0|(a"” + a2 + ata + aah)|o)
—p2sinh® £(0| (' + 4% + a'a + aat)|o)
+2p2 cosh € sinh £(0](a!” + a2 + a'a + aa")|0) (3.28)
= —p(cosh® ¢ 4 sinh? € + 2 cosh € sinh €)
1 1

= =0 = —p6 (4e%) = —pje*

Por lo tanto
((6p)%) = (B*) — (B)* = pye™ = ((3p)*)"/* = e“po (3.29)

se observa un incremento en la dispersién del momento del oscilador debido al efecto
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del operador de compresion.

3.2 Osciladores Acoplados

Con los instrumentos presentados en la seccién anterior, podemos introducir varios
problemas de valores propios que involucran el uso de la segunda cuantizacion en
osciladores acoplados. La estrategia para resolver el problema de valores propios
puede ser la siguiente. Primero, describimos la fisica subyacente del hamiltoniano
correspondiente. Luego utilizamos ese conocimiento para construir una constante de
movimiento para el problema, cuyo operador correspondiente conmuta con el hamil-
toniano de interés, y por tanto no cambia con el tiempo. Por tltimo, incorporamos
los estados propios de la constante de movimiento y calculamos los valores propios

deseados.

3.2.1 Efecto Cross-Kerr

Como un ejercicio de calentamiento, empecemos con el hamiltoniano Cross-Kerr de
la Optica Cudntica:

Hexe = hwgita + hwybth + hgoxcatab’d (3.30)
La interpretacion fisica es bastante sencilla, ya que simplemente implica un acoplamiento
de la energia de los osciladores.
La ecuacién (3.30) puede reescribirse como

How = i <wa + gCKiM) ata + fwybth (3.31)
considerando que a y b conmutan.
El efecto del oscilador b puede pensarse como el causante de un corrimiento en la
frecuencia de resonancia del oscilador @, la magnitud del corrimiento dependera del
nimero de cuantos en el oscilador b. Por lo tanto, el hamiltoniano Cross-Kerr ofrece
una manera de medir el nimero de cuantos en el oscilador como un corrimiento de la

frecuencia de resonancia del otro oscilador.
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No es sorprendente que el efecto descrito por el hamiltoniano Cross-Kerr forme la
base de varias aplicaciones en la medicién y en la informacion cuéntica; en la practica
el efecto se puede realizar por dos haces de luz monocromética de frecuencias w, y
wp, respectivamente, interactuando dentro de un sélido cristalino que proporciona el
acoplamiento gox requerido.

Ahora trataremos de encontrar las constantes de movimiento para el problema. La
inspeccién de la ecuacién (3.30) muestra inmediatamente que se conserva el niimero
de cuantos en ambos osciladores, esto es,

[6'a, He] = [BTE, FICK] — 0
Por lo tanto, se podria esperar que un estado propio del sistema serfa, simplemente,

el producto de los respectivos estados de niimero, es decir,

[na) |16)
En efecto, si usamos esta suposicién para un estado propio con la ecuacién (3.30),

obtenemos que los correspondientes valores propios definidos por

Hex [[na) n6)) = By [1100) 1))

son

Ena,nb = hwang + hwyng + thKnanb (3.32)

3.2.2 Sistema optomecanico con acoplamiento lineal

Nuestro siguiente ejemplo se compone de un oscilador 6ptico (de frecuencia w, y
representado por los operadores a y a') acoplado a un oscilador mecanico (de fre-
cuencia wy, masa m, y representado por los operadores b y I;T) y se describe por el
hamiltoniano

H; = hwaa'a + hw,bth — hgata (bt + b) (3.33)
donde ¢g; representa el acoplamiento entre los dos osciladores.
Podemos justificar el hamiltoniano de la ecuacién (3.33) y derivar una ecuacién para

g; de una manera sencilla con referencia a la figura 1, que muestra un resonador
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optico formado por dos espejos altamente reflejantes. Uno de los espejos estd fijo en

su posicién, mientras que el otro estd suspendido como un péndulo.

Laser —

i L L+g

Figura 1. Esquema del sistema optomecédnico estudiado en la seccién 3.2.2.
Esencialmente el arreglo involucra una cavidad construida con dos espejos casi

perfectamente reflejantes.

En ausencia de radiacién en el resonador, el segundo espejo ocupa una posiciéon de
equilibrio en L. Sin embargo, si se inyecta luz en la cavidad, la fuerza de radiacién
correspondiente, en conjunto con la fuerza de restauracion del péndulo, generalmente
mueven el espejo a una posiciéon L + ¢, donde ¢ < L.[5]

El movimiento mecdnico es considerado lo suficientemente lento para evitar disper-
sién de fotones hacia otros modos 6pticos admitidos por la cavidad, y por lo tanto
consideramos sélo una tnica cavidad resonante. Asumiremos también que no hay
disipacién (tal como fotones saliendo de la cavidad), ni hay ruido en el sistema, lo
cual deberia tomarse en cuenta para tener modelos mas realistas.

Siguiendo adelante, notamos que el primer y segundo término de la ecuacién (3.33)
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corresponden a las energias de los osciladores éptico y mecdnico, respectivamente. El
tercer término representa la interaccion optomecénica entre los dos osciladores, la cual
puede describirse como sigue. Cada fotén en la cavidad lleva un momento Ak, donde
k = 27“, siendo A la longitud de onda de la luz. Asumiendo una perfecta reflexién
del espejo en movimiento, la reflexién de un solo fotén invierte completamente el

movimiento del fotén, por lo tanto, la transferencia de momento es de 2hk al espejo

en movimiento.

Asumiendo que también el espejo fijo es perfectamente reflector, esta transferencia de
momento ocurre una vez cada viaje redondo con tiempo 2L/c. La fuerza (promedio)
sobre el espejo en movimiento debida a un solo fotén estd dada por la tasa de cambio

del momento
2hk B huw,

2L/c L
donde hemos considerado que w, = ck; la fuerza total debida a todos los fotones en

la cavidad es, por tanto, Aw,a'a/L.
El trabajo extraido por el oscilador éptico en el movimiento del elemento mecénico
de L a L + q resulta ser —hw,a'aq/L.
Usando ¢ = qo(I;T + I;), este trabajo finalmente da el tercer término de la ecuacién
(3.33) con )

—hgata(bt +b) = —hwaafa% = —%wadeqo(l;T +b)

Wa
g = (3.34)

L
Notamos que la derivacién de g; es bastante intuitiva. Esto es asi porque hemos
utilizado conceptos de mecdnica cldsica, tal como la fuerza, para derivar una expresion
que es claramente mecdnico cudntica, como se indica por la presencia de h en el tercer
término de la ecuacién (3.33). También estamos asumiendo que la fuerza 6ptica
se mantiene constante a medida que el elemento mecdnico se mueve. Esto no es

del todo correcto, ya que el movimiento del segundo espejo cambia la longitud del

resonador 6ptico y, por tanto, el mimero de fotones en la cavidad. Una derivacién
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extensiva y rigurosa de los resultados anteriores, libre de los defectos mencionados,
puede encontrarse en la literatura.[12]
El sistema fisico que se muestra en la figura 1 puede ser utilizado como un sensor
Optico ultrapreciso del desplazamiento mecénico del espejo mévil, y versiones mas
sofisticadas que las aqui descritas se emplean actualmente en la busqueda de on-
das gravitacionales predichas por la Teorfa de la Relatividad General de Einstein.
El mismo sistema fisico se ha utilizado recientemente para enfriar épticamente un
voladizo (tipo viga) nanomecénico oscilante hasta llevarlo a su estado base mecénico
cuantico, marcando el comienzo de una nueva direccién en la exploracién de la fisica
cudntica a escalas macroscépicas de longitud y masa.
Ahora trataremos de encontrar una constante de movimiento para la ecuacién (3.33).
En primer lugar, nos damos cuenta que para ¢g; = 0 tenemos que

[a*a, Hl] - [6*6, Hl} — 0
Por lo tanto, en este caso el estado propio del sistema es simplente |n,)|n,). Para
g1 # 0, constatamos que [&Td, }AII} = 0 mientras que [ETZA), ﬁl] # 0; esto implica
que la contribucién éptica al estado propio del sistema seguird siendo |n,), pero la
contribucién mecdnica no serd |ny). Recordemos que el tercer término de la ecuacién
(3.33) describe el desplazamiento del oscilador mecénico debido a una fuerza 6ptica.
Asi, podriamos suponer que la contribucién mecédnica al estado propio del sistema
consistird de estados de niimeros desplazados D(a) |n,), donde D(a) = ¢*®'=9  con
el pardmetro de desplazamiento o posiblemente dependiente de n,. Por lo tanto,

consideremos la siguiente propuesta para el estado propio:
|Ta, ) = |1a) D() [1) (3.35)
donde « se determinard mediante la aplicacion de la ecuacién de valores propios

Hi[[n4) D(@) [m)] = By [10) D) [11)
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Asi, la aplicacién del hamiltoniano dado por (3.33) sobre el estado (3.35) nos da
H, |ng,m) = Hy|ng) D(ev) |ny)

- [maa*a + bt — hgiata(bt + 6)} In4) D(a) 1)

- [fwn + TwoybTh — higima (b + 6)} na) D(@) [ns)  (3.36)

= |ng) [hwn + TwoybTh — igina (b + B)] D(a) |ns)
donde hemos usado a'a [n,) = n, |n,).
Para obtener la accion de los operadores restantes, b y BT, sobre |ny), tendremos que
pasarlos sobre el operador D(a) = ee®'=b)  Gin embargo, [l;, D(a)} # 0 debido a la
presencia de b' en D(«a). De igual manera [BT, D(a)] # 0, debido a la presencia de b
en D(«). No obstante, se puede realizar la maniobra deseada usando las ecuaciones
(3.6) y considerando que D(a)D'(a) = 1. Por ejemplo multiplicando por D(a) la
primera de las ecuaciones (3.6) obtenemos que

bD(a) = D()(b+ )
y de manera similar, usando la segunda de las ecuaciones (3.6) podemos obtener que
b'D(a) = D(a) (b + a)
Ahora, considerando que
DHa)bthD(a) = [Df(a)éfp(a)} [DT(Q)BD(Q)} = (' + )b +a)
entonces
b'bD(a) = D(e)(b" + a)(b + )
Usando estas relaciones en la ecuacién (3.36), obtenemos
H, Nay ) = |na) (hwang) D(a) [ng) + [ng) hupbTh — hgmal;T — hglnals] D(«) [np)
= |na) D(a)(hwana) 1)
+ [na) [fwy D(e) (b + ) (b + a) — hgima D(e) (b + b+ 2a)] |n)
Por lo que
Hi na,ms) = |na) D() [hwpbd + (wper — igimg) (b1 + b)
+(Awang + hwpa® — 2higmaa)] [ne) (3.37)
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La ecuacién (3.37) puede tomar la forma de una ecuacién de valores propios si el
término (b + b) se remueve, porque |ny) es un estado propio de los dos términos
restantes. Asi, haciendo igual a cero el coeficiente del término (ZA)T + l;) se obtiene la

solucién para «:

ginyg

Wy

Asi, sustituyendo (3.37) en la ecuacién de valores propios correspondiente se obtiene

Hilna,m) = Ey,, [Ina) D(cr) |ns)]

2n2 Ng
=t s o (52 = 2, (222 | 1) Do) o)

b

hwpa — hgm, =0 = a =

gina
= [+ i, W] [} D) ]
b
por lo que la energfa resulta ser
g2n?
By = lhwn + hwyny — hlw—] (3.38)
b
Si el tltimo término de esta ecuacién es escrito como hgyn,(gin./ws), puede ser intui-
tivamente entendido usando la descripcion del tercer término de la ecuacién (3.33).
Este término, por lo tanto, puede ser pensado como la energia perdida por el os-
cilador 6ptico que ejerce una fuerza hg;n, la cual desplaza la posicion de equilibrio

del oscilador mecanico por una distancia g;n,/wy.[6]

3.2.3 Convertidor paramétrico degenerado

El siguiente ejemplo consiste de un convertidor reductor degenerado de la Optica

cudntica, con el hamiltoniano
Hpe = b + igne (6*2 v 132) (3.39)
Aunque este hamiltoniano parece involucrar tinicamente un solo oscilador arménico,

el mecanismo subyacente requiere la participacion de dos osciladores. Una descripcion

mas precisa del sistema relevante estda dada por
B = Rwgita + hae Sb1h + e (aiﬁ + a*iﬂ) (3.40)

Noétese la relacién entre las frecuencias de los dos osciladoreses (wy, = ). El término
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ab'? en el hamiltoniano de la ecuacién (3.40) representa un proceso en el que un
fotén 6ptico de frecuencia w, es "destruido" por un sélido cristalino y dos fotones son
"creados", cada uno con exactamente la mitad de la frecuencia.
Usualmente se usa luz intensa de frecuencia w, y el proceso de conversiéon descendente
resulta ineficiente, produciéndose pocos fotones de frecuencia w, /2 (la mayoria de los
fotones w, simplemente pasan a través del cristal pero no interaccionan con él).
En tal situacion, es razonable pensar en el oscilador con frecuencia w, desde el punto
de vista cldsico; esto significa que el operador a puede ser sustituido por un campo
clasico A, a lo cual se le llama con frecuencia Aproximacion Paramétrica. En general
A es un nimero complejo, pero en este caso en particular es posible elegir que sea
real simplemente estableciendo que la fase del campo cldsico correspondiente sea cero.
Sustituyendo @ — A en la ecuacion (3.40) dard entonces la ecuacion (3.39) si se elimina
el término constante fiw, A% y escribimos gpc = Aghe.
Con algunas modificaciones, el sistema fisico descrito por el hamiltoniano de la
ecuacion (3.39) puede ser utilizado para las pruebas fundamentales de la mecdnica
cudntica, tales como las ideadas por Bell. También se puede incorporar en arreglos
que generan radiacion optica de bajo nivel de ruido para mejorar la sensibilidad de
dispositivos de medicién.
Ahora buscamos las constantes de movimiento del problema. La inspeccién de la
ecuacion (3.39) muestra que para gpc = 0 tenemos que [I;TZ;, H DC] = 0 y por lo tanto
los estados propios de H, estan dados por los estados de nimero |n;). Sin embargo
[IST@, H DC] # 0 cuando gpc # 0, por lo que no parece ser una obvia constante de
movimiento para este problema.
En este caso puede obtenerse una idea notando que la ecuacién (3.39) puede ser
reescrita como

Hpe = h(wy — 2gpc)bd + hgpe (b + 1) — hgpe (3.41)
El primer término de la ecuacién (3.41) muestra que el efecto del acoplamiento gpc

es bajar la frecuencia del oscilador. Por otra parte, el segundo término, que es pro-
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porcional al cuadrado de la posicién del oscilador § = qo(lA) + BT), indica una adicion al
potencial parabdlico y por lo tanto actia para aumentar la frecuencia del oscilador. El
iltimo término simplemente senala un corrimiento general para el espectro de energia
y no es fisicamente importante.

Con base en estas observaciones, podriamos suponer que el efecto neto del acoplamiento
en la ecuacién (3.39) es producir algin cambio en la frecuencia del oscilador. Por lo
tanto, los estados propios de Hpe son posiblemente estados de niimeros comprimi-

3

dos S(&) |ny), donde S(§) = e5®=b") y ¢ ge determinars mediante la aplicacién de la

ecuacién de valores propios

Hpe = [S(€) Iny)] = Ey,[S(€) )]
Para determinar la solucién de & usaremos un método similar al que se utilizé para la
obtencién de las ecuaciones (3.36) y (3.37). Para empezar, consideremos la ecuacién
(3.41) y la propuesta para el estado propio S(&) |np).

Entonces

FneS() Ima)] = |hws — 2900)0'b + hgpo (81 +5) hggc} S©1m)]  (3.42)
Para obtener la accién de by bt sobre |n) tenemos que pasarlos sobre S(£). Sin em-
bargo, [b, S(€)] # 0 debido a la presencia de bt en S(€). De manera similar [bf, S(€)] #
0 debido a la presencia de ben S (€). No obstante, podemos lograr la maniobra de-

seada usando la ecuacién (3.11) combinada con el hecho de que S(£)ST(¢) = 1.
Asi

SHEBBS() =[SO SE)IST()bS()]
— (b cosh& — bsinh &) (bcosh & — bf sinh €)
puede ser usado para manipular b'bS(€) en la ecuacién (3.42).

Desarrollando
(bf cosh € —bsinh €) (b cosh £ —bT sinh &) = bfb cosh? €4-bb' sinh? £ —cosh € sinh £(b12+5?)

Usando el conmutador



obtenemos
(bt cosh & — bsinh &)(bcosh & — bisinh€) = (cosh®€ 4 sinh? €)bTh
— cosh &sinh (b + B2) + sinh? ¢
y ahora usando las identidades
cosh26 = cosh?& + sinh? ¢ (3.43)
sinh2¢ = 2cosh¢sinh¢ (3.44)
obtenemos
(b' cosh & — bsinh &)(bcosh & — bl sinh &) = (cosh 26)bTh — % sinh 2¢ (b2 4 ) 4 sinh? ¢
Tenemos también que
SHEO +0)*S(€) = [SHEE +b)SEST(E)( +b)S(€)]
= [SHOT +b)S(©)
= [S1(€)'S(€) + ST(©bS ()
— (b + b)*(cosh & — sinh £)?

(
(

)
puede ser utilizada para procesar (b' + b)25(€) en la ecuacion (3.42).

Procediendo de manera similar
(b + b)?(cosh € —sinh )2 = (b + b + btb + bbt)(cosh? € + sinh? € — 2 cosh € sinh €)
= (b2 4+ %)(cosh 26 — sinh 2¢)
+(2b%b 4 1)(cosh 2¢ — sinh 2¢)
— (cosh 2¢ — sinh 26) (b + %) + 2(cosh 2¢ — sinh 2¢)b'h
+(cosh 2¢ — sinh 2¢)
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De esta manera obtenemos que
Hpo[S©€) [n)] = S(€) {[ﬁ (ws — 2gpc) cosh 2 + 2hgpc (cosh 26 — sinh 2€)] bTh
+ lhgpc(cosh 26 —sinh 2¢) — %h(wb — 2gp¢) sinh 2¢ | (b% 4 %)
+ [thc(cosh 26 — sinh 2€) + h(wy, — 2gpc) sinh? € — thc}} |1y
— 5(¢) {[hwb cosh 26 — 2higpe sinh 2€] b1
+ [(ﬁgpc cosh 26 — %hwb sinh 25)(5T2 +b?)

—|—hgpc(COSh 25 — sinh 25) + h(wb - 2gDC) Sinh2§ — thC:| |nb>

= S(&)[Mb'h + My (b2 + b%) + M;)] |ny,) (3.45)

donde
M; = hwycosh 2§ — 2hgpe sinh 2 (3.46)
My = hgpc cosh2§ — %hwb sinh 2¢ (3.47)

Ms = hgpce(cosh2€ — sinh 2¢) + h(wy, — 2gpc) sinh? € — Agpe (3.48)
Se puede ver fécilmente que la ecuacién (3.45) toma la forma de una ecuacién de
valores propios si el término (b2 +5?) es eliminado ya que |n) es estado propio de los
términos restantes. Asf, haciendo igual a cero la ecuacién (3.47) se obtiene la solucién

para &

Wh

¢ = %tan_l (29D0> (3.49)
Considerando que btb [n,) = 1, ), entonces
Hpo[S(€) [n)] = En,[S(€) )]
= [ny(hwy cosh 26 — 2higpe sinh 2€) + figpe(cosh 26 — sinh 2€)
+h(wy, — 2gpc) sinh? € — Agpc][S(€) )]
= [Awy(ny cosh 2¢ + sinh® ) — hgpe(2n, + 1) sinh 2¢

+hgpe cosh 26 — 2hgpe sinh? € — ﬁgpc} [S(&) |n)]
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usando las propiedades trigonométricas (3.43)

HpelS(€) Iny)] =

[Aews (ny cosh 26 + sinh? €) — hgpe(2ny + 1) sinh 26 + hgpe cosh? €
+hgpe sinh® § — 2hgpe sinh® € — Agpc] [S(€) )]

[Aws (ngy cosh 26 + sinh? €) — hgpo(2n, + 1) sinh 26

+hgpc(cosh? € — sinh® &) — Agpe][S(€) [ny)]

[Aws (ny cosh 26 + sinh? &) — hgpe(2ny, + 1) sinh 2€][S(€) [ny)]

Por lo que los valores propios estdn dados por

E,, =

hwy, (g cosh 2€ + sinh? £) — higpe (2ny, + 1) sinh 26 (3.50)

3.2.4 Sistema optomecdnico con acoplamiento cuadratico

El hamiltoniano del siguiente sistema de interés es|7]-[10]

H, = hwaa'a + hwpb'd + hg,afa(bt + b)? 3.51
q q

Este hamiltoniano puede obtenerse modificando ligeramente el arreglo de la figura 1

para pasar a la que se muestra en la figura 2.
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Laser —

Figura 2. Diagrama del sistema optomecénico discutido en la seccién 3.2.4. El
arreglo involucra una cavidad 6ptica hecha de dos espejos, ambos fijos en su
posicién. Se incluye una membrana éptica parcialmente transparente suspendida

con un péndulo dentro del resonador.

En esta nueva disposicién, el modo 6ptico de frecuencia w, todavia es permitido por
una cavidad hecha de dos espejos reflejantes, pero ahora estos espejos estdn fijos en su
posicién. El grado de libertad mecénico es proporcionado por una membrana semi-
transparente colocada entre los dos espejos. Sin embargo, el término que representa la
interaccion entre los modos 6ptico y mecdnico no puede obtenerse por un argumento
clédsico simple como el usado previo a la ecuacién (3.34) en el caso de acoplamiento
lineal. Una derivacion rigurosa del hamiltoniano de la ecuacién (3.51) es sencillo, pero
muy largo y no serd presentado aqui.

La configuracién de la figura 2 se ha realizado en un experimento pionero y constituye

la base de las propuestas que describen la exploraciéon del comportamiento cudntico
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en los pequenios seres vivos como los virus.[11]

En este punto, hemos acumulado suficiente intuicién y técnica de las secciones ante-

riores para indicar la solucién del problema de valores propios de la ecuacién (3.51)

sin dar demasiado detalle. Claramente [a'a, H,] = 0 y la energfa del oscilador a com-

prime la posicién del oscilador b. Por lo tanto, podemos proponer un estado propio

de la forma |n,) S(n) |ns), donde S(n) = 36" v ) se determinars aplicando la

ecuacién de valores propios

Hyl|na) S(n) [ns)] = Eng iy [[16) S(1) [15)]-
Aplicando la técnica utilizada para encontrar £, obtenemos
1 Wy 2
=—tan ' [[1
g 2 o ( +2gqna> ]
con el valor propio correspondiente dado por

1
Enyn, =h (wana - %) +h (nb + 5) [ws (wy + 4gqna)]

NI

(3.52)

(3.53)

En el apéndice A3 hemos incluido un par de ejemplos adicionales donde se utiliza el

formalizmo se segunda cunatizacion.
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Conclusiones

Como inicio de este trabajo se hizo una revisién breve del problema del oscilador
armonico simple en el contexto de la mecdnica cudntica. Se expresé el hamiltoniano
usando los operadores de creacion y aniquilaciéon y de esa manera se obtuvo el espectro
de energfas del sistema. Luego se tomé en consideracion los dos tipos de sistemas:
sistemas con particulas bosénicas y sistemas con particulas fermiénicas.
Posteriormente se presenté el formalismo de segunda cuantizacién partiendo de la
formulacién lagrangiana para campos. Aqui también se consideraron dos campos, un
campo bosénico y un campo fermiénico, y al tomar en cuenta que las particulas de
este tltimo cumplen con el principio de exclusion de Pauli se observé que la manera
de operar de los operadores de creacién y aniquilacion es diferente para cada campo.
Para ilustrar el uso de este formalismo se presento su aplicacién para el estudio de una
linea eléstica discreta, en donde se planteé el hamiltoniano y se obtuvo el espectro de
energias.

Por 1ltimo se analizé el caso de dos osciladores acoplados, introduciendo los ope-
radores de desplazamiento y de compresién, con los que se puede encontrar la forma
en la que cambia la posicién y el momento del oscilador. Se estudiaron especificamente
dos casos con diferente tipo de acoplamiento: Primero se estudié un sistema en el que
los osciladores tienen un acoplamiento lineal, se establecié el hamiltoniano y se obtuvo
el espectro de energias. El otro caso estudiado fue el de un sistema optomecédnico con
acoplamiento lineal y después donde se considera ademds un acoplamiento cuadrético,
donde también se obtuvo el espectro de energfas de los sistemas.

Es conveniente mencionar que el estudio del formalismo de segunda cuantizacién pocas
veces se presenta en los cursos de mecdnica cudntica de nivel licenciatura, por lo que
este trabajo podria ser de utilidad para aquéllos estudiantes que deseen abundar en

este campo.
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Finalmente, podriamos concluir afirmando que si se tiene un sistema de muchas
particulas idénticas puede ser sencillo, si se conoce el hamiltoniano del sistema, en-

contrar la energfa de cada estado utilizando el formalismo de segunda cuantizacién.
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Apéndices

A.1 Relacién de Baker-Campbell-Hausdorff

La relacién de Baker-Campbell-Hausdorff establece que para dos operadores A y B

se cumple que
i\)?
2!

eMBe ™ = B 1+ i\A, B] + ( [A,[A,B]] + ...
con A cualquier nimero complejo.
La expresion anterior puede obtenerse desarrollando directamente las exponenciales

que tienen como argumento al operador A:

. 2 . 2
eMPBe~ M — (1 A+ %Az + ) B (1 — M + %AQ + )

. 2 . 2
_ <B+MAB+%A2B+...) (1—2’)\A+ (Z;) A2+...>

7)) 2
= B+i\AB - BA) + %(AAB + BAA) — (i\)?ABA + ...

-y \2
— B+i\A B+ (Z;) (AAB — 2ABA + BAA) + ...

(iA)?
2!
(iA)?

— B+i)A, B+

(A(AB— BA)+ (BA—AB)A) + ...

= B+i)A,B| + 2L (A[A, B] + [B, AJA) + ...

(iA)?
2l
(iA)?
2l

= B+i)\A B]+ (A[A, B] — [A, B]A) + ...

— B+iMA, B+

(A, [A,B]] + ...
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A.2 Obtencién de la expresién para el operador de
compresion

El operador de compresién (3.10) estd definido como
S(6) = 5@
donde £ es un numero real que determina el grado de compresién. Su efecto sobre los
operadores de creacién y aniquilacion, ecuacion (3.11), puede obtenerse de la siguiente
manera.
Si definimos al operador A como
A=al’ -

entonces el operador de compresién puede expresarse como

S(¢) = e
con A = —i/2.
Ahora bien, si B = a, entonces
(A, B] = [aﬁ —@2,a] _ [aﬁ,a} — [a%a] = a' [af,a] + [af,a] af = —2af
[A[A,B] = [de — a2, —2&*} — 9 [a :_ eﬂ,af] — 9 [a“,eﬂ] +2[a% af] =44

Utilizamos ahora estos resultados directamente en la relacién de Baker-Campbell-

Hausdorff para obtener:

2
ST(€)as (¢) = a+§ (—2a') +(§;—? (4a)+... = a—gawg—?’m... = acosh¢—a'sinh¢
Si ahora tomamos B = af resulta. .
(A, B] = [a*z _ a{a] _ [a*z,af} — [a%,41] = a[a,al] + [a,a1] a = 2a
[A,[A,B]] = [a“ . a2,2a} —9 [a“ . eﬂ,a] - [eﬁ,a} +2[a? a] = —4af

y usando de nuevo la relacién Baker-Campbell-Hausdorft:

£)2 2
ST(¢&)als (€) = a*+§ (—2@)+% (4a")+... = aT—§a+%a*+... = a' cosh&—asinh ¢
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A.3 Ejemplos adicionales

Consideraremos dos ejemplos adicionales que pueden abordarse de manera similar a

lo realizado previamente en el Capitulo 3.

A.3.1 Dos osciladores con acoplamiento lineal y cuadratico

Consideremos un sistema de dos osciladores, tanto con acoplamiento lineal como

cuadratico, de manera que
Hyy = hwaata + huyb'd + hgiata(bt + b) + hggata(bt + b)? (A1)
Para obtener los valores propios de H;, asumiremos que los estados propios del sistema

pueden escribirse como

[¥) = |na)S(§) D(a)[mw)
es decir, como un producto de estados de niimero 6ptico y estados de niimero mecdnico
desplazados y comprimidos.

Aplicamos el hamiltoniano (A.1) a estos estados:
i) = gl + han'b+ hgata (B +5) + hg,ata (b1 +5) 2] Ina) S (€) D () [my)
= :ﬁwade + fuopb'h + hgiata (IST + B)
+Higgata (b* + B+ + 66*)} n4) S (€) D (a) ny) (A.2)
= hw afa+ (hwy + hgea'a) bib + figgatabd!
+Higgata (bT + b2> + higiata (bT + b)} Ina) S (€) D () |ns)
En el capitulo anterior obtuvimos que

b'D(a) = D(
(

)(b' + a)

) = D()(b+a)

(§) = S(€)( cosh¢ — bsinh¢)
bS(€) = S(&)(b

Ademés, los operadores a' y @ no afectan a los estados |n;) y los operadores b y b' no

S

D(«

fs

S

cosh & — bt sinh €)
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afectan a los estados |n,).

Con esto en consideracién desarrollamos cada uno de los términos en (A.2):

hwedlaly) = hw,i'alna) S(§)D(e)lny) = hwana|ng) S(§) D(a)|ne)

(hws + Bgaala)bly) = (hws + hgga'a)btbing)S(€)D(a)|ny)
(hws + hggna)|na)S(€) (B cosh & — bsinh &)
(bcosh & — bt sinh &) D(a)|ny)
= (hwy + hggna)lna) S(€)
bh cosh? € + bbt sinh? € — cosh € sinh £(5T” + 132)] D(a)|ns)
= (hwy + figgna)|na)S(€) D(av)
cosh? ¢ (BT +a (6 + a) +sinh? (b 4 a) (b + a)
—sinh € cosh ¢ [(8* +a)? 4 (b+ a)2] } |7)
= (hwy + figgna)|na)S(€) D(ev)
[cosh2€ (?)T?) +ab' + ab + a2> +sinh? £(bbT + abl + ab + o?)

— cosh & sinh £(bT + 0% + 2ab' + 20b + 2a2)] |75)

hggalabb|v) = hggatabbina)S(&)D()|m,)
= hgyna|na)S(€)(bcosh & — bl sinh €)(b' cosh & — bsinh &) D(a)|ny)
= hggnaln.)S(€)
b cosh® ¢ + blbsinh® ¢ — cosh ¢ sinh (b1 + %) | D(a)lm)

= hggnalna)S€)D(a) {(b+ ) (b + a) cosh® € + (b + a)(b+ a) sinh? ¢
— cosh ¢ sinh ¢ [b2 +01 + 2a(b! +b) + 2042} } 1)

= hggna|na.)S(€)D(a)
{cosh? & [bb + a(b+ bT) 4+ @?] 4 sinh® [b'b + a(b + b) + o]
—coshEsinh ¢ [b2 bt 4 2a(b 4+ b1 + 2042} } 172
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hg,a

b + 1)) = hgeala(d’? +%)na)S(€)D(a)ln)

= hggnalng) (b? + ) S(§)D(a)|ny)
= hggnalne)S(€) [(6* cosh & — bsinh €)2 + (beosh € — b sinh 5)2} D(a)|ny)

= hgyna|n.)S(€)D (a) K(IST + a>2 + (15 + oz>2> (cosh® ¢ + sinh?)

—2cosh £ sinh & <<I;T —l—oz) (Z)—l—()z) + (5—1—&) (6*+a>)] 1)

hgiata(dt + )y = hgata®dt + b)|n.)SE)D()|ny)

= hgima|na) (b +5)S(€) D()|n)

= hgina|n.)S(€) [bT(coshf—smhf) +b(cosh§—smh§)] D(a)|ny,)
= hgna|n.)S(€)D(a) (bT~|—oz)(cosh§—smh§)
)

+(b+ a)(cosh € — sinh 5)] )

= hging|na)S(€)D(a) [(B + b)(cosh ¢ — sinh¢)
+2a(cosh & — sinh &)] |ny,)

Asi, la ecuacién (A.2) toma la forma siguiente:

ﬁlq|w>

1n4)S(€) D () {hwana + (hwp + ggna) [a (l;T + l;) (cosh& — sinh €)°
bTbcosh? € + b sinh? € — cosh € sinh £(b? + b?) + a?(cosh € — sinh 5)2]
hging [(IST + b)(cosh & — sinh €) 4+ 2a(cosh & — sinh f)]

hgqne, [coshf <5T2 + 2alA)T> + sinh? ¢ (52 + 204?)) — cosh &sinh & <13T13 + Z)ET)
20(b + bY) cosh £ sinh € 4 a(cosh € — sinh €)? + cosh? £(b? + 2ab)

+ sinh?(b'? + 2abt) — cosh & sinh €(b'h + ISBT) — 2a(b" + b) cosh £ sinh &

+

o?(cosh & — sinh €)? + b’ cosh? & 4 b'bsinh? € + a(b 4 b')(cosh & — sinh €)?
o?(cosh € — sinh €)? — cosh € sinh & <BT2 + I;QH } |7
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Reacomodando términos
Hyl) = |na)S(€)D(c) { [ (hwy + hggna) cosh € sinh € + hggna(cosh & — sinh €)%
(b1 + b%) + {a(hwy, + hggng)(cosh € — sinh &)? + hging(cosh & — sinh €)
+ hgyng [—4acosh € sinh & + a(cosh € — sinh €)% 4 2a(cosh® € + sinh? 9]}
(b +b) + [cosh2 € (hwy, + hgyna) + hgima(sinh? € — 2 cosh € sinh 3] (bb)
+ [sinh® & (hws + hggna) + hgima(cosh® € — 2 cosh € sinh €] (bb)
+ [hwana + & (hggna)(cosh & — sinh €)* + 2ahgm,(cosh & — sinh €)
+ 3ahiggna(cosh € — sinh &)%) } [ny)
o bien
Higlt) = Ina)S(E)D(a) [My(B2 4 82) + Ma(b +b) + Mybth + Mbb' + Ms | )
donde
M, = —(hwy+ hg,n,)cosh¢sinh & + hg,n,(cosh & — sinh €)?
My = a(hwy+ hggng)(cosh & — sinh €)% 4 hgin,(cosh € — sinh €)
+hgyn, [—404 cosh & sinh & + a(cosh & — sinh €)? + 2a(cosh? € + sinh? f)]
Mz = cosh?®&(hwy + hgyna) + hgima(sinh? € — 2 cosh € sinh €)

My = (hwy + hggna) + hgmg(cosh® € — 2 cosh € sinh €)

hwang + o2 (hggng)(cosh & — sinh €)% + 2ahgn,(cosh & — sinh §)

Ms = +3ahg na(cosh & — sinh £)?

Para que [1)) sea estado propio de Hj, se requiere que los términos que involucran a
(b2 + %) y (b +b) se anulen, esto es, se tomard a M; y My, como cero, por lo que los
valores propios resultan
Ey, = [cosh®&(hwy + higgna) 4+ hging(sinh® € — 2 cosh € sinh €)] n,
+  [(hwy + hggna) + figing (cosh? € — 2 cosh € sinh &l (np+ 1)
+  hwang + a?(hggna)(cosh € — sinh €)? 4 2ahgm,(cosh € — sinh €)
+  3ahg,n,(cosh & — sinh £)?
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A.3.2 Divisor de haz éptico

El hamiltoniano de un divisor de haz 6ptico, mostrado en la figura 3, estd dado por

Hps = hwqala + huopb'b + hgps(alb + ab')

=
Figura 3. Esquema de un divisor de haz. Haces 6pticos, etiquetados por a y b,
inciden sobre dos puertos del divisor de haz; los haces transmitidos son etiquetados

por ¢y d.

En este caso vamos a mostrar que los cuantos de los osciladores individuales no se
conservan, de modo que [d*&, H BS} #0y [BTE, H BS} # 0. Sin embargo, el nimero
total de cuantos es una constante de movimiento, esto es,
[a*a + b1, ﬁBs} —0
Sabemos que
[a*a, HBS] — ataHgs — Hysala

= hwealaata + hwyatab’s + hgpgata(ald + abh)

— hweataata — hwybfba’a — hgps(ald + abhata (A.3)

= hwy(atabth — bThata) + hgps |ata(a™ + abt) — (a' + aéf)eﬂa]
como los operadores bTh y a'a conmutan, entonces

[a*&, FIBS} — hggs(ataath + ataab’ — atatab — aafabh) £ 0 (A.4)
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De manera similar, obtenemos

i, i155] =

bbHps — Hpsbth

hwabtbita + hwyb'bbth + hgpsbtb(alb + abh)

hwaalabth — hwybtbbTb — Rgpg(ald + abh)blb

hgBs (iﬂéz}a* + bTobTb — bbbal — BTBTBa) £0

Usemos estos resultados para obtener que

Como

Entonces

[&Td + o', ﬁBS]

— |afa, Aps| + |b1b, Hps|

= Thgps(ataa’d + afaad’ — afatab — aatab’)
+hgps (6*138&* + btbbth — bbThat — BW%&)

— hyss [6&*(&&* —ata) + (a'a — aah)abt

+(bth — BbHybat + abt (bbF — BTE)}

o1

(A.5)

(A.9)
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