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RESUMEN 

Las técnicas y procedimientos de fabricación de nanoestructuras semiconductoras, como la 

fabricación de alambres o hilos cuánticos, ha permitido el desarrollo de nuevos dispositivos 

electrónicos, dando lugar a una revolución no sólo en la electrónica, sino también en la 

optoelectrónica. La física del estado sólido es fundamental para el estudio de las 

nanoestructuras cristalinas de diferentes tamaños y simetrías, como por ejemplo; pozos 

cuánticos, pozos cuánticos múltiples, superredes, alambres cuánticos, entre otras, ya que 

provee la base del conocimiento teórico y experimental para estudiar esta clase de sistemas.  

El modelo de la función envolvente es adecuado para estudiar teóricamente las propiedades 

de las cuasi-partículas en las estructuras semiconductoras de baja dimensionalidad cuando 

están sometidas a un potencial externo. Este es un método dinámico para la determinación 

de las bandas de energía de las partículas en la Física del Estado Sólido. Las 

nanoestructuras son consideradas sistemas dinámicos debido a que son sólidos que pueden 

alojar partículas físicas como electrones por medio de un potencial de barrera o de 

confinamiento, el cual puede lograrse mediante campos magnéticos o creciendo estructuras 

cuyas distintas regiones sean de materiales diferentes. En este trabajo estudiaremos los 

estados estacionarios de un electrón en un alambre cuántico semiconductor de geometría 

cilíndrica de doble sección transversal circular y de un alambre cuántico semiconductor con 

un potencial escalón, obtenidos a partir de una matriz de 0.35 0.65GaAs Al Ga As . Además, 

calculamos y analizamos la dispersión Raman de estas nanoestructuras, asumiendo que el 

sistema sólo tiene una banda de conducción la cual se desdobla en un sistema de subbandas 

debido al confinamiento, despreciando así, las bandas de valencia, ya que no 

consideraremos portadores intrínsecos.  
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ABSTRACT 

The techniques and procedures for manufacturing semiconductor nanostructures, such as 

the manufacture of quantum wires, have allowed the development of new electronic 

devices, resulting in a revolution not only in electronics, but also in optoelectronics. The 

physics of the solid state is fundamental for the study of crystalline nanostructures of 

different sizes and symmetries, as for example; quantum wells, multiple quantum wells, 

quantum wires, among others, since it provides the theoretical and experimental knowledge 

base to study this class of systems. 

The model of the envelope function is suitable to study theoretically the properties of the 

quasi-particles in the semiconductor structures of low dimensionality when they are 

subjected to an external potential. This is a dynamic method for the determination of the 

energy bands of the particles in the Physics of the Solid State. Nanostructures are 

considered dynamic systems because they are solids that can accommodate physical 

particles such as electrons by means of a potential barrier or confinement, which can be 

achieved by magnetic fields or by growing structures whose different regions are made of 

different materials. In this thesis we will study the stationary states of an electron in a 

semiconductor double cylindrical quantum well wire and in a semiconductor step quantum 

well wire obtained from a matrix of 0.35 0.65GaAs Al Ga As . In addition, we calculate and 

analyze the Raman dispersion of these nanostructures, assuming that the system only has a 

conduction band which unfolds into a subband system due to confinement, thus neglecting 

the valence bands, since we will not consider intrinsic carriers. 
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Introducción 

Los sistemas nanométricos son aquellos que presentan un tamaño del orden de nanómetros 

( )910 m-  en una o varias de sus direcciones espaciales. La caracterización y  manipulación 

de la materia a escala nanométrica ha marcado una revolución tecnológica en el siglo XXI 

denominada nanotecnología, que continúa con un paso arrollador en la actualidad. Este 

evento mundial fue antecedido por el desarrollo de teorías físicas que forman los pilares de 

la ciencia moderna, tal como la mecánica cuántica, la ciencia de materiales, y en general lo 

que se conoce como nanociencia. 

Richard Feynman fue el primero en hacer referencia a las posibilidades de la nanociencia y 

la nanotecnología. En Caltech (Instituto Tecnológico de California) en el año de 1959  

Feynman presentó una conferencia llamada “There’s plenty of room at the bottom” (En el 

fondo hay espacio de sobra), en la cual predijo la existencia de una gran cantidad de nuevos 

descubrimientos en sistemas de dimensiones atómicas o moleculares, si éstos se pudieran 

fabricar con un control absoluto de su tamaño, simetría y dimensiones. Hace algunos años, 

en la segunda mitad del siglo XX, las ideas de Feynman se hicieron realidad y desde 

entonces se han construido sistemas y dispositivos del orden de nanómetros.  

 Este desarrollo ha dado origen a dos disciplinas, la nanociencia y la nanotecnología. La 

nanociencia es aquella parte de la ciencia que se dedica al estudio de los fenómenos y la 

manipulación de la materia a escala nanométrica [1], mientras que la nanotecnología se 

trata del diseño, caracterización, producción y aplicación de estructuras, dispositivos y 

sistemas a través del control del tamaño y la forma en dimensiones nanométricas [1].  
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Las propiedades naturales de la materia a escala nanométrica son distintas a las que se 

presentan en escalas superiores, microscópicas  o macroscópicas, es decir, muchas de las 

propiedades físicas dependen del tamaño de los materiales, por ejemplo, la conductividad 

eléctrica, la capacidad calorífica, entre otras. Esto ha generado que gran parte de la 

investigación científica se oriente al estudio y manipulación de los materiales confinados 

con el fin de aprovechar el mejoramiento en sus propiedades volumétricas y el surgimiento 

de otras no presentes en el estado macroscópico. 

El estudio de los fenómenos que se originan a escalas nanométricas tiene una gran 

importancia para el desarrollo científico y tecnológico. La nanotecnología promete 

incrementar la eficiencia de la industria tradicional y desarrollar nuevas aplicaciones a 

través de las tecnologías emergentes. Son múltiples las áreas en las que la nanotecnología 

tiene aplicaciones potenciales, de hecho su avance ya influye y repercute en una amplia 

gama de industrias como: la de cosméticos, la farmacéutica, los electrodomésticos, la del 

cuidado personal, la construcción, las comunicaciones, la de seguridad y defensa, la 

automotriz, la aeroespacial, los semiconductores, la optoelectrónica, entre otras [2,3] . En 

estos momentos la nanociencia y la nanotecnología aún se encuentran en una etapa 

temprana de investigación y desarrollo, en la que las investigaciones, y la mayoría de las 

inversiones, están dirigidas hacia la comprensión de los fenómenos, los procesos y la 

creación de nuevos materiales en su condición de nanoestructuras [4]. 

Existe una gran variedad de nanoestructuras en lo que a ciencia de los materiales se refiere, 

entre ellas están las metálicas, aplicadas en la catálisis química, purificación y desinfección 

de agua, en dispositivos fotovoltaicos y en la obtención de aleaciones nanoestructuradas, 

algunas de las cuales son de elevada dureza. También existen los nanotubos de carbono que 

se utilizan en la obtención de materiales muy ligeros y resistentes, y los semiconductores 

que son ampliamente utilizados en la construcción de dispositivos electrónicos debido a sus 

propiedades ópticas y de transporte [5].  

Los electrones pueden confinarse en nanoestructuras que se obtienen mediante diversos 

métodos de manipulación y crecimiento, las cuales se pueden caracterizar usando técnicas 
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ópticas como la microscopía electrónica de barrido y de transmisión, la dispersión Raman, 

la difracción de Rayos X, entre otras, con la intención de aprovechar o corroborar 

características físicas relacionadas con el tamaño y forma del sistema. 

En la década de los 60s se construyeron las primeras nanoestructuras semiconductoras 

gracias a los trabajos pioneros de Keldish sobre las superredes [6,7]. Años después, en los 

años 70 se logró la construcción de las primeras superredes bajo el intenso y exhaustivo 

trabajo de Esaki y Tsu [8]. Esto, en gran parte, fue gracias a las técnicas de crecimiento y 

de dopado como la Epitaxia por haces moleculares (MBE, del inglés Molecular Beam 

Epitaxy), la Deposición química de vapor metal-orgánico (MOCVD, del inglés Metal 

Organic Chemical Vapor Deposition), Epitaxia de fase liquida, (LPE, del inglés Liquid 

Phase Epitaxy), técnicas de litografía de rayos electrónicos de alta resolución, entre otras 

[3,9,10], aunado al desarrollo paralelo de modelos teóricos de pozos cuánticos, permitiendo 

la síntesis de los pozos cuánticos simples y múltiples [5], así como la construcción de otras 

estructuras como  alambres cuánticos, que son el objeto de estudio de este trabajo. 

Los dispositivos semiconductores se han desarrollado ampliamente aportando grandes 

avances en la tecnología electrónica, sustituyendo en la mayoría de las aplicaciones el uso 

de las válvulas o tubos de vacío como diodos, tríodos, tetrodos, entre otros. Los primeros 

dispositivos semiconductores fueron desarrollados a base de Germanio y Silicio, que se 

usaron para conformar lo que se conoce como dispositivos PN, los cuales se dopan con 

elementos de la tabla periódica de los grupos III y V [11]. A los semiconductores tipo N se 

les añade átomos del grupo V de la tabla periódica, para aumentar los portadores de carga 

libre negativos o electrones, mientras que a los de tipo P se les añade cierto tipo de átomos 

del grupo III, para aumentar los portadores de carga libre positivos o huecos. El germanio y 

el silicio son conocidos como semiconductores no polares. 

Los materiales pueden clasificarse en conductores, aislantes y semiconductores, 

dependiendo de sus características electrónicas; además existen materiales que no oponen 

resistencia alguna al paso de la corriente eléctrica, dichos materiales se denominan 

superconductores. La diferencia entre conductores, aislantes y semiconductores es una 
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pequeña comparada con las dimensiones de un dispositivo donde cada uno de sus lados son 

del orden de las micras. 

En las últimas décadas se han construido sistemas nanoestructurados en donde las 

dimensiones del dispositivo son del orden de la longitud de onda del electrón en al menos 

una dirección. Los sistemas con una dimensión espacial confinada y dos libres se 

denominan cuasi-bidimensionales (Q2D), luego con dos direcciones confinadas y una libre 

se denominan cuasi-unidimensionales (Q1D) y con las tres dimensiones confinadas y cero 

libre cuasi-cerodimensionales (Q0D); el número de dimensiones confinadas del sistema 

afecta fuertemente las propiedades de las cuasi-partículas (electrones, huecos, excitones, 

fonones, etc) en los semiconductores. La geometría del sistema confinado también afecta 

las propiedades físicas que presentan las partículas y cuasi-partículas, como son las 

propiedades ópticas dadas por las reglas de selección.  La clasificación de los sistemas no 

sólo está dada por el número de direcciones confinadas, sino también por la forma o 

simetría de la región resultante (ver figura 1) [12,13,14,4]. 

En los pozos cuánticos (QW) del inglés (Quantum Well) el confinamiento del movimiento 

de las partículas se da en una dirección, de tal forma que su movimiento se hace cuasi-

bidimensional teniéndose dos direcciones para el movimiento libre, para el alambre 

cuántico (QWW) se confinan las partículas en dos direcciones, teniéndose sólo una 

dirección de movimiento libre, es decir, el movimiento seria cuasi-unidimensional, y en los 

puntos cuánticos (QD) se confinan las tres direcciones por lo que la partícula no puede 

moverse libremente en ninguna dirección siendo cuasi-cerodimensional [3,5,15,16,13]. 

 Los sistemas cuasi-unidimensionales más estudiados teóricamente son los de simetría 

rectangular y cilíndrica debido que en estas simetrías la ecuación de Schrödinger es 

separable en varios casos, simplificando su solución y obteniéndose expresiones analíticas 

tanto de la función de onda como de la energía de los estados electrónicos. Los materiales 

más utilizados para la producción de nanoestructuras son, primeramente, los 

semiconductores y los metales, y después, los dieléctricos, magnéticos y superconductores. 

También se han utilizado materiales orgánicos, polímeros y biomateriales [3]. 
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Un alambre cuántico es un sistema cuasiunidimensional, donde la dirección confinada es la 

radial. Existen muchos tipos de alambres cuánticos, metálicos ( N i , P t , Au ), 

semiconductores ( Si , G e , GaAs ) y aislantes ( 2SiO ). Los alambres cuánticos tienen 

múltiples aplicaciones, por ejemplo, en sensores, celdas fotovoltaicas, láseres, dispositivos 

de almacenamiento de memoria, creación de imágenes, y muchas otras [18,19]. También, 

se espera la creación de transistores basados en alambres cuánticos los cuales presentan una 

movilidad mucho mayor de los portadores de carga que los transistores convencionales y 

con ellos se puede construir láseres con una mayor estabilidad térmica. En general, el 

diámetro de un alambre cuántico oscila entre uno y cien nanómetros y su longitud llega 

hasta los cien micrómetros [20]. 

En los primeros intentos para construir estructuras tipo alambres cuánticos se toparon con 

diversas dificultades, ya que durante el procedimiento se utilizaba un dispositivo tipo pozo 

cuántico ya desarrollado y se separaba del sistema original, esto propiciaba que el pozo 

fuera contaminado por el aire exterior, propiciando que los portadores se recombinaran de 

manera no radiativa, además se utilizaban métodos químicos que podían dañar el 

dispositivo [20,21]. Se han implementado métodos para mejorar el proceso de construcción 

de alambres cuánticos, una de ellos es el procedimiento de decrecimiento en donde se 

utiliza G aAlAs  para cubrir las paredes del pozo, logrando con esto una banda de energía 

prohibida más grande. Con el paso del tiempo nacieron nuevos métodos que permitían tener 

alambres de mayor calidad tales como el método in situ, donde el procedimiento es 

realizado en ultra alto vacío, además de varios métodos complicados y sofisticados que no 

permiten la exposición de la nanoestructura a agentes externos que pudieran mermar la 

calidad [22]. 

Los métodos ópticos son ampliamente utilizados para la caracterización de nanoestructuras 

semiconductoras, especialmente la espectroscopia Raman que ha mostrado ser muy eficaz 

para estudiar propiedades físicas de nanoestructuras semiconductoras [23,15,24,25]. Esto es 

debido a que la espectroscopia Raman nos permite caracterizar sustancias en cualquier 

estado de agregación y en muchas ocasiones no se requiere la preparación de muestras, 

además de que éstas pueden encontrarse en diferentes formas (cristales, polvos, filamentos 
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de polímeros, muestras líquidas, soluciones). La gran importancia de la espectroscopia 

Raman radica en su precisión y versatilidad, lo que hace posible el análisis de estructuras 

como las moléculas y sólidos, cuyos análisis por otros medios serían de gran complejidad. 

La dificultad más destacable de la espectroscopia Raman es la interferencia entre la 

radiación dispersada por la muestra y la proveniente de la fluorescencia que es un proceso 

de emisión en el cual las moléculas son excitadas por la absorción de radiación 

electromagnética y al relajarse al estado basal liberan el exceso de energía en forma de 

fotones. La intensidad de la fluorescencia es varios órdenes de magnitud más grande que la 

de la dispersión Raman. Es frecuente que al querer obtener un espectro Raman observemos 

solamente fluorescencia y, aunque esto no ocurre en todos los casos, muchas veces ésta nos 

impide analizar moléculas por este método, por lo que se han desarrollado técnicas que 

permiten eliminar o reducir la emisión por fluorescencia. 

El efecto Raman es un proceso que implica la dispersión inelástica de la luz en la que las 

moléculas o átomos ganan o pierden energía, de forma que la luz incidente sobre la muestra 

difiere de la dispersada [26]. La denominación Raman se debe a C.V. Raman, que 

descubrió el efecto, que ahora lleva su nombre, experimentalmente en 1928, investigando la 

dispersión de la luz por las moléculas, por lo cual fue galardonado con el premio nobel de 

1930. Cabe mencionar que el efecto había sido predicho teóricamente por Smekal en 1923. 

El efecto Raman suele ocurrir por un cambio en los estados vibracionales, rotacionales o 

vibrorotacionales de las moléculas [26].  En 1923, uno de los alumnos de Raman observó 

que el color de la luz cambió cuando atravesó unas muestras de agua y alcoholes 

purificados que Raman utilizaba para estudiar la dispersión de los rayos de luz, el efecto no 

pudo ser eliminado por lo que se pensó que este fenómeno era una propiedad característica 

de la materia. Poco después, en 1928, Raman y su discípulo Krishnan publicaron en la 

revista Nature lo que sería su más famoso artículo, en el que describieron este nuevo tipo de 

radiación secundaria [27]. En ese año Landsberg y Mandelstam, reportaron el mismo 

fenómeno pero en  el cuarzo [28]. 

La espectroscopia Raman se basa en hacer incidir un haz de luz monocromática de 

frecuencia 0v  sobre una muestra para caracterizarla por medio de la dispersión que se 
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Como hemos mencionado, el estudio teórico de las propiedades de las nanoestructuras se 

puede realizar desde la perspectiva de la mecánica cuántica y la física del estado sólido. La 

función de onda y los niveles de energía del sistema se obtienen al resolver la ecuación de 

Schrödinger que contiene la información del sistema, para esto podemos elegir el sistema 

coordenado que más convenga para analizar alguna estructura y así facilitar la solución 

matemática de la ecuación, por ejemplo, si el sistema tiene simetría cuadrada, utilizamos las 

coordenadas cartesianas. En nuestro caso estudiamos un alambre cuántico doble y un 

alambre cuántico en escalón, ambos con geometría cilíndrica por lo tanto las coordenadas 

más adecuadas para estudiar esta estructura son las cilíndricas.  

La función de onda de un electrón en un sólido puede obtenerse aunque sea de manera 

aproximada con diferentes métodos, como el tight-binding (electrón fuertemente ligado), el 

de combinación lineal de ondas planas (electrón cuasilibre), el de ondas planas 

ortonormalizadas (OPW seudopotencial) o con los métodos basados en primeros principios 

[29]; en cada uno debe considerarse la interacción de los iones con el material. 

Sin embargo, el método que utilizaremos es el de la Aproximación de la Masa Efectiva 

(EMA) o Aproximación de la Función Envolvente (EFA); este método simplifica la 

interacción del potencial cristalino con los electrones del material, redefiniendo o 

renormalizando la masa del electrón usando la teoría de bandas. Así podemos considerar al 

electrón como una cuasi-partícula que existe en el material con una “masa distinta” que 

puede ser medida en el laboratorio.  

En los últimos 40 años se ha dedicado un gran esfuerzo al estudio de propiedades ópticas en 

sistemas confinados semiconductores, en particular se ha estudiado la dispersión Raman 

por diferentes canales y régimen de confinamientos con y sin campos externos por ejemplo, 

los primeros trabajos se concentraron en estos estudios solo con transiciones interbandas en 

sistemas volumétricos en semiconductores de gap pequeño [29,30], luego se realizaron 

investigaciones sobre la dispersión Raman en presencia de campos eléctricos y campos 

magnéticos externos [31,32]; además se obtuvo la sección eficaz de dispersión Raman 

interbanda en un semiconductor cubico en ausencia y presencia de campo eléctrico externo 
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[33] y se consideraron efectos excitónicos [34]. Recientemente, se ha investigado la 

dispersión Raman en varios tipos de nanoestructuras, estudiándose procesos de distinta 

naturaleza, donde se consideran o no la presencia de fonones [20,35], como en pozos 

cuánticos con diferentes perfiles de potencial [36,37,38,39,40], alambres cuánticos de 

distinta geometría [5,41,42,43,44] y puntos cuánticos [45,46,47,48,49], considerándose la 

presencia de campos eléctricos y magnéticos. Como resultados de estas investigaciones se 

demostró que la dispersión Raman electrónica en el caso de las nanoestructuras permite 

determinar la estructura de bandas de los sistemas, siendo una técnica muy sensible a 

cambios de dimensionalidad o de simetría de la región de confinamiento. Por  otro lado, en 

los últimos años se han investigado nanoestructuras semiconductoras para su posible uso 

como fuentes láser, conocidos como Intersubband Raman Laser [50,51,52,53,54,55] ya que 

los dispositivos optoelectrónicos semiconductores juegan un papel fundamental en la 

nanofotónica debido a las limitantes inherentes de los circuitos integrados y la demanda de 

mayor velocidad en la comunicación por medio de chips [55].  En particular ha emergido el 

campo de la fotónica de alambres cuánticos (nanowire photonics) en la búsqueda de fuentes 

coherentes de luz en donde se ha investigado la emisión, propagación, modulación y 

amplificación de luz de estos sistemas [55]. En los últimos 10 años se han buscado 

nanoalambres adecuados para ser utilizados como fuentes de luz láser a temperatura 

ambiente [55]. 

En este trabajo se desarrolló una metodología para estudiar los estados estacionarios de un 

electrón sometido a un potencial de confinamiento del perfil de un alambre cuántico 

semiconductor doble y de un alambre cuántico en escalón, ambos de sección transversal 

cilíndrica, obtenidos a partir de una matriz de 0.35 0.65GaAs Al Ga As . También se analizaron 

los casos límites que son el alambre cuántico con sección transversal en forma de disco 

circular y con forma de anillo circular. Esto con el objetivo de  probar y validar los nuevos 

resultados obtenidos. 

Así, los objetivos principales de este trabajo de tesis son: 
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1. Obtener los estados electrónicos de un alambre cuántico doble semiconductor y de 

un alambre cuántico semiconductor en escalón ambos de simetría cilíndrica, 

utilizando la aproximación de la masa efectiva y considerando que el sistema ha 

sido crecido en una matriz de GaAs AlGaAs . 

2. Analizar con detalle el comportamiento de los estados electrónicos al variar 

diferentes parámetros del sistema. 

3. Cálculo de la sección eficaz de dispersión por unidad de ángulo sólido y de 

frecuencia de la radiación emitida del alambre cuántico semiconductor doble. 

4. Estudiar la eficiencia cuántica de los alambres cuánticos semiconductores. 

Con el objetivo de facilitar la lectura y comprensión de este trabajo, hemos organizado el 

manuscrito de la siguiente forma: primeramente iniciamos con el prefacio, donde se 

presenta al lector un resumen del trabajo a realizarse; una introducción que muestra la 

importancia, actualidad y motivación de la tesis, que ubica al lector sobre la temática 

tratada desde un punto de vista general; después en el capítulo 1 se exponen la fundamentos 

teóricos necesarios para la investigación realizada; en el capítulo 2 se obtienen los estados 

electrónicos de un alambre cuántico semiconductor doble y un alambre cuántico 

semiconductor en escalón así como también los casos límites; en el capítulo 3 se calcula y 

estudia la ganancia y la dispersión Raman para distintas configuraciones de los sistemas 

mencionados en el capítulo 2, por último se incluyen las conclusiones y recomendaciones 

de este trabajo de investigación. 

El grupo de trabajo donde se dirigió la investigación posee una amplia experiencia en el 

estudio de propiedades ópticas en semiconductores polares tridimensionales y confinados 

con paredes infinitas y finitas en régimen de confinamiento fuerte y débil, restringiendo las 

dimensiones espaciales por diferencias de gap en semiconductores o con campo magnético. 

Se pueden observar en las bases de datos internacionales más de 50 publicaciones 

científicas entre artículos y capítulos de libros que incluyen no solo propiedades ópticas, 

sino también de transporte, electrónicas y otras de carácter físico-químico de estos sistemas, 

investigados por diferentes canales: electrónicos, pares electrón-hueco, excitones y otros. 

En el caso de las investigaciones en sistemas confinados, el confinamiento es utilizado para 
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manipular y controlar las propiedades de los materiales. En particular lo novedoso de mi 

investigación no es el nivel de teoría utilizado en el cálculo de la dispersión Raman 

electrónica, sino el estudio de dos nuevos objetos o sistemas confinados, el alambre 

cuántico semiconductor doble y el alambre cuántico con un potencial en escalón, que no 

habían sido abordados desde el punto de vista teórico por ningún investigador en la forma 

en que lo investigamos y es lo que consideramos totalmente nuevo. Esto permitió las 

publicaciones en las revistas científicas que están en JCR. 

 

Equation Chapter (Next) Section 1
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Capítulo 1: Fundamentos teóricos 

En este capítulo desarrollaremos el marco teórico correspondiente a este trabajo de tesis. 

Haremos referencia a los modelos, fundamentos físicos como leyes, conceptos, juicios, 

teorías y aproximaciones más importantes que se utilizan para obtener los estados 

electrónicos en una nanoestructura. Para ello estudiaremos la dinámica de los electrones en 

el sólido, en especial la aproximación de la función envolvente. 

1.1 Dinámica de los electrones 

En un sólido existen regiones del espectro energético de los electrones con energías 

permitidas y prohibidas debido a la estructura periódica de los iones que conforman la red 

del cristal; por ejemplo en la Figura 4 se muestra la estructura de bandas del GaAs , la cual 

es representativa de los materiales III-V. En los semiconductores se presentan varias bandas 

de energía, las cuales pueden estar totalmente ocupadas, a las que se les denomina bandas 

de valencia, y otras totalmente o parcialmente vacías, las cuales se denominan bandas de 

conducción (si el semiconductor es dopado con impurezas donadoras entonces la banda de 

conducción está parcialmente llena). En los materiales III-V en la mayoría de los casos 

tanto el máximo de la banda de valencia como el mínimo de la banda de conducción se 

encuentran en el punto , por lo que son conocidos como materiales de gap directo. 

También es posible que los extremos de las bandas de conducción o de valencia puedan 

hallarse en los puntos L, X  o en cualquier otro punto de alta simetría del cristal, éstos son 

conocidos como materiales de gap indirecto, un ejemplo de ello es el silicio (Si). 
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inicio con técnicas de cálculo computacionales. 

La característica que define el grado de confinamiento de los electrones es la longitud de 

onda de De-Broglie y en el caso de semiconductores el radio efectivo de Böhr de los 

excitones Ba , siendo el excitón una cuasipartícula que porta las propiedades ópticas en los 

semiconductores y se considera un par electrón-hueco ligado por el potencial coulombiano 

de atracción. Esta magnitud es generalmente mucho mayor que la constante de la red, La , 

por lo que es comparable con el tamaño del confinamiento d  en cada una de sus 

direcciones. De esta comparación se pueden determinar dos regímenes de confinamiento de 

las cuasi-partículas: 

 Régimen de confinamiento débil: cuando Ba d  , entonces los pares electrón-

hueco se comportan como excitones, por ser el potencial de atracción colombiano 

más fuerte que el de confinamiento.  

 Régimen de confinamiento fuerte: cuando Ba d   y Ld a   entonces los 

componentes de los pares electrón-hueco se consideran libres y no forman excitones 

por ser el potencial de confinamiento mucho mayor que el de la interacción 

coulombiana.  

En el régimen de confinamiento fuerte el electrón y el hueco pueden ser consideradas 

predominantemente como partículas independientes, es decir, se desprecia la interacción 

coulombiana entre ellas, con sólo una pequeña corrección espacial. En este régimen no es 

posible utilizar el modelo de barreras infinitas para describir las nanoestructuras; ya que al 

ser el radio de Böhr mayor que el tamaño del confinamiento la posibilidad de que una de 

las partículas, el electrón o el hueco, salga de la nanoestructura es muy grande (efecto 

túnel) y si las barreras de potencial son infinitas la posibilidad de tunelaje es nula. 

1.2 Aproximaciones para la solución del problema cuántico del sólido cristalino 

En un sólido cristalino se encuentran dos grandes sistemas de partículas, los electrones y 

los iones que forman la red cristalina. Para encontrar la solución a la ecuación de 
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Schrödinger en el sólido cristalino es necesario determinar las interacciones que se 

presentan en este tipo de sistema, es decir, el hamiltoniano. En el hamiltoniano se debe de 

incluir la energía cinética de los electrones ˆ  keH  y la energía cinética de los iones ˆ  kIH , 

además debemos conocer la interacción entre los electrones ˆ  int
e eH  , la interacción entre iones 

ˆ  int
I IH   y la interacción entre iones y electrones ˆ  int

I eH  . Así el hamitoniano toma la forma: 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ      k k int int int
e I e e I I I eH H H H H H        (1.1)  

Debido a que este es un problema de un gran número de partículas de diferente naturaleza 

(electrones e iones), donde existen interacciones entres partículas del mismo tipo y de 

diferentes tipos, la solución de la ecuación de Schrödinger no se puede obtener si no se 

utilizan algunos modelos físicos y aproximaciones que permitan por ejemplo separar el 

sistema en dos sistemas de partículas diferentes, uno para los electrones y otro para el 

núcleo, por lo tanto se han buscado alternativas para estudiar el sistema de forma 

aproximada, que nos simplifique el problema sin modificar su esencia. Enseguida 

describiremos algunos de los métodos y aproximaciones más comunes, entre los cuales 

abordaremos la aproximación de  la masa efectiva que es de especial interés en este trabajo. 

1.2.1 Aproximación de valencia 

La aproximación de valencia consiste principalmente en considerar sólo las excitaciones de 

los electrones más externos o electrones de valencia del átomo, ya que en estos recaen la 

mayoría de las propiedades químicas y eléctricas [5]. Bajo estos argumentos el átomo 

puede considerarse compuesto por dos partes: 

1) Los electrones de valencia, que son aquellos electrones correspondientes a las 

capas externas semi-llenas de los átomos, y que son los responsables de casi todas 

las propiedades del material, entre ellas las propiedades químicas, ópticas, 

electrónica, de transporte y estructurales características de los sólidos [58,59].  

2) El corazón iónico, el cual está formado por el núcleo y los electrones internos 

correspondientes a las capas completamente llenas, es decir, los orbitales más 
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profundos y cercanos al núcleo. Estos electrones están fuertemente ligados a los 

núcleos, y se distribuyen en torno a ellos de forma similar a como lo hacen en los 

átomos aislados.  

Los electrones de valencia son susceptibles a las perturbaciones externas, ya sean campos 

eléctricos, magnéticos, temperatura, entre otras, y su densidad de carga varía 

considerablemente al estar débilmente ligados a núcleo atómico. Por el contrario, el 

corazón iónico se puede considerar casi insensible al entorno del átomo, pues sus electrones 

están fuertemente ligados al núcleo, por lo que su densidad electrónica prácticamente no 

varía. 

1.2.2 Aproximación de Born-Oppenheimer 

La segunda aproximación que se requiere para la obtención de los estados electrónicos del 

sólido es llamada Aproximación de Born-Oppenheimer. Esta aproximación consiste en 

considerar el movimiento de los electrones por separado del movimiento de los núcleos, es 

decir desacoplar los grados de libertad electrónicos de los vibracionales de un sólido [59]. 

La aproximación de Born-Oppenheimer consiste en que electrones y iones están sometidos 

a fuerzas de igual magnitud, pero al ser la masa de los electrones mucho menor que la de 

los iones la velocidad de los dos movimientos son muy diferentes, por lo que podemos 

considerar que los electrones responden inmediatamente al movimiento de los iones; 

mientras que los iones van evolucionando conforme a un potencial de interacción con los 

electrones, que se obtiene resolviendo la correspondiente ecuación electrónica para 

diferente configuraciones iónicas fijas [60,61,62]. Esto significa que los electrones siempre 

“ven” al ion fijo en una sola posición lo que se corresponde con la aproximación de Born-

Oppenheimer de orden cero en teoría de perturbaciones que es lo que se conoce como 

aproximación adiabática. 

El operador hamiltoniano del sólido, ver ecuación (1.1), puede escribirse de la siguiente 

forma: 
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
 (1.2) 

en este caso lR  es la posición del l-ésimo ión, con respecto a su posición de equilibrio, ࢘௜ es 

la posición del i-ésimo electrón, M es la masa de los iones, y ߤ la masa de los electrones.  

Este hamiltoniano puede ser considerado como la suma de dos hamiltonianos, un 

hamiltoniano para los iones y otro para los electrones, por esta razón la solución a la 

ecuación se puede representar como la multiplicación de dos funciones, una que represente 

a la solución para los electrones y otra que represente la solución para los iones, es decir 

      Ψ R,r R,r R    (1.3) 
De tal forma que   R,r satisface la ecuación de Schrödinger para los electrones en una 

red estática con el ión l-ésimo fijo en lR  y   R es una ecuación similar para los iones. 

Entonces la ecuación de Schrödinger para los electrones toma la forma 

        
2 2 2

22 I e i l e
i ij ili i j

e V   
 
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   r R R,r R R,r

r r r
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 (1.4) 

Aplicando el hamiltoniano a la solución propuesta para el sólido y utilizando la ecuación 

(1.4), tenemos que:   
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  (1.5) 

donde 

  
2 2

22
2l l l l

C
M

R
R R R
  

   
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    (1.6)  
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Si fuera posible despreciar  C R , se obtiene una ecuación Schrödinger para el movimiento 

de los iones de la siguiente forma 

        
2 2

22 e I I l s I
l sl

V
M

R R R R R
R

   


 
      

   (1.7)   

cuya única diferencia es que hemos añadido a la interacción directa entre los iones  e R , 

que es la energía de los electrones en términos de las posiciones de los iones, esta es la 

contribución adiabática de los electrones a la energía de la red; contribución que cambia al 

seguir el movimiento de los electrones en la red. 

El término  C R  depende de la configuración electrónica del sólido, la cual en la práctica 

no varía de forma notable, ya que los procesos de conductividad normal en los sólidos sólo 

implican el reajuste de “pocos” electrones cerca de la superficie de Fermi. De manera que 

 C R  puede calcularse considerando que todos los electrones se encuentran en su estado 

fundamental. Se puede demostrar, que el término  C R , el cual es conocido como el 

término no adiabático, prácticamente no contribuye al valor energía de la del sistema en el 

estado  . 

El primer término se hace cero en el cálculo del valor esperado de la energía ya que 

produce integrales del siguiente tipo: 

 * *1 1
2 2

e

l l l

nd dr r
R R R
  

 
 

      (1.8) 

donde en  es el número total de electrones. El segundo término es pequeño debido a que los 

electrones están fuertemente ligados a los iones y por lo tanto el cambio de posición de los 

iones es pequeño, es decir,    ,  l i i l  R r r R , esto genera una contribución de la 

siguiente forma: 

 
2 2 2 2 2 2

* * *
2 2 22 2 2l i i

d d d
M M M

r r r
R r r
     


  

    
    

     (1.9) 
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donde podemos ver que la ecuación anterior es M  veces la energía cinética de los 

electrones, que comparado con las energías térmicas ordinarias es una cantidad que se 

puede despreciar, ya que M  es del orden de 410  y 510  [60,63]. 

Los elementos del término adiabático  C R que se encuentran fuera de la diagonal, son los 

que dan lugar a las transiciones electrónicas cuando los iones se mueven, esto no es otra 

cosa que la interacción electrón-fonón, la cual no consideramos en este trabajo. 

Así el hamiltoniano queda en forma reducida como: 

 int intˆ ˆ ˆ ˆ .k
e e e I eH H H H      (1.10) 

A pesar de todas las consideraciones la ecuación sigue sin ser separable, debido a que 

depende de todas las coordenadas de cada uno de los electrones de valencia, esto nos lleva 

a realizar otras aproximaciones. 

1.2.3 Aproximación de campo medio o Aproximación monoelectrónica 

Después de utilizar la aproximación de valencia y la aproximación adiabática, se puede dar 

otro paso para simplificar la ecuación Schrödinger que describe el sistema físico de los 

electrones e iones, es decir, del sólido. Éste consiste en representar la función de onda del 

sólido, como funciones de onda individuales para cada electrón, lo que se logra utilizando 

el método de Hartree-Fock [59,61].  

La aproximación del Campo Medio consiste en cambiar la energía potencial de interacción 

entre los electrones por un campo de energía potencial de la forma  
0

n

i
k

U r

  , que 

representa la interacción del i-ésimo electrón con cierto potencial efectivo, de manera que 

cada  electrón se mueve de forma independiente. Se debe considerar que el movimiento del 

i-ésimo electrón modifica el campo medio ya que es parte del mismo [61]. Siendo así que el 

hamiltoniano no depende de la interacción entre los electrones y es la suma de los 

hamiltonianos de cada electrón por separado. Con esto tenemos que la solución a la 
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ecuación de Schrödinger es un producto de las funciones de onda monoeléctronicas, es 

decir, de la función de onda de cada electrón del sistema. 

Por el principio de exclusión de Pauli, la función de onda tiene que cumplir la condición de 

ser antisimétrica, es decir, la función de onda se puede escribir como un determinante Slater 

[64]: 

  

   
   

 
 
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 
 
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 
 








  


N

N

N
N

  (1.11)

 

 

 

donde N es el número total de electrones y ri  representa las tres coordenadas y el espín de 

cada electrón. Este determinante cumple con que la función de onda sea antisimétrica 

respecto a la permutación de dos partículas cualesquiera. Si se buscan variacionalmente las 

funciones de onda monoelectrónicas de manera que se minimice el valor medio de la 

energía se obtienen las llamadas ecuaciones de Hartree-Fock. Estas ecuaciones se pueden 

resolver directamente y sirven de base para un conjunto de métodos numéricos que se 

agrupan bajo el nombre de química cuántica [5,65,4]. 

  
1.2.4 Aproximación de la masa efectiva 

Con la aproximación de la Masa Efectiva se obtienen ecuaciones de gran utilidad para 

estudiar los estados que se presentan energéticamente en los límites de la banda de 

conducción, ya que son ecuaciones relativamente sencillas pero cualitativamente correctas, 

que permiten un análisis bastante completo de la física del sólido [57]. Entonces tenemos 

que en un cristal la ecuación de Schrödinger monoelectrónica es de la forma: 

      
2

0

ψ
2
ˆ

Ĥ V Epr r r 


 
   
 

 (1.12) 
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donde ߤ଴ es la masa del electrón libre,  V r  es el potencial periódico de la red cristalina y 

p̂ es el operador de momento y E  es la energía del sistema. Además se tiene que el 

conmutador del hamiltoniano con el operador de traslación es cero, 0ˆ , ˆ ,H T     esto es 

debido a que el hamiltoniano es invariante ante traslaciones en la red, lo que hace de k  un 

buen número cuántico. Así podemos escoger autofunciones del hamiltoniano y del operador 

de traslación T̂d  simultáneamente. 

      ˆ i
k kT e k dr r + d r   d   (1.13) 

El teorema de Bloch permite escribir la función de onda electrónica de un cristal infinito 

como producto de una función periódica  nku r  definida en la celda unidad del cristal, 

denominada función de Bloch, por una función envolvente ݁௜࢘.࢑ que cambia lentamente en 

la estructura. 

    i
nk nke u  k rr r  (1.14) 

 Así la función de onda queda matemáticamente compuesta por un producto de una onda 

plana ie k r que es modulada por una función  nku r  en la celda unidad, con la cual se puede 

describir las perturbaciones de la red sobre los electrones libres en el sólido cristalino. 

Sustituyendo (1.14) en (1.12), tenemos 

      
0

ˆ
k p nk n nkH u E ur k r   (1.15) 

siendo 

  
0

2 2 2

0
0 0 0

ˆˆ
2 2

ˆ
2

kH Vk p
p k p r
      

    (1.16) 

  

que es conocido como el hamiltoniano ˆk p , el cual describe la función de onda de un 

electrón libre en un cristal tridimensional infinito. Para un k  dado, el conjunto de todas las 
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 nku r  es completo para funciones con la periodicidad del cristal. Por lo tanto, si tomamos 

0k k , la función de onda para cualquier k  puede expresarse en términos de  
0nku r . 

      
0

‘
‘ 0 ‘nk n n n k

n

u C ur k k r    (1.17) 

La ecuación (1.15) puede reescribirse como sigue: 
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(1.18) 

A partir de la cual  se obtiene una ecuación de autovalores para la energía si multiplicamos 

por  *
nku r  e integramos en el volumen de la celda unitaria, entonces 

        2 2
0 0 ‘ 0 ‘ ‘
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 (1.19) 

donde 

    
0 0

*
‘ ‘ .nn nk n k du up r p r r    (1.20) 

 

Para un semiconductor de gap directo la diagonalización del hamiltoniano  proporciona la 

distribución de los niveles energéticos en los alrededores del centro de la zona de Brillouin 

(punto Γ, 0k ), como se ilustra en la figura 5 [66,67,68]. La diagonalización del 

Hamiltoniano puede realizarse con el uso de computadoras o con aproximaciones como el 

método perturbativo de Löwdin [59,69,70,71]. Dicha distribución muestra la división de las 

bandas de energía, etiquetadas por el número cuántico n , donde aparecen regiones de 

energía prohibida o gaps, inducidas por el potencial periódico del sistema. 
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y entonces pueden tratarse como una perturbación del hamiltoniano
0

Ĥ k p . Para el caso de 

una sola banda se usa la teoría de perturbaciones hasta segundo orden, teniendo como 

resultado que la ecuación de autovalores (1.19) queda como sigue: 

          
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nn  (1.22)  

esta ecuación es válida en el entorno de 0k , por lo regular 0k  es un valor donde se ubica un 

extremo de la banda, lo que implica que el término lineal, 0 0 k k . 

Así utilizando los ejes principales tenemos que la energía de una partícula es [57,67,73]  

      22 3
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0 *
1
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Aquí 
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donde *
i  son las llamadas masas efectivas en las direcciones de simetría y iu  son los 

vectores de dichas direcciones. Cuando el sistema físico es isótropo las masas efectivas son 

iguales en cualquier dirección, con esto la ecuación (1.23) se reduce a: 

      22
0

0 *2n nE E
k k

k k



 
   (1.25) 

que representa la energía de una partícula libre de masa * . Este modelo muestra que la 

interacción de un electrón con el potencial cristalino es equivalente a un cambio de masa de 

la partícula. 

En el caso de un electrón la energía tiene la siguiente relación de dispersión parabólica: 
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  
2

2
*2

E k k



   (1.26) 

donde se puede deducir que *  es la nueva masa del electrón bajo la acción de un potencial 

constante determinada por la curvatura de la relación de dispersión, 

  2

* 2 2

1 1 E k
k





  (1.27) 

La masa efectiva en general es un tensor de segundo rango, y sus valores dependen del 

vector de onda k que es distinto para cada dirección, debido a esto la masa efectiva en 

general es anisótropa. Así, la respuesta de un electrón frente a un potencial cristalino es una 

respuesta dinámica. 

El análisis anterior se realizó utilizando un método perturbativo por lo que este modelo sólo 

funciona para valores cercanos a 0k , si consideramos valores mayores la  aproximación 

parabólica para  E k deja de ser cierta, por lo tanto la masa efectiva deja de ser una 

constante. De esta forma, la aproximación de la función envolvente no es un método 

general. Fundamentalmente, su rango de aplicación se restringe a la vecindad de puntos de 

alta simetría como ,   y otros de la Zona de Brillouin. De cualquier manera, este modelo 

es relativamente sencillo comparado con otros, pero ha resultado ser de gran utilidad para el 

cálculo de propiedades físicas con una adecuada precisión, sus resultados han sido 

ampliamente comprobados y minimiza el tiempo de cómputo comparado con otros 

modelos, para este trabajo resulta de gran interés ya que es la aproximación que 

utilizaremos para encontrar los valores de energía de nuestro sistema cuántico. 

1.3 Hamiltoniano de la interacción electrón-fotón 

Para realizar los cálculos de este trabajo es necesario obtener un hamiltoniano adecuado 

para la interacción de un electrón con la radiación electromagnética o hamiltoniano de 

interacción electrón-fotón, así pues, primeramente partimos del hamiltoniano general de un 

sistema compuesto por un electrón y un campo electromagnético, el cual está dado por la 

expresión 
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    
21 ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ

2 2
e eH V e
c c

p A r σ B
 
       
 

 ,  (1.28) 

donde Â es el potencial vectorial del campo electromagnético, B  un campo magnético 

externo,    la masa del electrón, σ̂  las matrices de Pauli y c la velocidad de la luz en el 

vacío [73]. Además, de las ecuaciones de Maxwell  

 1E
c t

A 
  


  (1.29) 

 ,B A   (1.30) 

utilizando la norma de coulomb y considerando que  no depende del tiempo tenemos que 

 0,   0
t

A
  


  (1.31), 

El término  ˆ2
e

c σ B   es debido a la interacción del espín del electrón con el campo 

magnético lo cual da una cierta probabilidad de que el espín del electrón cambie de 

orientación, aunque esta probabilidad es muy pequeña y se desprecia [74,75]. 

Entonces la ecuación (1.28) toma la forma 

 
21 ˆ ˆˆ ˆˆ ( )

2
eH e
c

p A V r 

     
 

  (1.32) 

considerando que 

 
2 2

2 2
2

2ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆe e e
c c c

p A p p A A      
 

  (1.33) 

ya que los operadores p̂ y Â conmutan, la ecuación (1.32) puede escribirse 

  
2

2 2
2

1 ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ( )
2 2

e eH e
c c

p V r A p A 
  

        (1.34) 
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El término  
2

2
2

ˆ ˆˆ
2

e e
c c 

  A p A  corresponde a la interacción del electrón con el campo 

electromagnético, mientras que el primer término corresponde a la energía cinética, el 

segundo término al potencial cristalino y el tercer término a la interacción del electrón con 

el campo periódico del cristal. 

El término 2Â  corresponde a la interacción del electrón con dos fotones simultáneamente, 

lo cual es importante en procesos de segundo orden, cuando la longitud de onda es menor o 

igual a la longitud característica del sistema, lo cual no suele ocurrir en semiconductores, al 

menos para los estados importantes para las propiedades ópticas [5]. Entonces podemos 

despreciar el término cuadrático del potencial vectorial de campo electromagnético. 

Así, la interacción electrón-campo electromagnético queda 

 
0

ˆˆ ˆ.e r
e
c

H Α p
      (1.35) 

Por otro lado, el potencial vectorial puede escribirse como una onda plana con vector de 

onda k y frecuencia ω, entonces 

      
0 0

1cos
2

i t i t
r rA t A e e            

k r k rA k r e e ,  (1.36) 

donde re  es el vector de polarización de la onda 

El campo eléctrico sería 

  0
1

rA sen t
c t c

AE k r e 
    


  (1.37) 

 

La densidad de energía del campo eléctrico es 

  
2 2 2 22

20 0
2 24 4 8

A AE sen t
c c

k r 
  
      (1.38) 
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Si ahora consideramos N fotones en un volumen V la densidad de energía puede escribirse 

como /N V , entonces  

 
2 2
0

2 ,
8
AN

V c




   (1.39) 

de aquí podemos obtener que 

 0
22 NA c
V




   (1.40) 

Sustituyendo (1.36) y (1.40) en (1.35) tenemos 

  2ˆ i
e r r

e N e
V


 
 

   k rH e p   (1.41) 

Si consideramos N=1 y desarrollando la exponencial en serie; tenemos 

      2ˆ 1 ....
2e r r

e i
V

k r
H k r e p

 

 
       

 

   (1.42) 

 

El primer término de la expansión en serie corresponde a la aproximación dipolar y el 

segundo a la cuadripolar [75]. 

Considerando la aproximación dipolar el hamiltoniano de interacción electrón-fotón tiene la 

forma 

  2ˆ
e r r

e N
V


    H e p   (1.43) 

1.4 Sección eficaz diferencial de dispersión Raman 

Desde la perspectiva cuántica la dispersión Raman es una dispersión inelástica de la luz, en 

donde un fotón que incide sobre una muestra es dispersado con energía mayor o menor a la 

energía de incidencia. La dispersión Raman es una técnica muy útil para estudiar la 

estructura de bandas de las nanoestructuras. Por tanto, la sección eficaz diferencial de 
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dispersión Raman nos permite determinar la estructura de subbandas de los sistemas 

nanoestructurados por inspección directa de la posición de las singularidades del espectro, 

considerando las reglas de selección de las transiciones de un electrón entre diferentes 

estados electrónicos debido a la interacción de este con la radiación bajo diferentes 

polarizaciones para la luz incidente y dispersada. 

En general el cálculo de la sección eficaz de dispersión Raman muestra las singularidades 

relacionadas a las transiciones interbanda (entre distintas bandas) e intrabanda (transiciones 

dentro de una misma banda), en nuestro caso consideramos solo transiciones intrabanda. 

Si definimos  , , ,l l s sW  e e  como la probabilidad por unidad de tiempo de la transición 

desde un estado inicial con un fotón con frecuencia de incidencia l  hasta un estado final 

con un fotón de frecuencia dispersada s y polarización ŝe  entonces, el número de fotones 

dispersados por unidad de tiempo con vector de onda entre ks y ks+ dks se puede escribir 

como 

    3
3, , ,

(2 )s l l s s s
VdN W d 


 e e k ,                                    (1.44) 

donde V es el volumen del sistema. 

Cambiando las unidades a unidades de frecuencia la ecuación (1.44) puede escribirse 

   2
3, , ,

(2 )s l l s s s s
VdN W d d   


 e e   (1.45) 

La sección eficaz d  y el número de fotones sdN son directamente proporcionales y la 

relación que se establece entre ellos es 

 
( )
( )

s
s

l

Vd dN
c

 


 
   (1.46) 

Sustituyendo la ecuación (1.45) en la ecuación (1.46) tendremos la sección eficaz de 

dispersión Raman por unidad de frecuencia s  y ángulo sólido W  [32,76] 
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 
   

2 22

3 4 , , , .
8

s s
l l s s

s l

Vd W
d d c

e e
    

   



  (1.47) 

Para determinar la probabilidad de transición  , , ,l l s sW  e e  utilizamos la regla de oro de 

Fermi siendo 

    22, , , .l l s s f f i
f

W M E Ee e          (1.48) 

Donde fE  y iE  son las energías del estado final e inicial respectivamente. 2

fM es la 

amplitud de probabilidad para la transición desde un estado inicial i hasta un estado final f, 

la cual se obtiene mediante la teoría de perturbaciones, teniendo en cuenta que los estados y 

las energías son las  autofunciones y los autovalores del sistema no perturbado [75,4].  

Equation Section (Next)
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Capítulo 2: Estados electrónicos de 

alambres cuánticos 

semiconductores 

En este capítulo se estudian los estados electrónicos para cuatro casos de alambres 

cuánticos semiconductores de geometría cilíndrica donde la longitud es lo suficientemente 

grande para evitar los efectos del confinamiento en esa dirección (ver figura 6). Primero se 

estudia el alambre cuántico con sección transversal en forma de disco y de anillo, (estos son 

los casos límites de un alambre cuántico doble y de un alambre cuántico con escalón, los 

que se pueden considerar una combinación de estos dos sistemas), en segundo lugar un 

alambre cuántico doble y por último un alambre cuántico con un potencial de barrera en 

escalón. Para este estudio se obtienen la función de onda y los niveles de energía que 

corresponden a estos sistemas. Asumiremos un modelo simple de bandas parabólicas para 

el electrón confinado, las cuales se desdoblan en un sistema de subbandas, debido al 

confinamiento. Se estudiarán los estados cerca del centro de la zona de Brillouin. Por lo 

regular este método se utiliza para estudiar semiconductores binarios del tipo II-VI y III-V, 

lo cual es consistente con tratamiento previos [77,78]. Además, consideramos que el 

sistema está  a una temperatura de 0 KT = . Como tenemos un electrón confinado por un 

potencial de barrera en una nanoestructura, utilizaremos la aproximación de la función 

envolvente o de la masa efectiva. Esta aproximación fue discutida en el capítulo 1 y 

debemos señalar que fue utilizada por primera vez en sistemas cuasi-bidimensionales por 

Bastard [79,68]. 
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

  
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  
        


  (2.1) 

donde 0V  representa la “altura” de la barrera de potencial; mientras que 1  y 2  son la 

masas efectivas de electrón en la región de confinamiento y fuera de la región de 

confinamiento del alambre respectivamente. Las condiciones de frontera son las 

condiciones de Ben Daniel-Duke: 

 
1 2

1 1y
r S r S

r S r Sr r
  

 
 

 

 
 

  
 

  (2.2)  

Para el caso en que la energía 0r V , la solución de la ecuación (2.1) se obtiene utilizando 

el método de método de separación de variables y se propone como solución el siguiente 

producto de funciones [80,81,82,83]. 

        , , Φ y z rr z R r Z z E       (2.3) 

donde  , ,r z es el conjunto de coordenadas cilíndricas. 

Sustituyendo (2.3) en (2.1) y trabajando en coordenadas cilíndricas, tenemos que la 

ecuación de Schrödinger queda de la forma 

             
2 2 2

2 2 2

1 1 1Φ
2 Φ z rr R r Z z V r

rR r dr dr r d d
d d d d

Z z z


  
              


   (2.4) 

De esta forma al usar el método de separación de variables obtenemos un sistema de dos 

ecuaciones 

  
2

1 22 2
2 2

2
  0 donde

 z z z
d Z k Z k
dz


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
  (2.5) 
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La solución para la ecuación (2.5) es una función oscilatoria normalizada de la siguiente 

forma: 

  
 

2
2

1 2

dond ,1 e
2

zik z
z zZ z e k

L 
 


  (2.7) 

La ecuación (2.6) la podemos separar en una parte angular y una parte radial. Entonces para 

la parte angular tenemos que 

 
2

2

Φ Φ 0.
 
d
d 

    (2.8) 

 Considerando la simetría del sistema se debe cumplirse que    Φ 2 Φ    , por tanto  

 2 con 0, 1, 2, 3,m m         (2.9) 

así la solución normalizada queda, 

   1Φ
2

ime 


   (2.10) 

La parte radial de la ecuación (2.6) tiene la siguiente forma 

    
2

02

1 2 0 si a
d d mr R r V R r r r

r dr dr r
            

 (2.11) 

      
2

02

1 2 0 sir a
d d mr R r V R r r r

r dr dr r
            

  (2.12) 

La solución de las ecuaciones (2.11) y (2.12) son las conocidas funciones de Bessel, la 

función de onda debe estar acotada en 0 r   y r   , por lo tanto la solución queda de la 

siguiente forma:  

    
 

,
,

m m a

m m a

A J x r r
R r

B K y r r
  

 (2.13) 
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donde  

      1 2
2 2 0

2 2yr rx r r y r Vr 
  

 
   (2.14) 

mJ  y mK  son la función Bessel de orden m  y la función Bessel modificada m ,  

respectivamente. Para determinar las constantes mA  y mB  de la ecuación (2.13) debemos 

aplicar la primera condición de frontera, 
r S r S

  
 

 para ar r , definiendo que 

 a ax x r  y que  a ay y r  , encontramos que:  

  
 

.m a
m m

m a

J x
B A

K y
   (2.15) 

 Si aplicamos la condición de normalización se obtiene a A , que tiene la siguiente forma 

    
   

1/22
2 2a

a
a

m
m m m a

m

J x
A J x K y

K y


      

   
  (2.16) 

donde  amJ x  y  m aK y  son las normas de la función Bessel y la función Bessel 

modificada, respectivamente: 

 

       

       

0

0

22
2 22 20

0 0
00

22
2 22 20

0 0
0

1 ,
2

1 .
2

r

v v v

v

v

v v
r

v

J

K

r vJ r rdr J r J r
r

r vK r rdr K r K r
r

  


  







                   
                   





  (2.17) 

Para obtener la energía debido al confinamiento, 
r
 , debemos aplicar la segunda condición 

de frontera, 
1 2

1 1
r S r Sr r

 
  

 


  

 para ar r , así obtenemos la siguiente ecuación 

trascendente: 

        1 2a m a n a a m a n ay K y J x x J y K y    (2.18) 
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
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donde el número cuántico 1,2,3....n   denota el orden del cero de la ecuación trascendente. 

Los estados obtenidos son doblemente degenerados, ya que 1, 2,...m=± ±  excepto  para 

0m=  . 
 

Para ilustrar nuestro cálculo consideramos un alambre cuántico semiconductor de 

geometría cilíndrica con sección transversal con forma de disco, crecido en una matriz de 

0.35 0.65GaAs Al Ga As , siendo los parámetros físicos parámetros 1 00.0665m m= , 

2 00.096   y 0 0.30 eVV = , donde ߤ଴ es la masa libre electrón. En la figura 7 mostramos 

los niveles de energía r , para un alambre cuántico semiconductor de geometría cilíndrica 

con respecto al radio del alambre. De esta figura se observa que la energía de los estados 

incrementa con el aumento del número cuántico m y también con el aumento del número 

cuántico n . Además, se nota que los estados se agrupan en subbandas de energía donde el 

número cuántico principal es n . Como podemos observar el aumento del radio del alambre 

provoca que un número mayor de estados entren al alambre, mientras que disminuye la 

energía de los estados que ya se encontraban dentro del alambre. 

2.2 Estados electrónicos para un alambre cuántico semiconductor con sección 

transversal con forma de anillo 

Consideraremos en este caso un electrón confinado en un alambre cuántico semiconductor 

de geometría cilíndrica con sección transversal con forma de anillo, de radio interno ar , 

radio externo br  y longitud ܮ, donde ܮ es lo suficientemente grande para evitar los efectos 

de confinamiento en esa dirección (ver figura 8). La función de onda de las cuasi-partículas 

para este caso se obtiene a partir de la siguiente ecuación de Schrödinger, 

  
0 22

2
1

0 2

, , 0
( ) siendo , 0, ,

2
, ,

a

ba

b

V r r
V r E V r r r r

V r r


   




 
       


 

    

  (2.21) 
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

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        1 12 2
2 1

0
2 2

r m m a r m m a m m aA I y A J x BV N x
 

       
  (2.25) 

Para el caso br r , donde  b bx x r  y que  b by y r , tenemos que, 

      1 1m m b m m b m m bA J x B N x B K y   (2.26) 

        1 012 2
1 2

2 2
r m m b m m b r m m bA J x B N x B yV K

 
      

 
   (2.27) 

Utilizando la ecuaciones (2.24), (2.25) y (2.26) y definiendo; 

 01

2

,r

r

V






 (2.28) 

podemos determinar 1mA , 1mB  y mB  en términos de A , con lo que se llega a que 

    
 

1 11 1
1 1, y m b m m b mm m

m m m m m
m m m b m

J x A N x BA BA A B A B A
C C K y C


      (2.29) 

Donde 

 

       
       
       

1

1

m m a m a m a m a

m m a m a m a m a

m m a m a m a m a

A I y N x I N

B I y J x I y J x

C J x N

y x

x J x N x







  

  

  

  (2.30) 

Para determinar la constante A  utilizamos la condición de normalización, 

   * 1R r R r rdr  , por lo que queda de la forma siguiente, 

   1/2
1 2 3A I I I      (2.31) 

siendo, 
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m b m b
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I I rdr I A J x B N x rdr
C

A J x B N x
I K y rdr

CK y

y



    

 
  
 

 


  (2.32) 

  

La energía debido al confinamiento, r , la podemos determinar utilizando la ecuación 

(2.27), de donde obtenemos la siguiente ecuación trascendente, 

 
       

       
1

1                          
m b m b m b m b

m b m b m b m b

A K y J x K y J x

B K y N x K y N x





    
   

 (2.33) 

donde el número cuántico n denota el orden del cero de la ecuación trascendente. Al igual 

que en el caso anterior  los estados obtenidos son doblemente degenerados excepto para 

0m= . 

Finalmente, usando las ecuaciones (2.22) y (2.23), tenemos la solución a la ecuación de 

Schrödinger del sistema, la cual toma la siguiente forma,   

      nm urr r 
    (2.34) 

siendo 

  
 
   
 

( )
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, 0
1 ,

2 ,

z

m m
i m k z

nm m m m m a

a

m m b

b

A I y r r
e A J x B N x r r r

L B K y r r
r 


 

 
  

  





   (2.35)  

donde 

  
2

2

12r znm z kE k


 


   (2.36) 

Para ilustrar nuestros resultados consideramos un alambre cuántico semiconductor con 

sección transversal con forma de anillo  crecido en una matriz de 0.35 0.65GaAs Al Ga As ,  
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Estados electrónicos correspondientes a un alambre cuántico semiconductor
100Å y b) br =
alambre cuántico semiconductor

Å200r =  [84]. 
alambre cuántico semiconductor con sección 
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 usando los mismos parámetros que en el caso anterior. Entonces en la figura 9 se muestra 

la energía correspondiente a la parte confinada del sistema en función de ar , para dos casos 

a) 100Åbr   y b) 200Åbr  . En la figura 9a podemos observar que cuando ݎ௔ aumenta la 

energía también aumenta ya que el ancho del anillo, b ad r r= - , es cada vez menor, 

aumentando el confinamiento del sistema. Debemos señalar que si el ancho del anillo es lo 

suficientemente pequeño termina por “sacar” los estados electrónicos de la región activa del 

sistema, además cada nivel de energía comienza de un nivel de un QWW con sección 

transversal en forma de disco, (líneas punteadas), ya que 0Åar  . En la figura 9b se puede 

observar claramente que los niveles se agrupan en subbandas determinadas por n, a medida 

que aumenta n crece la energía de todas las subbandas por lo que es más fácil  “sacarlas” 

del sistema. También se observa que no hay cruces entre los niveles que conforman una 

misma subbanda pero si cortan los estados electrónicos pertenecientes a otras subbandas. 

Las energías de los niveles dentro de cada subbanda quedan determinadas por m, a medida 

que aumenta m crece la energía. Además, se puede observar  que al aumentar m el efecto 

de confinamiento es menor al principio, para cada subbanda n , ya que al aumentar m el 

efecto de aumentar el radio es menor. 

En la Figura 10 se muestran los niveles de energía correspondientes a la parte radial para a 

un alambre cuántico semiconductor con sección transversal en forma de anillo en función 

del radio interno, ar , manteniendo constante el ancho del sistema en 100 Åd = . Las líneas 

continuas corresponden a los niveles con 1n=  , mientras que las líneas discontinuas a 

2n= ; en la figura  podemos observar que los estados se agrupan una vez más en 

subbandas, determinadas por el número cuántico n . Todas las subbandas tienden a un nivel 

mínimo cuando ar  aumenta, ya que el ancho del sistema está fijo. Es importante señalar que 

aun, para valores grandes de ( ) 300Åar @  no obtendremos los niveles de energía de un 

pozo cuántico como se podría esperar, esto es debido a la simetría del sistema. Notamos 

también que no hay cruces en los niveles pertenecientes a una misma subbanda, con n  



 

igual, pero un nivel sí 

n  diferente.

Figura 10. Estados electrónicos de un alambre cuántico semiconductor con sección transversal en forma de 
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puede cortar a otro nivel perteneciente a una diferente subbanda,
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  

 
   
   
 

2 2

3 3

0

,
, 

m

m m m m a

m m m m

m a

b

m m c

b

c

A J x r r
A I y B K y r r r

R r
A J x B N x r r r
B K y r r

 
       
   

 (2.39) 

Las constantes mA , 2mA , 2mB , 3mA , 3mB  y mB , además de la energía r , se obtienen 

aplicando las condiciones de frontera para la función de onda, 
r S r S r S

   
  

 y 

     1 21 1
r S r S

r r        
 

. Entonces en  , y ,  tenemos que,b car r r r r r      

      2 2m a m m a m m aAJ x A y BI K y   (2.40) 

        2 22 2
1 2

0
2 2

r m m a r m m a m m aV KA yJ x A I y B
 

     
   (2.41) 

Para br r , se obtiene 

        2 2 3 3m m b m m b m m b m m bA I B K A Jy x By xN    (2.42) 

          2 2 3 32 20
2 1

2 2
r m m b m m b r m m b m m bV y y x xA I B K A J B N

 
           

 
  (2.43) 

Para cr r , definiendo   c cx x r  y que  c cy y r , se llega a que 

      3 3m m c m m c m m cA J B Nx Bx K y   (2.44) 

        3 032 2
1 2

2 2
r m m c m m c r m m cA J B Bx N x V K y

 
     

 
   (2.45) 

De las ecuaciones (2.40) y (2.41) podemos determinar 2mA  y 2mB  en términos de mA , 

usando la ecuación (2.28), se obtiene que: 

        
       

1

2
m a m a m a m a

m m
m a m a m a m a

x y x y
y

J K J K
A A

I K I Ky y y
  

  
 (2.46) 
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a partir de las ecuaciones (2.42) y (2.43) podemos determinar 3mA  y 3mB  en términos de mA

, entonces 
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 (2.49) 

Siguiendo el mismo método, podemos determinar mB  con la ecuación (2.44) de manera 

relativamente sencilla: 

  
 

 
 3 3 .m c m c

m m m
m c m c

J N
B A B

K K
x x
y y

   (2.50) 

Con el fin simplificar la forma de las ecuaciones para las constantes obtenidas haremos las 

siguientes definiciones, 
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de esta manera tenemos que las ecuaciones (2.46) - (2.50) quedan 

 21 21
2 1 2 1

2 2

, ,m m m m
A BA A B A
C C

    (2.52) 

 21 31 21 32
3 1

2 3

,m m
A A

C
A

C
BA A


 (2.53) 

 21 31 21 32
3 1

2 3

,m m
BBB

C
B

C
A A

   (2.54) 

    21 31 21 32 41 21 31 21 32 42
1

2 3

.m m

BA A B A B A B B B
C

B
C

A
 




 (2.55) 

Debemos determinar 1mA , esto se hace con la condición de normalización, entonces se 

cumple que    * 1R r R r rdr  ; considerando las cuatro regiones de nuestro problema y la 

ecuaciones (2.52)-(2.55), se obtiene que 

  
1
2

1 2 3 4mA I I I I       (2.56) 

donde 
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2
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.
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m
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A A B A B A BB B B
I K rdr

C C
y

  
  

   (2.59) 

Para el caso de la función trascendente que determina la energía asociada a la dirección 

radial, si usamos las ecuaciones (2.44) y (2.45), se obtiene que 

 3 41 3 42 0m mA A B A   (2.60) 

donde 
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  (2.61) 

 

Sustituyendo  las ecuaciones (2.53) y (2.54) en la ecuación (2.60), tenemos que, 

 21 31 21 32 21 31 21 32
1 41 1 42

2 3 2 3

0m m
A A B A A B BA A A AB

C C C C






  (2.62)  

Finalmente 

    21 31 21 32 41 21 31 21 32 42 0A A B A A A BB B A   (2.63) 

Por tanto, usando las ecuaciones (2.38) y (2.39), tenemos la solución a la ecuación de 

Schrödinger de la siguiente forma 
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 
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A J x B N x r r rL
B K y r r

r 
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 
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  (2.64) 
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y también
 

  
2

2

12r znm z kE k


 


   (2.65) 

al igual que en los casos anteriores el número cuántico 1, 2,3....n = denota el orden del cero 

de la ecuación trascendente (2.63).  

2.4 Discusión de resultados de los estados electrónicos del alambre cuántico 

semiconductor doble 

En este caso consideramos como sistema un alambre cuántico semiconductor doble crecido 

en una matriz de /GaAs AlGaAs . Donde el núcleo y el cascarón están compuestos por 

GaAs , mientras que la barrera externa está compuesta por 0.35 0.65Al Ga As . Debido a esto 

usamos los siguiente parámetros físicos para los cálculos realizados [15,85]: 1 00.096  , 

2 00.0665   y  0 0.30 eVV  , donde 0  es la masa libre del electrón. Por otro lado, 

cuando hablemos de “acoplamiento” nos referimos a que los estados cuánticos pertenecen 

al sistema como un todo, no a una región específica ya que la región activa está compuesta 

de varias capas. Sin embargo, estos estados cuánticos se encuentran mayormente 

contenidos en el núcleo o en el cascarón [39,86]. Por lo tanto, si decimos que un estado 

cuántico se encuentra totalmente contenido en el núcleo o en el cascaron significa que el 

sistema esta desacoplado. Los cálculos en esta tesis se llevaron a cabo con el software 

Mathematica en base a la función FindRoot que permite obtener soluciones de ecuaciones  

trascendentes. 

En la figura 12 se muestran los estados electrónicos del alambre cuántico doble (líneas 

continuas), donde br  varía desde ar   hasta cr , mientras que 
a

r  y cr  permanecen constantes: 

a) 60 Åar   y 120Åcr  , b) 60 Åar   y 140Åcr  , c) 80Åar   y 140Åcr  . Las líneas de 

rayas corresponden a un alambre cuántico simple con radio ar . Este  sistema tiene dos casos 

límites: el primero es un alambre cuántico con sección transversal en forma de disco, y sus 

resultados pueden consultarse en la referencia [41]; el segundo caso límite es el alambre 
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cuántico con sección transversal en forma de anillo, este sistema fue investigado en la 

referencia [84]. Como puede observarse en la figura cuando b ar r=  se obtiene en primer 

caso límite por lo que obtenemos los niveles de energía de un alambre cuántico con sección 

transversal en forma de disco con radio cr , a medida que br  aumenta aparece la barrera y 

se forma un alambre cuántico doble donde el ancho del cascarón externo es c bd r r= -  va 

disminuyendo con el aumento del ancho de la barrera, ya que cr  tiene un valor fijo. Cuando 

b cr r=  se obtiene como caso límite una vez más el alambre cuántico con sección 

transversal en forma de disco en este caso con radio ar .  En la figura 12a podemos ver que 

el nivel de energía determinado por 1n=  y 0m=   pertenece mayormente al núcleo, 

siendo el estado base del sistema. Debemos notar que el estado denotado por 2n=  y 

0m=  pertenece en este caso al cascarón, siendo el estado de menor energía del cascarón, 

pero esto sólo se puede definir para valores de 66Åbr  , por lo que éste es el punto donde 

el acoplamiento del sistema comienza a romperse de forma que podemos decir que para 

0 66 Åbr< <  existe una región de acoplamiento fuerte. Se observa que para valores de 

80Åbr   los estados correspondientes al cascarón “salen” del sistema, debido a que 

aumenta el confinamiento del electrón en el cascarón al reducir el ancho de este ( )d . 

Además vemos un nivel que pertenece al núcleo que se iguala a la energía de un alambre 

cuántico simple de radio ar  a partir de 100Åbr   por lo que podemos decir que a partir de 

este valor el acoplamiento del sistema es débil. 

En la figura 12b incrementamos el valor de cr  con respecto al valor fijado en la figura 12a,  

tomando 140Åcr  , una consecuencia inmediata del aumento de cr  es el aumento en el 

número de niveles con respecto al primer caso de la figura 12a. De nuevo sólo tenemos un 

estado electrónico dentro del núcleo, 1n=   y 0m=  , lo cual es de esperarse puesto que 

mantuvimos el mismo valor de 60Åar  , siendo este nuevamente el estado base del 

sistema.  
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Figura 12. Niveles de energía del alambre cuántico doble (líneas continuas), donde br  varía de ar   a cr , 

mientras que a) 60 Åar   y 120 Åcr  , b) 60 Åar   y 140 Åcr  , c) 80Åar   y 140 Åcr  . Las líneas de 

rayas corresponden a un alambre cuántico simple con radio ar  [87].  

 

Podemos apreciar que el nivel 2n=  y 0m=  corta el nivel del cascarón con 1n=  y 1m=  

aproximadamente en 80Åbr   donde termina la región de acoplamiento fuerte. También, 

podemos apreciar una organización de los niveles en forma de subbandas para los niveles 

asociado principalmente con el cascarón (ver epígrafe 2.2). Además vemos que el estado 

que pertenece al núcleo se iguala a la energía de un alambre cuántico simple a  partir de que 

100Åbr  , al igual que en la figura anterior. Por otro lado, en la figura 12c se fija 80Åar    

y 140Åcr  , esto significa que el radio del núcleo es mayor que en el caso de la figura 12b, 

mientras que el valor de cr  es el mismo. Podemos observar que el aumento del radio del 

núcleo aumenta el número de estados que “caben” dentro de él, de manera que ahora 

existen dos niveles de energía para el núcleo. Podemos observar que los estados  con 

distinto valor de m pueden cortarse, mientras que los que tienen el mismo valor de m no se 

cortan. En los estados electrónicos perteneciente al núcleo se observa que mientras mayor 

es la energía mayor es el acoplamiento, esto es debido a que es menor la “altura de la 

barrera” a vencer por los electrones. Como se puede comprobar con el ancho de la barrera 

controlamos el número de estados dentro del sistema con un valor máximo que se 

corresponde con el número de estados del alambre cuántico con sección transversal en 

forma de disco con radio cr , y el valor mínimo de estados corresponde con el alambre 

cuántico con sección transversal en forma de disco con radio ar .  

En la figura 13 se muestran los cambios que se producen en los niveles de energía por el 

desplazamiento del cascarón externo con ancho fijo c bd r r   si se mantiene constante el  

radio del núcleo ar . Esto se logra variando cr  a la misma razón que br , de manera que d  

es contante y la barrera b ab r r   va aumentando. En los tres casos que se muestran la 
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figura 13 inicialmente la barrera no existe ( )0b = , es decir al principio tenemos un alambre 

cuántico con sección transversal con forma de disco de radio cr . En la figura 13a, se puede 

observar que a medida que la barrera se incrementa los niveles de energía se van ajustando 

a los niveles de energía que se corresponde a los casos límites. Entonces, el cascarón  

mantiene un ancho constante y su caso límite sería el alambre cuántico con sección 

transversal con forma de anillo (líneas de puntos), mientras que el núcleo tiene como caso 

límite el alambre cuántico con sección transversal con forma de disco manteniendo el radio 

constante (líneas de rayas). 

Para valores de la barrera de aproximadamente 40 Å  no se percibe diferencia entre los 

niveles del alambre doble y los del cascarón o del núcleo para ningún nivel de energía, esto 

implica que se han desacoplado los valores de energía del cascarón externo y del núcleo. 

Debemos señalar que mientras tengan más energía los estados electrónicos ligados 

mayormente al cascarón, tenderán más rápido a los niveles correspondientes del sistema 

desacoplado. En el caso del núcleo el valor de la barrera para que se desacoplen los niveles 

es de aproximadamente 5 Åb  , es decir, mucho más rápido que para el cascarón.  

En la figura 13b, se ha aumentado el ancho del cascarón a 80 Å , siendo el radio interno ar ,   

el mismo; esto produce un aumento en el número de niveles “dentro” del sistema. Podemos 

apreciar que los niveles de energía del alambre cuántico doble se hacen prácticamente 

iguales a los niveles del cascarón externo, a partir de un ancho aproximadamente de 

20 Åb  , es decir, al aumentar el ancho del cascarón los niveles tienden a ajustarse más 

rápido. Sin embargo, si comparamos con la figura 13a el nivel de energía asociado al 

alambre interno requiere un valor mayor de la barrera, en este caso aproximadamente 

50 Åb  . En la figura 13c se ha tomado 80Åar  , pero el ancho del cascarón  externo es 

de 60 Å  mismo tamaño que el de la figura 13a. Primeramente notamos que aparecen dos 

estados electrónicos asociados al núcleo, esto es de esperarse puesto que el radio es más 

grande que en el caso de las figuras 13a y 13b. Se puede observar que el ajuste de los 

niveles de energía del cascarón cuántico ocurren para un radio similar al de la figura 13a en 

la cual el ancho del cascarón es el mismo.  
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2.5 Estados electrónicos en un alambre cuántico semiconductor de geometría 

cilíndrica con un potencial en escalón (QWW-Escalón) 

Ahora determinaremos los estados electrónicos de un alambre cuántico semiconductor de 

geometría cilíndrica con un potencial en escalón de longitud L  y radio wr  , en este caso 

compuesto por dos regiones de simetría cilíndrica, la primera región de radio cr  la 

llamaremos “núcleo” y la segunda de ancho sd   la llamaremos cascarón. En consecuencia 

w c sr r d   . En este caso perfil del potencial de confinamiento ( )V r   y la masa efectiva m   

están dados por: 
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Considerando la aproximación de la masa efectiva y siguiendo los mismos procedimientos 

de los casos anteriores la solución a la ecuación de Schrödinger es de la forma: 

                                             
 

 
 , , ,

exp
,

2z

z
n m k n m

i m k z
r

L






   r                              (2.67) 

la energía del electrón está dada por: 
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en donde r  es la energía del electrón debido al confinamiento espacial, n  es el número 

cuántico radial y m es el número cuántico azimutal. Finalmente zk  es el número de onda 

del electrón en la dirección z . Finalmente la parte radial tiene la siguiente forma: 
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donde las constantes tienen la siguiente forma 
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Siendo   ,k kx x r    ,k ky y r  y  .k kz z r  1A  se obtiene utilizando la condición de 

normalización 
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Finalmente, obtenemos una ecuación trascendente la cual al resolverla nos permite obtener 

los niveles de energía confinados en la parte radial ( )r : 

 21 31 21 32 0A A B B    (2.77) 
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En consecuencia para cada de valor de m se obtienen n  valores  de energía. Por lo tanto 

los estados electrónicos son descritos por: 0,1, 2, 3, ...;m  0,1, 2,3, ...;n   y zk   (ver 

referencias [87] y [84]). Es importante deja claro que el número cuántico principal n  

denota las subbandas, mientras que el número cuántico secundario m denota los estados 

electrónicos que pertenecen a cada subbanda. Además, hay que resaltar que los estados 

electrónicos que pertenecen a diferentes subbandas pueden tener la misma energía, lo cual 

resulta imposible para estados pertenecientes a una misma subbanda [84]. Finalmente, el 

número cuántico zk  toma valores continuos de energía, puesto que la dirección z  no se 

encuentra confinada [84] 

2.6 Discusión de resultados de los estados electrónicos del alambre cuántico con un 

potencial en escalón 

En este caso consideramos como sistema un alambre cuántico semiconductor con potencial 

en escalón crecido en una matriz de /GaAs AlGaAs , donde el núcleo es 0.35 0.65Al Ga As , el 

cascarón GaAs  y la barrera externa AlAs . Debido a esto usamos los siguiente parámetros 
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para un alambre cuántico semiconductor con un potencial en escalón: 

se muestra  la densidad de probabilidad electrónica normalizada a través del 

para un alambre cuántico semiconductor 

Este sistema tiene solo un caso l

alambre cuántico con sección transversal con forma de disco el cual

o se puede observar 

. Además, la estructura

representada por la línea azul, la energía por la línea negra 

e onda por la línea negra continua, luego: 

la densidad de probabilidad electrónica normalizada se 

podemos concluir que el sistema 

que la probabilidad de que el electrón se encuentre solo en el 

ltado es similar al del 

2 00.096  ,  

es la masa libre del electrón.  

Densidad de probabilidad electrónica normalizada a través del sistema y energía debido al 

para un alambre cuántico semiconductor con un potencial en escalón: (a)

se muestra  la densidad de probabilidad electrónica normalizada a través del 

para un alambre cuántico semiconductor 

Este sistema tiene solo un caso l

alambre cuántico con sección transversal con forma de disco el cual se obtiene cuando no 

 el radio del núcleo es

. Además, la estructura de la barrera de 

representada por la línea azul, la energía por la línea negra 

luego: (a) 0,m 

la densidad de probabilidad electrónica normalizada se 

podemos concluir que el sistema 

que la probabilidad de que el electrón se encuentre solo en el 

ltado es similar al del 

3 00.124 

Densidad de probabilidad electrónica normalizada a través del sistema y energía debido al 

(a) m=0,  (b) m=1

se muestra  la densidad de probabilidad electrónica normalizada a través del 

para un alambre cuántico semiconductor 

Este sistema tiene solo un caso límite, 

se obtiene cuando no 

del núcleo es

de la barrera de 

representada por la línea azul, la energía por la línea negra 

0,m    (b) 1m

la densidad de probabilidad electrónica normalizada se 

podemos concluir que el sistema se encuentra

que la probabilidad de que el electrón se encuentre solo en el 

ltado es similar al del pozo con un 

 

3 00.124  , 

Densidad de probabilidad electrónica normalizada a través del sistema y energía debido al 

=1 

se muestra  la densidad de probabilidad electrónica normalizada a través del 

para un alambre cuántico semiconductor 

ímite, el 

se obtiene cuando no 

del núcleo es 

de la barrera de 

representada por la línea azul, la energía por la línea negra 

1m . 

la densidad de probabilidad electrónica normalizada se 

se encuentra 

que la probabilidad de que el electrón se encuentre solo en el 

pozo con un 
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potencial en escalón descrito en la referencia [37]. Otro aspecto que hay que enfatizar es 

que a medida que incrementa que el número cuántico n , para un mismo m , la energía de 

los estados electrónicos incrementa y la densidad de probabilidad  se hace más “plana”. Por 

otro lado, cuando comparamos las figuras 14a y 14b se puede ver que con el incremento del 

número cuántico m la energía de los estados electrónicos con el mismo valor n  también 

incrementan [84]. 

La figura 15 muestra los estados de energía electrónicos del alambre cuántico 

semiconductor con un potencial en escalón debido al confinamiento espacial  r . Las 

líneas continuas corresponden a los estados electrónicos etiquetados como 0m  , mientras 

que las líneas discontinuas corresponden a los estados electrónicos etiquetados con 1.m=   
Además, la línea punteada corresponde a la energía de la barrera 0V . 

En las figuras 15a y 15b se fija el ancho del cascaron  sd , mientras se varía el valor del 

radio del núcleo  cr ; mientras que para las figuras 15c y 15d mantenemos el radio del 

núcleo fijo, y se varía el ancho del cascaron. Finalmente en las figuras 15e  y 15f , fijamos 

el valor del radio del sistema ( )wr  del alambre cuántico con un potencial en escalón, donde 

w c sr r d  .  Luego: (a) =80 Åsd , (b)  1 0 Å0  sd  , (c) 0 Å8cr  , (d) 0 Å10cr  , (e) 

0 Å10wr  , (f) 0 Å12wr  .  

En las figuras 15a y 15b cuando 0cr =  tenemos el caso límite, es decir un alambre cuántico 

con sección transversal con forma de disco de radio sd .  

En este caso, es posible observar estados electrónicos con una energía por debajo de 0.V

Después, con el incremento de cr  el núcleo aparece y se forma el alambre cuántico 

semiconductor con un potencial en escalón. Comparando las figuras 15a y 15b se puede 

observar que con el incremento del ancho del cascarón el número de estados electrónicos  

“dentro” del sistema incrementan, mientras que la energía de los estados que ya estaban 

contenidos en el sistema disminuyen. 



 

Figura 15. 

cuántico semiconductor con un potencial en escalón.

electrónicos etiquetados como

electrónicos etique

0 Å10wr  , (f

 Energía de los estados electrónicos debido al confinamiento espacial 

cuántico semiconductor con un potencial en escalón.

electrónicos etiquetados como

electrónicos etiquetados como

f) 0 Å12wr  . 

Energía de los estados electrónicos debido al confinamiento espacial 

cuántico semiconductor con un potencial en escalón.

electrónicos etiquetados como 0m  , 

tados como 1m  , d

0 Å . Además, la línea 

Energía de los estados electrónicos debido al confinamiento espacial 

cuántico semiconductor con un potencial en escalón.

0 , mientras que las líneas discontinuas corresponden a los estados 

1 , donde: (a) =80 Åsd

Además, la línea punteada corresponde a la energía de la barrera
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Energía de los estados electrónicos debido al confinamiento espacial 

cuántico semiconductor con un potencial en escalón. Las líneas sólidas corresponden a los esta

mientras que las líneas discontinuas corresponden a los estados 

=80 Åsd , (b)  1 0sd

punteada corresponde a la energía de la barrera

Energía de los estados electrónicos debido al confinamiento espacial 

Las líneas sólidas corresponden a los esta

mientras que las líneas discontinuas corresponden a los estados 

 1 0 Å0  sd  , (c) r

punteada corresponde a la energía de la barrera

Energía de los estados electrónicos debido al confinamiento espacial  r  para un alambre 

Las líneas sólidas corresponden a los esta

mientras que las líneas discontinuas corresponden a los estados 

0 Å8cr  , (d) 

punteada corresponde a la energía de la barrera 0V

para un alambre 

Las líneas sólidas corresponden a los estados 

mientras que las líneas discontinuas corresponden a los estados 

 0 Å10cr  , (

0V  [88]. 

 

 

para un alambre 

dos 

mientras que las líneas discontinuas corresponden a los estados 

0 Å (e)
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Por otro lado se puede observar dos comportamientos diferentes; el primero está 

relacionado a los estados electrónicos por encima de la barrera 0V , mientras cr  incrementa 

estos estados de energía tienen un comportamiento similar a los estados del alambre 

cuántico de geometría cilíndrica y sección transversal con forma de disco, donde los 

estados electrónicos decrecen proporcionalmente a 2
wr
- . El segundo se relaciona con los 

estados electrónicos por debajo de la barrera 0V . En este caso, mientras cr  incrementa, los 

estados electrónicos tienen un comportamiento similar al del alambre cuántico con sección 

transversal con forma de anillo (véase la referencia [84]).  

Esto implica como en todos los casos que el incremento de cr  causa un incremento en el 

número de estados electrónicos dentro del sistema. Por lo otro se puede inferir que cuando 

cr   debe reproducir los estados cuánticos correspondientes a un pozo cuántico con 

ancho sd , como sea, esto no ocurre para valores de 0 Å20cr  debido a que para estos 

valores la geometría cilíndrica aun retiene sus efectos, véase la figura 2.5 de la referencia 

[84].  

Al inicio en las figuras 15c y 15d, tenemos un alambre cuántico con sección transversal con 

forma de disco de radio cr , lo que significa que el cascarón no existe. Lógicamente, a 

diferencia de lo que pasa en la figuras 15a y 15b, los estados cuánticos con energía por 

debajo de 0V  no pueden observarse en un inicio. De manera que el cascaron aparece con el 

incremento de sd  y se forma el alambre cuántico con potencial en escalón. Finalmente 

debemos señalar que en las figuras 15a hasta 15d, se observa que con el incremento del 

radio del núcleo se incrementan el número de niveles de energía dentro del alambre 

cuántico con un potencial en escalón y disminuye la energía de los estados que ya estaban 

en el sistema, al igual que en todos los sistemas que hemos estudiado. Cuando comparamos 

las figuras 15c y 15d, es interesante notar que con el incremento del valor de cr  se produce 

un pequeño decremento en el valor del ancho sd , desde el cual  los niveles comienzan a 

estar por debajo de 0V . Esto de confirma cuando se determina que en 0m   los estados 
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entran al cascarón en Å34.5 sd   con 0 Å8cr   y en 32 Å.4 sd  con 0 Å10cr  ; mientras 

que para 1m   los estados entran al cascaron en 34 Å.5 sd   con 0 Å8cr   y en 

33 Å.9 sd   con Å100 cr  .  

En esta caso, a diferencia de lo que pasa en las figuras 15a y 15b para valores grandes de 

sd , simplemente reproduce los estados de un alambre cuántico simple ya que el núcleo 

sería despreciable ( )c sr d .   

Las figuras 15e y 15f  difieren de las figuras 15a y 15b. Al igual que  en las figuras 15a y 

15b cuando  0 c s wr d r   tenemos un alambre cuántico con sección transversal con 

forma de disco y barrera 1V , por tanto se observan algunos estados cuánticos por debajo de 

0V . En segundo lugar, cuando   0c w sr r d   tenemos un alambre cuántico con sección 

transversal con forma de disco con barrera 1 0V V  donde los estados cuánticos por debajo 

de 0V  no pueden observarse como sucede en las figuras 15c y 15d. Comparando las figuras 

15e y 15f se puede inferir que con el incremento del radio, wr  , de un alambre con un 

potencial en escalón, el número de niveles dentro del sistema incrementa y la energía de los 

niveles que ya pertenecían al sistema disminuye. Además es interesante notar que el 

incremento de wr  esta asociado con el incremento del radio del núcleo en donde todos los 

niveles tienen energías superiores a la de la barrera 0V  aunque el ancho del cascarón 

permanece más o menos constante, tal como se analiza en las figuras 15c  y 15d. También 

aparecen fluctuaciones en los niveles de energía por encima de 0.30 eV. Esto puede 

observarse en las figuras 15a y 15b y más notoriamente en las figuras 15c  y 15d, indicando 

que la presencia del otro material tiene una fuerte influencia. Además, es fácil notar que los 

estados cuánticos con diferentes valores de m  no se cortan, lo cual es opuesto a lo que 

puede observarse en el alambre cuántico doble [87]. Esto es debido a que el alambre 

cuántico con un potencial en escalón es un sistema que no puede desacoplarse, mientras 

que el alambre cuántico doble esto si es posible. También debemos señalar que el número 
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de estados electrónicos dentro del sistema casi no cambia, esto significa que wr  determina 

el número de estados dentro del sistema. Finalmente podemos concluir que en este caso 

podemos controlar el número de estados por debajo de 0V  (ver figura 1e y 15f, esto se 

consigue controlando el ancho del núcleo y manteniendo fijo el radio del núcleo y radio del 

sistema. Además se puede observar que el radio del sistema determina en lo fundamental el 

número de estados electrónicos dentro del alambre cuántico doble. Equation Section (Next) 
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Capítulo 3: Dispersión Raman 

electrónica 

En este capítulo calcularemos la sección eficaz diferencial de dispersión Raman para el 

alambre cuántico doble y el alambre cuántico con un potencial en escalón, ambos descritos 

en el capítulo 2. Para llevar a cabo el cálculo de la sección diferencial de dispersión 

debemos calcular la probabilidad de transición  , , ,l l s sW  e e de la ecuación (1.47), 

recordemos que: 

    22, , ,l l s s f f i
f

W Me e         (3.1) 

Donde 

 
ˆ ˆ ˆ ˆ

s l l s
f

a bi a a i b b

f H a a H i f H b b H i
M

i i
 

         
  (3.2) 

El proceso de dispersión Raman electrónica (ERS, por sus siglas en inglés Electron Raman 

Scattering) puede ser descrito cualitativamente de la siguiente forma: (i) primero, un 

electrón de la banda de conducción absorbe un fotón de radiación incidente de energía l   

y realiza una transición intrabanda, luego el electrón emite un fotón de radiación secundaria 

de energía s  debido a una nueva transición intrabanda esto se considera en el primer 

término de la ecuación (3.2) ; o (ii) primero, un electrón de la banda de conducción emite 

un fotón de radiación secundaria de energía s  y realiza una transición intrabanda, luego 

el electrón absorbe un fotón de radiación incidente de energía l  realizando una nueva 
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transición intrabanda esto se refleja en el segundo término de la ecuación (3.2). Además 

consideramos un electrón confinado en la banda de conducción dentro del alambre cuántico 

a temperatura 0 KT  que puede realizar transiciones intrabanda (dentro de una misma 

banda) en el sistema. 

3.1 Elementos matriciales 

Debemos obtener los elementos matriciales involucrados en la ecuación (3.2). Para ello 

usamos el hamiltoniano de interacción electrón-fotón obtenido en el capítulo 1.3. La 

aproximación dipolar es comúnmente utilizada para la dispersión Raman tanto electrónica 

como resonante en nanoestructuras semiconductoras [23,87,39]. 

Consideremos dos estados diferentes a y b, entonces  

 2ˆ ˆr r

e
a H b i e a b

V 


 

   
   (3.3) 

cambiando la base vectorial  

 
ˆ ˆ

ˆ
2

x ye ie
e


   (3.4) 

los vectores base en simetría circular son 

 
ˆ ˆ ˆcos
ˆ ˆ ˆcos .

r x y

x y

e e sen e
e sen e e

 

 

 

  
  (3.5) 

Se puede demostrar que los vectores base pueden escribirse de la siguiente manera 

 

1ˆ ˆ  y
2

ˆ ˆ .
2

i i
r

i i

e e e e e

ie e e e e

 

 



 


 

   

   

  (3.6) 

Por otro lado, el operador gradiente en coordenadas cilíndricas es 
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 , ˆr ze
z


   


 
  (3.7) 

siendo 

 ,

ˆ
ˆr r

e
e

r r


 
 

  
 


  (3.8) 

Sustituyendo las ecuaciones (3.6) en la ecuación (3.8) obtenemos 

 , ˆ ˆ
2 2

i i

r
e i e ie e

r r r r

 

  



 

      
             


  (3.9) 

definiendo 

 ˆ
2

ie ie
r r









  
     

   (3.10) 

Considerando la función de onda de los sistemas estudiados en esta tesis (ecuación (2.38)) 

y que la dispersión Raman no puede producirse en la dirección libre z  ( 0zk  ). Se puede 

demostrar que los elementos matriciales de la ecuación (3.2) toman la forma [5]  

 ( ) ( ), , , , 1, ,
0

2ˆ ,
z z z zm n k m n k m m k k

w

e
H i e e T m m

r V r
r

p
d d

m w¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢± ± ±±
¢ ¢¢Y Y =- ×

   (3.11) 

donde 0m  es la masa libre del electrón, , , zm n k¢ ¢ ¢Y   y , , zm n k¢¢ ¢¢ ¢¢Y   son el estado final y el estado 

inicial de la transición y  

 ( ) , ,, m m m mT m m I m II¢ ¢¢ ¢ ¢¢±
¢ ¢¢ ¢¢= ±   (3.12) 

la ecuación (3.12) depende del tipo de alambre, ya sea el QWW-Doble o el QWW-Escalón. 

Para el QWW-Doble tenemos que: 

 , , ,
d f

m m m m m mI I I         (3.13)  

 , , ,
d f

m m m m m mII II II         (3.14) 
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en donde  
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en el caso del QWW-Escalón cuando 0r V  tenemos que:  
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si 0r V  entonces, 

     

       

     

, 1 1 1 0
2 1

2 2 2 2

3 3
3

2 2

            

           
2

c

a b

w

c

w

rw w
m m m m

r

m m m mr

w
m mr

r rI A A J y r J y r rdr

A J x r B N x r A J x r B N x r rdr

r B A K z r K z r rdr


 




 

 
   


 

        

                       

      







  (3.22) 

     

       

     

, 1 1 0
2 1

2 2 2 2

3 3
3

2 2

            

           
2

c

a b

w

c

w

rw w
m m m m

r

m m m mr

w
m mr

r rII A A J y J y dr

A J x r B N x r A J x r B N x r dr

r B B K z K z dr

 




 

   


 

  

                      







  (3.23) 

   

en donde [ ]3
12

2( ) rz r r Vm
= -


 . 

3.2 Sección diferencial de dispersión Raman 

En esta sección determinaremos la sección diferencial de dispersión Raman en un volumen 

por unidad de ángulo sólido con luz incidente de frecuencia l y luz dispersada de 

frecuencia s , para un alambre cuántico doble semiconductor (QWW-doble) y un alambre 

cuántico con potencial en escalón (QWW-escalón). 

La sección eficaz de dispersión Raman se calcula a partir de ecuación; 
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    22, , ,l l s s f f i
f

W Me e         (3.24) 

Las energías del estado inicial y final son 
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  (3.25) 

mientras que las energías de los estados intermedios son  

 
 
 
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k  
 
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
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 

 
  (3.26) 

donde 
2

2
, 2m n r zE K


 


  . Esta es de acuerdo a lo planteado en las ecuaciones (3.1) y (3.2)

.Considerando que la energía se conserva la energía inicial debe ser igual a la energía final, 

es decir, i f  , entonces, 

    , ,i a s m n z m n zk k           (3.27)  

 . ,i b l m n m n            (3.28)  

esto está garantizado por la delta de Dirac que aparece en la ecuación(3.1).  

Por otro lado   

    , , .i f l s m n z m n zk k              (3.29) 

 Recordemos que la dispersión Raman no puede producirse en la dirección libre z por lo 

cual es necesario que 0zk  .  

Sustituyendo las ecuaciones (3.11), (3.25) y (3.26) en (3.2) obtenemos; 
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donde  
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  (3.32) 

con 
2

0 2
02 wrm

=


  y r rs±
±= ×e e   

Finalmente, usando las ecuaciones (3.30)-(3.32) se obtienen cuatro contribuciones con 

respecto a la sección eficaz de dispersión, dependiendo de la radiación emitida y la 

radiación incidente, así que podemos reescribir la ecuación (1.47) como: 
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donde 
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En estas ecuaciones sustituimos la delta de Dirac por una función Lorentziana  

  
 2 2

1 f
f i

f i f





 

 
 

 
  (3.37)  

3.3 Discusión de resultados 

Se calculó la sección diferencial de dispersión Raman y la ganancia Raman para dos tipos 

de alambres cuánticos: QWW-Doble y QWW-Escalón crecidos es una matriz de 

GaAs AlGaAs  donde 1 meVa b fG =G =G =  y las masa efectivas son 1 00.096m m= , 

2 00.0665m m=  y para el caso del QWW-Escalón incluimos 3 00.124m m=  debido a la 

barrera externa de AlAs . Primero se analizarán los resultados obtenidos para el QWW-

Doble y posteriormente para el QWW-Escalón. El estudio de la dispersión Raman requiere 

del análisis de los espectros de emisión y de excitación y de las singularidades presentes 

por medio de la sección eficaz de dispersión.   

En este caso debemos notar que las ecuaciones (3.31) y (3.32) poseen singularidades 

resonantes las cuales son independientes de la energía del fotón incidente en el espectro de 

emisión y del fotón dispersado en el espectro de excitación. 

      
   

1, , ,  ,
1, , ,

, 1, ,  ,
r r

r r

m n m n s
m n m n

m n m n l
 
  


 


        

    (3.38) 

donde s   es para el espectro de emisión y lr=  para el espectro de excitación.  

Mientras que para las ecuaciones (3.34) y (3.35), tenemos singularidades no resonantes, que 

son dependientes de la energía del fotón incidente en el caso del espectro de emisión y del 

fotón incidente en el espectro de excitación.  
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donde 2a   para las polarizaciones  ,s l    y  ,s l   , mientras que 0a   para las 

polarizaciones  ,s l    y  ,s l   . Si la energía de la radiación incidente es distinta a la 

resonancia, esta diferencia se llama “detuning”.  

La ganancia Raman se calcula según la ecuación 
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  (3.40)  

3.3.1 Resultados del alambre cuántico semiconductor doble (QWW-Doble) 

La figura 16 muestra el espectro de emisión de un alambre cuántico semiconductor doble 

con geometría cilíndrica con 9 nmar  , 12 nmbr  , y 17 nmcr  , para una energía del 

fotón incidente de 0.28 eVl  , donde (a)  ,s l   , (b)  ,s l    y (c)  ,s l   . Los 

cálculos se llevaron a cabo utilizando los mismos parámetros que en la sección de 

resultados del capítulo 2. Si comparamos la contribución  ,s l   con la contribución 

 ,s l   , podemos ver que la intensidad de las singularidades resonantes es  más pequeña 

en el primer caso, además se nota que la posición de las singularidades resonantes cambia. 

Esto es debido a que las dos figuras corresponden a dos diferentes polarizaciones de 

radiación secundaria, s  , las cuales afectan las reglas de selección de 1m m¢± = . Como 

podemos ver, la posición de las singularidades en la gráfica está relacionada al “gap” entre 

los dos niveles de energía envueltos, mientras que la intensidad del pico está relacionada 

principalmente a la probabilidad de transición y al “detuning”, si la radiación incidente  
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Figura 16. Espectro de emisión de un proceso de dispersión Raman en un alambre cuántico doble 

con 0 Å9ar = , 0 Å12br =  y 0 Å17cr = ; para un fotón incidente con energía 0.28 eVl  y 

polarizaciones: (a)  ,s l   ; (b)  ,s l   ; (c)  ,s l    [87]. 

 l  es la misma. Si comparamos las figuras 16c con las figuras 16a y 16b, es fácil ver 

que la intensidad de la singularidad resonante es más grande por casi un orden de una 

magnitud, siendo esta la razón principal de la contribución a la sección diferencial de 

dispersión. También podemos ver que, las singularidades resonantes de las polarizaciones 

 ,s l    y   ,s l    son iguales, esto es debido a que a que en ambos la radiación 

secundaria cumple con la misma regla de selección.  

La figura 17 muestra el espectro de emisión de un proceso de dispersión Raman con una 

energía del fotón incidente de 0.28 eVl   y con una polarización  ,s l   . En la figura 

17a, se muestra el espectro de emisión Raman con polarización  ,s l    y energía del 

fotón incidente 0.28 eVlw = , la línea discontinua corresponde a un radio 0 Å9ar  ,

0 Å10br  , y 0 Å15cr  , mientras que la línea sólida corresponde a 0 Å9ar  , 0 Å10br   

y 0 Å15cr  . En la figura 17b la línea discontinua corresponde a un radio 0 Å8ar  ,

0 Å10br  , y 0 Å16cr  , mientras que la línea sólida corresponde a 0 Å8ar  , 0 Å12br   

y 0 Å17cr  . Además, en la figura 17b la línea discontinua ha sido multiplicada por 10. 

Como puede verse en la figura 17a el incremento del radio, ar  , produce un aumento en el 

número de singularidades y el cambio de posición de las mismas a posiciones de menor 

energía. Esto es debido a que con el incremento de ar  se produce una aumento de los 

estados “dentro” del sistema, especialmente aquellos que se encuentran principalmente en 

el alambre, mientras que el “gap” entre distintas subbandas disminuye ver ecuación (3.38). 

Esto se corrobora si observamos la singularidad resonante denotada por  1,1,0,1s  en 

ambas figuras. En adición a esto, en la figura 17b mantenemos fijo el radio del alambre,  



 

Figura 17. El espectro de emisión de un proceso de dispersión Raman para el alambre cuántico doble con 

energía del fotón incidente de 

corresponde a un radio 

0 Å9ar  , 

0 Å10br 

El espectro de emisión de un proceso de dispersión Raman para el alambre cuántico doble con 

energía del fotón incidente de 

corresponde a un radio ar

0 Å , 0 Å10br   

0 Å , y 0 16cr 

El espectro de emisión de un proceso de dispersión Raman para el alambre cuántico doble con 

energía del fotón incidente de l 

0 Å8ar  , br

0 Å  y 0 Å15cr 

0 Å16 , mientras que la línea sólida corresponde a

El espectro de emisión de un proceso de dispersión Raman para el alambre cuántico doble con 

0.28 eV   y polarización 

0 Å10br    y r

0 Å15 . (b) la línea discontinua 

, mientras que la línea sólida corresponde a

77 

El espectro de emisión de un proceso de dispersión Raman para el alambre cuántico doble con 

y polarización  

0 Å15cr  , mientras que la línea sólida corresponde a 

. (b) la línea discontinua 

, mientras que la línea sólida corresponde a

El espectro de emisión de un proceso de dispersión Raman para el alambre cuántico doble con 

,s l   , donde (a) 

0 Å , mientras que la línea sólida corresponde a 

. (b) la línea discontinua corresponde a un radio 

, mientras que la línea sólida corresponde a 

El espectro de emisión de un proceso de dispersión Raman para el alambre cuántico doble con 

, donde (a)  la línea discontinua 

, mientras que la línea sólida corresponde a 

corresponde a un radio 

0 Å8ar  , 

 

El espectro de emisión de un proceso de dispersión Raman para el alambre cuántico doble con 

la línea discontinua 

, mientras que la línea sólida corresponde a 

corresponde a un radio 0 Å8ar 

0 Å  0 Å12br   

 

El espectro de emisión de un proceso de dispersión Raman para el alambre cuántico doble con 

la línea discontinua  

, mientras que la línea sólida corresponde a 

0 Å8 , 

0 Å  y 



 

78 
 

0 Å17cr   . En la figura (b) la línea discontinua se ha multiplicado por 10 [87]. 

0 Å8ar  , mientras que variamos el ancho del cascarón y la barrera. Sin embargo, la 

posición de la singularidad  1,1,0,1s , permanece constante. Esto confirma que los 

estados 1,  1 y 0,  1m n m n      pertenecen principalmente al alambre. Si miramos la 

singularidad  1, 2,0,1s , esta se mueve a una posición de mayor energía, debido que 

elestado cuántico etiquetado como 1,  2m n  , esta principalmente relacionado con el 

cascarón. Además, podemos comparar las líneas discontinuas de las figuras 17a y 17b. En 

este caso, el ancho del cascarón se incrementa con el incremento de cr , causando un efecto 

similar al descrito en la figura 17a, pero afectando principalmente a los estados del 

cascarón. Clarificando que con el incremento de ar  se ven afectados principalmente los 

niveles que pertenecen al alambre, mientras que con el incremento de cr  se ven afectados 

los niveles que pertenecen principalmente al cascarón. Finalmente, la línea discontinua de 

la figura 17a y la línea sólida de la figura 17b pueden compararse. Podemos ver que con el 

incremento de la barrera b , manteniendo un ancho fijo d  , solo produce pequeños cambios 

en la posición de los picos resonantes, pero afecta la intensidad de las singularidades.  

El cambio en la intensidad de la sección diferencial de dispersión Raman en un alambre 

cuántico doble está relacionado al acoplamiento entre el alambre y el cascarón. Esto se 

observa de manera evidente en la figura 18, en el cual se muestra la razón de transición del 

siguiente proceso: primero, un electrón en la banda de conducción absorbe un fotón de 

radiación incidente, resultando en una transición desde el estado inicial 0,  1m n    al 

estado intermedio 1,  1m n   ; después, el electrón emite un fotón de radiación 

secundaria debido a una nueva transición, desde el estado intermedio 1,  1m n    al 

estado final 0,  2m n  . Es importante notar que la ganancia neta Raman es directamente 

proporcional a     2
0,1 1, 0T T  . Así, la figura 18 muestra una transición desde un 

alambre cuántico semiconductor doble a un alambre cuántico semiconductor de geometría 

cilíndrica con sección transversal en forma de disco, donde la barrera b  varía mientras se 
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asimétrico doble. En adición, es notorio que para cualquier cambio en los parámetros del 

sistema se producen fuertes cambios en la razón de transición, haciendo que el sistema sea 

muy difícil de optimizar. Sin embargo, a pesar de que el acoplamiento es débil, es decir, el 

alambre cuántico se desacopla rápidamente en este sistema, la razón de transición es mayor 

que el obtenido para el pozo cuántico doble asimétrico, que se puede observar en la figura 6 

de la referencia [39], debido a la simetría del sistema. Debemos clarificar que cuando nos 

referimos al acoplamiento, nos referimos a la interacción de las distintas regiones que 

componen el sistema, que en este caso son el alambre y el cascarón. La interacción afecta 

los estados electrónicos del sistema, debido a esto los estados son una combinación entre 

los estados del alambre y el cascarón. 

3.3.2 Resultados del alambre cuántico con un potencial en escalón (QWW-Escalón) 

La figura 19 muestra la taza de probabilidad de transición     2
0,1 1, 0T T  para un 

alambre cuántico con un potencial en escalón en donde se han usado los mismos 

parámetros que en el capítulo 2. 

En las figuras 19a-19c consideramos los estados electrónicos (0,1), (1,2) y (0,2); que 

denotamos como  ,m n  para obtener la tasa de transición. La figura 19d muestra la taza de 

transición de probabilidad para los niveles de energía 1 2 31,  2 y 3n n n    del alambre 

cuántico con un potencial en escalón en donde hemos utilizado los resultados de la 

referencia [37], siendo  Å100d   (línea discontinua) y  Å200d   (línea sólida). En la 

figura 20a el comportamiento es similar al observado en la figura 5 de la referencia [87], 

donde se muestra la taza de transición para un alambre cuántico semiconductor doble.  

En este caso el máximo está relacionado al comportamiento de los estados cuánticos 

asociados con un alambre cuántico de simetría cilíndrica, es decir el cascarón, ver la figura 

2 de la referencia [84]. Además, el incremento de la intensidad está asociado al decremento 

del gap cuando incrementa sd , si comparamos la figura 19b con las figuras 15c y 15d, se 

demuestra que el máximo está relacionado a el número de niveles de energía debajo de la 

barrera 0 0.30 eVV  y con las fluctuaciones que aparecen por debajo de 0V . De esto se 
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Además, el segundo y tercer máximo de eficiencia más importante se obtienen cuando la 

energía de los tres estados electrónicos está por debajo de 0V .  Estas curvas son similares a 

las obtenidos para en pozo en escalón (ver referencia [37] ); donde la eficiencia máxima se 

obtiene cuando solo un nivel está por debajo de 0 0.30 eVV  . Por otra parte, las curvas son 

diferentes a las obtenidas para el pozo con un potencial en escalón, para un pozo cuántico 

múltiple asimétrico y para el alambre cuántico doble (ver referencias [87], [39] ) debido a la 

simetría del sistema y al hecho de que el alambre cuántico con un potencial en escalón es 

un sistema fuertemente acoplado, mientras que el sistema de pozos cuánticos múltiples se 

desacopla para ciertos valores de la barrera. 

En la figura 19c el comportamiento es distinto que el de las figuras 19a y 19b. Estos 

máximos están relacionados al comportamiento de los estados cuánticos asociados con el 

cascarón, ver figura 2 de la referencia [84]. Además, el incremento en la intensidad está 

asociado con el decremento de la energía del gap cuando incrementa sd . También, el 

segundo máximo de la eficiencia está relacionado con el decremento de la energía del gap. 

La figura 19d muestra la tasa de transición de probabilidad del alambre cuántico con un 

potencial en escalón es alrededor de tres veces más grande que para el pozo cuántico con un 

potencial en escalón [85]. 

En la figura 20, se muestra el espectro de emisión Raman para un alambre cuántico 

semiconductor con un potencial en escalón donde la energía del fotón incidente es de 

0.90 eVl  , siendo 0 Å4cr   y 0 Å4sd  . Las polarizaciones: (a)  ,s l   , (b) 

 ,s l   , (c)  ,s l    y (d)  ,s l   . Si comparamos las polarizaciones  ,s l    y 

 ,s l   , vea la figura 20a y 20b, se muestra que las singularidades resonantes son iguales, 

esto es debido a que las singularidades resonantes están relacionadas al fotón emitido de la 

radiación secundaria que coincide en estos casos. 

Esto también puede observarse para las polarizaciones  ,s l    y  ,s l    de las figuras 

20c y 20d. En contraste, las singularidades no resonantes no coinciden ya que están 
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relacionados con el estado final del sistema que debe satisfacer 2m m¢¢± =  o m m¢¢= . Por 

otra parte, la intensidad de las singularidades resonantes es mayor para la polarización 

 ,s l   , siendo así la mayor contribución para la sección eficaz diferencial de dispersión. 

También, los picos que involucran estados electrónicos con mayor energía generalmente 

poseen mayores intensidades; esto es debido a que en estos casos el “detuning” es menor 

(ver la referencia [37] ). Debemos señalar que la posición de las singularidades resonantes 

en el espectro Raman están relacionadas solo con el gap entre los dos estados electrónicos 

involucrados, mientras que la intensidad está principalmente relacionada a dos aspectos, 

primero la taza de transición y segundo el detuning [37]. Debemos recordar que los estados 

electrónicos en un alambre cuántico se agrupan en subbandas, siendo n el número cuántico 

principal y m el número cuántico secundario. Esto se discute en la referencia [84]. Esto 

implica que tenemos dos tipos de singularidades resonantes, una relacionada a las 

transiciones intra-subbanda y otra relacionada a las transiciones inter-subbanda. En las 

polarizaciones  ,s l    y  ,s l    solo se pueden observar los picos relacionados a las 

transiciones inter-subbanda, mientras que para las polarizaciones  ,s l    y  ,s l   se 

pueden observar singularidades resonantes de ambos tipos.  

Por otro lado, en la figura 21 el espectro de emisión Raman se muestra para un alambre 

cuántico semiconductor con un potencial en escalón  para una energía del fotón incidente 

de 0.90 eVs   y polarización  ,s l   , donde: (a) Å60 cr =  y  Å40sd = , (b) 

Å40 cr = y  Å60sd = . En esta figura, mostramos las singularidades resonantes asociadas 

con transiciones intra-subbanda, interviniendo subbandas con los números cuánticos 1n = , 

2n =   y 3n =  . Como puede observarse estos picos resonantes aparecen generalmente en 

la misma región. Se ha elegido  Å100wr  , encontrando que con el incremento del radio del 

núcleo no cambia el número de singularidades debido a que el número de estados 

electrónicos tampoco cambia. Sin embargo, la posición de los picos cambia ligeramente. 

Evidencia de esto es el cambio observado en la posición de las singularidades etiquetadas 

por  7,1,6,1s  y  2,2,1,2s .  
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Conclusiones y recomendaciones 

En este trabajo presentamos una metodología sobre cómo se pueden obtener las funciones 

de onda y las energías de los estados electrónicos para alambres cuánticos semiconductores 

de distintos tipos crecidos en una matriz de 0.35 0.65GaAs Al Ga As , ilustrando los casos del 

alambre cuántico semiconductor doble y del alambre cuántico con un potencial en escalón. 

Por otro lado, demostramos que la estructura de la sección diferencial de dispersión Raman 

permite entender claramente la estructura de las subbandas de energía. Nuestro estudio ha 

demostrado que el acoplamiento del alambre cuántico semiconductor con un potencial en 

escalón es más fuerte que el acoplamiento del alambre cuántico doble y de otros sistemas 

tales como el del pozo cuántico en escalón y el del pozo cuántico asimétrico múltiple. 

También hemos demostrado que los sistemas cilíndricos son difíciles de optimizar debido a 

que cualquier cambio en los parámetros produce cambios notables en la tasa de transición y 

en la energía de los estados electrónicos. Sin embargo, la eficiencia del alambre cuántico 

con un potencial en escalón es mayor a la del alambre cuántico semiconductor doble y que 

la del pozo cuántico en escalón. Adicionalmente, podemos señalar que en este trabajo se ha 

aplicado un modelo simplificado para obtener la estructura electrónica del sistema. Para 

obtener resultados más realistas podría considerarse el acoplamiento entre bandas 

empleando el modelo de Luttinger-Kohn o el modelo de Kane, sin embargo, obtuvimos las 

principales características físicas del sistema. 
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