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CAPITULO I. INTRODUCCION

.1 ANTECEDENTES

Entender y controlar el mundo cambiante en que vivimos constituye una necesidad
primordial. Por ello, dado que en nuestro entorno todo esta cambiando, especialistas en
ingenieria, biologia, quimica, economia, etc., orientan sus esfuerzos hacia el estudio de
los patrones de cambio, con objeto de prever y predecir nuevos estados que permitan

tomar mejores decisiones respecto a una diversidad de problemas.

El papel del ingeniero, como especialista en el estudio y aplicacion de las diversas ramas
de la tecnologia a la resolucion y optimizacién de problemas asociados al cambio,
supone la transformacién de ideas en realidades mediante la aplicacion de teorias y

técnicas que permiten el aprovechamiento practico del conocimiento cientifico.

Aunque actualmente las matematicas discretas y la computacion electronica se utilizan
también para identificar, analizar e interpretar los cambios que se observan en un evento,
el Célculo, asignatura béasica en los programas de las carreras de ingenieria, constituye el

componente esencial de lo que se conoce como matematicas del cambio (Avila, 2007).

Algunos de los procesos que interesan al ingeniero son modelables mediante funciones
que presentan la caracteristica de ser derivables, lo que, en términos geométricos,
implica que si la gréfica correspondiente es una curva, ésta tiene la propiedad de ser
localmente lineal. Sin embargo, méas alla de su interpretacion geométrica, la linealidad
local es la condicion que hace posible el estudio de situaciones variacionales, ya que
permite considerar a un modelo matematico como si localmente describiera un
comportamiento lineal, aunque la grafica correspondiente diste mucho de ser una recta.
Es aqui donde la derivada, como expresion de esa variacion localmente lineal asociada
con la derivabilidad del modelo, se vuelve esencial en el estudio de los sistemas
cambiantes, y cobra relevancia como objeto de estudio del Célculo en las carreras de

ingenieria.



En los cursos de Célculo Diferencial del nivel universitario, es tradicional que las
nociones de derivada en un punto y de funcion derivada entrafien una dificultad especial,
no solo para los alumnos sino también para los propios profesores (Badillo, 2003). La
forma clasica de introducir el concepto de derivada, con la nocion de limite en el centro
de sus acepciones puntual y funcional, conlleva un alto nivel de complejidad (Font,
2000), lo que pudiera explicar el origen de la dificultad mencionada.

Es frecuente también que en un curso de Calculo se sobrevaloren los procedimientos
analiticos y la algoritmia, desatendiendo la pertinencia de los recursos geométricos y
visuales, entre otras razones, por considerarlos no rigurosos. Esto hace comun encontrar
estudiantes que desarrollan una gran habilidad para derivar, sin haber logrado construir
un verdadero significado en torno a las nociones involucradas (limites, pendiente de la

recta tangente, razon instantanea de variacion, funcion derivada).

En virtud de lo anterior, se plantea la posibilidad de encontrar una alternativa que
pudiera conducir al estudiante del primer semestre de ingenieria, a desarrollar una
perspectiva diferente de la derivada como objeto esencial de estudio del Calculo, a
través de un proceso de construccion de la funcién derivada que tome como punto de
partida la nocion de derivada puntual generada desde la linealidad local, buscando que

f" emerjade f sininvolucrar de manera explicita el concepto de limite.

En este trabajo se presenta el disefio, la implementacion y la valoracién de una secuencia
de actividades didacticas asistidas por computadora, que promueve la construccion de
significado en torno a la funcion derivada, con alumnos del primer curso de Célculo de
la Division de Ingenieria de la Universidad de Sonora, buscando constituir una
introduccion alternativa al tratamiento a través de limites, desde la nocion de linealidad

local, como primer encuentro con la derivada.

Los fundamentos de la secuencia didactica que aqui se presenta han sido abordados por
una gran diversidad de trabajos. Destacan, primeramente, las aportaciones de David Tall
(1986) en torno a la linealidad local y la utilizacion de la tecnologia para visualizar a la
derivada como la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto, recurriendo al

zoom que constituye una herramienta muy potente de las calculadoras graficadoras y de



diversos paquetes de software disponibles en la actualidad. Trabajos como los de Tall
expresan, de una u otra forma, la necesidad de reconstruir la didactica del Calculo con
base en aproximaciones no formales, que atiendan més al fendmeno a estudiar en su
relacién con el concepto de derivada, que al concepto por si mismo. En este sentido, Tall
(2003) declara la conveniencia de promover que el estudiante conceptualice los objetos
sensorialmente dentro de su mente (embodied objects), en virtud de que los aspectos
manipulativos y formales pueden ser abordados en una etapa posterior, cuando éstos

puedan tener mas sentido.

En los tiempos recientes, ha habido intentos por reorientar la ensefianza del Calculo
hacia un tratamiento de la derivada que no gire en torno a la nocion de limite. En 1981
aparecio por primera vez una definicion de derivada sin limites, en el libro Calculus
Unlimited, de Marsden y Weinstein. En este texto se presenta una definicion de recta
tangente, construida a partir de una relacion de orden que formaliza la idea de que se
trata de la Unica recta no transversal a la grafica de una funcion; es decir, cualquier otra
recta, con una menor o mayor pendiente, corta o atraviesa definitivamente a la gréfica de
la funcidn. En este tratamiento, los autores no consideran a los puntos de inflexion, sino
hasta que la recta tangente es identificada como aquélla cuya pendiente es la derivada en

el punto, y, finalmente, se refieren a ellos en la forma tradicional.

Desde el movimiento de reforma del Calculo, otros textos y articulos han hecho
planteamientos relacionados con la linealidad local, eje de la secuencia didactica que se
presenta en este trabajo. Tal es el caso de libros como Calculus in Context | (Callahan y
Cox, 1993) y Calculus (Deborah Hughes-Hallet et al, 1994). Estos textos buscan
reorientar la ensefianza del Calculo, proponiendo una atencion equilibrada hacia los
conceptos y los procedimientos. Se hace énfasis en el significado de las nociones
matematicas, ya sea en términos practicos, graficos o numeéricos, a partir de la
interpretacion de dichas nociones (férmulas, graficas, tablas, texto, etc.). La utilizacion
de los recursos geométricos se promueve mediante el uso de la herramienta tecnoldgica
(calculadora graficadora o computadora), considerada como mucho mas que un
instrumento de apoyo en la ensefianza tradicional del Calculo, ya que permite

diversificar tanto las preguntas que pueden surgir como la forma de responder a ellas.



Por otro lado, articulos como Introduction to derivatives: A TI-81/TI1-82 graphing
calculator activity (Shultz, 1995) y A limit-free approach to derivatives: Report on a
Classroom Project (Invernizzi y Rinaldi, 2002) promueven la conveniencia de apoyarse
en la tecnologia para visualizar a la derivada como la pendiente del segmento de recta en
que parece transformarse la grafica de una funcién, cuando el acercamiento (zoom)

alrededor de un punto es el suficiente.

Los acercamientos mencionados permiten apreciar el contexto en el cual queda
enmarcado este trabajo y precisar que, aunque la idea que subyace a él no es novedosa,
se pretende aportar elementos que pudieran contribuir, desde la nocion de linealidad
local, a la construccion de un significado mas amplio de funcion derivada, mediante la
realizacion de una tarea intramatematica apoyada en la utilizacion de recursos

tecnoldgicos.

En este trabajo se percibe a la observacion de la linealidad local como el argumento
visual que justifica el papel de la funcion derivada como instrumento cuantificador de la
rapidez instantanea de variacion. En términos metafdricos, si se realizara un zoom a la
nocion funcional de derivada, se observaria que ésta se apoya en la posibilidad de
concebir al segmento visualizado como la evidencia de una variacion localmente lineal,

y a su pendiente como la medida de la rapidez con que dicha variacion se da.

Otro rasgo importante se refiere a la identificacion de la recta tangente como la recta que
mejor aproxima a la gréafica de una funcion en las cercanias del punto de tangencia.
Dado que esta caracterizacion de la recta tangente no es algo trivial, en este trabajo se
incluye el referente tedrico proporcionado por dos trabajos de investigacion que
constituyen una justificacion formal para tal identificacion de la recta tangente. Esta
justificacidn esta sustentada por los planteamientos de Riestra y Ulin (2003) formulados
en Tangencia, Contacto y la Diferencial, y los de Bivens (1986) en What a Tangent
Line Is When It Isn't a Limit. En este mismo sentido, aunque orientado hacia el aspecto
analitico del manejo de la recta tangente como la mejor aproximacion lineal, existen
otros acercamientos interesantes, como el de Teague (1996) con su articulo A Local
Linearity Approach to Calculus, que aborda un acercamiento a la Regla de I’Hopital o la

regla del producto, a partir de aproximaciones lineales.
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1.2 JUSTIFICACION

Como objeto matematico, la derivada presenta una complejidad propia, intimamente
ligada a sus acepciones local y global. Es por ello que, en la ensefianza del Célculo, la
problemaética relacionada con esta dualidad puntual/funcional de la derivada reclama una
atencion especial, pues a la complejidad mencionada se suman dificultades de otra
naturaleza, como la inherente al concepto de limite (Artigue, 2000), nocion que se

encuentra en el centro de la definicion formal de derivada.

Sin embargo, tradicionalmente, los cursos de Célculo desatienden la importancia de la
articulacion entre representaciones, al privilegiar el manejo analitico sobre el
geométrico. Esto queda en evidencia cuando, aun en los casos mas sencillos, la
observacion simultanea de las gréficas de f y f* frecuentemente no logra desencadenar

en el estudiante ningun proceso reflexivo a partir de la definicion de derivada via limites.

Asi, en un intento por ampliar el abanico de posibilidades para promover la emergencia
de la funcion derivada, buscando no restringirla al tratamiento a través de limites, se
trata de proponer al estudiante la realizacion de una tarea matematica menos compleja,

que lo introduzca al proceso de construccion de la funcién derivada.

Por todo lo anterior, la secuencia didactica presentada en este trabajo y dirigida a
estudiantes de un primer curso de Céalculo del nivel universitario, surge de una reflexién

que se orienta hacia los siguientes aspectos:

- La forma en que los procesos de instruccion desatienden el interés esencial del
estudio de la derivada, como la herramienta clave en el estudio de la variacion,
promoviendo en el estudiante la construccion de un significado limitado, a través de

practicas que privilegian, finalmente, el uso de las técnicas de derivacion.

- Laimportancia de promover una mayor riqueza en el lenguaje utilizado para abordar
la tarea matematica, concretamente, en cuanto a la articulaciéon de las diferentes

representaciones asociadas a un objeto matematico.

- La conveniencia de incorporar los recursos que ofrece la herramienta tecnoldgica,

como una forma de apoyar el quehacer en el aula.



La idea central es la siguiente: a partir de la grafica de f, mediante una construccion
visualmente convincente de la recta tangente desde la nocion de linealidad local, el
alumno pudiera partir de la interpretacion geométrica de la derivada para llegar hasta la

identificacion de la expresion analitica de la funcion derivada, f~.

Una de las etapas de este trabajo ha consistido en la implementacion de una secuencia de
actividades didacticas, cuyo objetivo central es propiciar que el alumno ponga en juego
las diferentes representaciones de la funcion derivada, de manera que, a partir de una
tabla obtenida desde el trabajo dindmico desarrollado con un software, el estudiante
construya la grafica correspondiente y, finalmente, obtenga la expresion analitica
respectiva. Ademas, la aplicacion de la secuencia contempla el aprovechamiento de los
recursos visuales aportados por el software para poner al estudiante en contacto con dos
nociones esenciales: la recta tangente como la recta que mas se parece a la curva en las

cercanias del punto de tangencia, y la no derivabilidad puntual de una funcion.

Es importante mencionar que, més alla de lo que corresponde a la tarea intramatematica
que se propone para promover la construccion de la funcion derivada, se busca incidir
también sobre lo relativo a la cuantificacion de la rapidez de la variacion, que da
sustento a la derivada como razén de cambio. Se pretende que el descubrimiento de la
linealidad local, asociada con la derivabilidad de una funcion, favorezca, mediante el uso
de la herramienta tecnol6gica, una visualizacion de la variacion instantanea, cuya
cuantificacion es la razén de ser de la derivada como objeto de estudio. La idea es, pues,
que el estudiante logre relacionar al segmento visualizado con una variacién localmente
lineal, y a su pendiente con la medida de la razén instantanea de variacion
correspondiente, buscando que la experiencia intuitiva proporcionada por este

acercamiento favorezca la emergencia del significado variacional de la derivada.

El disefio e implementacion de la secuencia de actividades didacticas se dirigié a
estudiantes de un primer curso de Célculo Diferencial de la Division de Ingenieria de la
Universidad de Sonora. Ademas de promover en estos estudiantes la construccion de un
significado mas amplio alrededor de la funcién derivada, la secuencia didactica busca

ofrecerles un primer contacto con la regla de la cadena y los criterios de maximos y



minimos, con el propdsito de dar mayor sentido a las técnicas algoritmicas que

usualmente se privilegian en los cursos tradicionales de Célculo.

Es pertinente mencionar que, aunque el primer proposito es el de incidir positivamente
sobre el significado de funcion derivada, se espera que, como consecuencia, los
planteamientos aqui presentados contribuyan a enriquecer también el significado de
derivada como objeto matematico, concebida ésta como la herramienta por excelencia
asociada a la medicion de la variacion en los fendmenos del entorno y, por tanto, como

elemento esencial en el estudio del Calculo.






CAPITULO II. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 ANTECEDENTES

En el primer curso de Calculo del nivel universitario, es usual que se pierda de vista que
la razén fundamental que justifica el estudio de la derivada, es su uso como herramienta
bésica en el analisis, interpretacion y resolucion de los problemas relacionados con el
cambio, en especial, lo relativo a la rapidez de la variacion. Con frecuencia, se privilegia
el aprendizaje de las técnicas de derivacién y se considera que un estudiante ha
aprendido Calculo si, al final del curso, éste logra dominar las formulas que le permiten
encontrar la expresion analitica de la funcion derivada, independientemente del

significado que de ella haya construido.

Los trabajos de Duval (1998), declaran que en la actividad matematica es esencial la
movilizacién y coordinacién de varios registros de representacion semiotica, pues en
ellos se considera que toda representacion es cognitivamente parcial respecto a lo que
ella representa. Duval postula la complementariedad de los diferentes registros, asi como
la imposibilidad de acceder al objeto matematico si no es a través de sus

representaciones.

Estos planteamientos fueron los primeros en dar soporte a la idea que subyace a la
propuesta que se presenta e investiga en este trabajo: una alternativa que pudiera
conducir al estudiante del primer semestre de ingenieria a desarrollar una perspectiva
diferente de la derivada como objeto esencial de estudio del Céalculo, propiciando que se
pongan en juego las diferentes representaciones de la funcion derivada, de manera que, a
partir de una tabla obtenida desde el trabajo dindmico desarrollado con un software, se
construya la gréfica correspondiente y, finalmente, se obtenga la expresién analitica

respectiva.

Sin embargo, conforme fue avanzandose en el disefio de actividades que hicieran posible
el transito del estudiante a través del recorrido procedimental descrito, fueron

requiriendose otras herramientas tedricas, no contempladas por los planteamientos de



Duval, que pudieran explicar, por ejemplo, qué son los objetos matematicos, buscando
que la afirmacion de Duval de que no hay noesis sin semiosis pudiera clarificarse, en

cuanto a lo que significa acceder al objeto matematico.

Por otra parte, existen trabajos que priorizan el estudio de la derivada como la
herramienta asociada a la resolucién de los problemas del cambio, asumiendo como
concepto fundamental, precisamente, la nocion de razon de cambio. Tal es el caso de lo
que se conoce como el enfoque variacional, proyecto que surge en México a partir de
los trabajos desarrollados bajo la direccion del Dr. Ricardo Cantoral, con una propuesta
de redisefio radical del discurso matematico escolar, cambiando el papel principal que
los cursos de Célculo confieren al concepto de limite, para poner en su lugar a la

variacion fisica. En este sentido, Cantoral (1991) expresa:

...en el terreno de la ensefianza, tendemos hacia la reconstruccion de una didactica
del célculo basada mas en las intuiciones y vivencias cotidianas de los sujetos,
mediante acercamientos fenomenoldgicos, por lo que se atiende mas al fendmeno
en su relacion con el concepto matematico que al concepto per se.

Este enfoque parte de razones de cambio promedio obtenidas del estudio del fenémeno
asociado a una situacion variacional, y arriba a la derivada como razén de cambio
instantanea, mediante un manejo intuitivo del limite, poniéndola en primer plano en su

papel cuantificador de la rapidez de variacion.

En concordancia con los planteamientos del enfoque variacional, la secuencia didactica
presentada en este trabajo pretende ofrecer una alternativa introductoria al encuentro con
la funcion derivada, mediante un proceso de construccion que tome como punto de
partida la nocion de derivada puntual generada desde la linealidad local, y visualizada
solo con la ayuda de la herramienta tecnoldgica, buscando que f~ emerja de f sin
involucrar de manera explicita el concepto de limite. Ademas, dado que la interpretacion
de la derivada como razon de cambio instantdnea esta intimamente ligada con la
posibilidad de considerar a la grafica que modela a un fenémeno como si fuera
localmente lineal, entonces, si se entiende la linealidad local como la caracteristica que

posibilita el estudio de fendmenos modelables por funciones derivables, puede afirmarse

10



que con el enfoque planteado por este trabajo se intenta promover, finalmente, el rescate

de la derivada como herramienta cuantificadora de la rapidez de variacion.

1.2 OBJETIVO

En la estructura de este trabajo se identifican dos componentes esenciales:

= Una secuencia didactica materializada en el disefio de un conjunto de actividades
asistidas por computadora, cuyo propdésito es el de promover una construccion
significativa de la funcion derivada a partir de la visualizacion dindmica de la

linealidad local.

= Una investigacion orientada al analisis y valoracion del proceso de instruccién

surgido de la implementacion de la secuencia de actividades propuesta.

De acuerdo al esquema anterior, el objetivo de este trabajo se resume como sigue:

El disefio de una secuencia de actividades didacticas asistidas por computadora, que
tiene por objeto el desarrollo de una construccion significativa de la funcion derivada
con alumnos del primer curso de Calculo de la Division de Ingenieria de la Universidad
de Sonora, y que pretende constituir una introduccién alternativa a su posterior
tratamiento a través de limites desde la nocion de linealidad local. Se plantea ademas la
investigacion del proceso de instruccion promovido por la implementacion de dicha
secuencia, con el propdsito de analizarlo en términos descriptivos, explicativos y

valorativos.

11.3 PREGUNTAS DE INVESTIGACION

El propdsito de la investigacion encaminada a describir, explicar y valorar el proceso de
instruccion desarrollado a partir de la implementacion de la secuencia, se centra

alrededor de la siguiente pregunta:

11



¢Qué papel juega la visualizacion dindmica de la linealidad local en la

construccion de significado en torno a la funcion derivada?

Se espera que la investigacion del proceso de instruccion efectuado a propdsito de la

implementacidn de la secuencia aporte elementos que permitan responder a la pregunta

de investigacién planteada. Como interrogantes méas especificas que orientan la

investigacion, se plantean las siguientes:

12

¢Qué papel juega la visualizacion de la linealidad local mediante el uso de la

computadora en la evolucion de la nocion de tangencia de los estudiantes?

¢Coémo se modifica el concepto de recta tangente de los estudiantes como

resultado de la evolucion de su nocion de tangencia?

¢Como evoluciona lo que los estudiantes pueden decir o hacer para resolver una
situacion que involucra a la funcion derivada, como resultado de su participacion
en una organizacion didactica que promueve la utilizacién de la computadora
para construir y transitar por sus diferentes representaciones, a partir de la nocion

de linealidad local?

¢Como puede describirse, explicarse y valorarse el proceso de instruccion
promovido por la implementacion de una secuencia de actividades didacticas que
utiliza la herramienta tecnoldgica para hacer emerger una construccion
significativa de la funcion derivada a partir de la visualizacion dinamica de la

linealidad local?



CAPITULO I1l. MARCO TEORICO

1.1 ENFOQUE QNTOSEMIQTICO DE LA COGNICION Y LA
INSTRUCCION MATEMATICA

El Enfoque Ontosemiotico (EOS), desarrollado por J. D. Godino y colaboradores (2002),
es un modelo tedrico sobre la cognicion y la instruccion matematica que articula las
facetas institucionales y personales del conocimiento matematico, atribuyendo un papel
clave a la actividad de resolucion de problemas, a los recursos expresivos y asumiendo
coherentemente supuestos pragmaticos (los objetos emergen y evolucionan a partir de
situaciones problémicas) y realistas (los objetos pueden ser referenciados, por lo que
poseen una realidad cultural) sobre el significado de los objetos matemaéticos. Este
marco tedrico concibe a la matematica como una actividad de resolucion de problemas,

como un lenguaje simbdlico y como un sistema conceptual l6gicamente estructurado.

La nociéon de practica matematica, definida como toda actuacion o manifestacion,
linguistica o no, que un sujeto realiza para resolver problemas matematicos, comunicar a
otros la solucion, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas, se constituye
como fundamental en esta teoria. Sin embargo, en el estudio de las matematicas, mas
gue una préactica particular ante un problema concreto, interesa considerar los sistemas
de practicas (operativas y discursivas), que son las practicas matematicas que se refieren
a un campo de problemas.

Un objeto institucional se considera como un ente que emerge progresivamente a lo
largo del tiempo, del sistema de practicas socialmente compartidas en una institucion, en
relacion con la resolucion de cierto campo de problemas matematicos. Los objetos
personales se consideran como emergentes del sistema de practicas personales

significativas asociadas a un campo de problemas.

El sistema de practicas personales que un sujeto realiza para resolver el campo de

problemas del que emerge el objeto personal, constituye su significado personal,
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mientras que el significado institucional esta referido a un sistema de practicas sociales

asociadas a un campo de problemas del cual emerge un objeto institucional.

Entre los significados institucionales pueden distinguirse cuatro tipos: el significado de
referencia, el pretendido, el implementado y el evaluado. El significado institucional de
referencia es el relativo al sistema de practicas de los expertos, el cual determina lo que
es el objeto en cuestidn para las instituciones matematicas y didacticas. A partir de este
significado de referencia, el profesor selecciona, ordena, y delimita la parte especifica
que va a proponer a sus estudiantes durante un proceso de ensefianza y aprendizaje,
teniendo en cuenta los recursos disponibles como son el tiempo, conocimientos previos
de los estudiantes, recursos tecnoldgicos, etc., constituyéndose éste como el significado
institucional pretendido. El significado institucional implementado es el que
efectivamente tiene lugar en el aula y el significado institucional evaluado es el
constituido por las tareas o cuestiones seleccionadas por el profesor para ser incluidas en

las evaluaciones.

En cuanto a los significados personales, podemos distinguir tres tipos: el global, que
corresponde a la totalidad del sistema de practicas personales que el estudiante puede
manifestar potencialmente, el declarado, que corresponde a las practicas efectivamente
expresadas, incluyendo las consideradas correctas y las incorrectas, y el logrado, que
corresponde a las practicas manifestadas que concuerdan con la pauta institucional
establecida. La parte del significado declarado no concordante con el institucional es lo

que habitualmente se considera como errores de aprendizaje.

De acuerdo con todo lo anterior, el EOS establece que la ensefianza debe promover la
participacion del estudiante en los sistemas de practicas que constituyen los significados
institucionales, mientras que el aprendizaje supone la construccion de dichos

significados por parte del estudiante.

Para la realizacion de una practica matematica y para la interpretacion de sus resultados
como satisfactorios se necesita poner en funcionamiento determinados conocimientos.
Asi, los componentes del conocimiento que el sujeto requiere para realizar y evaluar la

practica que permite resolver una determinada situacion problema, haran uso de un
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determinado lenguaje verbal o simbdlico. Este lenguaje es la parte ostensiva (perceptible
por alguno de los sentidos) de una serie de conceptos, proposiciones y procedimientos
que intervienen en la elaboracién de argumentos para decidir si las acciones simples que
componen la practica, y ella, en tanto que accion compuesta, son satisfactorias. Los seis
objetos primarios mencionados pueden constituir los conocimientos previos a poner en
juego en las practicas matematicas, o bien, surgir de ellas como nuevos objetos; de ahi la
clasificacion de objetos intervinientes y objetos emergentes de los sistemas de préacticas,

respectivamente.

Otro constructo esencial en el Enfoque Ontosemidtico es el de funcion semidtica,
entendida ésta como la relacion entre un antecedente (expresion, representante) y un
consecuente (contenido, representado), establecida por un sujeto (persona o institucion)
de acuerdo a un cierto criterio o codigo de correspondencia. Las funciones semidticas
son un instrumento relacional que facilita el estudio conjunto de la manipulacion de
ostensivos matematicos (representaciones perceptibles por los sentidos), y del

pensamiento que la acompafia, caracteristico de las practicas matematicas.

Las herramientas tedricas hasta aqui mencionadas han resultado clave para aportar

claridad y soporte a los planteamientos presentados en este trabajo.

Por otra parte, el EOS propone un modelo tedrico para el andlisis didactico de procesos
de instruccion, que ha sido de suma utilidad para describir, explicar y valorar el proceso
de instruccién promovido por la implementacion de la secuencia de actividades
didacticas presentada en este trabajo. El anélisis se realiza de acuerdo a las cinco
diferentes perspectivas o niveles planteados por este modelo. En un primer nivel de
analisis, se identifican los problemas a abordar, asi como el sistema de practicas a
promover, para tener una vision panoramica del quehacer matematico que se pretende
realizar. El segundo nivel introduce un andlisis mas detallado, al promover la
identificacion de configuraciones o redes de objetos matematicos puestos en juego en la
realizacion de la tarea matematica propuesta. En el tercer nivel se analiza la distribucion
de los objetos identificados en el nivel anterior, en cuanto al orden en que aparecen a lo
largo del proceso de estudio; en este nivel, la nocion de trayectoria resulta clave, pues

describe la interaccion didactica que se da a propdésito del proceso de instruccion, con
15



un grado de detalle que permite la deteccion de conflictos semidticos asociados,
entendiéndose por conflicto semidtico cualquier disparidad o discordancia entre los
significados atribuidos a una expresion por dos sujetos (personas o instituciones). Con
base en el cuarto nivel, se identifican aquellos elementos que regulan la interaccion
didactica en el aula, denominados normas y metanormas, con el propdsito de aportar una
descripcion final de lo sucedido durante el ejercicio. Finalmente, con objeto de
identificar potenciales cambios que promuevan mejores resultados del proceso de
instruccion, se aplica el quinto nivel de analisis, el cual se orienta hacia la valoracion de
la idoneidad didéactica, a partir de los seis criterios de idoneidad planteados por este

modelo tedrico.

La utilidad de la herramienta de analisis didactico aqui presentada se centra en la
posibilidad de comprender, valorar y comparar procesos de instruccién efectivamente
realizados, asi como determinar las exigencias minimas que deberan contemplarse en el

disefio de los que estén por realizarse.
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CAPITULO IV. METODOLGIA

Las consideraciones metodoldgicas de este trabajo se orientan hacia cada uno de los

componentes esenciales del mismo. Asi, una primera metodologia se refiere al disefio de

la secuencia didactica, y la otra a la investigacion del proceso de instruccion promovido

por su implementacion. Aunque estas dos metodologias comparten algunos momentos y

acciones, se describen a continuacion de manera separada.

IV.1 METODOLOGIA DEL DISENO E IMPLEMENTACION DE LA

SECUENCIA DIDACTICA

En relacion con el disefio e implementacidn de la secuencia didactica presentada en este

trabajo, se identificaron diferentes fases, las cuales se describen a continuacion.

Revision bibliografica. Esta etapa se orientd hacia los antecedentes mas cercanos
ligados a la ensefianza de la derivada, buscando contextualizar y justificar la
secuencia didactica propuesta. Ademas, gran parte del material revisado durante esta
fase fue el relacionado con la identificacion de las diferentes teorias de la
Matematica Educativa, con objeto de recabar la informacién suficiente para
seleccionar el marco tedrico que sustentara mas adecuadamente los planteamientos

respectivos.

Disefio de una secuencia de actividades didacticas. La secuencia se materializo en
un conjunto de siete hojas de trabajo y ocho applets de Java. Cada hoja de trabajo
contiene una coleccion de gréficas seleccionadas para su estudio, asi como una serie
de indicaciones y preguntas que orientan la actividad matematica del estudiante.
Cada una de las actividades didacticas se auxilia de un applet linealizador, a
excepcion de la primera, que requiere de la activacion de dos applets. Aprovechando
las ventajas del Applet Descartes, los vinculos a los ocho applets linealizadores
fueron colocados en una pagina web, para su acceso Yy utilizacion desde cualquier

computadora.
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Elaboracion de un instrumento de diagnostico y otro de evaluacién. El instrumento
de diagndstico, o Cuestionario I, se disefié con el propdsito de identificar en los
estudiantes, principalmente, su nivel de dominio en cuanto a los elementos
linglisticos relacionados con funciones lineales y cuadraticas, mientras que el
instrumento de evaluacion, o Cuestionario 2, fue disefiado para detectar evidencias
de una incorporacion del sistema de practicas promovido por la implementacion de
la secuencia, con base en los significados personales declarados por los estudiantes

respecto a la funcion derivada.

Pilotaje de prueba. Se puso a prueba una parte del material de trabajo, con un grupo
de Célculo Diferencial e Integral | de primer semestre de la Licenciatura en
Matematicas, que no estaba a cargo de la profesora/investigadora, con objeto de
identificar limitaciones o errores en el disefio en las actividades y tener oportunidad
de modificarlas con anterioridad a su aplicacion definitiva. Se aplicaron a este grupo
de estudiantes uUnicamente el instrumento de diagndstico y las tres primeras
actividades didacticas, pues se decidié no afectar la programacion del profesor
titular, en vista de que el tiempo consumido durante el abordaje de los materiales
estaba resultando excesivo. Ademas, se considerd que las primeras tres actividades
eran suficientes, por ser las que constituyen el entrenamiento de los estudiantes en el
manejo de la técnica de acercamiento, asi como en el tipo de preguntas y reflexiones

solicitadas.

Incorporacion de las modificaciones sugeridas por el pilotaje de prueba. El pilotaje
de prueba sugirié ligeras modificaciones de redaccion al instrumento de diagndstico,
asi como a las hojas de trabajo correspondientes a las dos primeras actividades
didacticas, las cuales fueron incorporadas para la implementacién definitiva de la

secuencia.

Aplicacion del instrumento diagnostico, de la secuencia didactica y del instrumento
de evaluacion a un grupo de Calculo Diferencial e Integral | de primer semestre de
Ingenieria Quimica, el cual estuvo a cargo de la profesora/investigadora. Para la

aplicacion de cada cuestionario y cada hoja de trabajo se destind una clase de 50



minutos, aproximadamente. Cada clase inicié con una sesién de discusion e
institucionalizacion sobre lo abordado en la actividad anterior, con base en una
recopilacion de las respuestas mas relevantes a las hojas de trabajo realizada por la

profesora/investigadora al final de cada actividad.

» Organizacion de la informacién. A partir de las evidencias recabadas en las hojas de
trabajo, se elabord una base de datos con el registro de las actividades realizadas por
los 41 estudiantes que conformaban el grupo piloto, con objeto de facilitar la

seleccion de los alumnos que conformarian el estudio de casos.

IV.2 METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

La revision bibliografica también resulté esencial en relacion con la investigacion del
proceso de instruccion promovido por la implementacion de la secuencia didactica
presentada en este trabajo. Una vez seleccionado el Enfoque Ontosemidtico como marco
tedrico a utilizar, se procedio a profundizar en sus planteamientos con objeto de conocer
mejor las herramientas tedricas que soportarian la investigacion, mediante una cuidadosa

revision de articulos publicados en torno a la teoria del analisis didactico.

De acuerdo al Enfoque Ontosemioético, para el disefio, implementacion y evaluacién de
los procesos de instruccion es necesario atender a los sistemas de practicas asociados.
Por ello, dada la importancia de considerar la complejidad ontoldgica y semidtica de los
objetos involucrados en la tarea matematica realizada, se vuelve esencial el estudio de
casos, si se quiere observar la evolucion de los significados personales de los alumnos,
en relacion con los objetos puestos en juego a partir de la aplicacién de la secuencia

didactica.

La investigacion del proceso de instruccion desarrollado en la fase empirica, se orienta
hacia el analisis cualitativo de los resultados obtenidos mediante el estudio de casos, con
una primera intencion de describir y explicar lo sucedido en el aula, para después
realizar un ejercicio de valoracion al respecto. Se trata de una investigacion exploratoria,

ya que no se pretende generalizar los resultados a otros contextos o poblaciones.
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Ademas, el nivel de andlisis es puntual, ya que se investigan aspectos ligados al estudio

de una cuestion matematica especifica, en un contexto determinado.

Las evidencias obtenidas durante la fase experimental, asi como los resultados
desprendidos de ellas, fueron sometidos a la técnica de triangulacion. Primeramente, se
realiz6 una triangulacién de datos, ya que, ademéas de las respuestas a las hojas de
trabajo, se consideraron como evidencias las grabaciones de audio realizadas por la
profesora/investigadora durante la aplicacion de la secuencia, asi como sus anotaciones
tras la revision de las respuestas a las hojas de trabajo, y a propdésito de las sesiones de
discusion e institucionalizacion. Finalmente, los resultados obtenidos de la interpretacion
de las evidencias fueron objeto de una triangulacion de expertos, pues el analisis inicial

fue sometido a la opinion de especialistas en la materia.

Para el andlisis del proceso de instruccion se utiliz6 como herramienta el modelo de
andlisis didactico propuesto por el EOS, a partir de cinco niveles de analisis: 1) Analisis
de los tipos de problemas y sistemas de précticas, 2) Elaboracion de las configuraciones
de objetos y procesos matematicos, 3) Analisis de las trayectorias e interacciones
didacticas, 4) Identificacion del sistema de normas y metanormas y 5) Valoracién de la
idoneidad didactica. Los primeros cuatro niveles se orientan hacia la descripcion y
explicacion del proceso de estudio investigado, mientras que el Gltimo se refiere a la
valoracion del mismo. Los niveles 1 y 2 abordan el aspecto matematico, mientras que

los niveles 3y 4 se orientan hacia lo relativo a la interaccion didactica.

La investigacion se desarrolld de acuerdo a una sucesion de acciones que pueden

describirse como sigue:

= |dentificacion del significado institucional de referencia, a partir de un analisis
ontosemiotico del tratamiento presentado por algunos de los textos que forman parte
de la bibliografia recomendada institucionalmente para el curso de Caélculo
Diferencial e Integral I, correspondiente a los programas de la Division de Ingenieria
de la Universidad de Sonora, primero en cuanto a la nocién de tangencia, y después

en relacién con la funcién derivada.
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= Analisis de las actuaciones de los estudiantes desde una perspectiva grupal, con
objeto de identificar patrones de comportamiento general.

= Seleccion de cinco estudiantes para un estudio de casos, con el proposito de

caracterizar los significados personales logrados.

= Aplicacién de una herramienta de andlisis didactico que favoreciera la descripcion,
explicacion y valoracion del proceso de instruccion efectuado.

IV.3 SELECCION DE LOS CASOS

La implementacion de la secuencia didactica se realiz con un grupo de estudiantes del
primer semestre de la carrera de Ingenieria Quimica, inscritos en el curso de Calculo
Diferencial e Integral I, de la Division de Ingenieria de la Universidad de Sonora,
Unidad Centro, durante el periodo 2009-2.

A manera de entrenamiento en el uso del software seleccionado para la puesta en marcha
de la secuencia, el grupo tuvo previamente la oportunidad de trabajar con ambientes
interactivos disefiados con el applet Descartes, lo que, de alguna manera, contribuyé a

familiarizarlos con el escenario ofrecido por el applet Linealizador.

Dado el gran tamafio del grupo piloto (41 estudiantes inscritos), y para efectos de
simplificar el analisis de resultados, se seleccionaron cinco alumnos, con base en los

siguientes criterios:

» Realizacion de la secuencia completa: siete actividades y dos cuestionarios. El total
de estudiantes que cumplié con este criterio fue de 21.

= Diversidad en los sistemas de practicas mostrados, tanto en el Cuestionario 1 como
en las siete hojas de trabajo, en cuanto al nivel de concordancia con los significados

institucionales puestos en juego.

= Disposicion a expresar por escrito, de manera amplia, sus justificaciones y

argumentaciones, tanto en las siete hojas de trabajo, como en los dos cuestionarios.
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V.4 TOMA DE DATOS

La toma de datos se realiz0 a partir de las siguientes herramientas de investigacion:
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Las hojas de trabajo que constituyeron la evidencia escrita de la tarea realizada
por los estudiantes durante la aplicacion de la secuencia didéactica.

La observacion sistematica del trabajo realizado en el aula.

Las grabaciones de audio realizadas por la profesora/investigadora durante la
aplicacion de cada actividad, en relacion con aspectos relevantes de la

participacion de los alumnos.

Las observaciones y comentarios registrados por la profesora/investigadora tras
la revision de las respuestas plasmadas en las hojas de trabajo y a proposito de

las sesiones de discusion e institucionalizacién.



CAPITULO V. ANALISIS Y RESULTADOS

V.1 EL INSTRUMENTO DE DIAGNOSTICO

El Cuestionario 1 constituye un instrumento de diagnostico disefiado para recoger
evidencias en relacién con los conocimientos previos de los estudiantes. Este
instrumento contiene ocho reactivos que conducen la actividad del alumno, solicitandole

que responda una pregunta, que complete una afirmacion, o bien, que realice una tarea.

Los reactivos fueron elaborados con el propdésito de identificar aquellas dificultades
relacionadas con los conocimientos previos de los estudiantes, que pudieran obstaculizar
la construccion de significados durante la implementacion de la secuencia didactica. En
otras palabras, el Cuestionario 1 fue elaborado para detectar, en el trabajo de los
estudiantes, sistemas de practicas consistentes con los objetos personales que, durante el
disefio de las actividades didacticas, fueron considerados como intervinientes. El
instrumento de diagndstico se orientd hacia la identificacion de conocimientos previos
suficientes en relacion con: a) la pendiente de una recta, b) las gréaficas y expresiones
analiticas de funciones lineales y cuadraticas, c) la visualizacién grafica de una funcién
positiva 0 negativa, en relacién con el intervalo del dominio respectivo y d) la
visualizacion gréfica de una funcion creciente o decreciente, en relacion con el intervalo

del dominio respectivo (Ver Anexo I).

V.2 LA SECUENCIA DIDACTICA

V.2.1 SIGNIFICADO INSTITUCIONAL DE REFERENCIA
V.2.1.2 LA FUNCION DERIVADA

Con objeto de caracterizar el significado institucional de referencia de la funcion
derivada, se revisaron algunos textos que forman parte de la bibliografia recomendada
para el curso de Calculo Diferencial e Integral I, correspondiente a los programas de la
Division de Ingenieria de la Universidad de Sonora.
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A continuacion se presenta un analisis ontoldgico-semidtico de los textos seleccionados,

identificando los objetos primarios que se ponen en juego en las propuestas

bibliogréaficas respectivas.

» Situaciones: Identificacion de la derivada como una funcién obtenida a partir de f.

» Conceptos: funcion, dominio de una funcion, punto, recta, recta tangente, pendiente,

tabla, gréfica, expresion analitica, derivada en un punto, funcién derivada, rapidez de

cambio, funcion constante, funcion lineal, funcién creciente, funcion decreciente,

etc.

» Procedimientos: Se identifican tareas como las siguientes:
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Con apoyo en la definicion de derivada en un punto especifico de abscisa a,
cambio de perspectiva para considerar al punto (a,f(a)) como un punto

cualquiera, (x,f(x)).

Acercamiento geométrico a un punto de la gréfica de f, hasta que ésta parezca
una recta, para declarar que la pendiente de ésta es la derivada en ese punto.

Estimacion de valores puntuales de la funcion derivada f (x), a partir de la

gréafica de f presentada con una cuadricula de respaldo que permite, mediante el

trazo con regla de un pequefio segmento de la recta tangente en cada punto dado
de f, determinar su pendiente y construir una tabla con los valores de f (x)

estimados.

Graficacion de los valores puntuales de f (x)obtenidos con la ayuda de la

cuadricula para una funcién f dada, para construir la gréafica de la funcion

derivada.

Visualizacion de la relacion entre el signo de la funcion f'y el sentido de la

inclinacion de la recta tangente a f.

Asociacion del comportamiento constante de la funcion f con el valor nulo de

f.



= Relacién entre el comportamiento creciente o decreciente de f y el signo positivo

o0 negativo de f .

» Relacién entre la magnitud de la derivada (0 magnitud de la rapidez de cambio)

con la magnitud de la inclinacién de la curva.

= Determinacion de la representacion numérica aproximada de f a partir de una

tabla correspondiente a valores dados de la funcion f, mediante cocientes de

diferencias.

= Determinacion de la expresion analitica de f ', dada la expresion analitica de f,
via limites.
= Identificacidn de la diferenciabilidad de f, a partir de la existencia del limite en

cada elemento del dominio de f, es decir, del caracter localmente lineal de la

gréafica de f.

Proposiciones: Durante la tarea matematica intervienen o emergen propiedades de

los objetos involucrados como las siguientes:

= Laderivada de una funcién en un punto expresa la rapidez con la que el valor de

la funcién cambia en ese punto.

= A medida que se da el acercamiento a un punto de la grafica de f, la curva se
parece cada vez mas a una recta, y esta recta es la recta tangente a la grafica de f

en ese punto.

= Elvalorde f enx, f (x), puede interpretarse como la pendiente de la recta

tangente a la grafica de f en el punto (x, f(x)).

= Como para cada valor de x, hay un correspondiente valor de la derivada, ésta es

una funcion de x.

= Una funcion f es diferenciable (o tiene derivada) en x, si f existe para dicho

valor de x.
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= Si f existe paratodos los valores del dominio de f, se dice que f es diferenciable

siempre.
= El dominio de f es un subconjunto del dominio de f.
= Si f >0enunintervalo, f es creciente en ese intervalo.

Si f <0 enun intervalo, f es decreciente en ese intervalo.

= Cuanto mayor es la magnitud de la derivada (0 magnitud de la rapidez de

cambio) mayor es la magnitud de la inclinacion de la curva f.
Argumentos:

= El paso al limite justifica que la rapidez promedio de cambio de f para un
intervalo en [x,x+h] se convierta en la rapidez instantanea de cambio de f en x, lo

que define a la derivada en un punto.

= La nocién de linealidad local permite observar que, a medida que se da el
acercamiento a un punto de la gréafica de f, la curva y su recta tangente se vuelven

cada vez més parecidas.

= La definicion puntual de derivada tiene su interpretacion geométrica en la

pendiente de la recta tangente como limite de pendientes de rectas secantes.

= Una funcion se define como una regla de correspondencia que asocia a cada

elemento del dominio un Unico elemento en el contradominio.

= Si el limite que define a la derivada existe en un punto de la gréfica de f, se dice

que la funcion es derivable o diferenciable en dicho punto.

= Si el limite que define a la derivada existe para todo el dominio de f, se dice que

la funcion es derivable o diferenciable siempre.

= El dominio de f se define como el dominio de f menos aquellos valores de x
para los cuales la recta tangente no exista (no haya un Unico segmento que
aproxime a la curva en x) o tenga una pendiente cuyo valor no sea un nimero

real (recta tangente vertical).



= Si f'>0, la recta tangente a f es creciente. Si f <0, la recta tangente a f es
decreciente. Si f =0, la recta tangente es horizontal.

= Dado que la derivada se define como la pendiente de la recta tangente a una
curva en un punto, en virtud del parecido entre la curva y la recta tangente en las

vecindades de dicho punto, el valor de la derivada puntual es una medida de la

magnitud de la inclinacién de la curva en el punto dado.

Lenguaje:

Verbal: Designaciones nominales de conceptos y proposiciones, asi como de los

argumentos que los explican o justifican.

= Gréfico: Grafica de f, grafica de la recta tangente en un punto dado de la gréfica

de f, grafica de la funcion derivada.
= Numérico: Tabla de la funcion f, tabla de la funcién f .

= Analitico: Definicion de la derivada puntual y de la funcion derivada via limite,

notacion funcional asociada a la funcién derivada y a la derivada en un punto.

Para realizar la revision bibliografica que permitiera caracterizar el significado

institucional de referencia de la funcion derivada, se eligieron cuatro textos.

1.

Calculo. Hughes, D., et al.

Segunda Edicion. CECSA, 2000.

El Célculo. Leithold, D.

Séptima Edicion. Oxford University Press, 1998.

Calculo de una variable. Trascendentes tempranas. Stewart, James.
Cuarta Edicién. Thomson Learning, 2001.

Célculo de una variable. Thomas, G.

Undécima Edicion. Pearson Addison Wesley, 2005.

En esta seleccion se pretendié abarcar una variedad de propuestas, que resultara

representativa de los diversos enfoques orientados hacia los cursos de Calculo del nivel
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universitario, en relacion con la ensefianza de la funcién derivada. Asi, se eligieron los
textos de Hughes y Leithold, no sélo porque forman parte de la bibliografia sugerida en
el programa oficial de la asignatura de Calculo Diferencial e Integral I, sino, ademas,
porque contienen el enfoque mas innovador y el tradicionalmente mas utilizado,
respectivamente. Los libros de Stewart y Thomas, por otro lado, fueron seleccionados
por haber sido calificados como recomendables por algunos profesores y alumnos de la

materia, a quienes se consulté al respecto.

La revision realizada sobre los textos seleccionados de la bibliografia sugerida para la
asignatura de Célculo Diferencial e Integral I, muestra que, en general, el abordaje de la
funcion derivada parte de la definicion puntual de derivada, bajo el supuesto de que,
para que el estudiante logre dar el salto hacia la nocion funcional de ésta, basta
involucrarlo un juego de lenguaje como el que se muestra, de manera explicita, en uno
de los textos analizados (Stewart): hay que recordar que la variable es h y que x se
considera temporalmente como una constante, durante el célculo del limite. Se
considera, pues, que es en este punto donde los conflictos semidticos pudieran ser tan
serios, que llegaran a dificultar (o incluso impedir) el arribo del alumno a la

interpretacion de la derivada como una funcién.

A continuacién se sefialan los rasgos principales que se identificaron entre los textos

analizados:

- Thomas y Leithold hacen una presentacion de la funcidn derivada que parte de la
definicién de derivada en un punto, para que de ahi, una vez que al alumno considere
a dicho punto como un punto cualquiera en el dominio de la funcién, surja la
derivada como una funcidn. Estos autores ni siquiera implementan un juego de
lenguaje que acomparie al estudiante a establecer la conexion entre las nociones

puntual y funcional de derivada.

- Stewart, por otro lado establece que, dado que a cada nimero x puede asignarsele el
namero f (x), si para dicho x el limite aludido existe, puede considerarse el
surgimiento de una nueva funcion, denotada por f ', a la que se le denomina funcion

derivada de f. El tratamiento que este texto hace de la derivada como funcion utiliza
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recursos que incorporan elementos geométricos que favorecen un acercamiento mas
intuitivo. Es decir, aunque no plantea propiamente un proceso de linealizacion, si
coloca un pequefio segmento de recta sobre un punto P de la gréfica de f, que
representa a la hipotenusa de un triangulo rectangulo, con objeto de aproximar el
valor de la pendiente de la recta tangente en el punto P. Asi, para construir la gréfica
de la funcion derivada, ubica sobre el plano cartesiano los diversos puntos de
coordenadas (abscisa de P, pendiente de la recta tangente en el punto P) que se obtienen
a partir del procedimiento descrito.

El texto de Hughes-Hallet se distingue por involucrar en sus planteamientos una gran
riqueza de elementos linguisticos; es decir, en él se echa mano de una cantidad
importante de recursos graficos, numéricos, analiticos y verbales (regla de cuatro), lo
que se traduce en una propuesta que promueve, en el alumno, la incorporacion de un
sistema de préacticas que pudieran enriquecer su significado personal en torno al
objeto funcion derivada. Concretamente, se propone un acercamiento geomeétrico a
un punto de la gréafica de f, hasta que ésta parezca una linea recta, para declarar que
la pendiente de esta linea recta es la derivada en ese punto. Se plantea, como
argumento equivalente al anterior, la visualizacion de la derivada como la pendiente
de la recta tangente en el punto, porque a medida que se da el acercamiento, la curva

y su recta tangente se vuelven muy parecidas. Ademas, se propone la estimacion de
valores puntuales de la funcion derivada f (x), a partir de la grafica de f, que se

presenta con una cuadricula de respaldo; mediante el trazo con regla de un pequefio

segmento de recta tangente en cada punto de la grafica de f, se determina su
pendiente y se construye una tabla con los valores de f (x) estimados. Finalmente,

se declara que, como para cada valor de X, hay un correspondiente valor de la

derivada, ésta es una funcion de x, haciendo emerger asi a la funcion derivada de f.

V.2.1.2 LARECTA TANGENTE

Tradicionalmente, en los cursos de Célculo Diferencial las nociones de derivada y de

tangencia van asociadas, de manera que la definicion de recta tangente en un punto de

una curva se da como consecuencia de la definicién puntual de derivada, obtenida ésta
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como el limite de un cociente incremental. Asi, es frecuente utilizar el limite de las
pendientes de las rectas secantes para introducir a la recta tangente y a la derivada, o
bien, comenzar por definir a la derivada en un punto como el limite del cociente

incremental, para después darle a éste una interpretacion geométrica.

En general, los textos de Célculo enfocan el tratamiento de la recta tangente ya sea de
una forma breve y puramente intuitiva, o bien, a partir de una extensa discusion que
comienza con una nocion intuitiva y termina con una definicion formal en términos de la

derivada.

Como se hizo en la seccidn anterior en torno a la funcién derivada, aunque no con tanto
detalle, se presenta a continuacion un andlisis ontoldgico-semiotico de los textos
seleccionados, identificando los objetos primarios que se ponen en juego en las

propuestas bibliograficas respectivas, en general, respecto a la recta tangente.

Los acercamientos analizados parecen estar de acuerdo en proponer como situacion
problema la identificacion de la expresién analitica de la recta tangente a la grafica de
una funcion f en un punto P = (a, f (a)) . Entonces, para resolver la situacion planteada,
parten de una definicién de recta tangente, en términos del limite que define a la
derivada; es decir, la caracterizan, mas o menos, como se presenta en el siguiente

recuadro:

Definicion: La recta tangente a la curva y = f(x)en el punto P =(a, f(a))es la recta

que pasa por Py tiene por pendiente

lim ) -1(a) o0 bien m = lim
X—a X—a h—0

m=

f(a+h) - f(a)
h

siempre que el limite exista.

Se hace la advertencia al lector de que la definicion anterior equivale a identificar a la
recta tangente como la posicién limite de las rectas secantes que pasan por Py por un

punto auxiliar, a medida que éste se acerca a P.
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Como conceptos asociados al de recta tangente, pueden identificarse otros como los de
funcion, punto, recta, recta secante, pendiente, grafica, limite, derivada en un punto,

punto de tangencia, ecuacion de la recta tangente.

Asi, los procedimientos se reducen a la determinacién de la pendiente de la recta
tangente en el punto P, a partir del calculo del limite correspondiente para una funcion f
dada, para después determinar la ecuacion respectiva, con base en la técnica punto-

pendiente.

A excepcién de Thomas, los autores atribuyen a la recta tangente la propiedad de tener
la misma pendiente que la curva en el punto P, proposicidén que tiene como argumento
asociado el hecho de que, si se realiza un acercamiento suficiente a la curva, alrededor

del punto P, ésta parece una recta, indistinguible de su recta tangente.

Los elementos de lenguaje presentados en estos textos no van mas alla de los siguientes:

Verbal: Designaciones nominales de conceptos y proposiciones, asi como de los

argumentos que los explican o justifican.

- Grafico: La clasica representacion de la recta secante que pasa por P y Q que, a
medida que Q se acerca a P, se aproxima a la recta tangente en el punto P. Ademas,
Stewart y Hughes presentan recuadros que muestran acercamientos sucesivos a la

curva en torno a P, para observarla como un segmento de recta.

- Numérico: El libro de Hughes es el Gnico que utiliza representaciones tabulares para
ilustrar el comportamiento numérico del cociente incremental, conforme el

incremento en las abscisas tiende a cero, alrededor del punto P.

- Analitico: Se calcula de forma analitica la pendiente de la recta tangente mediante el
limite correspondiente y se obtiene, a partir de las coordenadas de P, la expresion

analitica de la recta tangente respectiva.

AUn en el caso del libro de Hughes-Hallet, considerado como de los mas innovadores en
torno a la derivada, por identificar a la variacion como el eje rector de la practica

matematica desarrollada y propuesta, los textos revisados permiten apreciar cuél es el
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tratamiento tradicional que se hace de la recta tangente en la bibliografia sugerida en los
cursos de Calculo.

La actividad matematica que se propone en este trabajo no implica un trato directo con
la recta tangente, sino con la curva visualizada como recta en las cercanias de un punto.
Sin embargo, se identifica a la nocion de tangencia como de naturaleza no trivial,
fuertemente amarrada a una idea intuitiva en relacion con la circunferencia, que,

frecuentemente, dificulta su evolucién en cuanto a los propositos del Calculo.

Por lo anterior, se considerd importante investigar, en la literatura disponible, sobre
alguna vision diferente que promoviera la caracterizacion de la recta tangente, un tanto
al margen de la derivada. Las propuestas presentadas por los trabajos de Bivens (1986) y
Riestra (2003) constituyen el resultado de tal investigacion bibliografica, ya que, sin
descuidar la formalidad matematica, proponen acercamientos intuitivos fuertemente

apoyados en recursos visuales asociados a las representaciones graficas de las funciones.

Respecto a los trabajos mencionados, la idea subyacente a cada uno de ellos pudiera

resumirse como sigue:

En su articulo, Bivens caracteriza a la recta tangente como la mejor aproximacion lineal
de una funcioén en las cercanias de un punto P, desde la perspectiva de que ninguna otra
recta que pase por P cumpliria dicha condicion, para, finalmente, demostrar, desde la
caracterizacion anterior y a partir de consideraciones tanto geométricas como analiticas,

que si la gréafica de una funcién f tiene una recta tangente en P = (a, f (a)), entonces su

pendiente serd f '(a).

El enfoque de Riestra, por su parte, define el tipo de parecido que debe existir entre una
curva y su recta tangente en un punto dado, como condicion indispensable para que ésta
pueda confundirse con aquélla en las cercanias del punto, identificado dicho parecido

con lo que se denomina contacto de primer orden.

Desde la perspectiva de la actividad matematica propuesta por la secuencia didactica que
nos ocupa, estos dos planteamientos son consistentes con la intencién de promover que
el estudiante relacione la pendiente del segmento visualizado con la de la recta tangente

y, sobre todo, que, dada la visualizacion de la recta que mejor aproxima a la curva en las
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cercanias de un punto dado, el alumno identifique a su pendiente como la derivada en

dicho punto.

Los rasgos esenciales de los planteamientos de Bivens y Riestra, cuya formalidad
matematica se orienta hacia la articulacién entre la geometria de la recta tangente y la

definicion de derivada a través de limites, se presentan con detalle en el Anexo VII.

V.2.2 SIGNIFICADO INSTITUCIONAL PRETENDIDO

Del significado institucional de referencia, se selecciond un subsistema de practicas, con
la intencion de identificar nuestro significado institucional pretendido. La idea es que la
implementacién de dicha seleccion en el aula mediante la secuencia didactica propuesta,
contribuya a impactar el significado personal logrado, al aplicarla a un grupo de

estudiantes de primer semestre de ingenieria, de la Universidad de Sonora.
El significado institucional pretendido se describe como sigue:
» Situaciones:

= Visualizacion de la recta tangente a una curva en un punto dado como la mejor
aproximacion lineal de la grafica correspondiente en las cercanias de dicho

punto.

= Construccion de la funcioén derivada a partir de la visualizacién dinamica de la

linealidad local de la funcion f.

= Visualizacion de algunas condiciones de no derivabilidad puntual de la grafica de
una funcidén, mediante acercamientos sucesivos asistidos por la herramienta

tecnoldgica.

> Conceptos: funcion, dominio de una funcién, punto, recta, recta tangente, pendiente,
tabla, gréfica, expresion analitica, derivada en un punto, funcién derivada, funciones
algebraicas, polinomios, funciones trascendentes, funcion derivable, funciéon no

derivable en un punto, funcién creciente, funcion decreciente, etc.

» Procedimientos: Se identifican tareas como las siguientes:
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Con la ayuda de un software linealizador, realizar acercamientos sucesivos a un
punto de la gréfica de una funcién, hasta visualizar como la curva y su recta

tangente se confunden en las cercanias del punto de tangencia.

Construir la tabla de la funcion derivada, a partir del calculo de la pendiente del
segmento visualizado para cada punto de abscisa dada, a partir de una cuadricula

de referencia.

Graficar la funcion derivada con base en las parejas ordenadas dadas por la

tabulacién anterior.

Identificar la expresion analitica de la funcion estudiada y de su funcion
derivada, con base en conocimientos previos sobre las principales funciones del

Célculo.

Relacionar el comportamiento de una funcion (creciente o decreciente) con el

signo de la funcion derivada.

> Proposiciones: Durante la tarea matematica intervienen o emergen propiedades de

los objetos involucrados como las siguientes:

El segmento visualizado coincide con la recta tangente a la curva en el punto de

tangencia.

La recta tangente es la recta que mejor aproxima a la gréafica de una funcion f en

las cercanias del punto de tangencia.

La funcion derivada es la que permite medir la pendiente de la recta que es

tangente a la gréafica de una funcion f en cualquier punto de abscisa x.

» Argumentos:
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El software linealizador permite justificar visualmente que el segmento

observado al aplicar el zoom esta sobre la recta tangente.

La nocion de linealidad local permite observar que, a medida que se da el
acercamiento a un punto de la grafica de f, la curva y su recta tangente se vuelven

cada vez més parecidas.



= La funcion derivada f (x) esta constituida por todos los puntos de coordenadas

(x,m¢(x)), donde m(x) es la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en el

punto de abscisa x.
» Lenguaje:

= Verbal: Designaciones nominales de conceptos y proposiciones, asi como de los

argumentos que los explican o justifican.

= Gréfico: Gréfica de f, gréfica del segmento visualizado, grafica de la recta
tangente en un punto dado de la gréafica de f, grafica de la funcion derivada.

=  Numérico: Tabla de la funcion derivada.

= Analitico: Expresiones analiticasde f y f .

V.2.3 SIGNIFICADO INSTITUCIONAL IMPLEMENTADO
V.2.3.1 ASPECTOS GENERALES

Una vez incorporados los elementos arrojados por el pilotaje de prueba, y como
resultado de la aplicacion de la secuencia didactica al Grupo 6 de Célculo Diferencial e
Integral I, del primer semestre de la carrera de Ingenieria Quimica, se evidenciaron
situaciones interesantes en relacion con las funciones docentes, que se comentan a

continuacion.

El pilotaje de prueba mostré la necesidad de efectuar algunas modificaciones de
redaccion al instrumento de diagndstico y a las hojas de trabajo, las cuales fueron
consideradas suficientes, ya que en la aplicacion definitiva no se sugirieron cambios

adicionales.

Aunque se tenia plena conciencia de la importancia de la intervencion oportuna del
profesor durante la implementacion de la secuencia, sobre la marcha se hizo evidente la
necesidad de incorporar, al inicio de cada sesién de trabajo, un espacio de
retroalimentacion en relacion con la actividad anterior, buscando promover la discusion
e institucionalizacion respecto a los resultados observados en las respuestas a las hojas
de trabajo. Asi, las funciones docentes de regulacion, evaluacion e investigacién
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tuvieron que ser realizadas con un mayor nivel de profundidad y cuidado, tanto al inicio

como al final, pero sobre todo durante el proceso de aplicacion de la secuencia.

Por otra parte, las funciones de motivacion y asignacion tuvieron que intensificarse,
debido a que un numero importante de alumnos disponia de mas informacion que la
deseable, lo que amenazaba con perjudicar el desarrollo de la aplicacion. Fue necesario
intervenir estratégicamente, buscando reorientar o neutralizar, en la medida de lo
posible, las participaciones impulsivas de algunos estudiantes que pretendian ahorrar
tiempo de manipulacion del software, apoyados en nociones previas que los movian a
anticipar resultados, sobre todo en el desarrollo de las primeras actividades. Es
importante destacar la presencia de estudiantes cuyos conocimientos previos se
observaron muy por debajo de lo esperado, a pesar del trabajo de regulacién que se
realizd en torno a la construccion de significados personales suficientes para la

realizacion de la actividad didactica.

En lo que respecta a la planificacion, a partir de los resultados esperados en contraste
con los observados, en principio pudiera concluirse la necesidad de reducir
estratégicamente el numero de actividades, buscando optimizar el interés y la
concentracion a lo largo de la aplicacion, lo que implicaria menos sesiones aunque de

una mayor extension cada una.

V.2.3.2 LAS ACTIVIDADES DIDACTICAS

Cada actividad didactica da inicio con la asignacion del equipo de computo a los
estudiantes, a razon de una computadora por cada dos alumnos. Se proporciona al grupo
la direccién web que contiene las ligas a los applets a utilizar y, posteriormente, se
procede a la entrega de la hoja de trabajo correspondiente. Se espera que las indicaciones
impresas constituyan la guia suficiente para la realizacion de la actividad didactica
respectiva, lo que implica para el profesor, en su papel conductor del proceso de
instruccion, cuidar su intervencion durante el desarrollo de cada actividad, buscando

promover en el estudiante el mayor grado de reflexion posible.

La tarea intramatematica esencial en la secuencia didactica presentada en este trabajo

tiene como punto de partida la observacion de la linealidad local de una funcion f, cuya
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expresion analitica se desconoce. Asi, mediante la aplicacion de una técnica de
acercamiento asistida por computadora, el alumno puede visualizar la grafica de f
localmente como un segmento de recta que coincide con la recta tangente a la curva en
el punto dado. En este sentido, es importante precisar que la secuencia didactica no
involucra directamente a la recta tangente en un punto dado, sino que ésta es percibida
por el estudiante cuando la identifica como la recta que, pasando por dicho punto, tiene

la misma pendiente que el segmento visualizado.

La secuencia didactica esta constituida por siete actividades didacticas, a implementarse
en el curso de Calculo Diferencial e Integral I, correspondiente al primer semestre de los
programas de la Division de Ingenieria de la Universidad de Sonora. Cada una de las

actividades esta conformada por los siguientes elementos:

- Applet Linealizador. Escenario interactivo configurado con el Applet Descartes, que
constituye el recurso indispensable para la realizacion del ejercicio (ver Anexo V).
Descartes es un programa realizado en lenguaje Java, lo que se denomina un applet.
Por su caracteristica de ser configurable, Descartes permite disefiar escenas
interactivas a modo de pizarras electronicas que pueden insertarse en las paginas
web. Cada una de estas escenas es, a su vez, un pequefio applet, que ofrece al usuario
la posibilidad de interactuar con él y observar en pantalla los efectos de dicha
interaccion. El programa puede descargarse gratuitamente en el sitio

http://descartes.cnice.mec.es/

- Hoja de Trabajo. Material impreso y disefiado ex profeso que pretende ser suficiente
para conducir al estudiante durante el desarrollo de cada actividad. Este documento
contiene una coleccion de graficas de funciones, analiticamente no identificadas,
seleccionadas cuidadosamente con objeto de simplificar la tarea esencial, asi como
una serie de indicaciones y preguntas que constituyen la guia de trabajo (ver Anexo
VI).

La articulacion de los elementos anteriores busca facilitar que el profesor, con un
minimo de intervencion que propicie en el alumno el mayor grado de reflexién posible,

juegue el papel de conductor de la actividad didactica, promoviendo asi que el
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estudiante se vuelva el sujeto ejecutor de la practica, de la manera mas autébnoma

posible.

V.2.3.3 EL APPLET LINEALIZADOR

La viabilidad de implementar una secuencia didactica como ésta se apoya en los
recursos visuales que la herramienta informatica, particularmente el Applet Descartes,
pone a disposicion de los profesores, entre otras cosas, para mejorar sus practicas
docentes. Descartes es un programa realizado en lenguaje Java, lo que se denomina un
applet. Por su caracteristica de ser configurable, Descartes permite disefiar escenas
interactivas a modo de pizarras electronicas que pueden insertarse en las paginas web.
Cada una de estas escenas es, a su vez, un pequefio applet, que ofrece al usuario la
posibilidad de interactuar con él y observar en pantalla los efectos de dicha interaccion.

El programa puede descargarse gratuitamente en el sitio http://descartes.cnice.mec.es/

En el caso particular de este trabajo, la configurabilidad de Descartes permitio el disefio
de una escena interactiva o applet denominado Linealizador que, como su nombre lo
sugiere, posibilita la visualizacion de la linealidad local, asi como la interaccion
dinamica de los estudiantes con las diferentes representaciones de la funcién derivada, lo
que permite ofrecer al estudiante una experiencia mucho mas agil y eficaz que el

acercamiento tradicional a dicho objeto matematico.

Los applets linealizadores, que constituyen la herramienta principal de trabajo de la
secuencia didactica, fueron disefiados, mas no configurados, por la
profesora/investigadora. La configuracion de los applets corri6 a cargo del M.C.
Eduardo Tellechea Armenta, cuya amplia experiencia en el disefio de ambientes
interactivos con Descartes hizo posible la materializacion de las capacidades de

visualizacion y acercamiento requeridas (Tellechea, 2004, 2005, 2006, 2007).

La correspondencia entre los applets de trabajo y cada una de las actividades didacticas

(ver Anexo V) se presenta a continuacion.

Actividad 1: En esta primera actividad se utilizan dos applets. El applet denominado

rectatangentel.htm se utiliza para aplicar la técnica de acercamiento, facilitada por el
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software, al reconocimiento de la recta tangente a la circunferencia y a la determinacion

de su pendiente. El applet rectatangente2.htm se utiliza posteriormente para promover la

evolucion de una nocién primaria de recta tangente, que tiene su origen en el caso de la
circunferencia, hacia otro tipo de curvas, como las correspondientes a una funcién

cuadratica y a una funcion cubica.

Actividad 2: En esta actividad se emplea el applet inclinacurva2.htm, para observar la

linealidad local de un conjunto de rectas. Pudiera parecer que esta actividad resultaria
trivial para los estudiantes, pero, por experiencias anteriores con este tipo de
acercamientos, se vio la necesidad de considerar a éste como el primer ejercicio de
construccion de la funcién derivada. Se asume que propiciar que el estudiante desarrolle
la actividad, para concluir después que no era necesario activar el applet, contribuye a
ampliar su sistema de practicas y promueve, por lo tanto, la construccion de significado

en torno a la funcién derivada de una funcion lineal.

Actividad 3: La tercera actividad de la secuencia utiliza el applet inclinacurva3.htm para

estudiar la linealidad local de un conjunto de parabolas.

Actividad 4: En esta cuarta actividad se utiliza el applet inclinacurva4.htm para aplicar la

técnica de acercamiento a dos polinomios de grados 3 y 4. Dado que la determinacion de
la expresion analitica de la funcion f no resulta muy accesible para la mayoria de los
estudiantes, este applet, a diferencia de los demads, incluye una herramienta de

identificacion que permite al alumno ratificar o rectificar su respuesta.

Actividad 5: Esta quinta actividad de la secuencia hace uso del applet inclinacurva5.htm

para estudiar las graficas de cuatro funciones trascendentes, cuidadosamente

seleccionadas. Esta seleccion incluye a las funciones f(x)=senx, f(x)=cosx,
f(x)=sen2x y f(x)=Inx, cuyas graficas se consideran familiares para los

estudiantes.

Actividad 6: Esta actividad utiliza el applet inclinacurva6.htm para facilitar que el

estudiante construya la gréafica de la funcién derivada de una sola funcion: la
exponencial natural. El estudio de esta funcidn se postergé para la sexta actividad de la
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secuencia, debido a su importancia como la Unica funcidn cuya derivada es igual a ella
misma, y porque, dada su naturaleza, enfrenta al estudiante con la necesidad de
aproximar la pendiente del segmento visualizado, ante la imposibilidad de identificar un
triangulo rectangulo cuyos catetos resulten enteros, como ocurre en los casos anteriores.
Se espera, pues, que el estudiante, al observar que los valores de las pendientes caen
sobre la curva de la funcidn f, reconozca a aquella funcion especial que se estudio en la

fase de pre-calculo.

Actividad 7: La ultima actividad de la secuencia utiliza el applet inclinacurva7.htm para
observar la no derivabilidad puntual de tres funciones seleccionadas. Las funciones
elegidas favorecen la visualizacion de la no linealidad local de sus gréficas en ciertos
puntos, con objeto de que el estudiante concluya que la no derivabilidad puntual de una
funcion continua se asocia con cambios bruscos de la curva, o bien, con la existencia de

una recta tangente vertical. Las funciones seleccionadas fueron las siguientes:

x> para x<1

f(x)=
) x® para x>1

C f=k-1 y  f)=x.

En el Anexo V, ademas de los vinculos a los applets correspondientes, se presentan las

caratulas de las ocho escenas interactivas.

V.2.3.4 LAS HOJAS DE TRABAJO

El material impreso disefiado para conducir el proceso de instruccion y recabar las
respuestas de los alumnos se compone de siete hojas de trabajo. Cada una de las hojas de
trabajo contiene, ademas del conjunto de graficas correspondientes a las funciones cuya
linealidad local se pretende visualizar, una serie de indicaciones y preguntas que

pretenden constituir una guia suficiente para la realizacion de la tarea (ver Anexo VI).

Las actividades didacticas que se desarrollan mediante las siete hojas de trabajo pueden

describirse brevemente como sigue:
» Actividad 1

Esta primera actividad tiene como propdsito hacer evolucionar en el estudiante su

nocion primaria de recta tangente, como la recta que toca a la curva en un dnico
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punto, nocion que proviene del estudio de la circunferencia en el nivel basico. Se
trata de lograr esa evolucién a partir de una justificacion visual de la proposicion
matematica que es el eje de la tarea promovida por la secuencia didactica propuesta:
la recta tangente es la recta que mejor aproxima a una curva en las cercanias del

punto de tangencia.

La argumentacion planteada por esta primera actividad constituye lo que se
denomina un razonamiento plausible (Polya,1954), ya que se trata de una
demostracion verosimil o convincente de que la recta tangente coincide con el
segmento visualizado. Asi, el proceso de acercamiento (zoom), posible gracias a los
recursos visuales del applet Linealizador, permite mostrar al estudiante que, de todas
las rectas que pasan por un punto dado de la curva, la que mejor aproxima a ésta en
las cercanias del punto es la que tiene como pendiente la misma que el segmento
visualizado y, tras un proceso de discusion e institucionalizacion, que dicha recta se
identifica como la recta tangente. De aqui en adelante, se espera que el estudiante
relacione sin dificultad la pendiente del segmento visualizado con la de la recta

tangente en el punto dado.
Actividad 2

Dada una terna de rectas, se plantea la construccion de la funcion pendiente de la
recta tangente, my(x), considerando las tres posibilidades: una recta creciente (m>0),

una recta decreciente (m<0) y una recta horizontal (m=0).

Con esta actividad se pretende propiciar que el estudiante concluya que, cuando f es
lineal, la determinacién de la funcion m¢(x) no requiere de la ayuda del software.
Ademas, se busca que el alumno reflexione sobre el hecho de que la funcién my(x)
resulta ser constante en todos los casos, asi como sobre la relacion entre el signo de

la pendiente y el comportamiento de la recta como creciente o decreciente.
Actividad 3

En este caso el proceso linealizador se aplica a un conjunto de graficas de funciones
cuadraticas. Se presenta un conjunto de parabolas que permite al estudiante observar

diversas situaciones en cuanto a concavidad y traslaciones (vertical y horizontal).
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El proposito de esta actividad es que el alumno deduzca que, cuando las funciones
analizadas son cuadraticas, la funcién m¢(x) resulta lineal, y que ésta es creciente o
decreciente como resultado de la concavidad de la pardbola correspondiente.
También se espera que deduzca los efectos de las traslaciones vertical y horizontal

sobre la expresion analitica de la funcién my(x).

Tanto en la actividad 2 como en la 3, se espera que el estudiante sea capaz de

realizar por si mismo la identificacion analitica de la funcién f en cada caso.
Actividad 4

Esta actividad propone al estudiante un proceso linealizador aplicado a las gréficas
de dos polinomios: uno de grado 3 y otro de grado 4. Ambos polinomios se han
seleccionado cuidadosamente para facilitar la identificacion analitica de la funcion

m;(X) correspondiente.

Lo que se persigue con esta actividad es que el estudiante concluya, a partir de lo
observado en las actividades anteriores, que, para un polinomio de grado 3 0 4, la

funcién my(x) resultante es un polinomio de grado 2 o 3, respectivamente.
Actividad 5

Para esta actividad didactica se presenta una seleccion de gréficas de funciones
trascendentes que se consideran esenciales en el estudio del Calculo. Cabe hacer la
aclaracion de que entre las graficas seleccionadas no se incluye la de la funcion
exponencial natural, pues, dada su importancia, se le considera como Unica funcién a

analizar en la actividad siguiente.

El objetivo de la actividad 5 es que el alumno, ademas de identificar la funcion
derivada de cada una de las funciones trascendentes seleccionadas, tenga un primer
acercamiento, aunque minimo, a la Regla de la Cadena y que éste, en su momento,

pueda ser retomado como apoyo.
Actividad 6

La observacion de la linealidad local de la funcion exponencial natural se ha

postergado para esta sexta actividad. De las graficas seleccionadas para su analisis a



lo largo de la secuencia, la de la funcién exponencial natural es la Unica que no se
presta a que el estudiante lea, de manera precisa, la pendiente del segmento
visualizado a partir de la cuadricula de respaldo. Asi, se pide al alumno que
aproxime, lo mejor posible, el valor de la pendiente en cada caso, con la intencion de
que, al colocar los puntos determinados por la tabla sobre el plano cartesiano,
observe como éstos se ubican sobre la gréafica de f, a diferencia de lo que ocurre en

las actividades anteriores.

Un aspecto importante sobre el cual se pretende incidir a lo largo de las actividades
de la 2 ala®6, es la identificacion de los intervalos donde la grafica de la funcion f es
creciente o decreciente, y su relacion con el signo de la pendiente de la recta
tangente, lo que constituiria un primer contacto con los criterios de maximos y

minimos relativos.
Actividad 7

Esta actividad es la ultima de la secuencia y en ella se analizan las gréficas de tres
funciones no derivables en uno o mas puntos. Para estas funciones la causa de la no
derivabilidad puntual puede referirse a cambios abruptos en la curva o a la existencia

de una recta tangente vertical.

Como puede apreciarse, el objetivo de esta actividad es esencialmente distinto al de
las demas, pues se pretende poner al estudiante en contacto con la nocion visual de
no derivabilidad en un punto. Asi, en dos de los casos se pretende llevar al
estudiante a concluir que la diferencia entre una curva suave y otra que presenta
algiin cambio abrupto, radica en que sea posible o no visualizarla localmente como
un segmento de recta Unico, mientras que, en el tercero, se busca que el alumno
identifique que la derivabilidad en un punto esta relacionada con un valor real de la

pendiente de la recta tangente en dicho punto.

Se espera que este acercamiento introductorio alternativo orientado a la construccion de

la funcion derivada, que involucra una menor complejidad semiotica que el tratamiento

via limites, constituya una experiencia intuitiva que dé sentido y agilidad al

acercamiento formal, que se presentara en un momento posterior del curso.
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Es importante mencionar que no se sugiere que la grafica de cualquier funcion pueda
hacer emerger su funcién derivada a partir de la linealidad local, dado que este
acercamiento presenta restricciones en cuanto su ambito de operatividad, las cuales se

refieren esencialmente a dos supuestos:

- Salvo en el caso de la funcion exponencial natural (Actividad 6), la grafica de f
permite determinar con precision el valor numerico de la pendiente del segmento
visualizado, mediante el cociente de dos magnitudes enteras que corresponden a los
catetos de algun triangulo rectangulo, las cuales se obtienen con la ayuda de la

cuadricula de respaldo.

- La identificacion de la expresion analitica de la funcion derivada, en cada caso, es
relativamente sencilla, una vez que se asegura un cierto grado de familiaridad del

estudiante con las gréaficas de las funciones principales del Célculo.

Asi, hay funciones, como las radicales o las trigonométricas, cuyas graficas no son
analizables de manera préctica desde la linealidad local, pero si mediante otros

acercamientos también alternativos al tratamiento a través de limites (Font, 2000).

De acuerdo a los planteamientos del Enfoque Ontosemiotico (Font, 2007), la técnica de
acercamiento a la observacién de la linealidad local, en el proceso de construccion de la

funcion derivada, relaciona los siguientes ostensivos:

Gréficade f(x) = zoom Gréficadef(x) — Tabladef(x) = Gréficade f'(x) =
— Expresion analitica de f°(x)

Asi, para promover la emergencia de este objeto matematico a partir de las actividades
didacticas que conforman la secuencia propuesta en este trabajo, dada la grafica de una
funcién f analiticamente desconocida, el alumno debe activar una trama de funciones

semidticas, que puede describirse como sigue:

1. El objeto x se relaciona con el objeto pendiente del segmento visualizado en el punto

de abscisa X.
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2. El objeto pendiente del segmento visualizado en el punto de abscisa x se relaciona
con el objeto pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x.

3. El objeto pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x se relaciona con el

objeto my(x).
4. EIl objeto x se relaciona con el objeto my(x).
5. El objeto x se relaciona con el objeto (x, m¢(X)).

6. EIl objeto (x, m¢(x)) se relaciona con el objeto gréafica de my(x); es decir, el objeto (X,

m;(X)) se relaciona con la clase a la cual pertenece.
7. El objeto gréfica de my(x) se relaciona con el objeto expresidn analitica de my(x).

8. EIl objeto m¢(x) se relaciona con el objeto f°(x); es decir, una notacién con otra

diferente pero equivalente.

9. EIl objeto x se relaciona con la clase a la cual pertenece, al considerarla como la

variable de la funcién derivada obtenida.

10. El objeto funcion derivada se relaciona con la clase a la cual pertenece.

Esta trama de funciones semidticas permite delinear la ruta a recorrer por el estudiante
mediante la activacion de los ostensivos correspondientes, recorrido que determina la

efectividad de la practica matematica propuesta.

V.2.4 ELEMENTOS DE ANALISIS DIDACTICO

La base para la realizacion de este analisis es un modelo tedrico presentado por el EOS,
cuyo prop0sito es constituir una guia para describir, explicar y valorar procesos de
instruccion en el aula de matematicas. Este modelo tedrico, en general, considera los

siguientes cinco niveles:
1. Analisis de los tipos de problemas y sistemas de préacticas
2. Elaboracion de las configuraciones de objetos y procesos matematicos.
3. Analisis de las trayectorias e interacciones didacticas.
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4. ldentificacion del sistema de normas y metanormas.
5. Valoracion de la idoneidad didactica del proceso de instruccion.

Se presenta a continuacion un ejercicio de descripcion, explicacion y valoracion de la

secuencia didactica propuesta, con base en los cinco niveles mencionados.

V.24.1 ANALISIS DE LOS TIPOS DE PROBLEMAS Y SISTEMAS DE
PRACTICAS

En este primer nivel de analisis, se pretende hacer una identificacion de las practicas

matematicas propuestas por la secuencia didactica, entendidas como aquellas acciones o

manifestaciones (linglisticas o de otro tipo) realizadas a lo largo del proceso de

instruccion, en cuanto a los problemas matematicos involucrados, su resolucion,

comunicacion o generalizacion a otros contextos y problemas.
Actividad 1

Las situaciones problema propuestas para cada una de las actividades de la secuencia
son de naturaleza intramatematica, pues, en todos los casos, la tarea consiste en aplicar
una técnica de acercamiento mediante el software, con objeto de visualizar la linealidad

local de una curva en un punto.

En el caso particular de la Actividad 1, el proposito es el de conducir al alumno desde su
nocion de recta tangente como la que toca un solo punto de la circunferencia, hasta la
conjetura de que la recta tangente puede tocar a la curva en mas de un punto o cortarla 'y

seguir siendo tangente en la zona de corte.
Como sistema de préacticas podemos identificar el siguiente:
- Lectura'y comprensién del texto impreso en la Hoja de Trabajo de la Actividad 1.

- Manipulacién del applet Linealizador con objeto de observar la linealidad local de la

curva en un punto dado, mediante acercamientos sucesivos.
- Determinacion visual del valor numérico de la pendiente del segmento visualizado.

- Identificacion de la pendiente del segmento visualizado con el valor de la pendiente
de la recta tangente a la curva en el punto dado.
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- Manipulacién del applet Linealizador con objeto de observar la construccion de la

recta tangente sobre la curva en el punto dado, mediante alejamientos sucesivos.
- ldentificacién analitica de la ecuacion de la recta tangente encontrada.

- Verificacion visual de la validez de la definicion de recta tangente como la que toca

un solo punto de una curva, y tiene en dicho punto la misma pendiente que la curva.

- Redefinicion de la recta tangente como aquélla que tiene en las cercanias del punto
de tangencia la misma pendiente que la curva, lo que la hace localmente

indistinguible de ésta.
Actividad 2

Las situaciones problema propuestas por esta actividad, se orientan hacia la aplicacion
de la técnica de acercamiento, con objeto de visualizar la linealidad local de una curva
en un punto, y lo mismo sucede con las actividades 3, 4, 5y 6 de la secuencia. El
proposito general de estas cinco actividades es que, a partir de la grafica de f y desde la
nocion de linealidad local, el alumno se apoye en la interpretacion geométrica de la
derivada como la pendiente de la recta tangente, para llegar a la identificacion de la

expresion analitica de la funcion derivada, f~.
Para esta Actividad 2, podemos identificar el siguiente sistema de practicas:
- Lectura'y comprension del texto impreso en la Hoja de Trabajo de la Actividad 2.

- Manipulacién del applet Linealizador con objeto de observar la linealidad local de

una terna de rectas, mediante acercamientos sucesivos.

- Determinacién visual del valor numérico de la pendiente del segmento visualizado

para cada punto propuesto.

- ldentificacién de la pendiente del segmento visualizado con el valor de la pendiente

de la recta tangente a la curva en el punto dado.

- Tabulacion de los valores de la pendiente de la recta tangente correspondientes a las

abscisas de los puntos de tangencia dados.
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Construccion de la grafica de la funcion que expresa la pendiente de la recta tangente

para cada punto de abscisa x.

Identificacion de la expresion analitica de la funcion que expresa la pendiente de la
recta tangente para cada punto de abscisa X, con base en conocimientos previos sobre

graficas de funciones.

Identificacion de la expresion analitica correspondiente a la curva original, con base

en conocimientos previos sobre graficas de funciones.

Relacion entre el comportamiento creciente o decreciente de una funcion lineal y el

signo de la pendiente de su recta tangente.

Actividad 3

Como sistema de practicas podemos identificar el siguiente:
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Lectura y comprension del texto impreso en la Hoja de Trabajo de la Actividad 3.

Manipulacion del applet Linealizador con objeto de observar la linealidad local de

una seleccion de seis parabolas, mediante acercamientos sucesivos.

Determinacion visual del valor numérico de la pendiente del segmento visualizado

para cada punto propuesto.

Identificacion de la pendiente del segmento visualizado con el valor de la pendiente
de la recta tangente a la curva en el punto dado.

Tabulacion de los valores de la pendiente de la recta tangente correspondientes a las

abscisas de los puntos de tangencia dados.

Construccion de la grafica de la funcion que expresa la pendiente de la recta tangente

para cada punto de abscisa x.

Identificacidn de la expresién analitica de la funcion que expresa la pendiente de la
recta tangente para cada punto de abscisa x, con base en conocimientos previos sobre

gréaficas de funciones.

Identificacion de la expresion analitica correspondiente a la curva original, con base

en conocimientos previos sobre graficas de funciones.



- Relacion entre el comportamiento creciente o decreciente de una funcién cuadrética

y el signo de la pendiente de su recta tangente.

- Identificacion de los efectos de la traslacion vertical u horizontal de una parabola,

sobre la gréafica de la funcion que expresa la pendiente de la recta tangente.
Actividades 4,5y 6

En estas tres actividades didacticas se identifica un sistema de practicas similar al de la
Actividad 3, sélo que el enfoque se orienta hacia funciones polinomiales de grados 3y 4
en la Actividad 4, hacia una seleccién de funciones trascendentes en la Actividad 5, y
hacia la funcion exponencial natural en la Actividad 6. Con la intencion de no complicar
demasiado la tarea esencial, en estas actividades no se atiende a los efectos de trasladar
vertical u horizontalmente la curva, pues, al respecto, las nociones abordadas en la

Actividad 3 se consideran suficientes para un tratamiento posterior mas profundo.

La Actividad 6 presenta una variante que es importante destacar: los valores de la
pendiente del segmento visualizado para cada abscisa estudiada, no pueden ser
determinados de manera exacta, dada la naturaleza de la funcion exponencial natural. En
este caso, se pide al estudiante que aproxime, lo mejor posible, cada valor, y se espera
que, al construir la grafica de la funcion pendiente de la recta tangente, observe que, a
diferencia de las otras actividades, la curva resultante cae sobre la correspondiente a la

funcioén f.
Actividad 7

El objetivo de esta actividad es esencialmente distinto al de las actividades precedentes,
ya que busca poner al estudiante en contacto con la nocién visual de no derivabilidad en
un punto. Asi, en dos de los casos, el propdsito es llevar al estudiante a concluir que la
diferencia entre una curva suave y otra que presenta algun cambio abrupto en su
comportamiento grafico, radica en que sea posible o no reemplazarla localmente por un
segmento de recta Unico, mientras que, en un tercer caso, se busca que el alumno
identifique que la derivabilidad en un punto esta relacionada con un valor real de la

pendiente de la recta tangente en dicho punto.
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En esta septima actividad, como sistema de practicas podemos identificar el siguiente:
- Lectura'y comprension del texto impreso en la Hoja de Trabajo de la Actividad 7.

- Manipulacién del applet Linealizador con objeto de observar la linealidad local de

una curva en un punto dado, mediante acercamientos sucesivos.

- Utilizacién del lenguaje, verbal y/o gréfico, para explicar la imposibilidad de

visualizar un comportamiento localmente lineal de la curva en el punto dado.

La identificacion de estos elementos que conforman el sistema de practicas identificado
para cada actividad didactica, permite observar el papel ejecutor del estudiante en el
desarrollo de la tarea matematica, con apoyo en las indicaciones de la Hoja de Trabajo y

en la eventual intervencion del profesor, como conductor del proceso de instruccion.

V.2.4.2 CONFIGURACIONES

En este segundo nivel de analisis, la atencidén se centra sobre los objetos primarios
puestos en juego en la realizacion de las practicas matematicas asociadas. El analisis se
orienta, pues, hacia la identificacion de las redes de objetos involucrados, a partir de la
elaboracion de configuraciones. Se seleccion0 la Actividad 3 para presentar, a manera
de ejemplo, la descripcion de la trama de objetos asociada. Las configuraciones

correspondientes al resto de las actividades didacticas se incluyen en el Anexo Il.
Actividad 3
» Lenguaje:

Intervinientes:

= Verbal: Funcidn, grafica, segmento visualizado, pendiente, recta tangente,

punto de tangencia.
» Grafico: Gréfica de una funcion f.
Emergentes:
= Verbal: Funcion, gréfica, funcion cuadratica, parabola, apertura de la

parabola, concavidad, parabola concava hacia arriba, parabola concava hacia
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abajo, funcion creciente, funcion decreciente, segmento visualizado,
pendiente, recta tangente, punto de tangencia, funcion pendiente de la recta
tangente, tabla de la funcidon pendiente de la recta tangente, grafica de la
funcion pendiente de la recta tangente, expresion analitica de la funcion

pendiente de la recta tangente.

Gréfico: Gréafica de my(x), gréfica de la funcién pendiente de la recta

tangente.
Tabular: Tabla de my(x), tabla de la funcion pendiente de la recta tangente.

Analitico: Expresion analitica de m¢(x), expresion analitica de la funcién

pendiente de la recta tangente.

> Situaciones:

Construccion de la funcién derivada a partir de la visualizacion dinamica de

la linealidad local de la funcion f.

» Conceptos:

Intervinientes:

Funcion, grafica de una funcién cuadratica f, funcidn cuadratica, paradbola,
abscisa, ordenada, recta, segmento, pendiente, recta tangente, linealidad local,
tabla de una funcion cuadratica f, expresion analitica de una funcién

cuadrética f.

Emergentes:

Funcion derivada de una funcion cuadratica.

> Procedimientos:

Intervinientes:

Con la ayuda del software (applet Linealizador), realizar acercamientos
sucesivos a la grafica de f, hasta observar a la curva como un segmento de
recta alrededor de un punto de abscisa dada.
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Calcular el valor de la pendiente del segmento visualizado para cada punto de
abscisa dada, a partir de la cuadricula de referencia aportada por el applet.

Emergentes:

Determinar la expresion analitica de f en cada caso, con base en

conocimientos previos sobre gréficas.

Tabular los valores de las pendientes obtenidos para cada segmento
visualizado en el punto de abscisa dada, hasta obtener la tabla de la funcién

m;(X) o funcion derivada de la funcion f.

Graficar las parejas ordenadas (a,my(a)) obtenidas de la tabulacién anterior y
unir los puntos correspondientes para encontrar la gréfica de la funcion my(x)

o funcion derivada de la funcion f.

Con apoyo en los dos procedimientos anteriores, determinar la expresion
analitica de la funcion m¢(x) o funcién derivada de la funcién f,

identificandola finalmente como f(x).

» Proposiciones:

Intervinientes:

El segmento visualizado coincide con la recta tangente a la curva en el punto

de tangencia.

La recta tangente es la recta que mejor aproxima a la grafica de una funcion f

en las cercanias del punto de tangencia.

Emergentes:
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La funcidn f’(x) es la que permite medir la pendiente de la recta que es

tangente a la curva f en cualquier punto de abscisa x.
La derivada de una funcién cuadréatica es una funcion lineal.

La derivada de una funcion cuadratica concava hacia arriba es una funcién

lineal creciente.



= La derivada de una funcion cuadratica concava hacia abajo es una funcion

lineal decreciente.

= Si la funcion es creciente en un intervalo, la derivada es positiva en ese

intervalo.

= Si la funcion es decreciente en un intervalo, la derivada es negativa en ese

intervalo.

= Cuando la grafica de f se traslada horizontalmente, la grafica de su derivada

resulta igualmente trasladada.
= Cuando la gréafica de f se traslada verticalmente, la gréafica de su derivada no
se modifica.
» Argumentos:
Intervinientes:

= El applet Linealizador permite justificar visualmente que el segmento
observado al aplicar el zoom esta sobre la recta tangente, cuya ecuacion es

determinable de manera analitica por punto-pendiente.
Emergentes:

= La funcion pendiente de la recta tangente, m¢(x), esta constituida por todos
los puntos de coordenadas (a,m¢(a)), donde m(a) es la pendiente de la recta

tangente en el punto de abscisa a.
= Lo que sucede para el punto (a,m¢(a)) es valido para cualquier punto.

= La funcion my(x) es la funcion derivada de f, pues asocia a cada punto de
abscisa x la pendiente de la recta tangente a la curva f en dicho punto, por lo

que se le denotard por f’(x).

= E| applet linealizador permite justificar visualmente las proposiciones
emergentes relacionadas con: a) los grados de f y su funcion derivada, b) la

relacion entre la concavidad de una parabola y el comportamiento creciente o
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decreciente de su funcion derivada y c¢) la relacion entre el signo de la
derivada y el comportamiento creciente o decreciente de f.

= El applet linealizador permite justificar visualmente que el efecto de trasladar
horizontalmente la gréafica de una funcion no modifica la pendiente del
segmento visualizado en el punto trasladado correspondiente, y que,

globalmente, la funcion m, (x) resulta igualmente trasladada.

= El applet linealizador permite justificar visualmente que el efecto de trasladar
verticalmente la grafica de una funciébn no modifica la pendiente del
segmento visualizado en el punto trasladado correspondiente, y que,

globalmente, la funcion m, (x) no se modifica.

V.2.4.3 ANALISIS DE TRAYECTORIAS

El tercer nivel de analisis para procesos de instruccion planteado por el Enfoque

Ontosemidtico corresponde al andlisis de trayectorias e interacciones didacticas.

De acuerdo a los planteamientos de Godino (2006), un proceso de instruccion
comprende  distintas  dimensiones interconectadas: epistémica  (significados
institucionales), docente (funciones del profesor), discente (funciones de los alumnos),
mediacional (recursos materiales y temporales), cognitiva (significados personales) y
emocional (sentimientos y afectos). Cada una de estas dimensiones puede considerarse
como un proceso estocastico, de manera que, en cada realizacion del proceso de
instruccion, se produce una serie de estados posibles y no otra. Es decir, se produce una
trayectoria muestral del proceso, que describe la secuencia particular de funciones o

componentes que ha tenido lugar a lo largo del tiempo.

Este tercer nivel de analisis se desarrolla a partir de las hojas de trabajo, con el fin de
describir la secuencia de interacciones didacticas que se espera tengan lugar a lo largo
del proceso de instruccion; es decir, se trata de un andlisis a priori del sistema de

practicas que se pretende implementar.

Se elaboraron las trayectorias epistémica, docente y discente, cada una de las cuales
presenta la distribucion en el tiempo que se espera tengan los objetos matematicos
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involucrados, desde la perspectiva de los significados institucionales, de las funciones
del profesor y de las acciones de los estudiantes, respectivamente. Estas trayectorias
teoricas, contrastadas con la informacién empiricamente obtenida del estudio de casos,
aportan informacion muy valiosa sobre las interacciones dadas en el aula a propésito de
la implementacion de la secuencia. Asi, la articulacion de la informacion contenida en
las tres tablas del Anexo Ill sirve de base para analizar la interaccién didactica
observada en el aula, poniendo especial atencion a la identificacion de posibles
conflictos semidticos que pudieran ser la explicacién de un significado personal limitado
en el estudiante respecto a la funcion derivada. A continuacion, se presentan brevemente

algunos comentarios al respecto.

Cada vez que se implementa un proceso de instruccion, es decir una experiencia
particular de ensefianza de un contenido matematico, se produce una serie de estados
posibles y no otra. Asi, una vez realizado y observado el proceso de instruccién, la
distribucion en el tiempo de los estados posibles constituye las trayectorias muestrales
empiricas (a posteriori), que son de gran utilidad para describir la generacién en el
tiempo de los significados institucionales implementados, como resultado de la
interaccion didéactica, asi como la distribucién de la responsabilidad principal a lo largo
de ésta, entre el profesor y el alumno.

Al analizar las respuestas de los cinco estudiantes seleccionados para el estudio de casos,
es decir, en un estudio a posteriori, pudieron observarse algunas diferencias respecto a lo
esperado. La configuracion didactica empirica (a posteriori), entendida ésta como la
secuencia interactiva de estados de las trayectorias que, efectivamente, tuvieron lugar a
propdsito de una situacién problema especifica, presentd algunas desviaciones en
relacién con la configuracion didactica tedrica (a priori). En otras palabras, aunque las
trayectorias epistémica, docente y discente presentadas permitieron explicar y describir
las interacciones didacticas esperadas durante el proceso de instruccion, el analisis de las
respuestas registradas por los estudiantes en las hojas de trabajo aportd elementos para
identificar los conflictos semioticos que limitaron o impidieron el aprendizaje

pretendido.
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Los conflictos semioticos mas claramente identificados estan asociados con dificultades

para:

- asociar el signo de la funcion derivada, a partir de la posicion relativa de su grafica

respecto al eje x, con el comportamiento creciente o decreciente de la funcion f,
- realizar una comparacion entre f y f ’, a partir de argumentos gréficos, y
- pasar del lenguaje grafico al lenguaje analitico.

En el Anexo IlI se detallan los conflictos semidticos presentados, haciendo referencia

explicita a las trayectorias teoricas elaboradas.

V.2.4.4 ANALISIS DE NORMAS Y METANORMAS

La actividad matematica en el aula tiene una dimension social, pues la clase puede
concebirse como una micro-sociedad en la que se construye y difunde el conocimiento
matematico, a través de la interaccion social entre los alumnos y el profesor. Por tanto,
el aprendizaje matematico estd condicionado por la puesta en juego de ciertas
“obligaciones” o normas no explicitas, a lo largo del proceso de instruccion. Las normas
sociales en el seno de la clase son convenciones que describen como debe ser la
comunicacion entre los participantes, asi como la forma de reaccionar socialmente ante
un error 0 una indicacién. Estas normas regulan el funcionamiento de las actividades

docentes y discentes, independientemente de la asignatura de que se trate.

Sin embargo, si se trata de analizar un proceso de instruccion de un contenido
matematico, lo que interesa son los aspectos normativos del discurso que es especifico
de la actividad matematica escolar y se genera en el salén de clase. En este sentido, las
normas se clasifican de acuerdo al momento en el que intervienen (disefio curricular,
planificacion, implementacion y evaluacion), segun el aspecto del proceso instruccional
a que se refieren (epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional, emocional,
ecologica), segun su origen (disciplina, escuela, aula, sociedad...), segln el tipo y grado

de coercion (social y disciplinar), etc.

Partiendo de que en la clase de matematicas se establece un compromiso basico que es el
de ensefar y aprender matematicas, resulta natural orientar el interés hacia el conjunto
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de normas que determinan la actividad matematica que es posible desarrollar en una
institucion. Estas normas, conocidas en el EOS como normas epistémicas, regulan los
contenidos matematicos, el tipo de situaciones adecuadas para su aprendizaje, las
representaciones (lenguaje) que se utilizan, las definiciones, proposiciones,
procedimientos y argumentos. Asi, en la terminologia del marco tedrico que nos ocupa,
las normas epistémicas determinan las configuraciones epistémicas y las practicas

matematicas que dichas configuraciones posibilitan.

Las normas epistémicas se refieren a las configuraciones epistémicas que regulan la
practica matematica en un marco institucional especifico. Por otro lado, cada
componente de la configuracion epistémica se relaciona con las denominadas normas
metaepistémicas, que son las que orientan al alumno sobre consideraciones que se
generan y se mantienen durante un largo periodo de tiempo, y coexisten con otras
configuraciones epistémicas que van sucediéndose. A este tipo de normas pertenecen
aquéllas que se refieren, por ejemplo, a lo que es un problema, cudndo ha quedado
resuelto, qué reglas conviene seguir para resolverlo, qué es un argumento en
matematicas, cuando se considera valido, etc., cuestiones que conservan su vigencia a lo

largo de todo un curso o una etapa educativa.

Para analizar el aspecto normativo del proceso de instruccion investigado, se consideran
las respuestas registradas por los cinco estudiantes en las hojas de trabajo, en relacion
con las configuraciones epistémicas mostradas en la trayectoria correspondiente (Tabla 1
del Anexo Il1). Ademaés, se incluyen las normas que intervinieron durante las sesiones de
retroalimentacion e institucionalizacion, realizadas al inicio de cada nueva actividad con
respecto a la inmediata anterior. A este respecto, cabe aclarar que las normas observadas

se refieren al grupo en lo general, y no solamente a los cinco alumnos estudiados.

Para la identificacion de las normas y metanormas presentes durante la implementacion
de la secuencia didactica, se puso especial cuidado en detectar tanto situaciones
presentadas con regularidad, como aquellos momentos de la interaccion didactica
asociados a algun tipo de ruptura con respecto al patrén esperado. Es decir, la atencién
se orientd hacia la observacion de regularidades, o bien, discrepancias entre las normas

que se esperaba fueran observadas y las que finalmente se pusieron en juego.
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En cuanto a la identificacion de las normas relativas al papel del profesor, se buscaron
aquéllas que reflejaran expectativas de actuacion; es decir, aquellas normas que, a juicio
del docente conductor del proceso de instruccion, habrian resultado suficientes para

garantizar el aprendizaje esperado, de haberlas acatado los alumnos.

Por lo que respecta a las normas de los estudiantes, el foco se coloco sobre aquellos
supuestos que condicionaron su forma de responder a las indicaciones del profesor; es
decir, la atencién se orientd hacia aquellas ideas preconcebidas que hubieran podido

Ilevar a los estudiantes a desacatar o a malinterpretar las normas del docente.

Las normas identificadas como las més relevantes durante la implementacion de la

secuencia didactica se muestran en la Tabla 1.

Profesor:

N1. Hay que tratar de ser lo mas claro posible en las respuestas amplias que se piden, tanto en
escritura como en redaccion.

N2. No basta responder, sino que hay que explicar ampliamente cuando asi se solicite.

N3. Si un alumno entiende bien algo, debe ser capaz de expresarlo por escrito.

N4. Es importante la puntualidad de los alumnos para que todos puedan participar en el anélisis y
discusion de los resultados de la actividad anterior.

N5. Para dar las respuestas solicitadas se suponen suficientes los contenidos abordados en este curso,
por lo que los alumnos no tienen por qué recurrir a conceptos estudiados en el curso de Calculo de
preparatoria.

N6. El profesor intervendra sélo cuando las indicaciones dadas por la hoja de trabajo, después de
varias lecturas, hayan resultado insuficientes.

N7. Los alumnos deben poner atencién a cualquier duda expresada por un compafiero, para que no
haya necesidad de repetir la aclaracion.

N8 Cuando los alumnos observen alguna contradiccién con su nocién inicial de recta tangente, se
veran en la necesidad de rectificar su definicion.

N9. Para los alumnos, la notacion m, (x) debiera resultar consistente con el hecho de que la funcion a

construir expresa la pendiente de la recta tangente a la gréafica de f en un punto de abscisa x dada.
N10. La hoja de trabajo deberia resultar suficiente para el desarrollo de la practica.

N11. La interaccion con la computadora durante la clase tiene como Unico propésito la manipulacion
del applet, por lo que los alumnos no deben distraerse con otras actividades como el msn.

N12. Los estudiantes deberian interesarse en explorar al maximo las potencialidades del applet.

N13. Los alumnos deberian maravillarse ante la posibilidad de observar la linealidad o no linealidad
local de una curva.

Estudiantes:

N14.Una cosa es entender algo y otra poder expresarlo por escrito.

N15. Lo importante es que quede registro de que realicé la practica de cada dia.

N16. Si no entiendo una instruccion a la primera, puedo pedirle al profesor que me explique lo que
quiere que yo haga.

N17. El profesor debe aclarar mi duda, sin importar que la haya aclarado ya para otro compafiero.
N18. La interaccién con los compafieros puede obviarse.

N19. No es necesario hacer todo este trabajo si ya sabemos que m, (x) es la derivada.

N20. Para identificar a la funcién pendiente de la recta tangente puede utilizarse la notacion
acostumbrada para cualquier funcidn; es decir, en términos de f(x) o de y.
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N21. Si la recta observada toca mas de un punto de la curva o la corta, no debe tratarse de la recta
tangente.

N22. El applet puede dar informacién falsa pues, cuando se aplica el zoom, parece que la recta tocara
a la curva en todo un segmento. Es al alejar cuando se aprecia que hay un solo punto de contacto.

Tabla 1. Identificacion de normas y metanormas

En la Tabla 1 pueden observarse diferentes tipos de normas:

- Las normas N1 a N5, N14 y N15 se clasifican como metaepistémicas pues
prevalecen durante el proceso de implementacion de la secuencia, regulando las

sucesivas configuraciones epistémicas identificadas en la trayectoria.

- Las normas N6, N7 y N16 a N18, se refieren al aspecto interaccional, pues modulan

las relaciones profesor — alumnos y alumno- alumno.

- Las normas N8, N9 y N19 a N21, son de corte epistémico, ya que se refieren a los

significados institucionales involucrados en el proceso de instruccion.

- Las normas N10 a N13 y N22, tienen que ver con el aspecto mediacional, por ser

relativas al uso de los recursos materiales en el aula.

A partir de un anélisis como el anterior, puede apreciarse mas claramente la complejidad
de la interaccion didactica efectivamente observada a lo largo del proceso de instruccion
propuesto, asi como aquellos elementos discursivos y normativos que hayan podido

condicionar la situacion de aprendizaje.

Estos cuatro primeros niveles de andlisis permiten descomponer un proceso de
instruccion en una trayectoria de configuraciones didacticas, y, para cada una, estudiar
diferentes aspectos. Una configuracion epistémica es la red de objetos primarios que
activa las practicas matematicas realizadas (situaciones, elementos de lenguaje,
conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos). Asociadas a la configuracion
epistémica, se consideran la configuracion docente y la configuracion discente, de
manera que la articulacion de las tres conforma lo que se identifica como configuracién
didactica (CD), la cual, segun el EQOS, puede clasificarse como adidactica, magistral,

dialdgica o personal (Godino, 2006).

Una configuracion didactica de tipo adidactico se caracteriza por la secuencia de

situaciones adidacticas de accion, formulacion, validacién, y la situacion didactica de
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institucionalizacion, situaciones que especifican las funciones del estudiante en
interaccion con el medio (en el que se incluye el profesor, unos conocimientos

pretendidos y unos recursos materiales y cognitivos especificos).

La configuracion didactica magistral se refiere a la manera tradicional o clasica de
ensefiar matematicas; es decir, se basa en una presentacion magistral, seguida de
ejercicios de aplicacion de los conocimientos y saberes presentados. Primero se presenta
el componente discursivo del significado de los objetos matematicos (definiciones,
enunciados, demostraciones), y se deja la responsabilidad de dar sentido al discurso a los
propios estudiantes por medio de los ejemplos, ejercicios y aplicaciones que se
proponen. En realidad, en este tipo de configuracion didactica no se suprimen los
momentos de exploracion, de formulacion y validacion, sino que quedan bajo la
responsabilidad del estudiante, o bien se ponen en juego en momentos aislados de

evaluacion.

Una variante intermedia entre los tipos de configuraciones descritos (que hemos
designado como adidactica y magistral, respectivamente) constituye el tipo dialdgico,
que concede al estudiante el momento de exploracion, pero supone a cargo del profesor
los momentos de formulacion y validacion. La institucionalizacion (regulacion) tiene
lugar mediante un didlogo contextualizado entre el docente y los alumnos, quienes han
tenido ocasion de asumir la tarea, familiarizarse con ella y posiblemente esbozar alguna

técnica de solucion.

Por ultimo, cuando la resolucidon de la situacion-problema (o la realizacién de una tarea)
se realiza por el estudiante sin una intervencion directa del docente, de forma tal que los
alumnos resuelven ejercicios propuestos por el profesor, o estan incluidos en el libro de
texto, pues estan capacitados para resolverlos, se trata de un tipo de configuracion

didactica de tipo personal.

Con objeto de integrar los elementos arrojados por los cuatro niveles de analisis
abordados hasta el momento, se presenta la Tabla 2 que condensa los aspectos mas

relevantes del proceso de instruccién investigado, aportando una panoramica de la
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interaccidn didactica generada que brinda informacién por renglon o por columna, segin

sea el interés.

Un analisis de la trayectoria discente presentada en la Tabla 3 del Anexo IlI, permite
asociar las acciones de los estudiantes con los procesos matematicos realizados durante
el proceso de instruccién. Dicha asociacion permite identificar procesos matematicos
como los de significacion, materializacién, generalizacion, algoritmizacion,
comunicacion, enunciacion, argumentacion e institucionalizacion, entre los mas

relevantes, como se muestra en la columna correspondiente de la Tabla 2.

Por otro lado, dado que en este trabajo se considera que cada configuracion didactica
presenta caracteristicas combinadas de los cuatro tipos mencionados anteriormente, en la

Tabla 2 no se propone una clasificacion particular.
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V.2.4.5 VALORACION DE LA IDONEIDAD DIDACTICA

El propodsito del analisis didactico de un proceso de instruccion es el de obtener
elementos para identificar los aspectos que, desde la Optica del que analiza, pudieran
calificarse como fortalezas o debilidades, en términos didacticos. Asi, este quinto
ejercicio de andlisis se refiere no s6lo a la valoracion del proceso de instruccién
correspondiente a una propuesta ya planteada, con objeto de identificar todo aquello que
pudiera ser mejorado, sino a la clarificacion de los aspectos a atender, cuando se trata de

un nuevo disefio didactico.

En relacion con el proceso de instruccion investigado, y de acuerdo a lo sefialado por el
EOS, el quinto nivel de andlisis corresponde a la valoracion de la idoneidad didactica.
Tomando como base la informacion recabada por los cuatro primeros niveles de anélisis,
la valoracion de la idoneidad didactica se desarrolla a partir de sus seis criterios de
idoneidad, realizando, para cada uno de ellos, una comparacién entre lo esperado a
propésito del disefio de la secuencia, y lo observado como resultado de su

implementacion.

1. lIdoneidad epistémica. Este criterio permite valorar la calidad del contenido
matematico a ensefiar, en términos de su grado de consistencia con los significados

institucionales de referencia.

A priori: Desde el disefio de las actividades did4cticas, la atencidn se orient6 hacia la
implementacién de un sistema de practicas que promoviera la construccién
significativa de la funcion derivada, buscando que, méas alla de las técnicas de
derivacion, la ruta procedimental planteada permitiera al alumno acercarse
intuitivamente a la perspectiva puntual de la derivada y, desde ahi, acceder a la
nocion funcional. Por lo que respecta al concepto de tangencia, el sistema de
practicas promovido por la primera actividad de la secuencia se orientd, en todo
momento, hacia la rectificacion de una nocién primaria que se asocia al caso de la
circunferencia, con la intencion de favorecer asi la emergencia de otra, que fuera méas
consistente con el significado institucional de referencia. En concordancia con lo

anterior, desde la perspectiva a priori, la idoneidad epistémica se considera alta.

63



64

A posteriori: Tomando como base el estudio de casos, aunque las respuestas
aportadas por los estudiantes a las hojas de trabajo evidenciaron una clara resistencia
y hasta negacion a modificar su concepcion de recta tangente, conforme se avanzo
en las actividades durante el proceso de construccion de la funcion derivada, fueron

incorporandose los nuevos elementos pretendidos, como se muestra en la Figura 1.

15. ;Consideras que la definicion de recta tangente que diste al inicio se confirma? Justifica tu respuesta. ; /
/ d L /, ’ s ) -
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Fig. 1. Estudiante #29, Actividad 1, reactivo 15

Las sesiones de retroalimentacion e institucionalizacion permitieron aprovechar
algunas respuestas no esperadas para generar discusiones productivas en torno a la
funcion derivada, que contribuyeron al logro de los objetivos, por lo menos en un
grado aceptable, lo que justifica calificar a la idoneidad epistémica como alta, desde

una perspectiva a posteriori.

Idoneidad cognitiva. Con este criterio se busca valorar, a priori, si lo que se pretende
ensefar se considera como razonablemente cercano a lo que saben los alumnos vy, a

posteriori, si el aprendizaje efectivamente logrado es consistente con el pretendido.

A priori: Con objeto de favorecer, lo méas posible, que los objetos personales de los
estudiantes fueran suficientes para abordar la tarea matematica propuesta, la primera
parte del curso, considerada como de pre-Calculo, se dedicd, incluso por encima de
los tiempos marcados por el programa, a establecer un sistema de précticas que
garantizara cierto grado de familiaridad de los alumnos con las distintas
representaciones asociadas a las funciones principales del Céalculo. Este sistema de
practicas se orientd, principalmente, hacia el establecimiento de una trama de
funciones semidticas, por parte de los estudiantes, que promoviera la identificacién
de una funcion partiendo de su gréfica, y no sélo desde su expresion analitica. De
este modo, la tabla construida a partir de la interaccion con el software propone la
localizacion de puntos en el plano que, dada la familiaridad con las curvas

estudiadas, sugieren la construccion de una grafica ya conocida, cuya expresién



analitica también resulta familiar. En la Figura 2, se muestran las respuestas dadas
por algunos estudiantes al instrumento de diagndstico, como evidencia que justifica
el considerar como alta la idoneidad cognitiva a priori. En otras palabras, la Figura 2
aporta elementos que sugieren un buen grado de proximidad entre los significados
personales de los alumnos y los significados institucionales pretendidos,
confirmando la idea de que éstos se encuentran en la zona de desarrollo proximo de

los estudiantes.

1. ¢Qué significa para ti la pendiente de una recta? Explica
€s \a fnclfroctsn que ene la recta. Ge 4on Qeoslade o paracu

Se ertuwntry lo rectars ST es negalWo es decreciente.
2. :Qué te dice sobre la recta el valor numérico de su pendiente? Explica

s

2P "es s O mreres e Wnpcls g ke Y chter de velevencian.
M77 moyor de 45° ez reis incliveds, M< 1 werps de 452" s e WOlFO
3, ¢Cual dirfas que es el valor de la pendiente de cada uno de los segmentos que se
ilustran a continuacion? Justifica tu respuesta.

A 4

P, (-4,-2) 0(0, 2)
& T e)
m‘:_:_%_ ':7! ((‘_’)/ ') { } ’}
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Figura 2a. Estudiante #16, Cuestionario 1, reactivos 1,2y 3
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4. Observa las siguientes graficas. Identifica en cada caso el tipo de funcion de que se
trata y determina su expresion analitica, completando lo que se te pide.

fix) glx)
r A

/ , L

flx) esunafuncion ( cavén (G glx) es una funcion \y Al |

La expresion analitica en cada caso es:

=N O\ 2 ~ \
fog=_ TdXY) TS gz _— X+ 2

Figura 2b. Estudiante #26, Cuestionario 1, reactivo 4
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5. Dada la siguiente gréfica, sefiala con lapiz la porcidn de la curva donde la funcidn es
positiva.

6. Determina la region del dominio que corresponde a la porcién de la curva sefialada en
el punto 5. 5
[wg 9

7. Dada la siguiente grafica, seiiala con lapiz la porcién de la curva donde la funcién es
creciente.

v

8. Determina la region del dominio que corresponde a la porcién de la curva sefialada en
el punto 7.

(“ =l /"'( i(»l d [ { J ,>.<’:,>

Figura 2c. Estudiante #6, Cuestionario 1, reactivos 1,2y 3

Con respecto a la nocion de tangencia, se considera que la idea primaria, surgida
desde el estudio de la circunferencia en el nivel basico, es suficiente como punto de
partida para construir un significado mas rico en torno a dicho objeto matematico.
Lo anterior permite decir que, desde la perspectiva a priori, la idoneidad cognitiva se

considera alta.
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A posteriori: Las respuestas al Cuestionario | dadas por los alumnos seleccionados
para el estudio de casos, permitieron apreciar un manejo suficiente de los elementos
linglisticos, por lo menos en relacion con las funciones lineales y cuadraticas. La
identificacion argumentada de la expresion analitica a partir de la grafica de una
recta o de una pardbola fue realizada por los estudiantes de manera satisfactoria.
Ademaés, a lo largo de las actividades de la secuencia, no s6lo en relacién con las
hojas de trabajo sino también en lo relativo a su participacion discursiva en las
sesiones de retroalimentacion e institucionalizacion, pudo apreciarse también una
aceptable familiaridad de los alumnos con otras funciones, como algunas
polinomiales de grado mayor que dos, funciones trascendentes como el seno, el
coseno, el coseno de un angulo doble, el logaritmo natural y la exponencial natural.
Finalmente, las respuestas al instrumento de evaluacion o Cuestionario 2 permiten
apreciar que el sistema de practicas promovido por la secuencia si alcanza a impactar
los significados personales de los alumnos que constituyeron el estudio de casos,

como se muestra en la Figura 3.

Por todo lo anterior, en relacion con el proceso de construccion de la funcion
derivada, puede decirse que los significados construidos respondieron a lo esperado,
por lo menos en un nivel aceptable, por lo que la idoneidad cognitiva empirica se

considera alta.

Idoneidad interaccional. Este criterio busca valorar si la interaccion permite
identificar conflictos semidticos potenciales y resolver los que, efectivamente, se

produzcan durante el proceso de instruccion.

A priori: El disefio de la secuencia gir6 principalmente alrededor de una idea: el
material impreso y los applets de apoyo debian resultar suficientes para hacer
emerger los objetos institucionales pretendidos, y que el alumno se apropiara de
ellos. En otras palabras, se partio del supuesto de que las hojas de trabajo y los
applets, por si solos, debian ser capaces de llevar de la mano al alumno a lo largo
del proceso de construccion de la funcidén derivada, con apoyo en el trabajo
colaborativo que se esperaba promover y con una minima participacién del profesor.

Desde esta premisa, la elaboracion del material impreso se realizo en funcion de los



conflictos semidticos observados durante el pilotaje de prueba, identificandolos
como potenciales y, por tanto, poniendo especial cuidado en cuanto a redaccion,
brevedad de texto, sencillez de lenguaje, simplificacion de la tarea esencial,
orientacion de las preguntas hacia la respuesta esperada, etc. La consideracion de
todos estos elementos en el trabajo de disefio contribuyd también a incrementar las
posibilidades de resolver los conflictos semidticos que, efectivamente, se presentaran
durante el desarrollo del proceso de instruccion. Por todo lo anterior, la idoneidad

interaccional, desde la perspectiva a priori, fue calificada como alta.

1. éPor qué, si la derivada de la funcion f(x)=x* es f ’(x)=2x, cuando construimos las gréficas
correspondientes la recta no resulta ser tangente a la parabola en ningtin punto? Explica

o ) o :
Totge la devPuada no es Vo fecda Aamendte Qe o COTNVO, =i Ne  vmide \as
o
Perdientes ae las teclas Aongenies en absiz xg.
o)

2. A continuacidn encontraras las gréficas que corresponden a fy f .

:

t

l | :

E ! O =204k
i :

3‘: e ab e o o)
Fr=ax-z
Sin realizar ningiin trazo y explicando ampliamente tu respuesta en cada caso, contesta las
siguientes preguntas:

a) ¢Cudl es la ecuacidn de la recta que es tangente a la gréfica de f, en el punto de

abscisa 1? Pargue §'(x) mide las mn de ix) enlonces orservands

\os t;\n?.'gl tas veo que cuando X=2 em ey, F'(x) wale Z, por o don

esa s \a m de o 7, despues solernecte  =oshituyo e purto  par

encomtvar g ordercda em e\ ovt%ﬁ" Ge 3 -2,

B,

Figura 3. Estudiante #16, Cuestionario 2, reactivos 1y 2a)
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A posteriori: Las respuestas a cada una de las hojas de trabajo fueron estudiadas
justo al terminar la aplicacion de la actividad respectiva y, desde los primeros
resultados observados, se evidenciaron las limitaciones del material impreso y los
applets para conducir, de manera suficiente, al estudiante a lo largo de la ruta
procedimental propuesta. Esto permitié hacer conciencia de la necesidad de
implementar una sesion de retroalimentacion, previa a la aplicacion de la siguiente
actividad, como condicion indispensable para lograr el avance en la secuencia, y
dejo clara la equivocacion de haber programado la etapa de institucionalizacion
como un momento posterior a la aplicacion del total de actividades. La Figura 4
muestra el conflicto semidtico mas recurrente en el estudio de casos, y permite
observar un ejemplo de discordancia entre los significados personales del alumno y

los significados institucionales pretendidos.

3. ¢ Qué relacidn encuentras entre el signo de la funcién m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcién f?

|

>

Figura 4. Estudiante #39, Actividad 3, reactivo 8

Desde la primera actividad hasta la Gltima, fue patente la necesidad de discutir y
reflexionar de manera grupal acerca de los significados construidos en el aula, con
objeto de institucionalizar consensos, lo que dejo al descubierto la importancia del
trabajo colaborativo de los estudiantes, asi como lo imprescindible de la
participacion del profesor en sus funciones de investigacion, regulacion, motivacion,

asignacion y evaluacion.

Lo anterior permite afirmar que la interaccion didactica generada por la
implementacién de la secuencia, bajo la cuidadosa conduccién del profesor,
constituyd un ambiente propicio para anticipar y resolver conflictos semiéticos con
resultados satisfactorios. En este sentido, se considera que la idoneidad

interaccional empirica, puede calificarse, al menos, como media-alta.



4.

Idoneidad mediacional. Este criterio se encarga de la valoracion del grado de
disponibilidad y adecuacion de los recursos materiales y temporales involucrados en

el proceso de instruccion.

A priori: Desde el disefio de la secuencia, se tenia conciencia de las limitaciones
asociadas a la disponibilidad de equipo de computo individual; es decir, se sabia de
antemano que, en el mejor de los casos, seria posible asignar una computadora por
cada dos alumnos. Por eso, en relacion con el equipo de computo, la idoneidad
mediacional pudiera calificarse como media. En lo que toca al software, al material
impreso y al tiempo destinado para cada actividad, la idoneidad mediacional se

percibi6 teéricamente como alta.

A posteriori: Una vez concluida la implementacion de la secuencia, aunque se
confirmd lo relativo a la disponibilidad del equipo y a lo adecuado del software, en
relacion con el resto de los recursos se hicieron evidentes algunas diferencias
respecto a lo esperado. Como se comentd en el apartado de la idoneidad
interaccional, las hojas de trabajo y los applets se vieron limitados en cuanto a
suficiencia para conducir el proceso de instruccion con la minima participacion del
profesor. En relacion con el tiempo invertido en la aplicacion de la secuencia, y
tomando en cuenta las indispensables sesiones de discusion, pudo observarse la
conveniencia de que el nimero total de horas consumidas hubiera sido menor, por
ejemplo, compactando las actividades 4 y 5 en una sola. Estos elementos permiten
considerar a la idoneidad mediacional, desde la perspectiva a posteriori, como

media.

Idoneidad emocional. Con este criterio se pretende valorar la situacion afectiva de
los estudiantes, la cual determina su grado de interés o motivacion hacia el proceso

de estudio.

A priori: La certeza de una alta idoneidad emocional estuvo siempre presente
durante la etapa de disefio de la secuencia. Se daba por descontado que el estudiante
debia maravillarse ante la posibilidad de observar la linealidad de una curva, y no

tener que sé6lo suponerla como cierta. Ademas, se supuso que, para el estudiante, la
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interaccion con el applet Linealizador, con las hojas de trabajo y con sus compafieros
seria suficiente motivacion para garantizar su involucramiento entusiasta en la tarea
a realizar. Esto determind que la idoneidad emocional se considerara alta, desde la

perspectiva a priori.

A posteriori: A partir de las respuestas a las hojas de trabajo y de las discusiones que
se dieron durante las sesiones de retroalimentacion, se observd que no se confirmo
ninguna de las expectativas relacionadas con el aspecto afectivo de los alumnos. La
observacion de la linealidad local ni siquiera fue motivo de asombro. Por otro lado,
la solicitud expresada frecuentemente en las hojas de trabajo, respecto a explicar
ampliamente sus respuestas, gener0 inconformidad en un buen numero de
estudiantes. Sin embargo, cabe mencionar que algunos alumnos comentaron que,
aunque al principio se les dificultaba expresarse por escrito, conforme avanzaban en
las actividades sentian hacerlo cada vez mejor. En lo relativo a la interaccién con sus
compafieros de trabajo, realmente no se observaron discusiones constructivas en
torno a conceptos o posibles respuestas a las hojas de trabajo, sino sélo la intencién
de concretar una respuesta que permitiera cumplir con el compromiso. Los
elementos anteriores permiten explicar que la idoneidad emocional a posteriori se

considere baja.

Idoneidad ecoldgica. Este altimo criterio pretende valorar la adecuacion del proceso
de instruccién al proyecto educativo escolar, su consistencia con el curriculum, su

pertinencia en relacion con el entorno, etc.

A priori: Durante el disefio de la secuencia, una de las més fuertes motivaciones fue
la relativa a la idoneidad ecoldgica: se tenia la certeza de que la implementacion de
la secuencia se traduciria, posteriormente, en una mayor eficiencia en el tratamiento
formal de la funcion derivada via limites, en términos de un mayor sentido y mas
agilidad para desarrollar los contenidos subsiguientes. En este sentido, la idoneidad

ecologica teorica se considerd alta.

A posteriori: Los resultados obtenidos confirmaron las expectativas en relacién con

la idoneidad ecoldgica. El poder hacer referencia a la experiencia intuitiva aportada



por la secuencia de actividades didacticas, se tradujo, efectivamente, en una mayor
eficiencia en el momento del acercamiento formal a la funcion derivada, lo que
redundo a su vez en una mayor rapidez de avance en los temas finales del programa.
Por todo esto, desde la perspectiva a posteriori, la idoneidad ecoldgica se considera

alta.

Tomando en cuenta que la profesora/investigadora supuso haber incorporado en el
disefio de la secuencia didactica todos los elementos que pudieran garantizar el resultado
deseado, se explica la puntuacion maxima asignada a cada uno de los criterios de
idoneidad a priori y, por tanto, el que la idoneidad didactica esperada fuera considerada
como la éptima. Sin embargo, la realidad mostrada por las evidencias recabadas durante
la implementacion de la secuencia, reveld diferencias notables entre lo esperado y lo

observado, las cuales seran descritas con mas detalle en la seccién V.4.

Para efectos de apreciar visualmente el resultado del analisis valorativo realizado, en la
Figura 5 se representa la idoneidad didactica empirica del proceso de instruccion
investigado, con referencia a la perspectiva a priori que, por considerarse 6ptima, se ha
simbolizada mediante un hexagono regular. Asi, la distancia que va del centro a cada
uno de los vértices del poligono regular representa la méxima puntuacion respecto a la

idoneidad correspondiente.

Figura 5. Idoneidad didactica del proceso de instruccion
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El hexdgono gris inscrito de la Figura 5 representa la idoneidad didactica a
posteriori, y su forma irregular refleja la mayor o menor puntuacion estimada, en
relacion con cada uno de los criterios evaluados. Las distintas idoneidades se
identifican conforme a la siguiente nomenclatura, desde la perspectiva a posteriori:
I;: ldoneidad epistémica (alta), l,: Idoneidad cognitiva (alta), l3: Idoneidad
interaccional (media-alta), 15 ldoneidad mediacional (media), Is: ldoneidad

emocional (baja) e lg: Idoneidad ecoldgica (alta).

V.3 EL INSTRUMENTO DE EVALUACION

El Cuestionario 2 constituye un instrumento de evaluacion disefiado para recoger
evidencias en relacion con los significados construidos por los estudiantes. Este
instrumento contiene s6lo dos reactivos en formato de pregunta, uno de los cuales
presenta dos incisos. Para dar respuesta a las preguntas, el alumno tendra que poner en
juego un sistema de préacticas consistente con los significados personales que se espera

haya logrado como resultado de la implementacion de la secuencia didactica.

Los reactivos del instrumento de evaluacion fueron elaborados con el propdésito de
identificar evidencias de una construccion significativa, en relacién con los objetos,
considerados como emergentes del sistema de practicas implementado mediante la
secuencia didactica. Se espera que el primer reactivo permita percibir una articulacién de
significados entre la naturaleza local de la nocion de tangencia y el caracter global de la
grafica la funcion derivada. En cuanto al segundo reactivo, la expectativa es que ayude a
verificar que el estudiante, una vez identificada la curva correspondiente a f y 7, pueda
extraer, a partir de la informacién global aportada por la grafica de la funcion derivada,
el dato local que se refiere a la pendiente de la recta tangente en un punto dado de la
grafica de f, indispensable para encontrar la expresion analitica de la recta tangente
buscada (Ver Anexo V).
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V.4 SIGNIFICADOS PERSONALES: ESTUDIO DE CASOS

El gran tamafio del Grupo 6 de Célculo Diferencial e Integral I, del primer semestre de la
carrera de Ingenieria Quimica (41 alumnos inscritos), evidencié la necesidad de realizar
la investigacion a través de un estudio de casos. Con anterioridad a la seleccién de los
estudiantes que integrarian el estudio de casos, la profesora/investigadora identificd
comportamientos grupales que, en general, fueron confirmados en la investigacion
correspondiente. En el comportamiento del grupo se observaron rasgos como los que se

destacan a continuacion.
- Notable destreza en la interaccion con los applets de trabajo.

- Resistencia a expresar por escrito y de manera amplia las respuestas y

argumentaciones solicitadas.

- Tendencia a ignorar las indicaciones dadas por escrito en las hojas de trabajo,
prefiriendo preguntar verbalmente al profesor lo que habia que hacer.

- Escasa participacion en la discusion con el compafiero de trabajo, aunque bastante

mejor cuando la discusion se dio a nivel de grupo.

En relacién con los resultados obtenidos de la implementacion del instrumento de
diagndstico, el desempefio del grupo fue superior al esperado, ya que las respuestas al
Cuestionario 1 evidenciaron, en general, una incorporacion suficiente del sistema de

practicas promovido por la fase de pre-Calculo.

El estudio de casos fue conformado por cinco alumnos seleccionados conforme a los
criterios presentados en el capitulo de aspectos metodolégicos e identificados conforme
al orden alfabético reportado en el acta oficial del grupo. Asi, el estudio de casos se
refiere a los estudiantes identificados con los nimeros 6, 16, 26, 29 y 39 en la lista

oficial.
Estudiante #6.

El sistema de practicas mostrado por este estudiante a lo largo de las siete actividades y

los dos cuestionarios fue, en general, adecuado. A continuacién, se comentan algunos
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aspectos relevantes de su desempefio en la secuencia, a partir de los significados
personales declarados.

Cuestionario 1:

El estudiante invirtio el cociente de diferencias en el célculo de la pendiente del
segmento de recta propuesto; ademas, la lectura de los catetos, a partir de la cuadricula,
sobre el triangulo rectangulo identificado, no se realiz6 de manera adecuada (Ver Figura
6).

3. ¢éCudl dirias que es el valor de la pendiente de cada uno de los segmentos que se
ilustran a continuacion? Justifica tu respuesta.

4

m= 7.
J b
/0()/ (f"'i{/.’? 3’“‘5?/‘:’{;»'” e e
: L -"'y”.s 1:-";‘_.',‘,/{,’.}‘ g//a/_,f LA /':?‘jl: e
L& hy T o :
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Figura 6. Cuestionario 1, reactivo 3

Actividad 1:

Llama la atencién la resistencia que presenta el estudiante a modificar su nocion

primaria de recta tangente (Ver Figura 7)

15. ¢ Consideras que la definicion de recta tangente que diste al inicio se confirma? Justifica tu respuesta.

N el 21es 5070 Bore 17 son puriith S0 £, Lin en orres / A1 (//_,/’ e

/

Z

16. Si tu definicion de recta tangente no se confirmé en alguna parte del ejercicio, ;podrias dar una nueva? Justifica tu respuesta.
& ’ / Lo .~ ./f
LU p2orcriel St Supont s A ~her 7O / ,Q,/_.;: ;/g,/{' e r:?/,/-} Q 1R fronrOn £/

. 2 / 7 2 ; /, . /¢
Ur? So/c LA ‘/?“;) /_‘ fp( Z /)x/“(‘/:;»//,//.»?u 1 & /9 Py /,/,/[~,»~, ¢S ;,Lf e /10 ,/f 22ep) rELS f/ /7/’-'[&" /-(_},

Figura 7. Actividad 1, reactivos 15y 16
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Actividad 2:

La respuesta a la pregunta 6 muestra lo adecuado de los argumentos que el estudiante
utiliza para declarar innecesaria la participacion del applet Linealizador en la

observacion de la linealidad local de una recta (Ver Figura 8).

6. (Crees que era necesario utilizar el applet para construir m,(x)? Justifica tu respuesta. :
Mo porcet sobtnios Qut €5 une sect TG & ¢ (On"tonte ento
e y,,;.’,/,;,_,- o2 AD ?"",’ \ A OO Y 08 ){// DU fo con 7ores 1107

Figura 8. Actividad 2, reactivo 6

La respuesta a la pregunta 7 evidencia que este estudiante no tuvo dificultad para

comparar las graficas de f y m,(x); es decir, pudo realizar la comparacion entre fy £,

a partir de argumentos graficos (Ver Figura 9).

7. Si para cada caso comparas las graficas de /' y m,(x), ;qué puedes concluir? Explica ampliamente.
g i ; p " Lol
: / (S wno rectr oiie €S aScendierte o eteendvtate Liens erl £
N vl - el
MOner e - & / ; ) . //,, /,??/f’/: 05 ey cectR
y / ; o 4 ? A by s
Corr ppnd £ ) Co sremn vle ol vor/se de 70 0 )3 1 CIECE v 00 Qe X
T #Cn fo ) &y SIerr v ey { Vers YL O €4 /
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Figura 9. Actividad 2, reactivo 7

Aunque la respuesta a la pregunta 8 se considera adecuada, se asume una confusion del
estudiante al calificar como creciente o decreciente a la pendiente y no a la funcién f
(Ver Figura 10).

8. (Qué relacion encuentras entre el signo de la funcién m,(x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcién f?
- P - P | » /, ‘A » y I -y 177 (@,
\ 10 Den A 12t le n/(» /, £ 5 £ & Yecr i % g7 sheey e ,’-"/’/’j ¢ oHCL 7y
e bir, [ ere ¥ <7 /o e snchen’c ole 7 |y o 4 Ja ol

Sohrc of e X,

Figura 10. Actividad 2, reactivo 8

Actividad 3:

Aungue en la actividad anterior se puede apreciar una respuesta adecuada a la pregunta

que se refiere a la relacion entre el signo de m,(x) y el comportamiento creciente o
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decreciente de f (Figura 9), en ésta se ofrece a este respecto una respuesta que sugiere la
no comprension de la pregunta correspondiente (Ver Figura 11).

8. ¢Qué relacion encuentras entre el signo de la funciéon m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcién f?
Cuondles m en o frneidn f l e Ivo Jo reclo er /. €S nesorve 1o
’

//(/", 5 7 10177

Figura 11. Actividad 3, reactivo 8

Actividad 4:

Puede apreciarse de nuevo una respuesta inadecuada en cuanto a la relacion entre el

signo de m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de f (Ver Figura 12).

8. (Qué relacioén encuentras entre el signo de la funcién m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcién f?
: - - - |
Chrondo of volve & 7/*,() ,Ag,"l,,;/\,— L Py v’»,/f:‘? o/ /«'7/(/} S dhevocsr, f‘/(C /
Cceeondn ﬂ}j oS @ volor P05 Ahvo /b ;/, vt 7 Croere
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Figura 12. Actividad 4, reactivo 8

Por otro lado, la respuesta a la pregunta 9 sugiere que el sistema de précticas promovido
hasta este punto hizo evocar al estudiante la nocion de derivada (Ver Figura 13).

9. (Qué relacion encuentras entre la expresion analitica de f(x) y la que obtuviste para m, (x) en cada caso?

; , | " y A S s yo ' 1
e/ oo Ao (<] o8 10 'Tn"(/"i infeeror Un /ot @ & Vil ).
( (
S - = & 5 &
/’ Hrvras / £Cx7) e5 My (x)

Figura 13. Actividad 4, reactivo 9

Actividad 5:

Se observa una respuesta inadecuada a la solicitud de determinar la expresion analitica

de f a partir de la gréafica correspondiente a la Gltima funcion propuesta (Ver Figura 14).
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Figura 14. Actividad 5, reactivo 2, cuarta grafica

En cuanto a la relacion entre el signo de m,(x) y el comportamiento creciente o

decreciente de f , se observa ya una respuesta adecuada, aunque, por la redaccién, no se

aprecia la idea de que el signo de m, (x)sea una consecuencia del comportamiento de f,

sino, posiblemente, al contrario (Ver Figura 15).

7. (Qué relacién encuentras entre el signo de la funcién m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funuon f?
o atr e M) @ /,\ SO [fx) i creceonde & erion @D /7)/ sl f X! 95 Qlced cieate

C

Figura 15. Actividad 5, reactivo 7

Actividad 7:

La respuesta a la pregunta 5 sugiere que el propdésito de esta ultima actividad se logré, en
cuanto a propiciar que el estudiante advirtiera la diferencia entre la derivabilidad y la no

derivabilidad puntual de una funcién (Ver Figura 16).

. ¢Qué diferencias encuentras entre los resultados de esta actividad y los de las actividades 2 a 6? Explica a.mpllamcntc
/v,, Lo getridheide :,’ & / / chertes oi for £ piortet A 4 / O Ans g Y
AN # : ¥ A “,3/ Iy 77 »,.v’ £ \ T ; G L5 #50 »/ ). it €2 }4'7
; y
/{,\/ ) ¥ 2 o &4 Ve L/ < S ; 2é,1 ‘.’«'l 1 /'///' '
.

Figura 16. Actividad 7, reactivo 5.
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Cuestionario 2:

A partir de las respuestas dadas por este estudiante al instrumento de evaluacién, pudiera
concluirse que el sistema de practicas promovido por la implementacion de la secuencia
didactica si logro impactar sus significados personales de tangencia y de funcion
derivada (Ver Figura 17)

1. éPor qué, si la derivada de la funcién f(x)=x* es f ’(x)=2x, cuando construimos las gréficas
corresponduantes la recta no resulta ser tangente ala parabola en nmgun punto? Expllca B o L
; g ) e oz OOfe 4T

" .\ N ] /,/ i !

Sin realizar ningin trazo y explicando ampliamente tu respuesta en cada caso, contesta las
siguientes preguntas:

a) éCudl esla ecuacion de la recta que es tangente a la grafica de f , en el punto de
abscisa 1?
o Chersyochs

/_r» (6/0 Lo

Figura 17. Cuestionario 2, reactivos 1y 2.a

Estudiante #16.

El sistema de practicas mostrado por este estudiante a lo largo de las siete actividades y
los dos cuestionarios fue, en general, adecuado, al igual que en el caso anterior. A

continuacion, algunos comentarios sobre su desempefio.
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Cuestionario 1:

En el reactivo 5, que pide identificar la porcion de la curva que corresponde a una
funcion positiva, este estudiante utiliza elementos linguisticos que evidencian un
conflicto semidtico, pues en lugar de sefialar una porcion de la curva, sombrea el area

bajo la curva (Ver Figura 18).

5. Dada la siguiente grafica, sefiala con lapiz la porcién de la curva donde la funcién es
positiva.

6. Determina la regién del dominio que corresponde a la porcién de la curva sefialada en

el punto 5. Oy = ("2} 2)

Figura 18. Cuestionario 1, reactivos 5y 6

A pesar del conflicto manifestado en el reactivo 5, en el reactivo 7 que pide identificar la
porcion de la curva que corresponde a una funcién creciente, este estudiante sefiald

sobre la curva la porcion respectiva (Ver Figura 19).
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7. Dada la siguiente grafica, sefiala con lapiz la porcidn de la curva donde la funcién es
creciente.

8. Determina la regidn del dominio que corresponde a la porcién de la curva sefialada en

el punto 7.
Dch): (’2/”)() (\}2)

Figura 19. Cuestionario 1, reactivos 7y 8

Actividad 1:

Las respuestas a los reactivos 15 y 16 evidencian que este estudiante encontro, a lo largo
de esta actividad, elementos que hicieron evolucionar su significado personal de recta

tangente mas alla de la nocion asociada con la circunferencia (Ver Figura 20).

15. ;Consideras que la definicion de recta tangente que diste al inicio se confirma? Justifica tu respuesta.

NO, porque \a recka en \a Oliima curve boorla varno sece

16. Si tu definicién de recta tangente no se confirmé en alguna parte del ejercicio, jpodrias dar una nueva? Justifica tu respuesta.

o ~2r be - ” (i~ piah \i \ L .
la recia rarngenre o qella que diere \a pendiente del porto de \acwrva de donde = vo

a Avazar .

Figura 20. Actividad 1, reactivos 15y 16

Actividad 2:

En cuanto a la relacion entre el signo de m,(x) y el comportamiento creciente o

decreciente de f, este estudiante parece establecer, adecuadamente, una funcién
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semidtica entre el comportamiento de f vy el signo de su pendiente. Sin embargo, al

tratar de relacionar el contenido de dicha funcion semidtica con la funcion m,(x), no

hace alusion al signo de ésta, sino a la posicion de la recta horizontal correspondiente

respecto a los cuadrantes del plano cartesiano (Ver Figura 21)

8. (Qué relacion encuentras entre el signo de la funcién m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcién f'?

qe sv la rm de &9 en moyor qre O, me(x) ® enventra eb el 1y 2 cvadronte,
g o 7 )
o e (L‘) €S renrnor que O . melx) s encuvenro em e\ 3 v N cLadernie

Y 31 m de fix) =0

1 TPLCx) Se ercuertep en el gje x.

Figura 21. Actividad 2, reactivo 8

En la respuesta al reactivo 10, a pesar de declarar un significado personal adecuado en
relacién con la recta tangente a una funcion lineal, este estudiante parece considerar que

para que dos rectas sean iguales basta que sus pendientes lo sean (Ver Figura 22)

10. A partir de la nocion de recta tangente construida en la Actividad 1, ;qué puedes decir de la recta tangente en un punto dado a
cada una de las graficas de esta actividad? Explica ampliamente.

qe >\ queremes la recia langente b wopa recta, la recka \argente serta la mmisme

de \u recla, pues sus gendientes zerfan \8uaié::.

Figura 22. Actividad 2, reactivo 10

Actividad 3:

Cuando se pide relacionar el signo de m,(x) y el comportamiento creciente o

decreciente de f, este estudiante parece no comprender la solicitud, pues se refiere al

signo de f y no de m,(x), y confunde a m,(Xx) con su pendiente (Ver Figura 23).

8. (Qué relacién encuentras entre el signo de la funcién m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcién f'?
3 tx) e3> eavlAPvo mMelx) s Aambidn con signo Eom WNe DY > Cwerl es creciente

o) S Y e Ciery

W W Dy 2 e oorva

Figura 23. Actividad 3, reactivo 8

83



En cuanto al reactivo 9, este estudiante realiza la comparacion analitica de f y m,(x)en
términos del signo de los parametros p y m de la ecuacion de la parabola y de la recta,
respectivamente; es decir, relaciona el signo de p en la ecuacion f(x) = p(x—h)* +k de

la parabola, con el de m en la ecuacion m, (X) = mx+b de la recta (Ver Figura 24).

9. ¢Qué relacion encuentras entre la expresion analitica de f(x) y la que obtuviste para m,(x) en cada caso?

=N de sigros ’;CI es
€a r‘r\;\f/) e\l walor absolulo de i Pendiente e € doble del calor de ¢«
Figura 24. Actividad 3, reactivo 9
Actividad 4:

Aunque en la comparacion gréfica solicitada por el reactivo 7 el estudiante se refiere de

manera expresa a las graficas de f y m,(X), sus conclusiones estan dadas en terminos

analiticos (Ver Figura 25)

7. Sipara cada caso comparas las gréficas de f y m,(x), ;qué puedes concluir? Explica ampliamente.

oque \o Otd(if" NLC e R ” 3= E :
{ 3 a MElx) es de of qraco menoy  que ) pov gicrrplio en el privmer cano

) 3 SO 5 AV L )
Fx o OOV y <) es cuardg.

Figura 25. Actividad 4, reactivo 7

La respuesta a la pregunta 8 parece evidenciar la comprension del cuestionamiento,
aunque, como en el caso del alumno #6, pudiera pensarse que para este estudiante el

comportamiento de f es una consecuencia del signo de m, (x) (Ver Figura 26).

8. ¢Qué relacion encuentras entre el signo de la funcién m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcion f?

oA ~ \ - - >

(Cuana? () @3 0554w ) € et e . 2 » - Larrodend 2 (ass

Luana g ls) €5 g A4 L Y uanae L=l es negativtt €3S Qd&IedeNiEé ¢G¢<)
J

Figura 26. Actividad 4, reactivo 8

Actividad 5:
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Como sucedi6 con el alumno #6, se observa una respuesta inadecuada a la solicitud de
determinar la expresion analitica de f a partir de la grafica correspondiente a la ultima

funcién propuesta (Ver Figura 27).

X myx) A
1/3 3
172 Z A
1 !
3/2 2/3
2 5

Figura 27. Actividad 5, reactivo 2, cuarta grafica

Actividad 6:

En la identificacion de la expresion analitica de la funcion exponencial natural, este

estudiante esgrime argumentos que cabe destacar (Ver Figura 28).

6. ;Podrias determinar la expresion analitica de f? Disciitelo con tus compaiieros y argumenta tu propuesta. Registra junto a la curva,
con tinta de color negro, la expresion analitica respectiva.

o~ | o~
\ry X COPL P -
€3 \o preorentict de e e

crecia g pBa P o) &

Figura 28. Actividad 6, reactivo 6

Actividad 7:

En el reactivo 6 que aborda la observacién de la no derivabilidad puntual de una
funcion, este estudiante expresa sus conjeturas, en relacion con las curvas que presentan
cambios abruptos (Ver Figura 29).

6. Escribe tus conclusiones con respecto a lo observado en esta actividad.

Condo  vna (l),q,;\,‘ esvh compueste  poc Inkervalos de diferentes Forciores,

a G A ¢ A P P - NS s 1T 2y n | &
'u\ Yoncios LN Yerev voriOS pe noentes en \—‘.« cercanias de on Lot O |

Figura 29. Actividad 7, reactivo 6
85



Cuestionario 2:

Las respuestas de este estudiante al instrumento de evaluacion se muestran en la Figura
3 del apartado V.2.4.5, en el punto referente a la idoneidad cognitiva a posteriori. Como
puede apreciarse, el alumno parece evidenciar el impacto del proceso de instruccion en

sus significados personales de tangencia y de funcion derivada (Ver Figura 30)

1. ¢éPor qué, si la derivada de la funcién f(x)=x* es f '(x)=2x, cuando construimos las gréficas
correspondientes la recta no resulta ser tangente a la pardbola en ninglin punto? Explica

G ) 3
Torae la devPuada no es Vo fecla Aamende Ae Lo COTva, =i N vmide \as
o,

Perdiertes ae Yoz teclas Aongeadtes en absix Koo

2. A continuacion encontraras las graficas que correspondena f y f .

v =2x b
O =20)4h

i =2 5y

Yoty

Trigeen O\

\
Sin realizar ningin trazo y explicando ampliamente tu respuesta en cada caso, contesta las \
siguientes preguntas: i

|
5 i !
a) ¢Cudl es la ecuacion de la recta que es tangente a la gréfica de f , en el punto de V[/
¥ I 5

abscisa 1?7 Pargue ' (x) mide los mn de Eix) endomces otrservanc

oo : . oo x= e Le '

\as cjﬂ”:\h(,&g Ve (e Cutineio Xegk O (-\“(), f(x) vale 2, por o 40,,,‘6
esa sl m de \a Ry, despoes solerrente wshiloyo e\ purto para

encontvor o ordlernoca enm o\ OvigenD gue o5 =2,
5

Figura 30. Cuestionario 2, reactivos 1y 2.a)
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Estudiante #26.

El sistema de practicas mostrado por este estudiante a lo largo de las siete actividades y
los dos cuestionarios fue, en general, adecuado, aunque menos que en los dos casos

anteriores. A continuacion, algunos comentarios sobre su desempefio.
Cuestionario 1:

La respuesta al reactivo 5 evidencia un conflicto semidtico en la determinacion de la

porcion positiva de la curva (Ver Figura 31)

5. Dada la siguiente grafica, sefiala con ldpiz la porcidn de la curva donde la funcidn es
positiva.

Figura 31. Cuestionario 1, reactivo 5.

En cuanto al reactivo 8 en que se pide sefialar la porcién de la curva que corresponde a
una funcion creciente, el estudiante vuelve a manifestar un conflicto semiético, pues de
las dos regiones a identificar, solo sefiala la parte positiva de una de ellas. Sin embargo,
a diferencia del caso anterior, la relacion entre la porcion sefialada y el intervalo

correspondiente se hizo de forma inadecuada (Ver Figura 32).
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7. Dada la siguiente grafica, sefiala con lapiz la porcién de la curva donde la funcion es
creciente.

v

8. Determina la region del dominio que corresponde a la porcién de la curva sefialada en
el punto 7.

- %
(o, @)

Figura 32. Cuestionario 1, reactivos 7y 8
Actividad 1:

En una de las grabaciones de audio, se evidencio que este estudiante tuvo problemas con
la manipulacion del applet, y, en lugar de la recta tangente a la circunferencia en el
punto dado, construyd una recta secante, debido a un error en la determinacién de la
pendiente del segmento visualizado. Las respuestas a los reactivos 8, 13 y 16 muestran,
ademas del error comentado en relacion con el reactivo 8, una observacion incompleta
en el caso de la recta tangente que toca a la parabola en mas de un punto, y nula en el
caso de la cubica que es cortada por su recta tangente. Esto Ultimo parece ser la
explicacion de que el estudiante no haya encontrado razones para modificar la nocion
primaria de recta tangente, a pesar de haberse enfrentado a una inconsistencia en el caso

de la circunferencia (Ver Figura 33).

8. (Consideras que la definicion de recta tangente que diste al inicio se confirma con este ejercicio de visualizacion? Explica
ampliamente. a, aseer e el aoger 0 recto Yoco doS veees T

2, ¢eltp Yo' 2
|

| 2 B B \ 3 ~
ccre Yorgentc toca “'Q ung ver \2 civcon oG

O

Figura 33a. Actividad 1, reactivo 8

13. ;Consideras que la definicion de recta tangente que diste al inicio se confirma? Justifica tu respuesta.

o S 14 |y Se ot ho
. e 0

L pprou Quncelf eoyece Que \OS recteseson erein
J :

~

Gve. S0 \o TR L XN .

Figura 33b. Actividad 1, reactivo 13
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16. Si tu definicién de recta tangente no se confirmé en alguna parte del ejercicio, ¢podrias dar una nueva? Justifica tu respuesta.
T\ cveonferercen ame confodoy pero  yaq cal en centa (Que vna ratg

AL . VS Vel = C 0 )
Joropntt  rorca “ocs puntas

Figura 33c. Actividad 1, reactivo 16

Actividad 2:

En su respuesta al reactivo 10, en principio, este estudiante manifiesta su resistencia a
abandonar la nocién primaria de recta tangente, segun la cual ésta debiera tocar s6lo un
punto de la curva, y, ante la evidencia de que la toca en muchos mas, prefiere declarar
que no existe una recta tangente. Sin embargo, en la parte final, llama la atencion como
muestra su disposicion a evolucionar en su conceptualizacion, considerando la

posibilidad de que la recta tangente a la recta sea ella misma (Ver Figura 34).

10. A partir de la nocién de recta tangente construida en la Actividad 1, jqué puedes decir de la recta tangente en un punto dado a
cada una de las gréficas de esta actividad? Explica ampliamente.

Que o tene ecta Yargectl PR ¢ ond echa, © ea dodo cawo

o WY . 2 \ \ i
6% Qun YO Ae\qm{\m @G S MG ME Yeotq TonOf

Figura 34. Actividad 2 reactivo 10
Actividad 4:

Este estudiante manifiesta conflictos semidticos en la determinacion de la expresion

analitica de m, (x) a partir de la gréfica construida, en ambos casos (Ver Figura 35).

s mx) X m(x)

| > i

=k ®) 12 -3

0 \ =

0 p

_,l ) 12 iz

< o 1 | 4

A 3
4’
FOO)F X -

v

-
L

Figura 35. Actividad 4 reactivo 6
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Actividad 5:

El estudiante presenta conflictos semioticos al responder a la identificacion analitica de

las funciones m,(x) y f (Ver Figura 36).

—— ] % m{x)
x “,( 0o | 6 |
=5 5 [ w2 | -\ 1
T R - T
w2 | © w2 1
2 \ " - 2n 3
/ ]
.
i A\tl X
b9 Co
((x) = Sen ¥ f) = &
x ;;;,(x) o .
x m(x) 1/3 2
0 A 1/2 2
/4 ) 1 \
w2 7 ‘ 32| %3
2 . \ i 2 %= ¥
n Z / ¢ -H 4
504 | o | ‘ /
o ) 4 = ¥
) zn ’) () =

Figura 36. Actividad 5 reactivo 4

En esta actividad, este alumno acusa un comportamiento que, en general, mostré el

grupo de alumnos inscritos: una escasa disposicion a reflexionar y esforzarse por dar una

respuesta pensada (Ver Figura 37).
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6. Si para cada caso comparas las graficas de /'y m,(x), ;qué puedes concluir? Explica ampliamente.

Qe EOPR VNS LECES

7. ¢Qué relacién encuentras entre el signo de la funcién m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcion f?

- 14O | ad [ ,,_ﬁ/ J -+ e o o
‘DU? OGP CS NCOAY ( YO < X et £f) ; Cenon i (= B A :/ > e f’,/'\‘

8. ¢Qué relacién encuentras entre la expresion analitica de  f(x) y la que obtuviste para m,(x) en cada caso?

Qe rmemidNCroo PR o, i) es& &
\ \

/> ] \ MY

Figura 37. Actividad 5 reactivos 6, 7y 8

Actividad 6:

La comparacion entre las funciones f y m,(x)se hizo utilizando argumentos graficos,

como se pedia, y ademéas con mucha sencillez y claridad (Ver Figura 38).

7. Si comparas las graficas de f y m, (x), ;qué puedes concluir? Explica ampliamente. ,
) oA ) S O \dxaes O
\V\C o (O“p VD YesO AAQ O OCeO00S closems ™M ;/\‘J‘ (\_) ae\Ca s C ¥ 87

vonlln ¥, ol pacer eshan encimadd’.

Figura 38. Actividad 6, reactivo 7

Cuestionario 2:

La respuesta a la pregunta 1 del instrumento de evaluacién deja traslucir, aunque
débilmente, la construccion de significado en torno a la tangencia, como una nocion
local y no global (Ver Figura 39).

1. ¢Por qué, si la derivada de la funcién f(x)=x* es f ’(x)=2x, cuando construimos las graficas
correspondientes la recta no resulta ser tangente a la pardbola en ningtin punto? Explica

Rroue CLGndo \e comes valoves o w \ |/

enw \a e -\fg\,\qmif Sy nos ()l'c, \a 'f)cr\(i;ﬂ‘r‘ﬂ‘t__,, N

v - ) ) (I
CoxresPonche nie a c4e punto B oo By

T R R R

Figura 39: Cuestionario 2, reactivo 1.
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Sin embargo, en cuanto al significado de la grafica de la funcion derivada, este
estudiante muestra un sistema de practicas no adecuado (Ver Figura 40).

2. Acontinuacion encontraras las graficas que correspondena f y [ .

Sin realizar ninglin trazo y explicando ampliamente tu respuesta en cada caso, contesta las
siguientes preguntas:

a) ¢Cudl es la ecuacidn de la recta que es tangente a la gréfica de f , en el punto de

abscisa 1? ) .‘ o 3 p e aa i
£ 60= 3lx "~ e e lo eccacon o 1
“"’*\"«‘A—\—MM”————“'—\“\ \{.\\\( '3. ‘\\ G ( ?C\ff\.\ t".“«;:‘['\ / NG NG )

> TR J = ANC AL 4 W BPUEP

Qih(.xé——tl i‘ﬁomgﬁ' corodaope \a vetemnay ) oA

Ael e')(f X

b) ¢éCudl es la ecuacion de la recta que es tangente a la grafica de f , en el punto
donde ésta intersecta al eje de las ordenadas?

¢ N
\\ = B /\/ \x“,\KO{O)

— - /‘f“‘lﬁ '\"{:{\l'
€S N=-\ powu ‘o Egoeered COMMo To :

Meh oo en €% purid, gov €50 €2 e

’\30( Sey e\
ve\“\\c_(
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Figura 40. Cuestionario 2, reactivo 2




Estudiante #29.

El sistema de practicas mostrado por este estudiante a lo largo de las siete actividades y
los dos cuestionarios fue, en general, tan adecuado como en el caso anterior. A

continuacion, algunos comentarios sobre su desempefio.
Cuestionario 1:

Este estudiante muestra un sistema de précticas que relaciona a la pendiente con las
magnitudes involucradas en un problema real, en términos del cociente de las unidades

correspondientes, rasgo que no evidencid ningun otro estudiante (Ver Figura 41).

i ¢Que SIgnlflca para ti la pendiente de una recta? Expllcaj of Hi X pum SET) i
f/ﬂ/ df nghrioedy  Gop licns @ Wﬂﬁﬁ/f[’ Vs (‘u /
o /7,9/:70/’/1“’ ﬁ///lﬁa“ a4 ‘.g v lex ot Gue /‘ﬁ;, &S gleret’y @ o/ p/f'j‘ eia veg

les qaranciay gor a0 Fod 275 IR g 1250 e fet o

Figura 41. Cuestionario 1, reactivo 1

Este estudiante, a diferencia de los demas y como se pretendia que se hiciera, calcula la
pendiente de los segmentos propuestos en el reactivo 2 a partir de la lectura de la
cuadricula, y no de un cociente de incrementos determinados a partir de la ubicacion de
dos puntos. Sin embargo, en el primero de los casos dicha lectura no se realiza con

precision, por lo que el estudiante responde inadecuadamente (Ver Figura 42).

2. ¢éQue te dice sobre la recta el valor numeérico de su pendtente? Exphca
/ g 1T e 4
24 s [ﬁ/l il e f J}f HE° gue #n la A i/’// o, @1 r 2
A / . ) ! A, ¥ S o457 e
IER S Y SN {:-ﬂ G E i rrdee @& srverdie ,‘7;], 53 .
k o s ey
277 i 7 S L 71 J

Figura 42. Cuestionario 1, reactivo 2

Al igual que el estudiante #26, la identificacion de la porcion de la curva que
corresponde a un comportamiento positivo de la funcién se realizé inadecuadamente, lo

mismo que la referencia al intervalo respectivo (Ver Figura 43).
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5. Dada la siguiente grafica, sefiala con lapiz la porcion de la curva donde la funcién es

positiva.

6. Determina la regiéon del dominio que corresponde a la porcidn de la curva sefalada en
yor lo por @ilbos L A
- &

el punto 5. ( /o d’/jﬁ ab ; .
d)/ 4 v G o P fopp a7 2l®

{7 ~o a7
R e

= P

Figura 43. Cuestionario 1, reactivos5y 6

La sefializacion de la porcion de la curva que corresponde a un comportamiento
creciente de la funcién, asi como la referencia al intervalo respectivo, se realizé de

manera adecuada, a pesar de lo ocurrido en relacion con los reactivos 5y 6 (Ver Figura

44).

7. Dada la siguiente grafica, sefiala con lapiz la porcién de la curva donde la funcién es

creciente.

v

8. Determina la region del dominio que corresponde a la porcidn de la curva sefialada en

el punto 7.

o0, -NDuli, w)

Figura 44. Cuestionario 1, reactivos7y 8
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Actividad 1:

La evidencia mostrada en la Figura 1 corresponde a este estudiante, quien mostré una

franca negacion a modificar su nocién primaria de recta tangente. Se presentan otras
pruebas de ello (Ver Figura 45)

14. Pulsa el control Inicio para restablecer las condiciones iniciales del applet. Con el valor del control Paso en 2, asigna al control x
los valores -4, -3,-2, 1y 0,y ap/li/ca a la curva la técnica de acercamiento y trazo ya conocida. Exylica lo que observas.
/| // o / / . / f
JJO p@&/ﬁ’/ﬂ(«’s //’;/ Har qva YT tupidesn e YO0 puera (4
, |

’ & lorv e
Toca as o uro ¢z 51/7[/4\ﬂ6/1 A /létkm//

16. Si tu definicién de recta tangente no se confirmé en alguna parte del ejercicio, ;jpodrias dar una nueva? Justifica tu respuesta.
D vECTTA 7[‘7/"’G]r”/7 & 9 4/?'/' q 7 ve :ré""!'cf( G Va crorve.  £n
L 4

] v ) , s
on 22 (e 7 v o /ui/)c? al 7')&'!2’0*')0.

Figura 45. Actividad 1, reactivos 14y 16

Actividad 2:

En el reactivo 8, puede apreciarse una respuesta adecuada en cuanto a la relacion entre el

signo de m,(x) y el comportamiento creciente o decreciente de f, a pesar de ser ésta la
segunda actividad. Ademas, parece que el estudiante si percibe al signo de m,(x) como

un resultado del comportamiento de f, y no al contrario, como el resto de los estudiantes
que conforman este estudio de casos (Ver Figura 46).

8. (Qué relacion encuentras entre el signo de la funcién m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funciéon f?

/Wm,/a o5 //r“(/'z‘%/?r el 5," o de 77 (x) #5 /oofu‘ ‘/:'\/0 y la cor {a a F(‘x) arn}a a/,/

eje 4o les abscrsas) 5¢ o5 p/f(ffdll(’ﬂf/f[ 2 (5/7,7& Ae 7y (x) 5 /7(:\747/,'»9 y cor 724 a //}/
por o’/l//a\e cé/("{c’ /F/Jﬁ 4/5;,%&—5.

Figura 46. Actividad 2, reactivo 8

Aungue el trabajo propuesto por la Actividad 1 no fue suficiente para hacer evolucionar
la nocion primaria de recta tangente de este estudiante, dada la respuesta al reactivo 10,

pudiera pensarse que la sesion de discusion respectiva si lo fue (Ver Figura 47).
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10. A partir de la nocién de recta tangente construida en la Actividad 1, ;qué puedes decir de la recta tangente en un punto dado a
cada una de las gréficas de esta actividad? Explica ampliamente.

,;/7#//4 /gé’w//ﬂ/@ e It /[( ar a [a /ﬂﬁ//aﬁz'ah 44 que ona 2 /wszw/{"
en (04/7u/ﬂ Pom[ﬁ dg(/ﬂq é/F “eshos Fd/](/’(”ﬂfs/ sent  opa vec o cor o
Mmisma pf’ﬂ&/ﬁﬂ/”/ poers e g e octe smas /Mﬁ/% % s aren o

el ﬂwﬁza ae rLﬂ’ﬁgmﬂa o5 la recie pIsH7A.

Figura 47. Actividad 2, reactivo 10

Actividad 3:

A pesar de lo mostrado en la Figura 46, en esta actividad la relacion entre el signo de

m, (x)y el comportamiento de f fue expresada de manera inadecuada (Ver Figura 48).

8. ;Qué relacion encuentras entre el signo de la funcion m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcion f?

-+ / > D

¢~ ) ol 2. A0 T VO
(€], o coarv?@ b Hedatiye
‘ L

Figura 48. Actividad 3, reactivo 8

Actividad 5:

Se observa una respuesta inadecuada a la solicitud de determinar la expresion analitica
de f a partir de la grafica correspondiente a la ultima funcién propuesta. El estudiante
parece identificar en la grafica de f un comportamiento simétrico respecto a la curva de
la funcién exponencial natural. Sin embargo, analiticamente atribuye dicha simetria a un
comportamiento reciproco entre ambas funciones, y no a que una sea la inversa de la
otra (Ver Figuras 49 y 50).
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1)/63 mat(X) 1 \ (/( (; ) = 1
12 | 3 3 k\ Me (= =
1 ] :
2 V9 :
o) | {
r© C%B;’ '—-!'“ |
e

Figura 49. Actividad 5, reactivo 5, cuarta gréfica

8. (Qué relacion encuentras entre la expresion analitica de . f(x) y la que obtuviste para m,(x) en cada caso?

S
7 o o g a2
Qe ¢rar] YEC preca 2.
) I

Figura 50. Actividad 5, reactivo 8

Actividad 6:

El estudiante no logra asociar la similitud entre las graficas de f y m,(x)con el hecho de

que pudiera tratarse de la funcion exponencial natural (Ver Figura 51).

4

mz(x)
)
A/t

8/3

D=l bx
s

Figura 51. Actividad 6, reactivos5y 6
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Cuestionario 2:

Al igual que en el caso del estudiante #26, la respuesta a la pregunta 1 del instrumento
de evaluacion pone en evidencia la construccion de significado en torno a la tangencia,

como una nocion local y no global (Ver Figura 52).

1. éPor qué, si la derivada de la funcion f(x)=x’ es f ’(x)=2x, cuando construimos las gréficas
correspondientes la recta no resulta ser tar}gente a la parabola en ningin punto? Explica 3 )
. Loy Fery 270
Hab famos dic ho gue pois bablor e vra recta  Jonaenle feos "/‘ e
e Bablovdf ua pote en gariicolay, enloncrs  qodgor s le clerileda
0/’ P(?{} 7Ne Jg/;—’;g/f}’ﬁ‘ﬁ f?z‘ft?c:’ff‘/;z .}’70"77/57,9 (’@}I’?/I‘/S"fﬂ ¥ y ,&V' K‘/’/d' f »(?’S
Ao PV ESEN fa -}Mﬁ/n//’a con /;,«}f@a;uﬂ i ,l&. ole plx

Figura 52. Cuestionario 2, reactivo 1

Sin embargo, también al igual que con el estudiante #26, y aunque el significado de la
gréfica de la funcion derivada es adecuado, este alumno no llega a la expresion analitica
correcta de la recta tangente solicitada (Ver Figura 53).

2. A continuacién encontrards las graficas que corresponden a f y f i

Sin realizar ningun trazo y explicando
siguientes preguntas:

pliamente tu resp en cada caso, contesta las

a) ¢Cudl es la ecuacidn de la recta que es tangente a la gréfica de f , en el punto de; 5 c/
, abscisa 1? M = 9\% o quf e G qur e 1’(’//?@ le ey 77 T4 /ol
4.1{ sert  asi 4/¢/frml ) tenqe F'(x) 7 50 YO :'aw')"eke'i‘u\'{a el Vaq [OF CI€
s abscisa ol JHedee o pendiants parve £0x) o1 ege pento-

b) ¢Cudl es la ecuacion de la recta que es tangente a la grafica de f , en el punto

donde ésta intersecta al eje de las ordenadas? /11;,—];( mquf o) VIS0 /‘ 70793
d

T4 Wyﬂ )la/ en /(/6 /€Y cania s d/laal?)/f cpr aé-“;m's;, i )d("f! (/") /?
/' e
vec ta Guf mas € pATECe 07 £oe ,0‘////47 ala qrof’te #+ L ident

'01) PFII/JJ'('/JJF ﬂfga‘l/m,— p/oﬁ// g %?pfﬂ"o' ;m’..uu'!/f‘/‘ }m"/q fa Ol/”f»’éﬂ fé/a '.’4(4[“"’K"‘4/l? 4
I

s gV SR # //4.’;0 anq7evl

me myfve hacic arvi®es @ lacia a‘!’-lf\Sc‘) ‘
o

una (//2/'/17/,

Figura 53. Cuestionario 2, reactivo 2
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Estudiante #39.

Desde la percepcion de la profesora/investigadora, este estudiante fue quien exhibié un
sistema de practicas menos adecuado, en relacidon con los significados institucionales
pretendidos, de entre los cinco alumnos que conformaron el estudio de casos. A

continuacidn, algunos comentarios generales de su desempefio.
Cuestionario 1:

En relacion con la nocidn de pendiente, las respuestas dadas por este estudiante fueron

las menos adecuadas del estudio de casos (Ver Figura 54).

1. ¢Qué significa para ti la pendiente de una recta? Explica
. ;o R O e
Es i{.’w fin cf’giv«: PR O"n vh vedls Tn ’0« gy”- {\i 2

2. ¢Qué te dice sobre la recta el valor numérico de su pendiente? Explica
(Mi '6’5!& ;‘m;!;nc-\c-;m? m=1 = {Y}f" f Hl €L =08+ ’fﬁd
m>1 o< >4gE"
3. ¢Cual dirias que es el valor de la pendiente de cada uno de los segmentos que se
ilustran a continuacién? Justifica tu respuesta.

zm=<’L - }-ml=m>1

Figura 54. Cuestionario 1, reactivo1,2y 3

También en la determinacion de la expresion analitica de la recta y la pardbola
propuestas, se observaron inconsistencias con los sistemas de practicas promovidos al

respecto en la fase de pre-célculo (Ver Figura 55).
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4. Observa las siguientes graficas. Identifica en cada caso el tipo de funcién de que se
trata y determina su expresion analitica, completando lo que se te pide.

flx) ~ g(x)
¥ \ i i . A ;

\

P

flx) es una funcién C(.k:td‘m{“‘" G g(x) es una funcidn \i"\‘ﬁﬂig

La expresidn analitica en cada caso es:

2
fl)=_~ (X,)\),}g gx)=_~ax ~}

Figura 55. Cuestionario 1, reactivo 4

La identificacion de la porcion de una curva que corresponde a una funcién positiva,
igualmente fue realizada de manera inadecuada, aunque relaciond correctamente su

respuesta con el intervalo correspondiente (Ver Figura 56).

5. Dada la siguiente grafica, sefiala con lapiz la porcidn de la curva donde la funcion es
positiva.

6. Determina la region del dominio que corresponde a la porcién de la curva sefialada en

el punto 5. D{: (‘00,93

Figura 56. Cuestionario 1, reactivo5y 6
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Respecto a la identificacion de la porcion de curva correspondiente a una funcion
creciente, asi como la relacion con el intervalo respectivo, el estudiante respondio
adecuadamente (Ver Figura 57).

7. Dada la siguiente gréfica, sefiala con lapiz la porcién de la curva donde la funcidn es
creciente.

8. Determina la region del dominio que corresponde a la porcidn de la curva sefialada en
el punto 7.

DF = (=0 ,~i] [1,7) i

Figura 57. Cuestionario 1, reactivo7y8

Actividad 1:

Al parecer, este estudiante no realiz6 una exploracion adecuada en relacion con la
parabola ni con la grafica de una funcion cubica, por lo que no encontr6 en la actividad

ningun motivo para rectificar su definicion inicial de recta tangente (Ver Figura 58).
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14. Pulsa el control Inicio para restablecer las condiciones iniciales del applet. Con el valor del control Paso en 2, asigna al control x
los valores -4, -3, -2,"1 y 0, y aplica a la curva la técnica de acercamiento y trazo ya conocida. Explica lo que observas.
2 I 1 ] { U
i { . 4 P A Yinae v

\/

15. ;Consideras que la definicion de recta tangente que diste al inicio se confirma? Justifica tu respuesta.
? 1 f
2

®

16. Si tu definicion de recta tangente no se confirmo en alguna parte del ejercicio, ;podrias dar una nueva? Justifica tu respuesta.

17. Comenta con tus compaiieros las conclusiones a las que hayas llegado.

\

\) R UL f‘-,‘" W W0 (¢ ) nG SA ‘
\ ] ", n
y 1 s 3 cvliin Ol \’j( 16 tn Selo Qul .

Figura 58. Actividad 1, reactivos 14 - 17
Actividad 2:

Al igual que en el caso del estudiante #29, este alumno parece haber reflexionado lo

suficiente en la sesion de discusion en torno a la recta tangente (Ver Figura 59).

10. A partir de la nocién de recta tangente construida en la Actividad 1, ;qué puedes decir de la recta tangente en un punto dado a
cada una de las graficas de esta actividad? Explica ampliamente.

” | ' x / ] ; o
Wy P y X UnCren 1€ A€ uno 7~ C

V

Figura 59. Actividad 2, reactivo 10
Actividad 3:

El estudiante parece apreciar adecuadamente la relacién entre la concavidad de una

parabola y el comportamiento de la gréfica de m, (x) (Ver Figura 60).

7. ¢Qué relacion encuentras entre la concavidad de la parabola y la grafica de m,(x), en cada caso?

nCuN \y

Figura 60. Actividad 3, reactivo 7
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Como se muestra en la Figura 4, este alumno tuvo problemas para encontrar una relacién

entre el signo de m, (x)y el comportamiento de f.
Actividad 5:

La identificacion analitica de f y m,(X)no pudo realizarse por este estudiante (Ver

Figura 61)

% myx)

1/3 =
12 ‘o ¥
1 1
32 | /2 /

2 W2

No

oxpresion ang it G
! ;

i
-0

Figura 61. Actividad 5, reactivos4y5

Este alumno califica de “inversa” la relacion entre f y m,(x), tanto grafica como

analiticamente, aunque no logra identificar analiticamente a ninguna de las dos

funciones (Ver Figura 62).

6. Si para cada caso comparas las gréaficas de /'y m,(x), ;qué puedes concluir? Explica ampliamente.

vaficas ‘aversas
‘\{ll

8. (Qué relacion encuentras entre la expresion analitica de f(x) y la que obtuviste para m, (x) en cada caso?

;ﬁu ¢ Dy (L,,/ C ‘: O

Figura 62. Actividad 5, reactivos6y 8
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Cuestionario 2:

Este alumno fue quien presentd la evidencia menos clara de una construccion

significativa respecto al caracter local de la nocién de tangencia (Ver Figura 63).

¢Por qué, si la derivada de la funcion f(x)=x* es f ’(x)=2x, cuando construimos las graficas
correspondientes la recta no resulta ser tangente a la pardbola en ninglin punto? Explica

;j g | f . 3 . " t g
| & | -~ C 7 e S {Ein T2 0 b
0r ripe o ACvidlcle. Yo ymQb (C G utt SP O SNy BTl s

(R4 T By . OFC w

.

s

Figura 63. Cuestionario 2, reactivo 1

No se obtuvieron respuestas por parte de este estudiante al resto de los reactivos del

instrumento de evaluacion.
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CAPITULO VI. CONCLUSIONES

Con base en los resultados observados a partir del estudio de casos, puede afirmarse que
la visualizacion dinamica de la linealidad local se constituyd en un valioso recurso para
propiciar la evolucién de los significados de tangencia y de recta tangente, pues, mas
alla de argumentos analiticos que pudieran probar formalmente que la recta tangente es
la mejor aproximacion lineal de una funcion en las cercanias de un punto, la posibilidad
de manipular y ver como una curva se vuelve indistinguible de su recta tangente, cuando
se aplica el zoom suficiente alrededor del punto, representa, desde nuestro punto de
vista, una experiencia introductoria que resulta significativa para el estudiante, en

relacién con la identificacion del caracter local de la nocion de tangencia.

Asimismo, el acercamiento intuitivo promovido por la visualizacion de la linealidad
local, que permite al estudiante asomarse a las cercanias de un punto de una curva,
observar como ésta parece transformarse en un segmento de recta conforme aumenta el
acercamiento, y, finalmente, relacionar la pendiente del segmento visualizado con la de
la recta tangente en el punto dado, contribuy6 a dar sentido al transito del alumno por las
diferentes representaciones de la funcion derivada, que inicia con la tabla construida con
la ayuda del software, pasa por la gréfica respectiva, y, finaliza con el arribo a la

expresion analitica correspondiente.

Por lo anterior, es posible afirmar que el sistema de practicas promovido por la
secuencia didactica presentada en este trabajo incide positivamente en la construccion de
significado en torno a la funcion derivada, aclarando que tal afirmacion se refiere,
exclusivamente, al desempefio de los cinco estudiantes que conformaron el estudio de

Casos.

En relacion con el proceso de instruccion promovido por la implementacion de la
secuencia didactica, el cual es objeto de la investigacion presentada en este trabajo, con
base en los resultados observados en el estudio de casos exclusivamente, pudo apreciarse
un nivel de idoneidad didactica satisfactorio, desde la perspectiva del modelo de

Andlisis Didactico propuesto por el Enfoque Ontosemiotico. La determinacion de
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realizar el andlisis de cada una de las idoneidades propuestas por el modelo teérico
adoptado, desde las perspectivas a priori y a posteriori, permitio observar
panoramicamente el proceso de instruccion investigado, lo que, finalmente, resulté de
suma utilidad. Esta panoramica puso al descubierto que, aunque los conflictos
semidticos potenciales sean identificados y, en funcion de ello, el proceso de instruccion
pudiera calificarse tedricamente como Optimo, la aparicion de conflictos semi6ticos
efectivos resulta inevitable, y constituye la explicacion de la falta de consistencia de los

significados personales de los estudiantes respecto a las pautas institucionales.

A partir de la valoracion a posteriori del proceso de instruccion investigado, se
evidenciaron las fortalezas y limitaciones asociadas a los distintos aspectos evaluados.
Asi, aunque las idoneidades epistémica, cognitiva, ecoldgica e incluso la interaccional se
perciben como altas, las idoneidades mediacional y emocional no resultaron tan bien
evaluadas como se esperaba. En este sentido, las limitaciones identificadas sugieren
posibles modificaciones, adaptaciones o reorganizaciones que conducirian a un proceso

en espiral hacia disefios cada vez mas finos, pero siempre perfectibles.

Consideramos, por todo lo anterior, que el andlisis ontosemiotico constituye una
poderosa herramienta de estudio de procesos de instruccion ya disefiados, que, ademas,

aporta los elementos esenciales a considerar para disefios futuros.

A continuacién se presentan algunas reflexiones que pudieran servir de orientacién para

posteriores trabajos.

Los resultados arrojados por el estudio de casos aqui presentado muestran una clara
contribucion de la secuencia didactica al logro de los objetivos planteados. En términos
del EOS, la secuencia didactica promovio un sistema de practicas que ayudo a construir
significado, concretamente, en relacion con dos aspectos: la nocién de tangencia en su
caracter local y la funcion derivada como instrumento que permite medir la inclinacién

de una curva.

La version original de la secuencia didactica presentada en este trabajo contemplaba,
ademas de los dos aspectos mencionados, la posibilidad de incidir sobre el significado

de derivada asociado a la medicién de la rapidez de la variacién. Con ese propésito, se
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concibid la posibilidad de aprovechar algunas situaciones en contexto sencillas, para
implementar un sistema de practicas que promoviera un encuentro con la derivada como
razon instantanea de variacion, a través de su perspectiva dimensional (referida a las
unidades involucradas en un problema real). Sin embargo, las pretensiones tuvieron que
acotarse para efectos de elaboracion de una tesis de maestria, de acuerdo a los tiempos
establecidos para la obtencion del grado.

Maés alla de lo que es posible documentar a partir de las evidencias recabadas en la
presente investigacion, puede afirmarse que los significados personales logrados por los
estudiantes alcanzaron a impactar el aspecto relativo a la rapidez de variacion. Esta
afirmacion se basa en la percepcién de una idoneidad ecoldgica alta para el proceso de
instruccion investigado, no s6lo en cuanto a una mayor eficiencia en el tratamiento
formal de la funcidn derivada en el curso de Calculo, sino también respecto al desarrollo

de contenidos relacionados con la derivada como razén de cambio.

Con base en lo anterior, se considera que el papel de la visualizacién de la linealidad
local en la concepcion de la derivada como el instrumento asociado a la medicion de la
rapidez instantanea de variacién queda como una cuestion abierta para futuros trabajos

de investigacion.

Por Gltimo, se presenta a continuacion un breve recuento de las distintas etapas que
tuvieron lugar en el desarrollo del presente trabajo, como resultado de un natural proceso

de evolucién de casi dos afios.

= Se presenta la primera version del presente trabajo, en el Primer Coloquio
Intersemestral del Programa de Maestria en Ciencias con Especialidad en
Matematica Educativa (PMME), del Departamento de Matematicas de la
Universidad de Sonora, evento instituido para mostrar los productos de las
actividades correspondientes al periodo escolar recién concluido; en este caso, el
semestre 2008-2. El trabajo fue presentado y sometido a replica ante la comunidad
del PMME el 16 de Enero de 2009.

= Una vez incorporadas las observaciones a la presentaciéon del Primer Coloquio, el

trabajo fue aceptado para el Primer Congreso Nacional de Matematica Educativa,
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evento enmarcado en el XLI Congreso Nacional de la Sociedad Matematica
Mexicana, Yy presentado el 19 de Enero de 2009 en la ciudad de Toluca, Estado de

México.

Con el Enfogue Ontosemidtico como marco tedrico y ya en su calidad de
Anteproyecto de Tesis, el 14 de Agosto de 2009 se presentan los avances del trabajo,
bajo la forma de propuesta de desarrollo docente, como producto de las actividades
académicas correspondientes al semestre 2009-1, en el Segundo Coloquio
Intersemestral del PMME.

Los avances correspondientes a los primeros tres meses de actividades del semestre
2009-2, fueron incorporados al trabajo presentado en el Segundo Coloquio,
resultando de ello una propuesta de participacion en el Tercer Encuentro
Internacional sobre la Ensefianza del Calculo. La propuesta fue aceptada, y
presentada el 12 de Noviembre de 2009 en la ciudad de Saltillo, Coahuila. A la
fecha, se esta a la espera de la notificacion de aceptacion para su publicacion en la
Revista El Calculo y su Ensefianza, editada por la Seccion de Matematica Educativa
del CINVESTAV.

Al finalizar el semestre 2009-2, se presentaron los avances del trabajo, como
Proyecto de Tesis, en el Tercer Coloquio Intersemestral del PMME, el 16 de Enero
de 2010, ante la comunidad de Matematica Educativa del Departamento de

Matematicas.

Las actividades encaminadas a aplicar con profundidad el modelo de Analisis
Didéactico del EOS a las evidencias recabadas como resultado de la implementacion
de la secuencia didactica, imprimieron al proyecto rasgos caracteristicos de un
trabajo de investigacion. En estas condiciones, con motivo de la vigésima edicion de
la Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas, que coincidio con
el vigésimo aniversario del PMME, se presentaron los avances del proyecto de tesis,
el 01 de Marzo de 2010.
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ANEXO I. INSTRUMENTO DE DIAGNOSTICO
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Cuestionario 1
(Instrumento de Diagndstico)

Nombre: Fecha:

1. ¢Qué significa para ti la pendiente de una recta? Explica
2. ¢Qué te dice sobre la recta el valor numérico de su pendiente? Explica

3. ¢Cual dirias que es el valor de la pendiente de cada uno de los segmentos que se ilustran
a continuacion? Justifica tu respuesta.

A A

pd

\ 4
A 4

4. Observa las siguientes graficas. Identifica en cada caso el tipo de funcidn de que se trata
y determina su expresion analitica, completando lo que se te pide.

fix) g(x)

A A

A 4
v
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f(x) es una funcién g(x) es una funcién

La expresidn analitica en cada caso es:

flx) = gx)=

5. Dada la siguiente grafica, sefiala con ldpiz la porcién de la curva donde la funcidn es
positiva.

v

6. Determina la regién del dominio que corresponde a la porcién de la curva sefialada en el

punto 5.

7. Dada la siguiente grafica, sefiala con lapiz la porcién de la curva donde la funcién es

creciente.

v

8. Determina la regién del dominio que corresponde a la porcién de la curva senalada en el

punto 7.
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ANEXO Il. CONFIGURACIONES

En el segundo nivel de analisis, la atencion se centra sobre los objetos primarios puestos
en juego en la realizacion de las practicas matematicas asociadas. Las redes de objetos
identificadas en cada una de las actividades que conforman la secuencia son las
siguientes:

Actividad 1

» Lenguaje:
Intervinientes:
e Verbal: Gréfica, circunferencia, zoom, parabola, funcién cubica.
e Gréfico: Gréfica de una circunferencia, grafica de una parabola, grafica de
una funcién cubica.
Emergentes:
e Verbal: Segmento visualizado, recta tangente, pendiente, punto de tangencia.
e Gréfico: Pendiente del segmento visualizado, pendiente de la recta tangente,
gréafica de la curva con la recta tangente en un punto.
e Analitico: Expresion analitica de la recta tangente.

» Situaciones:
e Visualizacion de la recta tangente a una circunferencia, a una pardbola y a la
grafica de una funcion cubica, con objeto de verificar la validez de la nocion
primaria de recta tangente como aquélla que toca un solo punto de la curva.

» Conceptos:
Intervinientes:
e Funcidn, punto, abscisa, ordenada, circunferencia, parabola, funcion cubica,
recta tangente como la que toca a una curva en un solo punto.
Emergentes:
e Segmento, pendiente de una recta, recta tangente como la recta que mejor
aproxima a una curva en las cercanias del punto de tangencia.

» Procedimientos:
Intervinientes:

e Con la ayuda del software (applet Linealizador), realizar acercamientos
sucesivos a las graficas de una circunferencia, una parabola y una funcion
cuUbica, hasta observar a la curva como un segmento de recta alrededor de un
punto de abscisa dada.

Emergentes:

e Determinacion del valor numérico de la pendiente del segmento visualizado
para cada punto de abscisa dada, a partir de la cuadricula de referencia
aportada por el applet.
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Con base en la identificacion de la pendiente del segmento como la pendiente
de la recta tangente en el punto dado, manipulacion del applet Linealizador,
mediante alejamientos sucesivos o0 de un solo paso, con objeto de observar a
la recta tangente construida sobre la curva en el punto dado.

Determinacion de la expresion analitica de la recta tangente, a partir de la
informacion gréfica proporcionada por el software.

» Proposiciones:
Intervinientes:

En una vecindad suficientemente pequefia de un punto sobre una curva, esta
puede observarse como localmente lineal.

Emergentes:

La pendiente del segmento visualizado, cuando el acercamiento es suficiente,
coincide con la pendiente de una recta.

De todas las rectas que pasan por un punto de una curva, la que mejor
aproxima a la curva en las cercanias de dicho punto es la que tiene la misma
pendiente que el segmento visualizado, y se le conoce como recta tangente.
La ecuacion de la recta tangente puede determinarse por punto-pendiente.

La recta tangente es la que mejor aproxima a la curva en las cercanias del
punto de tangencia.

» Argumentos:
Intervinientes:

El applet Linealizador permite justificar visualmente que, cuando el
acercamiento sobre un punto de la curva es suficientemente fino, ésta parece
comportarse como recta, por lo que se observa como un segmento con una
pendiente asociada.

Emergentes:

El applet Linealizador permite justificar visualmente que existe una recta
cuya pendiente coincide con la del segmento visualizado.

El applet Linealizador permite observar el gran nimero de rectas que tocan a
la curva en el punto de maximo acercamiento, mediante la manipulacién
dindmica de la pendiente. Asi, resulta visualmente convincente que la recta
que se superpone al segmento visualizado es la que coincide con €l en el
valor de la pendiente.

El applet Linealizador permite observar, mediante el proceso de alejamiento,
a la recta tangente construida sobre un punto de la curva. El applet permite
también la identificacion del valor de la pendiente y las coordenadas del
punto de tangencia, para la determinacion de la expresién analitica
correspondiente.

Aunque el estudio de la recta tangente a la circunferencia y a la parabola
permanece consistente con la nocidn primaria, en el analisis de la grafica de
la funcién cubica, el applet Linealizador permite al estudiante corregir su
concepcidn de recta tangente. Asi, el alumno observa que la recta tangente
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puede tocar a la curva en méas de un punto o cortarla y seguir siendo tangente
en la zona de corte.

Actividad 2

» Lenguaje:
Intervinientes:

e Verbal: Funcion, gréafica, funcion lineal, recta, recta creciente, recta
decreciente, recta horizontal, segmento visualizado, inclinacién, pendiente,
recta tangente, punto de tangencia.

e Gréfico: Gréfica de una funcién lineal f (recta).

Emergentes:

e Verbal: Funcidn pendiente de la recta tangente, tabla de la funcién pendiente
de la recta tangente, grafica de la funcion pendiente de la recta tangente,
expresion analitica de la funcion pendiente de la recta tangente.

e Grafico: Grafica de my(x), grafica de la funcion pendiente de la recta
tangente.

e Tabular: Tabla de m(x), tabla de la funcién pendiente de la recta tangente.

e Analitico: Expresion analitica de my(x), expresion analitica de la funcion
pendiente de la recta tangente.

» Situaciones:
e Construccion de la funcién derivada a partir de la visualizacién dindmica de
la linealidad local de la funcion f.

» Conceptos:
Intervinientes:
e Funcion, grafica de una funcion lineal f, funcion lineal, abscisa, ordenada,
recta, segmento, pendiente, recta tangente, linealidad local, tabla de una
funcidn lineal f, expresion analitica de una funcion lineal f.
Emergentes:
e Funcidn derivada de una funcién de una funcion lineal.

» Procedimientos:
Intervinientes:

e Con la ayuda del software (applet Linealizador), realizar acercamientos
sucesivos a la grafica de f, hasta observar a la curva como un segmento de
recta alrededor de un punto de abscisa dada.

e Calcular el valor de la pendiente del segmento visualizado para cada punto de
abscisa dada, a partir de la cuadricula de referencia aportada por el applet.

Emergentes:

e Determinar la expresion analitica de f en cada caso, con base en

conocimientos previos sobre gréficas.
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e Tabular los valores de las pendientes obtenidos para cada segmento
visualizado en el punto de abscisa dada, hasta obtener la tabla de la funcién
m¢(X) o funcion derivada de la funcion f.

e Graficar las parejas ordenadas (a,mi(a)) obtenidas de la tabulacién anterior y
unir los puntos correspondientes para encontrar la grafica de la funcién my(x)
o funcion derivada de la funcion f.

e Con apoyo en los dos procedimientos anteriores, determinar la expresion
analitica de la funcion myx) o funcion derivada de la funcion f,
identificAndola finalmente como f’(x).

» Proposiciones:
Intervinientes:
e El segmento visualizado coincide con la recta tangente a la curva en el punto
de tangencia.
e La recta tangente es la recta que mejor aproxima a una funcion f en las
cercanias del punto de tangencia.
Emergentes:
e La funcion f’(x) es la que permite medir la pendiente de la recta que es
tangente a la curva f en cualquier punto de abscisa x.
e Laderivada de una funcion lineal es una funcion constante.
e Laderivada de una funcion constante es la funcion y=0.
e Si la funcion lineal es creciente en un intervalo, la derivada es positiva en ese
intervalo.
e Si la funcion lineal es decreciente en un intervalo, la derivada es negativa en
ese intervalo.

» Argumentos:
Intervinientes:

e EIl applet Linealizador permite justificar visualmente que el segmento
observado al aplicar el zoom esta sobre la recta tangente, cuya ecuacion es
determinable de manera analitica por punto-pendiente.

Emergentes:

e La funcién pendiente de la recta tangente, my(x), esta constituida por todos
los puntos de coordenadas (a,m¢(a)), donde m¢(a) es la pendiente de la recta
tangente en el punto de abscisa a.

e Lo que sucede para el punto (a,m¢(a)) es valido para cualquier punto.

e La funcion my(x) es la funcion derivada de f, pues asocia a cada punto de
abscisa x la pendiente de la recta tangente a la curva f en dicho punto, por lo
que se le denotard por f’(x).

Actividad 3

» Lenguaje:
Intervinientes:
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e Verbal: Funcién, gréafica, funcion cuadratica, parabola, apertura de la
parabola, concavidad, parabola concava hacia arriba, parabola concava hacia
abajo, funcion creciente, funcion decreciente, segmento visualizado,
pendiente, recta tangente, punto de tangencia.

e Gréfico: Gréfica de una funcién cuadratica f (parabola).

Emergentes:

e Verbal: Funcién pendiente de la recta tangente, tabla de la funcion pendiente
de la recta tangente, grafica de la funcion pendiente de la recta tangente,
expresion analitica de la funcion pendiente de la recta tangente.

e Grafico: Gréafica de my(x), grafica de la funcién pendiente de la recta
tangente.

e Tabular: Tabla de m(x), tabla de la funcién pendiente de la recta tangente .

e Analitico: Expresion analitica de my(x), expresion analitica de la funcion
pendiente de la recta tangente.

Situaciones:
e Construccion de la funcién derivada a partir de la visualizacién dindmica de
la linealidad local de la funcion f.

Conceptos:
Intervinientes:

e Funcion, gréfica de una funcion cuadratica f, funcién cuadratica, pardbola,
abscisa, ordenada, recta, segmento, pendiente, recta tangente, linealidad local,
tabla de una funcidén cuadratica f, expresion analitica de una funcion
cuadratica f.

Emergentes:
e Funcion derivada de una funcion cuadrética.

Procedimientos:
Intervinientes:

e Con la ayuda del software (applet Linealizador), realizar acercamientos
sucesivos a la gréfica de f, hasta observar a la curva como un segmento de
recta alrededor de un punto de abscisa dada.

e Calcular el valor de la pendiente del segmento visualizado para cada punto de
abscisa dada, a partir de la cuadricula de referencia aportada por el applet.

Emergentes:

e Determinar la expresion analitica de f en cada caso, con base en
conocimientos previos sobre graficas.

e Tabular los valores de las pendientes obtenidos para cada segmento
visualizado en el punto de abscisa dada, hasta obtener la tabla de la funcién
m;(X) o funcion derivada de la funcion f.

e Graficar las parejas ordenadas (a,mi(a)) obtenidas de la tabulacién anterior y
unir los puntos correspondientes para encontrar la gréafica de la funcion my(x)
o funcion derivada de la funcion f.



Con apoyo en los dos procedimientos anteriores, determinar la expresion
analitica de la funcion my(x) o funcion derivada de la funcion f,
identificAndola finalmente como f’(x).

» Proposiciones:
Intervinientes:

El segmento visualizado coincide con la recta tangente a la curva en el punto
de tangencia.

La recta tangente es la recta que mejor aproxima a la gréafica de una funcién f
en las cercanias del punto de tangencia.

Emergentes:

La funcidn f’(x) es la que permite medir la pendiente de la recta que es
tangente a la curva f en cualquier punto de abscisa x.

La derivada de una funcién cuadratica es una funcion lineal.

La derivada de una funcion cuadratica concava hacia arriba es una funcion
lineal creciente.

La derivada de una funcién cuadratica concava hacia abajo es una funcion
lineal decreciente.

Si la funcion es creciente en un intervalo, la derivada es positiva en ese
intervalo.

Si la funcion es decreciente en un intervalo, la derivada es negativa en ese
intervalo.

La derivada de f trasladada horizontalmente es igual a la trasladada de la
derivada de f.

La derivada de f trasladada verticalmente es igual a la derivada de f.

» Argumentos:
Intervinientes:

El applet Linealizador permite justificar visualmente que el segmento
observado al aplicar el zoom esta sobre la recta tangente, cuya ecuacion es
determinable de manera analitica por punto-pendiente.

Emergentes:

La funcién pendiente de la recta tangente, my(x), esta constituida por todos
los puntos de coordenadas (a,m¢(a)), donde m(a) es la pendiente de la recta
tangente en el punto de abscisa a.

Lo que sucede para el punto (a,my(a)) es valido para cualquier punto.

La funcién m¢(x) es la funcién derivada de f, pues asocia a cada punto de
abscisa x la pendiente de la recta tangente a la curva f en dicho punto, por lo
que se le denotara por f’(x).

El applet linealizador permite justificar visualmente las proposiciones
emergentes relacionadas con: a) los grados de f y su funcion derivada, b) la
relacion entre la concavidad de una parabola y el comportamiento creciente o
decreciente de su funcion derivada y c¢) la relacion entre el signo de la
derivada y el comportamiento creciente o decreciente de f.
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El applet linealizador permite justificar visualmente que el efecto de trasladar
horizontalmente la gréafica de una funcion no modifica la pendiente del
segmento visualizado en el punto trasladado correspondiente, y que,

globalmente, la funcion m, (x) resulta igualmente trasladada.
El applet linealizador permite justificar visualmente que el efecto de trasladar

verticalmente la grafica de una funcion no modifica la pendiente del
segmento visualizado en el punto trasladado correspondiente, y que,

globalmente, la funcion m, (x) no se modifica.

Actividad 4

» Lenguaje:
Intervinientes:

Verbal: Funcion, gréafica, funcidn cudbica, polinomio de grado tres, polinomio
de grado cuatro, concavidad hacia arriba, concavidad hacia abajo, funcién
creciente, funcion decreciente, segmento visualizado, pendiente, recta
tangente, punto de tangencia.

Grafico: Gréfica de una funcidn cubica f o polinomio de grado tres, grafica
de un polinomio de grado cuatro f.

Emergentes:

Verbal: Funcidn pendiente de la recta tangente, tabla de la funcién pendiente
de la recta tangente, grafica de la funcion pendiente de la recta tangente,
expresion analitica de la funcion pendiente de la recta tangente.

Grafico: Grafica de my(x), grafica de la funcién pendiente de la recta
tangente.

Tabular: Tabla de my(x), tabla de la funcién pendiente de la recta tangente.
Analitico: Expresion analitica de m¢(x), expresion analitica de la funcién
pendiente de la recta tangente.

> Situaciones:

Construccion de la funcion derivada a partir de la visualizacion dindmica de
la linealidad local de la funcion f.

» Conceptos:
Intervinientes:

Funcion, grafica de una funcion f, funcion cubica, polinomio de grado tres,
polinomio de grado cuatro, abscisa, ordenada, recta, pendiente, recta
tangente, linealidad local, tabla de una funcion f, expresion analitica de una
funcion f.

Emergentes:

Funcion derivada de la funcion f.

> Procedimientos:
Intervinientes:
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Con la ayuda del software (applet Linealizador), realizar acercamientos
sucesivos a la grafica de f, hasta observar a la curva como un segmento de
recta alrededor de un punto de abscisa dada.

Calcular el valor de la pendiente del segmento visualizado para cada punto de
abscisa dada, a partir de la cuadricula de referencia aportada por el applet.

Emergentes:

Tabular los valores de las pendientes obtenidos para cada segmento
visualizado en el punto de abscisa dada, hasta obtener la tabla de la funcién
m¢(X) o funcion derivada de la funcion f.

Graficar las parejas ordenadas (a,my(a)) obtenidas de la tabulacién anterior y
unir los puntos correspondientes para encontrar la grafica de la funcién my(x)
o funcion derivada de la funcion f.

» Proposiciones:
Intervinientes:

El segmento visualizado coincide con la recta tangente a la curva en el punto
de tangencia.

La recta tangente es la recta que mejor aproxima a una funcién f en las
cercanias del punto de tangencia.

Emergentes:

La funcion f°(x) es la que permite medir la pendiente de la recta que es
tangente a la curva f en cualquier punto de abscisa x.

La derivada de una funcién cubica es una funcién cuadrética.

La derivada de un polinomio de grado cuatro es una funcién cubica.

Si la funcion es creciente en un intervalo, la derivada es positiva en ese
intervalo.

Si la funcion es decreciente en un intervalo, la derivada es negativa en ese
intervalo.

» Argumentos:
Intervinientes:

El applet Linealizador permite justificar visualmente que el segmento
observado al aplicar el zoom esta sobre la recta tangente, cuya ecuacion es
determinable de manera analitica por punto-pendiente.

Emergentes:

La funcion pendiente de la recta tangente, m¢(x), esta constituida por todos
los puntos de coordenadas (a,m¢(a)), donde m¢(a) es la pendiente de la recta
tangente en el punto de abscisa a.

Lo que sucede para el punto (a,my(a)) es valido para cualquier punto.

La funcion my(x) es la funcion derivada de f, pues asocia a cada punto de
abscisa x la pendiente de la recta tangente a la curva f en dicho punto, por lo
que se le denotard por f’(x).

El applet linealizador permite justificar visualmente las proposiciones
emergentes relacionadas con: a) los grados de fy su funcion derivada y b) la
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relacion entre el signo de la derivada y el comportamiento creciente o
decreciente de f.

Actividad 5

» Lenguaje:
Intervinientes:

e Verbal: Funcion, gréfica, segmento visualizado, pendiente, recta tangente,
punto de tangencia.

e Grafico: Gréfica de una funcion f.

Emergentes:

e Verbal: Funcion seno, funcion coseno, funcion logaritmo natural, funcion
pendiente de la recta tangente, tabla de la funcidon pendiente de la recta
tangente, grafica de la funcion pendiente de la recta tangente, expresion
analitica de la funcion pendiente de la recta tangente.

e Grafico: Gréafica de my(x), grafica de la funcién pendiente de la recta
tangente.

e Tabular: Tabla de m(x), tabla de la funcién pendiente de la recta tangente.

e Analitico: Expresion analitica de my(x), expresion analitica de la funcion
pendiente de la recta tangente.

» Situaciones:
e Construccion de la funcién derivada a partir de la visualizacién dindmica de
la linealidad local de la funcion f.

» Conceptos:
Intervinientes:

e Funcion, gréfica de una funcion f, abscisa, ordenada, recta, pendiente, recta
tangente, linealidad local, tabla de una funcion, expresion analitica de una
funcion.

Emergentes:
e Funcion derivada de una funcion f.

» Procedimientos:
Intervinientes:

e Con la ayuda del software (applet Linealizador), realizar acercamientos
sucesivos a la grafica de f, hasta observar a la curva como un segmento de
recta alrededor de un punto de abscisa dada.

e Calcular el valor de la pendiente del segmento visualizado para cada punto de
abscisa dada, a partir de la cuadricula de referencia aportada por el applet.

Emergentes:

e Tabular los valores de las pendientes obtenidos para cada segmento
visualizado en el punto de abscisa dada, hasta obtener la tabla de la funcién
m;(X) o funcion derivada de la funcion f.
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e Graficar las parejas ordenadas (a,my(a)) obtenidas de la tabulacién anterior y
unir los puntos correspondientes para encontrar la grafica de la funcién my(x)
o funcion derivada de la funcion f.

e Con apoyo en los dos procedimientos anteriores, determinar la expresion
analitica de la funcion my(x) o funcion derivada de la funcion f,
identificAndola finalmente como f’(x).

» Proposiciones:
Intervinientes:
e La recta tangente es la recta que mejor aproxima a una funcién f en las
cercanias del punto de tangencia.
Emergentes:
e La funcidon f'(x) es la que permite medir la pendiente de la recta que es
tangente a la curva f en cualquier punto de abscisa x.
e Laderivada de la funcion seno es la funcién coseno.
e Laderivada de la funcién coseno es la funcion seno negativo.
e La derivada de la funcion seno de un angulo doble es el doble de la funcion
coseno del angulo doble.

. ., . ., 1
e La derivada de la funcion logaritmo natural es la funcion f(x)= =, para
X

x>0.

e Si la funcion es creciente en un intervalo, la derivada es positiva en ese
intervalo.

e Si la funcion es decreciente en un intervalo, la derivada es negativa en ese
intervalo.

» Argumentos:
Intervinientes:

e EIl applet Linealizador permite justificar visualmente que el segmento
observado al aplicar el zoom esta sobre la recta tangente, cuya ecuacion es
determinable de manera analitica por punto-pendiente.

Emergentes:

e La funcién pendiente de la recta tangente, my(x), esta constituida por todos
los puntos de coordenadas (a,m¢(a)), donde m¢(a) es la pendiente de la recta
tangente en el punto de abscisa a.

e Lo que sucede para el punto (a,m¢(a)) es valido para cualquier punto.

e La funcion my(x) es la funcion derivada de f, pues asocia a cada punto de
abscisa x la pendiente de la recta tangente a la curva f en dicho punto, por lo
que se le denotard por f°(x).

Actividad 6
» Lenguaje:

Intervinientes:
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e Verbal: Funcion, grafica, segmento visualizado, pendiente, recta tangente,
punto de tangencia.

e Graéfico: Grafica de una funcion f.

Emergentes:

e Verbal: Funcion exponencial natural, funcion pendiente de la recta tangente,
tabla de la funcion pendiente de la recta tangente, gréafica de la funcion
pendiente de la recta tangente, expresion analitica de la funcion pendiente de
la recta tangente.

e Gréfico: Grafica de my(x), grafica de la funcidon pendiente de la recta
tangente.

e Tabular: Tabla de m(x), tabla de la funcién pendiente de la recta tangente.

e Analitico: Expresion analitica de my(x), expresion analitica de la funcion
pendiente de la recta tangente.

Situaciones:

e Construccion de la funcion derivada a partir de la visualizacion dindmica de
la linealidad local de la funcion f.

Conceptos:
Intervinientes:

e Funcidn exponencial natural, grafica de la funcién exponencial natural f,
abscisa, ordenada, recta, pendiente, recta tangente, linealidad local, tabla de
la funcion exponencial natural f, expresion analitica de la funcion
exponencial natural f.

Emergentes:
e Funcidn derivada de la funcidn exponencial natural f.

Procedimientos:
Intervinientes:

e Con la ayuda del software (applet Linealizador), realizar acercamientos
sucesivos a la grafica de f, hasta observar a la curva como un segmento de
recta alrededor de un punto de abscisa dada.

e Estimar el valor de la pendiente del segmento visualizado para cada punto de
abscisa dada, a partir de la cuadricula de referencia aportada por el applet.

Emergentes:

e Tabular los valores estimados de las pendientes obtenidas para cada
segmento visualizado en el punto de abscisa dada, hasta obtener la tabla de la
funcion m¢(x) o funcion derivada de la funcion f.

e Graficar las parejas ordenadas (a,mi(a)) obtenidas de la tabulacién anterior y
unir los puntos correspondientes para encontrar la gréafica de la funcion my(x)
o funcion derivada de la funcion f.

e Con apoyo en los dos procedimientos anteriores, determinar la expresion
analitica de la funcion my(x) o funcion derivada de la funcion f,
identificAndola finalmente como f’(x).



» Proposiciones:
Intervinientes:
e La recta tangente es la recta que mejor aproxima a una funcién f en las
cercanias del punto de tangencia.
Emergentes:
e La funcidon f'(x) es la que permite medir la pendiente de la recta que es
tangente a la curva f en cualquier punto de abscisa x.
e La derivada de la funcion exponencial natural es la funcion exponencial
natural.
e Si la funcion es creciente en un intervalo, la derivada es positiva en ese
intervalo.

» Argumentos:
Intervinientes:

e EIl applet Linealizador permite justificar visualmente que el segmento
observado al aplicar el zoom esta sobre la recta tangente, cuya ecuacion es
determinable de manera analitica por punto-pendiente.

Emergentes:

e La funcién pendiente de la recta tangente, my(x), esta constituida por todos
los puntos de coordenadas (a,m¢(a)), donde m¢(a) es la pendiente de la recta
tangente en el punto de abscisa a.

e Lo que sucede para el punto (a,m¢(a)) es valido para cualquier punto.

e La funcion my(x) es la funcion derivada de f, pues asocia a cada punto de
abscisa x la pendiente de la recta tangente a la curva f en dicho punto, por lo
que se le denotard por f’(x).

Actividad 7

» Lenguaje:
Intervinientes:
e Verbal: Funcion, grafica, segmento visualizado, pendiente, recta tangente,
punto de tangencia.
e Grafico: Funcion f, grafica de una funcion f.
Emergentes:
e Verbal: Cambio abrupto, pico, recta tangente vertical. Por mas fino que sea el
acercamiento a las abscisas propuestas, la curva nunca aparece como un
Unico segmento de recta. Aunque el acercamiento permite observar a la curva
localmente como un segmento de recta, el valor de su pendiente no es un
numero real.
e Grafico: Gréfica de una funcién con uno o mas puntos de no derivabilidad.

» Situaciones:
e Visualizacion de algunas condiciones de no derivabilidad puntual de la
gréafica de una funcién, mediante acercamientos sucesivos.
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Conceptos:
Intervinientes:
e Funcion, grafica de una funcion f, abscisa, ordenada, recta, segmento,
pendiente, recta tangente, linealidad local.
Emergentes:
e Funcion no derivable en un punto.

Procedimientos:
Intervinientes:
e Con la ayuda del software (applet Linealizador), realizar acercamientos
sucesivos a la grafica de f, buscando observar a la curva como un segmento
de recta alrededor de un punto de abscisa dada.

Proposiciones:
Intervinientes:
e La recta tangente es la recta que mejor aproxima a una funcion f en las
cercanias del punto de tangencia.
Emergentes:
e Si la gréafica de una funcion no puede observarse como una recta no vertical
en las cercanias de un punto dado, la funcion no es derivable en el punto.

Argumentos:
Intervinientes:

e EI applet Linealizador permite justificar visualmente que el segmento
observado al aplicar el zoom esta sobre la recta tangente, cuya ecuacion es
determinable de manera analitica por punto-pendiente.

Emergentes:

o EIl applet Linealizador permite observar que las derivadas laterales no
coinciden, por lo que no existe derivada para la funcion en el punto dado.

e EI applet Linealizador permite observar que el segmento visualizado
corresponde a una recta vertical, por lo que no existe derivada para la funcion
en el punto dado.



ANEXO I1l. TRAYECTORIAS
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ANEXO IIl. TRAYECTORIAS

1. Trayectoria Epistémica.

Respecto a la secuencia didactica disefiada para su implementacion en el contexto del
presente estudio, se desarrolla un andlisis epistémico del proceso de instruccion, previo
a la realizacion de éste, mediante la descomposicion en unidades de analisis de cada uno
de los apartados de las hojas de trabajo. Para ello, se identifican los objetos primarios
involucrados con un mayor nivel de detalle que el presentado en el segundo nivel de
analisis.

En este tercer nivel de analisis, lo que interesa es describir la forma en que los objetos
puestos en juego durante el desarrollo de la tarea se conectan entre si en un orden
especifico, buscando tener una mayor claridad sobre lo que esta sucediendo durante el

proceso de instruccion, y asi estar en posibilidades de incidir en él para mejorarlo.

El analisis epistémico inicia con la elaboracion de una tabla que resume la tarea esencial
planteada por el disefio didactico. La conformacion de la tabla hace alusion a las
nociones de configuracion epistémica, trayectoria epistémica y estados potenciales. Se
entiende por configuracion epistémica, el sistema de objetos y funciones semioticas que
se establecen entre ellos, en relacion con la resolucion de una situacion-problema. La
trayectoria epistémica, por otro lado, se refiere a la distribucién en el tiempo de dichos
objetos y funciones semioéticas, cuyo analisis permite caracterizar el significado
institucional pretendido, y que se espera vayan sucediéndose en un cierto orden durante
el proceso de instruccion. Esta diferencia permite identificar a la configuracion
epistémica como un segmento de la trayectoria epistémica, por lo que el analisis
epistémico se refiere a la caracterizacion de las configuraciones epistémicas, su

secuenciacion y articulacion.

En la tabla mencionada se hace tambien referencia a las unidades naturales de analisis
que, en este caso, se identifican con cada una de las situaciones problema que se
consideran esenciales a lo largo de la ruta procedimental descrita. Del mismo modo, se
hace mencion de las unidades epistémicas, que se refieren a aquellas unidades mas
elementales que se presentan de manera ordenada a lo largo de la trayectoria. La ultima
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columna de cada tabla, corresponde a la identificacion de los estados potenciales
sucesivos de la trayectoria, cada uno de los cuales se relaciona con alguno de los seis
objetos primarios constituyentes del sistema de practicas: situaciones, acciones,
lenguaje, conceptos, proposiciones y argumentos. Entonces, de acuerdo al objeto que se

pone en juego en cada momento de la trayectoria, se distinguen seis estados potenciales:
E1: Situacional: se enuncia un ejemplar de un cierto tipo de problemas.

E2: Actuativo: se aborda el desarrollo o estudio de una cierta manera de resolver los

problemas.

E3: Linguistico: se introducen notaciones, representaciones gréaficas, tablas, expresiones
verbales, etc.

E4: Conceptual: se formulan o interpretan definiciones de los objetos matematicos

puestos en juego.

E5: Proposicional: se enuncian e interpretan propiedades o atributos de los objetos

matematicos puestos en juego.

E6: Argumentativo: se justifican o explican las acciones adoptadas o las propiedades

enunciadas.

De acuerdo a lo expresado por Godino (2006), aunque la identificacion de los estados de
las trayectorias es algo subjetivo, el compartir un mismo juego de lenguaje y, por tanto,
un mismo punto de vista, permitira que se llegue, progresivamente, a un acuerdo en la

categorizacion de una unidad de andlisis especifica.

La trayectoria epistémica elaborada identifica al proceso de instruccién planteado por
esta propuesta como uno de naturaleza no determinista, por lo que se asume que, una vez
implementada la secuencia y realizado un analisis a posteriori, seguramente habran de
evidenciarse algunas diferencias en relacion con la sucesion de estados esperados,
debido a elementos de tipo aleatorio que responden a las caracteristicas y requerimientos
particulares de los alumnos. Con el anélisis aqui presentado se describe aquello que, en
teoria, se espera que ocurra en términos de interacciones didacticas, pero solo las
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respuestas registradas efectivamente por los alumnos sobre las hojas de trabajo
permitirdn saber, de acuerdo a los significados personales logrados, si el significado

institucional implementado fue consistente con el pretendido.

A continuacion, se presenta la trayectoria epistémica elaborada a partir de las cinco
actividades consideradas como centrales en el desarrollo de la secuencia; es decir, se
analizan las actividades 2 a 6, por constituir estas el eje del recorrido procedimental

propuesto.
Trayectoria Epistémica
Actividades 2-6
Conf. Epistémica | Unidad Descripcion Estado
Epistémica
Unidad
Natural
1 CE1 1 Se propone la activacion del | El:Situacional
applet linealizador, con objeto
de observar y estudiar la
linealidad local de un conjunto
de gréficas, cada una de las
cuales corresponde a una
funcion f analiticamente no
identificada.
2 Manipulacion del software y | E2:Actuativo
activacion de la técnica de
acercamiento.
3 Observacion del segmento de | E3:Lingiistico
recta respectivo.
4 Identificacion visual de los | E3:Lingdistico
elementos que definen a la
pendiente del segmento a partir
de la cuadricula.
5 Reconocimiento de posibles | E5:Proposicional
triangulos rectdngulos
semejantes.
6 Determinacion del valor | E2:Actuativo
numerico de la pendiente a
partir de los catetos del
triangulo rectangulo
seleccionado.
7 Identificacion de la pendiente | E4: Conceptual
del segmento visualizado con la
pendiente de la recta tangente a
la gréfica de f en el punto
analizado.
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Activacion de la notacion
m,(a) para identificar a la

pendiente de la recta tangente a
la curva en el punto de abscisa
a

E3:Linguistico

Construccion de la tabla
correspondiente a la funcién

m, (x).

E3:Lingdistico

10

Construccién de la grafica
correspondiente a la funcién

m, (x).

E3:Lingdistico

CE2

11

Se propone la identificacion de
la expresion analitica de

m, (X).

E1:Situacional

12

Identificacién de la categoria a
la que pertenece la funcion cuya
grafica se construyo.

E5:Proposicional

13

Activacion de la notacién
m,(X) para identificar a la

funciobn que expresa la
pendiente de la recta tangente a
la gréfica de f en un punto de
abscisa x.

E3:Linguistico

14

Determinacion de la expresion
analitica de m, ().

E3: Lingdistico

15

Interaccién con pares en torno a
la expresién analitica propuesta

para m, (X).

E3: Lingdistico

16

Justificacion de la expresion
analitica propuesta para m, (X)

E6:Argumentativo

17

Registro de la expresion
analitica encontrada con tinta de
color rojo sobre la hoja de
trabajo.

E2:Actuativo

CE3

18

Se propone la identificacion de
la expresion analitica de f.

E1:Situacional

19

Identificacién de la categoria a
la que pertenece la funcion f
cuya gréfica se propone para su
andlisis en la hoja de trabajo.

E5:Proposicional

20

Activacion de la notacion
f(x) para identificar a la

funcidn cuya grafica se da para
el andlisis de su linealidad local.

E3:Linguistico

21

Determinacion de la expresion
analitica de f.

E3: Lingdistico

22

Interaccidn con pares en torno a
la expresién analitica propuesta
para f.

E3: Lingtistico
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23

Justificacion de la expresion
analitica propuesta para f.

E6:Argumentativo

24

Registro de la expresion
analitica encontrada con tinta de
color negro sobre la hoja de
trabajo.

E2:Actuativo

CE4

25

Se propone una comparacion de
las graficas de fy m, (X).

E1:Situacional

26

Comparacidn de las gréaficas de
fym(x).

E3: Linguistico

27

Identificacién e interpretacion
de las propiedades de las

graficas de f y m,(X).

E5:Proposicional

28

Justificacion de la comparacion
realizada entre las graficas de f

y mt(X)'

E6:Argumentativo

CE5

29

Se propone establecer la
relacion entre el signo de

m,(X)y el comportamiento
creciente o decreciente de f.

E1:Situacional

30

Relacién entre las porciones de
la cuva f que y el
comportamiento  creciente 0
decreciente de la funcion
respectiva.

E4: Conceptual

31

Relacion entre el
comportamiento  creciente 0
decreciente de la curva y los
intervalos del dominio de f
asociados.

E4: Conceptual

32

Relacién entre la posicién
relativa de la grafica de

m, (X) respecto al eje de las

abscisas y el signo de la funcion
correspondiente.

E4: Conceptual

33

Relacién entre el signo de la
funcion m, (X)y los intervalos

de comportamiento creciente o
decreciente de f.

E4: Conceptual

34

Relacion entre la posicion
relativa de m, (X) respecto al

eje de las abscisas y el
comportamiento  creciente 0
decreciente de la gréfica de f.

E3: Lingdistico

CE6

35

Se propone establecer una
relacion entre las expresiones

analiticas de f y m, (Xx).

E1:Situacional

36

Comparacion de las expresiones

E3: Lingdistico
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analiticas de f y m,(X).

37 Identificacion e interpretacion | E5:Proposicional
de las propiedades de las
expresiones analiticas de f y

m, (X).

38 Justificacion de la comparacion | E6:Argumentativo
realizada entre las expresiones

analiticas de f y m, (x).

Tabla 1. Trayectoria Epistémica

A lo largo de esta trayectoria, se identifican seis configuraciones epistémicas, cada una
de las cuales inicia con un estado situacional planteado en las hojas de trabajo. Asi, las
unidades naturales correspondientes a las filas sombreadas de gris, se refieren a
instrucciones o indicaciones concretas que plantean las seis diferentes situaciones
problema, mientras que la identificacion de las unidades epistémicas corresponde a los
sucesivos estados potenciales del estudiante, como resultado la interaccion didactica.
Cabe aclarar que el estado linguistico esta presente en practicamente todas las unidades
epistémicas de la trayectoria. Sin embargo, s6lo se hace explicito en la dltima columna

de la tabla cuando la tarea matematica asi lo sugiere.

A continuacién se hace un breve andlisis de las configuraciones epistémicas

identificadas.
Configuracion epistémica 1 (CE1):

Esta primera configuracion epistémica inicia con una situacion que solicita activar el
applet, con objeto de observar y estudiar la linealidad local de un conjunto curvas. Se

pretende promover la emergencia de una funcion m, (x), que determine la relacion entre

la pendiente del segmento visualizado alrededor de un punto de la gréfica de f y el valor

de la abscisa en dicho punto.
Configuracion epistémica 2 (CE2):

En esta configuracién epistémica se propone al estudiante la puesta en juego de sus

nociones sobre graficas de funciones, esperando que identifique la expresion analitica
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que corresponde a la tabla y/o a la grafica de la funcion m,(x)construida desde la

linealidad local de la grafica de cada funcién f.
Configuracion epistémica 3 (CE3):

Aqui se plantea al estudiante la situacion de utilizar sus conocimientos aplicados en la
CEZ2, pero ahora orientado hacia la grafica de cada una de las funciones presentadas en
las hojas de trabajo. Se espera que el alumno determine la expresion analitica de la
gréafica de f en cada caso.

Configuracion epistémica 4 (CE4):

La situacion que inicia esta configuracion epistémica propone la comparacion entre las
graficas de f y de m,(x), en cada caso. Se pretende que el estudiante observe las
diferencias graficas entre ambas funciones. Asi, particularmente en el caso de las
funciones polinomiales, se busca que el alumno observe la complejidad relativa entre las
curvas respectivas, mientras que en el caso de las funciones trascendentes, conjeture
sobre otro tipo de comportamientos.

Configuracion epistémica 5 (CE5):

En esta configuracion epistémica, se plantea una situacion que propone al estudiante
establecer una relacion entre el signo de m,(x)y el comportamiento, creciente o

decreciente, de la funcién f. Se espera que el alumno identifique un comportamiento

creciente de f con una porcion de la grafica de m, (x) que se encuentra por encima del eje
X, y un comportamiento decreciente de f con una porcion de la grafica de m,(x) que se

encuentra por debajo del eje x. Finalmente, se pretende familiarizar al estudiante con las

nociones basicas del criterio de la primera derivada para maximos y minimos relativos.
Configuracion epistémica 6 (CE6):

Esta configuracion epistémica busca reforzar el sistema de practicas asociado a la CE4,

proponiendo la comparacion entre f y m,(x), pero desde el punto de vista de sus

expresiones analiticas.
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Una vez identificada la secuencia de significados institucionales pretendidos mediante la
trayectoria epistémica mostrada, se aborda lo relativo al papel del profesor, en lo que se

conoce como trayectoria docente.
2. Trayectoria Docente.

Se denomina trayectoria docente a la secuencia de actividades que realiza el profesor
durante el proceso de estudio de un contenido matematico. Estas actividades o acciones
del profesor, que constituyen su respuesta 0 manera de afrontar las tareas o funciones

docentes, se categorizan como sigue:

P1: Planificacion: disefio del proceso, seleccion de los contenidos y significados a
estudiar (construccion del significado pretendido y de la trayectoria epistémica prevista).

P2: Motivacion: creacion de un clima de afectividad, respeto y estimulo para el trabajo
individual y cooperativo, a fin de que el alumno se involucre en el proceso de

instruccion.

P3: Asignacién: direccién y control del proceso de estudio, asignacion de tiempos,

adaptacion de tareas, orientacion y estimulo de las funciones del estudiante.

P4: Regulacién: fijacion de reglas (definiciones, enunciados, justificaciones, resolucion
de problemas, ejemplificaciones), recuerdo e interpretacion de conocimientos previos
necesarios para la progresion del estudio, readaptacion de la planificacion prevista.

P5: Evaluacion: observacion y valoracién del estado del aprendizaje logrado en
momentos criticos (inicial, final y durante el proceso) y resolucion de las dificultades

observadas.

P6: Investigacion: reflexion y analisis del desarrollo del proceso para introducir cambios
en futuras implementaciones del mismo, asi como la articulacion entre los distintos

momentos y partes del proceso de estudio.

Para la descripcion de la trayectoria docente, a continuacion se presenta la tabla
correspondiente. Las unidades naturales se refieren a cada una de las situaciones que
marcan el inicio de una configuracion epistémica en la trayectoria correspondiente, y
que, con referencia a las funciones del profesor, marcan el comienzo de cada
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configuracién docente. En otras palabras, cada unidad natural se relaciona con una
configuracién didactica particular (CD), determinada por la articulacion de las
respectivas trayectorias epistémica y docente.

Trayectoria Docente
Actividades 2-6

Unidad | Conf. Didactica | Unidad Descripcion Estado
Natural Docente
1 CD1 1 Verifica el seguimiento de | P4:Regulacion

instrucciones para la activacion
del applet linealizador.

2 Establece las reglas para la | P4:Regulacién
adecuada interaccion con el
software.

3 Verifica la comprension del | P5: Evaluacion

grupo en relacion con la técnica
de acercamiento a implementar.

4 Promueve el trabajo individual | P2: Motivacion
y colaborativo.

5 Recuerda el proceso de | P4: Regulacién
construccion de una tabla.

6 Recuerda el proceso de | P4: Regulacion

construccién de una gréfica a
partir de una tabla.

7 Resuelve prudentemente las | P5: Evaluacion
dificultades individuales
respecto a la interaccion con el
software.

8 Indica obedecer las | P3: Asignacion

instrucciones de la hoja de
trabajo (utilizar tinta roja).

9 Control de tiempos. P3: Asignacion

2 CD2 10 Explica/justifica la indicacion | P4:Regulacion
de identificar la expresion

analitica de m, (X).

11 Promueve la claridad en la | P2: Motivacion
argumentacion individual, asi
como la interaccion con otros

comparieros.

12 Insiste en la realizacion del | P3: Asignacion
trabajo colaborativo.

13 Indica obedecer las | P3: Asignacion

instrucciones de la hoja de
trabajo (utilizar tinta roja).

14 Control de tiempos. P3: Asignacion
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CD3

15

Explica/justifica la indicacion
de identificar la expresion
analitica de f.

P4:Regulacién

16

Promueve la claridad en la
argumentacion individual, asi
como la interaccion con otros
compafieros.

P2: Motivacion

17

Insiste en la realizacién del
trabajo colaborativo.

P3: Asignacion

18

Indica obedecer las
instrucciones de la hoja de
trabajo (utilizar tinta negra).

P3: Asignacion

19

Control de tiempos.

P3: Asignacion

CD4

20

Explica/justifica la indicacion
de comparar las graficas de fy

m; (X).

P4:Regulacién

21

Promueve la claridad en la
argumentacién individual y en
lenguaje escrito a utilizar.

P2: Motivacion

22

Insiste en una explicacion
individual amplia y clara, en
términos de ideas y de escritura.

P3: Asignacion

23

Control de tiempos.

P3: Asignacion

CD5

24

Explica/justifica la indicacion
de establecer la relacion entre
el signo de m(X)y el

comportamiento  creciente o
decreciente de f.

P3:Asignacién

25

Verifica la comprension del
grupo en cuanto a la relacién
signo/comportamiento a
encontrar.

P5: Evaluacion

26

Promueve la claridad en la
argumentacién individual y en
lenguaje escrito a utilizar.

P2: Motivacion

27

Insiste en una explicacion
individual amplia y clara, en
términos de ideas y de escritura.

P3: Asignacion

28

Control de tiempos.

P3: Asignacion

CD6

29

Explica/justifica la indicacion
de establecer una relacion entre
las expresiones analiticas de f y

m, (X).

P3:Asignacion

30

Verifica la comprension del
grupo en cuanto a la relacién
entre expresiones analiticas.

P5: Evaluacion

31

Promueve la claridad en la
argumentacion individual y en

P2: Motivacion
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lenguaje escrito a utilizar.

32 Insiste  en una explicacion | P3: Asignacion
individual amplia y clara, en
términos de ideas y de escritura.

33 Control de tiempos. P3: Asignacion
34 Reflexion y analisis en torno al | P6: Investigacion
desarrollo de la actividad
realizada.
35 Valoracion de los significados | P5: Evaluacion

logrados y aclaraciones
pertinentes.

36 Institucionalizacion. P3: Regulacion

Tabla 2. Trayectoria Docente

A continuacion, se hace un breve andlisis de las configuraciones docentes identificadas.

Configuracién docente 1:

Esta primera configuracion docente se inicia con una situacion que propone la activacion
del applet linealizador, con objeto de observar y estudiar la linealidad local de un
conjunto de gréficas, cada una de las cuales corresponde a una funcién f analiticamente
no identificada. El profesor realiza funciones de asignacion al indicar a los estudiantes
que activen el applet Linealizador. El profesor participa orientando la actividad de
manipulacion del applet, a partir de recordar e interpretar nociones relacionadas con el
segmento visualizado y el célculo de su pendiente (regulacion). Ademas, el profesor
valora la pertinencia de su intervencién (evaluacién) para resolver dificultades técnicas,
o0 de otra indole, que se presenten durante el proceso de construccion de la tabla y la

gréafica de la funcion m, (x). La motivacion es una de las funciones que el profesor

deberé ejercer a lo largo de ésta y todas las configuraciones epistémicas identificadas en

la trayectoria.
Configuracion docente 2y 3:
En la configuracion docente 2 se asigna la tarea de identificar analiticamente a la

funcion m, (x)construida tabular y graficamente, mientras que en la configuracion
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docente 3 se propone la identificacion analitica de la funcion f correspondiente a cada
gréafica propuesta (asignacion). El profesor, en su papel de conductor del proceso de
instruccion, permanece atento para reconocer el momento de intervenir para orientar el
desarrollo del ejercicio, en relacién con los conocimientos previos involucrados
(regulacién) o con dificultades potenciales en la interpretacion de tablas o gréficas
(evaluacion). Se supone una familiaridad con las gréficas de las funciones clasicas como
objeto de estudio del calculo, por lo que se espera que esta actividad constituya un reto

razonable para el alumno.
Configuraciones docentes 4 y 6:

La funcion de asignacion se orienta hacia la de comparacion de m,(x)y f, a partir de las

graficas correspondientes en la configuracion docente 4, y de sus representaciones
analiticas respectivas en la configuracién docente 6. Es importante hacer notar que las
funciones de regulacion y evaluacion siguen presentes en el desarrollo de la actividad
didactica, en torno a la recuperacion de conocimientos previos por parte de los
estudiantes, asi como en cuanto a la posible presencia de conflictos semidticos a lo largo
del ejercicio.

Configuracion docente 5:

En esta configuracion, la asignacion se dirige hacia la busqueda de una relacion entre el

signo de la funcion m,(x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcion f,

como un primer contacto con los fundamentos de la teoria de maximos y minimos. Aqui
se espera que las funciones de regulacion y evaluacién se intensifiquen, dado el mayor
namero de funciones semidticas que, respecto a las demas configuraciones docentes, el
alumno tendré que establecer en el analisis de cada pareja de gréaficas. Asi, el estudiante
buscara referir a cada uno de los distintos intervalos sobre el dominio de f, la relacion
entre las caracteristicas de la grafica de f (creciente o decreciente) y la ubicacion de la

grafica de m,(x) con respecto al eje de las abscisas.

Las unidades docentes 34 a 36 corresponden a la etapa de institucionalizacion que

desarrolla el profesor al final de cada una de las actividades didacticas de la secuencia.
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Es importante mencionar que, para efectos de lograr el aprendizaje esperado en torno al
objeto funcién derivada, se supone necesaria la puesta en juego de una gran diversidad

de funciones docentes, de acuerdo a las siguientes consideraciones a priori.

Planificacion: En el disefio del total de actividades que componen la secuencia, se
conform6 una ruta de trabajo a partir de una coleccién de gréficas, cuidadosamente
seleccionadas, que ofrecieran al estudiante la posibilidad de observar la linealidad local
de una curva, sin complicaciones excesivas que desviaran su atencion de lo esencial; es
decir, de acuerdo al principio de ergonomia (Jiménez, 2009), se considero esencial el
evitar tareas ruidosas. Se distribuy6 el material de trabajo en una secuencia de siete
actividades didacticas, ordenadas de manera consistente con los objetivos de la
propuesta, asi como el disefio de las hojas de trabajo, con las indicaciones y
cuestionamientos integrados a las graficas propuestas para su estudio. Ademas, el
disefio del applet Linealizador, herramienta indispensable en la realizacion de la tarea
matematica propuesta, requirié de muchas horas de planificacion.

Motivacion: La configurabilidad del applet Descartes hizo posible la materializacion de
un ambiente interactivo que resultara interesante y amigable para los estudiantes, y que
contribuyera a involucrarlos en el proceso de instruccion. Ademas, la secuencia supone
la interaccion del estudiante con el resto de sus compafieros, lo que contribuye a

promover la socializacion de la actividad matematica.

Asignacion: Aunque se espera que el estudiante disfrute de un ambiente de libertad
durante la realizacion de su trabajo, se considera necesario que, en todo momento, el
proceso de estudio sea guiado y controlado por el profesor, ya que la propuesta esta
dirigida a grupos de muchos alumnos, ademas de que el numero de computadoras,

generalmente, es limitado.

Regulacion: Ademas de la funcion regulativa que estard presente durante la puesta en
marcha de la secuencia, el profesor tiene que hacer un gran trabajo anterior, en relacion
con la construccion de los significados personales previos que colocaran al estudiante en

posibilidad de abordar la tarea propuesta.
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Evaluacion: Durante la aplicacion de la secuencia, el profesor tendra que estar atento, en
todo momento, al estado del aprendizaje, y permanecer preparado para resolver las
dificultades que vayan observandose en los alumnos, tanto en el trabajo individual como

en el colectivo.

Investigacion: Antes de la puesta en marcha de la secuencia, se realizd un pilotaje de
prueba, lo que constituyd una fuente de reflexion y analisis en relacion con las variables
que intervienen en el proceso de instruccion. Este primer pilotaje se realizé con un grupo
de Calculo I de primer semestre de la Licenciatura en Matematicas, y permitio redisefiar
las actividades didacticas, asi como ajustar la organizacion de los diferentes elementos
observados durante el ejercicio.

3. Trayectoria Discente.

Al igual que en el caso de la trayectorias docente, como parte del analisis didactico del
que es objeto esta secuencia didactica, interesa identificar el sistema de
funciones/acciones que se espera desempefie el alumno, en relacién a la trayectoria

epistémica identificada. Es aqui donde la nocion de trayectoria discente se vuelve Util.

A continuacion se presenta una relacion de los estados potenciales o funciones discentes

que pueden ponerse en juego a lo largo de un proceso instruccional:

Al: Aceptacion del compromiso educativo, adopcion de una actitud positiva al estudio y

de cooperacion con los compafieros.

A2: Exploracion, indagacion, busqueda de conjeturas y modos de responder a las

cuestiones planteadas.

A3: Recuerdo, interpretacion y seguimiento de reglas (conceptos y proposiciones) y del

significado de los elementos linguisticos en cada situacion.

A4: Formulacion de soluciones a las situaciones o tareas propuestas, ya sea al profesor,

atoda la clase o en el seno de un grupo.
Ab5: Argumentacion y justificacion de conjeturas (al profesor o los compafieros).

A6: Recepciodn de informacion sobre modos de hacer, describir, nombrar, validar.
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AT7: Demanda de informacion: estados en los que los alumnos piden informacion al
profesor 0 a otros compafieros (por ejemplo, cuando no entienden el significado del

lenguaje utilizado o no recuerdan conocimientos previos necesarios).
A8: Ejercitacion: Realizacion de tareas rutinarias para dominar las técnicas especificas.

A9: Evaluacion: Estados en los cuales el alumno realiza pruebas de evaluacion

propuestas por el profesor, o de autoevaluacion.

Al igual que en el caso de la trayectoria docente, a continuacion se presenta la tabla
correspondiente a la trayectoria discente, en la cual las unidades naturales se refieren a
cada una de las situaciones que da inicio a una configuracion epistémica en la trayectoria
correspondiente, y que, con referencia a las funciones del estudiante, marcan el
comienzo de cada configuracion discente. De nuevo, cada unidad natural se relaciona
con una configuracion didactica particular (CD), determinada por la articulacion de las

respectivas trayectorias epistémica y discente.

Trayectoria Discente
Actividades 2-6

Unidad | Conf. Didactica Unidad Descripcion Estado
Natural Discente
1 CD1 1 Asume la tarea propuesta. Al: Aceptacion

Recibe la informacién sobre las | A6: Recepcién
reglas de interaccién con el
software.

2 Manipula el applet linealizador | A2: Exploracién
y activa la técnica de
acercamiento.

3 Relaciona al segmento | A3: Recuerdo
visualizado con la recta
tangente a la curva en el punto
de abscisa dada.

4 Identifica la semejanza entre los | A3: Exploracion
diferentes triangulos
rectangulos asociados al
segmento visualizado.
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5 Calcula el valor de la pendiente | A4: Formulacion
del segmento visualizado.
6 Construye la tabla a partir de | A4: Formulacion
los valores de las pendientes
obtenidos.
7 Solicita ayuda para interpretar | A7: Demanda de
la tabla que acaba de construir. | informacion
8 Construye la grafica de la | A4: Formulacion
funcion m, (X) a partir de la
tabla anterior.
CD2 9 Asume la tarea propuesta. Al: Aceptacion
10 Identifica la expresion analitica | A3: Recuerdo
que corresponde a la grafica
obtenida para la funcién
m, (X).
11 Recibe la indicacion de | A6: Recepcién
socializar su aprendizaje.
12 Discute su propuesta con sus | A5: Argumentacion
comparieros y la registra sobre
la hoja de trabajo con tinta de
color rojo.
CD3 13 Asume la tarea propuesta. Al: Aceptacion
14 Identifica la expresion analitica | A3: Exploracion
gue corresponde a la gréfica
obtenida para la funcién f.
15 Recibe la indicacion de | A6: Recepcion
socializar su aprendizaje.
16 Discute su propuesta con sus | A5: Argumentacion
comparieros y la registra sobre
la hoja de trabajo con tinta de
color negro.
CD4 17 Asume la tarea propuesta. Al: Aceptacion
18 Realiza una comparacién a | A3: Recuerdo
partir  del  comportamiento
gréficode fy m,(X).
19 Recibe la indicacion de explicar | A6: Recepcion
ampliamente lo que observa
como producto de la
comparacion realizada.
20 Justifica sus conjeturas. A5: Argumentacion
CD5 21 Asume la tarea propuesta. Al: Aceptacion
22 Recibe la explicacién sobre la | A6: Recepcion
relacién signo/comportamiento
a encontrar.
23 Establece relaciones entre el | A3: Exploracion

signo, el  comportamiento
creciente o decreciente y la
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posicién relativa de la curva
respecto al eje x, en funcién de
los intervalos respectivos.

24 Recibe la indicacién de explicar | A6: Recepcion
ampliamente lo observado.
25 Justifica sus conjeturas. A5: Argumentacion
6 CD6 26 Asume la tarea propuesta. Al: Aceptacion
27 Recibe la explicacion sobre la | A6: Recepcion
relacion  entre  expresiones
analiticas que se busca.
28 Realiza una comparacion entre | A3: Recuerdo
las expresiones analiticas de fy
m, (X).
29 Recibe la indicacion de explicar | A6: Recepcién
ampliamente lo que observa
como producto de la
comparacion realizada.
30 Justifica sus conjeturas. A5: Argumentacion
31 Participa de manera activa en el | Al: Aceptacion

proceso de evaluacion 'y
asignacion que realiza el
docente cuando, al final de la
actividad, se valoran los
significados logrados y se
realiza el proceso de
institucionalizacion.

Tabla 3. Trayectoria Discente

A continuacion se hace un breve analisis de las configuraciones discentes identificadas.

Configuracién discente 1:

La situacion que da inicio a esta configuracion discente pone en juego la habilidad de
manipulacion de la herramienta tecnoldgica, caracteristica de la generacion a la cual
pertenecen los jovenes estudiantes a quienes va dirigido este trabajo, promoviendo
principalmente la exploracion reflexiva del alumno en torno a la construccién de la tabla

y la gréfica de la funcion derivada.
Configuraciones discentes 2 y 3:

El estudiante recuerda, interpreta y argumenta con base en sus conocimientos previos

relacionados con graficas y expresiones analiticas de funciones.

Configuraciones discentes 4 y 6:
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En esta configuracion, el recuerdo, la interpretacion y la argumentacién son funciones

discentes que se orientan hacia la funcion m,(x), en el caso de la configuracion discente

4,y hacia la funcion f, en lo que respecta a la configuracion discente 6.
Configuracién discente 5:

Esta configuracion discente reclama que el estudiante redoble sus acciones de
exploracion reflexiva, pues se busca que sea capaz de identificar los elementos que
conforman los criterios de optimizacion; es decir, se trata de poner al alumno en

contacto con el criterio de la primera derivada para maximos y minimos.

La unidad discente 31 corresponde a la etapa de institucionalizacion que desarrolla el

profesor al final de cada una de las actividades didacticas de la secuencia.
4. ldentificacion de conflictos semidticos.

Para efectos de simplicidad en el analisis de los resultados, a partir de la trayectoria
discente teorica presentada en la Tabla No. 3, se localizaron las unidades discentes que
corresponden a las dificultades mas frecuentemente evidenciadas en las hojas de trabajo
de la muestra de cinco estudiantes. Los conflictos semioticos que se consideraron mas
relevantes se describen brevemente a continuacion, haciendo referencia a las unidades

discentes (Tabla 3) que los identifican, en orden decreciente de repeticion:

UD23: Esta unidad discente corresponde a la CE5 que propone establecer la relacion

entre el signo de m,(x)y el comportamiento creciente o decreciente de f. La situacion

asociada con esta configuracién epistémica tiene por objeto promover un primer
acercamiento a la teoria de maximos y minimos, y, aunque estrictamente no forma parte
del proceso de construcciéon de la funcion derivada, se considera que contribuye a
enriquecer el significado en torno a dicho objeto matematico. En general, se observo
que los estudiantes tuvieron dificultades para responder la pregunta ¢qué relacion

encuentras entre el signo de la funcion m,(x)y el comportamiento creciente o

decreciente de la funcién f ? A pesar de que en el Cuestionario | se incluy6 un reactivo
exploratorio en el que se pedia sefialar la porcién de la curva correspondiente a una

caracteristica dada de la funcion, para relacionar después dicha porcion de la curva con
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la region del dominio correspondiente, lo observado en las hojas de trabajo,
principalmente de las actividades 2 y 3, no respondi6 a los resultados satisfactorios que

arrojo el instrumento de diagnadstico.

UD20: La situacion que da inicio a la CE4 plantea realizar una comparacion entre las

graficas de las funciones fy m, (x). EI proposito especifico de la unidad discente 20, es

que los alumnos justifiqguen el resultado de su comparacion mediante argumentos

gréficos, y no analiticos, como sucedio6 en la mayoria de los casos.

UD10: En esta configuracion epistémica, CE2, la situacion planteada propone la

identificacion analitica de la funcién m,(x), construida desde de la grafica de f. En

concordancia con los resultados de mdaltiples trabajos de investigacion, en torno a las
dificultades observadas en la obtencion de expresiones analiticas a partir de gréaficas
(Artigue, 2000; Del Castillo, 2003, 2004, 2006) los estudiantes frecuentemente
mostraron problemas para interpretar el comportamiento grafico de la funcién en
términos de los parametros de la expresion analitica respectiva. En otras palabras, con
relativa frecuencia se observaron dificultades en el paso del lenguaje gréfico al analitico.
En virtud de que la UD10 identifica a una funcion discente que el alumno debe
socializar posteriormente en la UD12, participando en una discusién con sus

comparieros sobre la expresion analitica encontrada para m,(X), puede percibirse como

mas generalizada la dificultad observada.

UD14: La situacion que inicia la CE3 propone la identificacion de la expresion analitica
de la funcion f a partir de su gréafica, por lo que la funcién a realizar por el estudiante en
este punto también reclama el paso del lenguaje grafico al analitico. De nuevo, el que la
UD16 implique la interaccion con sus compafieros en torno a la identificacion analitica

realizada en la UD14, permite observar la persistencia del conflicto semi6tico asociado.

Por todo lo anterior, puede decirse que el pilotaje de prueba sirvié de base para
incorporar las modificaciones pertinentes, con objeto de incidir sobre los conflictos
semidticos potenciales, mientras que las respuestas a las hojas de trabajo permitieron

observar los conflictos semioticos que persistieron a la incorporacion de correcciones
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sugeridas por el pilotaje de prueba, y que pudieran explicar las dificultades y
limitaciones del aprendizaje logrado respecto al pretendido.
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ANEXO IV. INSTRUMENTO DE EVALUACION
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Cuestionario 2
(Instrumento de Evaluacién)

Nombre: Fecha:

1. ¢Por qué, si la derivada de la funcién f(x)=x* es f ’(x)=2x, cuando construimos las graficas
correspondientes la recta no resulta ser tangente a la parabola en ningln punto? Explica.

2. A continuacién encontraras las gréficas que corresponden a f y f.

| [

/

Sin realizar ningun trazo y explicando ampliamente tu respuesta en cada caso, contesta las
siguientes preguntas:

a) ¢Cuadl es la ecuacion de la recta que es tangente a la grafica de f  enel punto de
abscisa 1?

b) ¢Cual es la ecuacidn de la recta que es tangente a la gréafica de f , enel punto donde
ésta intersecta al eje de las ordenadas?
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ANEXO V. APPLETS DE JAVA CONFIGURADOS CON
DESCARTES
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ANEXO V. APPLETS DE JAVA CONFIGURADOS CON DESCARTES

El Applet Descartes es un programa realizado en lenguaje Java y, por su caracteristica de
ser configurable, ofrece la posibilidad de disefiar escenarios interactivos en forma de
pizarra electronica, denominados también applets, que pueden insertarse en las paginas
web. Estos applets ofrecen al usuario la posibilidad de una interaccion libre y dinamica
que permite explorar, detectar patrones de comportamiento y conjeturar sobre los
objetos representados y sus caracteristicas. Por todo esto, el conjunto de applets
constituye el recurso indispensable para la realizacion de la tarea matematica propuesta
por la secuencia didactica presentada en este trabajo.

En el sitio http://www.mat.uson.mx/eduardo/calculol/Secuencia Gaby/secuencia.htm

pueden encontrarse los vinculos a los ocho applets de Java utilizados, de manera que la
activacion de cualquiera de ellos hace posible la interaccidn con el applet Linealizador

correspondiente, desde cualquier computadora.

La técnica que posibilita la visualizacion dinamica de la linealidad local consta de dos
procedimientos basicos:

1. Para aplicar el zoom en torno a un punto dado de la gréfica de f, sefialar con el
botdn derecho del Mouse la region correspondiente a la cuadricula en que se
presenta la curva respectiva, arrastrando hacia arriba para acercar la imagen, o
hacia abajo para alejarla.

2. Para desplazar la gréfica en cualquier direccion, sefialar cualquier parte de la
cuadricula con el botén izquierdo del Mouse y arrastrarlo hasta ubicar la imagen
en la posicién deseada.

A continuacion, se incluye la imagen de la caratula correspondiente a cada uno de los
ocho applets.
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Actividad 1
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Actividad 2

Mieseics
ul

Determinacion visual de la inclinacion de una curva.

Comportamiento local y global.

Actividad 3

xi‘l

Funcién :|: 1

Restaurar

Instrucciones

Inicio

Determinacion visual de la inclinacién de una curva.

Comportamiento local y global.
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Actividad 4

Determinacion visual de la inclinacion de una curva.
Comportamiento local y global.

{:ﬂa.'f; (€S 5 . ﬂl

UK ]
Funcién :’, 1

Restaurar

Instrucciones

Inicio

Enlaces

Actividad 5

Determinacion visual de la inclinacion de una curva.
Comportamiento local y global.

hl'-r; =3
maz.u'...‘ R

\\/ Restaurar

Instrucciones

Inicio
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Actividad 6

Actividad 7

-4

-2

=2
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ANEXO VI. HOJAS DE TRABAJO
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HOJA DE TRABAJO

Actividad 1

Alumno: Tiempo estimado: 50 min

162

¢ Qué entiendes por recta tangente?

Abre el archivo rectatangentel.htm

El applet te muestra la grafica de una circunferencia de color azul. Sin tocar los controles, ¢puedes determinar con precision el
valor del radio? Explica ampliamente.

Activa el applet, arrastrando el punto rojo sobre la circunferencia, hasta ubicarlo en (1,1). Para asegurarte de que la abscisa del
punto sea 1, cuida que el control x indique exactamente 1. Aplica la técnica de acercamiento alrededor del punto, utilizando el
boton derecho del Mouse con arrastre hacia arriba (si arrastras hacia abajo, la imagen se alejara). El boton izquierdo sirve para
centrar la imagen. Repite esta operacion hasta que veas el arco de la circunferencia alrededor del punto (1,1) como si fuera un
segmento de recta. ¢Cudl es la pendiente del segmento visualizado? Explica.

Asigna al control m del applet la pendiente encontrada, tecleando el valor en el recuadro y después pulsando Enter, o utilizando
las flechitas. Ahora, con la flechita azul asigna el valor 1 al control Recta, para observar la gréafica de la recta que pasa por el punto
y tiene la pendiente dada.


../Materiales%20Secuencia%20Didáctica/circunferencia2.htm

10.

11.

12.

Con el botén Restaurar, regresa al tamafio original de la pantalla y explica lo que observas.

Pulsa el botdn Inicio y repite los pasos 4 a 6 para acercarte al punto (-1,1), luego al punto (-1,-1) y, finalmente, al punto (1,-1).
No olvides restablecer las condiciones iniciales cada vez que vayas a analizar un punto nuevo

¢Consideras que la definicion de recta tangente que diste al inicio se confirma con este ejercicio de visualizacion? Explica
ampliamente.

Ahora, abre el archivo rectatangente2.htm

El applet te muestra la gréafica de una parabola de color azul. Con el valor del control Paso en 1, y el control x en 0, para indicar
la abscisa del punto de la curva sobre el cual interesa trabajar, aplica la técnica de acercamiento y sigue las instrucciones del punto
5, para observar la grafica de la recta que pasa por el punto y tiene la pendiente dada.

Con el botdn Restaurar, regresa al tamafio original de la pantalla y explica lo que observas.

Pulsa el boton Inicio vy repite los pasos 9 y 10, asignando al control x sucesivamente los valores 1,2, 3 y 4. No olvides restablecer
las condiciones iniciales cada vez que vayas a analizar un punto nuevo.

163


../Materiales%20Secuencia%20Didáctica/parabola.htm

13. ¢ Consideras que la definicion de recta tangente que diste al inicio se confirma? Justifica tu respuesta.

14. Pulsa el control Inicio para restablecer las condiciones iniciales del applet. Con el valor del control Paso en 2, asigna al control x
los valores -4, -3, -2, 1 y 0, y aplica a la curva la técnica de acercamiento y trazo ya conocida. Explica lo que observas.

15. ¢ Consideras que la definicion de recta tangente que diste al inicio se confirma? Justifica tu respuesta.

16. Si tu definicion de recta tangente no se confirmd en alguna parte del ejercicio, ¢podrias dar una nueva? Justifica tu respuesta.

17. Comenta con tus compaiieros las conclusiones a las que hayas llegado.
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HOJA DE TRABAJO

Actividad 2
Alumno:

Tiempo estimado:50 min

1. Abre el archivo inclinacurva2.htm

2. Con la ayuda del applet y aplicando la técnica de acercamiento aprendida, completa la tabla correspondiente a cada uno de los
problemas que siguen. En cada caso, utiliza la cuadricula de referencia que te ofrece el software, para determinar la pendiente del
segmento visualizado para cada valor dado de x, (my), en el punto respectivo. Recuerda dar Enter después de asignar al control x el
valor deseado. El control Funcion te lleva a una grafica especifica, Restaurar restablece las condiciones iniciales de esa grafica y
el boton Inicio restablece las condiciones iniciales del applet. Registra tus resultados.

X my(x) 4 X my(X) t
-3 -2

-1 -112

0 0
312 312

2 2

v

X My(X)

v
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3. Una vez llenas las tres tablas, grafica los puntos que corresponden a las parejas ordenadas de cada tabla, en el mismo plano
cartesiano en que aparece la gréfica de f. Uniendo los puntos encontrados con tinta de color rojo, obtendras la grafica de una
funcién que, por asociar a cada valor dado de x la pendiente del segmento visualizado que coincide con la pendiente de la recta

tangente en el punto correspondiente, en lo sucesivo serd denotada por m,(x), para indicar analiticamente que esa pendiente
(my) depende de la abscisa x del punto analizado.

4. Para cada uno de los problemas propuestos, a partir de la informacién tabular y/o gréafica obtenida, identifica la formula o
expresion analitica que corresponde a la funcion m, (x). Discutelo con tus compafieros y argumenta tu propuesta. Registra junto a
cada curva, con tinta de color rojo, la expresién analitica encontrada en cada caso.

5. ¢Podrias determinar la expresion analitica de f en cada caso? Discutelo con tus comparieros y argumenta tu propuesta. Registra
junto a cada curva, con tinta de color negro, la expresion analitica encontrada en cada caso.

6. ¢Crees que era necesario utilizar el applet para construir m, (x) ? Justifica tu respuesta.

7. Si para cada caso comparas las gréficas de f y m,(X), ¢qué puedes concluir? Explica ampliamente.
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8. ¢Que relacion encuentras entre el signo de la funcion m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcion f?

9. ¢Qué relacion encuentras entre la expresion analiticade f(x) y la que obtuviste para m, (x) en cada caso?

10. A partir de la nocién de recta tangente construida en la Actividad 1, ;qué puedes decir de la recta tangente en un punto dado a
cada una de las gréaficas de esta actividad? Explica ampliamente.
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HOJA DE TRABAJO
Actividad 3

Alumno: Tiempo estimado: 50 min

1. Abre el archivo inclinacurva3.htm

2. Con la ayuda del applet y aplicando la técnica de acercamiento aprendida, completa la tabla correspondiente a cada uno de los
problemas que siguen. En cada caso, utiliza la cuadricula de referencia que te ofrece el software, para determinar la pendiente del

segmento visualizado, (m;) que, como ya sabes, corresponde a la pendiente de la recta tangente a la gréafica de f en cada punto de
abscisa X. Registra tus resultados.

A

X my(x) 1
t
112 5 X M{x) :
-172 .
0
1/2
] 1{2
2 2

v
A 4
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X My(x)
5/2
3
712
4
5
X My(X)
-4
-5/2
-1
1/2
2

v

X My(X)
-1/2
0
1/2
1
2
X my(X)
0
1/2
1
3/2
2

v

v
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3. Una vez llenas las seis tablas, grafica los puntos que corresponden a las parejas ordenadas de cada tabla, en el mismo plano
cartesiano en que aparece la grafica de f. Uniendo con tinta de color rojo los puntos encontrados, construye la grafica de m, (x).

4. Para cada uno de los problemas propuestos, a partir de la informacién tabular y/o grafica obtenida, identifica la férmula o
expresion analitica que corresponde a la funcion m, (x). Discltelo con tus compafieros y argumenta tu propuesta. Registra junto a

cada curva, con tinta de color rojo, la expresion analitica encontrada en cada caso.

5. ¢Podrias determinar la expresion analitica de f en cada caso? Discutelo con tus comparieros y argumenta tu propuesta. Registra
junto a cada curva, con tinta de color negro, la expresion analitica encontrada en cada caso.

6. Si para cada caso comparas las graficas de f y m,(x), ¢qué puedes concluir? Explica ampliamente.

7. ¢Qué relacion encuentras entre la concavidad de la parabola y la grafica de m,(x), en cada caso?

8. ¢Que relacion encuentras entre el signo de la funcion m,(x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcion f?
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9. ¢Queé relacion encuentras entre la expresion analiticade f(x) y la que obtuviste para m, (X) en cada caso?

10. Considera los resultados que obtuviste para f y para m,(x)en los casos 1 y 2. Compara las respectivas graficas de f y luego las
correspondientes graficas de m, (x). Anota tus observaciones.

11. Considera los resultados que obtuviste para f y para m,(x)en los casos 1 y 3. Compara las respectivas graficas de f y luego las
correspondientes gréaficas de m, (x). Anota tus observaciones.
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HOJA DE TRABAJO
Actividad 4
Alumno: Tiempo estimado: 30 min

1. Abre el archivo inclinacurva4.htm

2. Con la ayuda del applet Linealizador y aplicando la técnica aprendida, completa la tabla correspondiente a cada uno de los
problemas que siguen. En cada caso, utiliza la cuadricula de referencia que te ofrece el software, para determinar la pendiente de la
recta tangente para cada punto de abscisa x. Registra tus resultados.

X My(X) X My(X)
-2 -1
-1 -1/2
0 0
1 1/2
2 1
A
A
2
-2 ] 2 J >

]
N
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Una vez llenas las dos tablas, grafica los puntos que corresponden a las parejas ordenadas de cada tabla, en el mismo plano
cartesiano en que aparece la grafica de f. Uniendo con tinta de color rojo los puntos encontrados, construye la grafica de m, (x) .

Para cada uno de los problemas propuestos, a partir de la informacion tabular y/o grafica obtenidas, identifica la formula o
expresion analitica que corresponde a la funcion m, (x) . Discutelo con tus compafieros y argumenta tu propuesta. Registra junto a

cada curva, con tinta de color rojo, la expresion analitica encontrada en cada caso.

¢ Cudl es el grado del polinomio correspondiente a f en cada caso? Justifica tu respuesta.

Pulsa el vinculo Enlaces que aparece en la parte inferior del applet, para que se abra un nuevo applet que te permitira confirmar la
respuesta anterior; es decir, si en el nuevo applet pulsas el boton Identificar, se te mostrara la expresion analitica correspondiente a
la funcién f en cada caso. Registra junto a cada curva, con tinta de color negro, la expresién analitica respectiva.

Si para cada caso comparas las graficas de f y m,(x), ¢qué puedes concluir? Explica ampliamente.

¢ Qué relacion encuentras entre el signo de la funcion m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcion f?

¢Qué relacion encuentras entre la expresion analitica de f (x) y la que obtuviste para m, (x) en cada caso?
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HOJA DE TRABAJO

Actividad 5

Alumno: Tiempo estimado: 50 min

1. Abre el archivo inclinacurvas.htm

2. Con la ayuda del applet Linealizador y aplicando la técnica aprendida, completa la tabla correspondiente a cada uno de los
problemas que siguen. En cada caso, utiliza la cuadricula de referencia que te ofrece el software, para determinar la pendiente de la
recta tangente para cada punto de abscisa x. Registra tus resultados.

X me(X) X my(x)
0 0
/2 A
/2 A L
T T
312 3n/2
2n 2n
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X mi(x) A

X mt(X) 1/3

0 4 172 :

/4 1

/2 3/2

3n/4 2
T
Sm/4 /
g - 2

3. Una vez llenas las cuatro tablas, grafica los puntos que corresponden a las parejas ordenadas de cada tabla, en el mismo plano
cartesiano en que aparece la grafica de f. Uniendo con tinta de color rojo los puntos encontrados, construye la grafica de m, (x).

4. Para cada uno de los problemas propuestos, a partir de la informacién tabular y/o gréfica obtenida, identifica la férmula o
expresion analitica que corresponde a la funcion m, (x). Discutelo con tus compafieros y argumenta tu propuesta. Registra junto a
cada curva, con tinta de color rojo, la expresion analitica encontrada en cada caso.

5. ¢Podrias determinar la expresion analitica de f en cada caso? Discutelo con tus comparieros y argumenta tu propuesta. Registra

junto a cada curva, con tinta de color negro, la expresién analitica encontrada en cada caso.
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6. Si para cada caso comparas las graficas de f y m,(X), ¢qué puedes concluir? Explica ampliamente.

7. ¢Qué relacion encuentras entre el signo de la funcion m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcion f?

8. ¢Qué relacion encuentras entre la expresion analitica de f (x) y la que obtuviste para m, (x) en cada caso?

176



HOJA DE TRABAJO
Actividad 6

Alumno: Tiempo estimado: 30 min

1. Abre el archivo inclinacurva6.htm

2. Con la ayuda del applet Linealizador y aplicando la técnica aprendida, completa la tabla correspondiente a la grafica de la funcién f
que se te da a continuacion. Utiliza la cuadricula de referencia que te ofrece el software, para determinar la pendiente de la recta

tangente para cada punto de abscisa x. Registra tus resultados.
A

>

my(X)

1
N

[
-

N[O

//u

3. ¢Tuviste alguna dificultad para leer la pendiente de la recta tangente correspondiente a cada abscisa? Si asi fue, ¢en qué consistio la
dificultad? Explica ampliamente.

[
>

4. Una vez llena la tabla con los valores estimados de las pendientes, grafica los puntos que corresponden a las parejas ordenadas de
cada tabla, en el mismo plano cartesiano en que aparece la grafica de f. Uniendo con tinta de color rojo los puntos encontrados,
construye la grafica de m, (x) .
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5. A partir de la informacion tabular y/o grafica obtenida, identifica la formula o expresion analitica que corresponde a la funcion
m, (x) . Discatelo con tus compafieros y argumenta tu propuesta. Registra junto a la curva, con tinta de color rojo, la expresion

analitica encontrada.

6. ¢Podrias determinar la expresion analitica de f? Discdtelo con tus compafieros y argumenta tu propuesta. Registra junto a la curva,
con tinta de color negro, la expresion analitica respectiva.

7. Sicomparas las graficas de f y m,(x), ¢qué puedes concluir? Explica ampliamente.

8. ¢Qué relacion encuentras entre el signo de la funcion m, (x) y el comportamiento creciente o decreciente de la funcion f?

9. ¢Qué relacion encuentras entre la expresion analiticade f(x) y la que obtuviste para m, (x)?
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HOJA DE TRABAJO
Actividad 7

Alumno: Tiempo estimado: 45 min

1. Abre el archivo inclinacurva7.htm

2. Con los controles Funcién y x en valor 1, aplica la técnica de acercamiento al punto correspondiente. ¢Queé es lo que observas?
¢Cual es la pendiente de la recta tangente en el punto (1, f(1))? Explica ampliamente.

3. Con el control Funcién en valor 2 y el control x en valor 1, aplica la técnica de acercamiento al punto correspondiente. Ahora
asigna al control x el valor -1, y aplica de nuevo el zoom. ;Qué es lo que observas? ;Cual es el valor de la pendiente de la recta
tangente en el punto (1, f(1))? ¢Cuél es la pendiente de la recta tangente en el punto (-1, f(-1))? Explica ampliamente.

4. Con el control Funcion en valor 3 y el control x en valor 0, aplica la técnica de acercamiento al punto correspondiente. ;Qué es lo
gue observas? ¢Cual es la pendiente de la recta tangente en el punto (0, f(0))? Explica ampliamente.
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5. ¢Qué diferencias encuentras entre los resultados de esta actividad y los de las actividades 2 a 6? Explica ampliamente.

6. Escribe tus conclusiones con respecto a lo observado en esta actividad.

180



ANEXO VII. LARECTA TANGENTE

181



ANEXO VII. LARECTA TANGENTE.

En este anexo se presenta la parte del trabajo de Bivens que, desde la perspectiva de la
actividad matematica propuesta por la secuencia didactica que nos ocupa, se considera
consistente con la idea de identificar a la pendiente del segmento visualizado con la de la
recta tangente y, finalmente, segin Bivens, dada la visualizacion de la recta que mejor
aproxima a la curva en las cercanias de un punto dado, identificar a su pendiente como

la derivada en dicho punto.

Definicion. Una recta L que pasa por P =(a, f(a))sera llamada la recta tangente a la

grafica de fen P, si L es la mejor aproximacion lineal de f cerca de P. Mé&s precisamente,
una recta L = L(X) que pasa por P es una recta tangente a la grafica de f en P, si para

cualquier otra recta K = K(x) que pasa por P, existe ¢ > 0 tal que

F)-LO|<[f)-KX)| Vxe(@-6 a+d)

Ejemplo: Probar, a partir de la definicion anterior, que el eje x es tangente a la grafica de

y = x”en el origen.

-2 2

L
\

Figura 1

\4

e X
~+

Sea K(x)=mx (m>0). Localicemos & > Otal que 5° =md —o52, es decir, & = r;

. m mx
Si 0<x<5=5, :>x2<7 = 2x% <mx = x? <mx—x?, de donde
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‘xz —O‘S‘xz—K(x)‘ si 0<x<6

Evidentemente esto también se cumple para -6 < x<0

El caso K(x)=mx con m < 0 es completamente analogo.

Por tanto, L(x) = 0 es la recta tangente a la grafica de y = x?en el origen.

Teorema. La grafica de una funcion y= f(x) tiene una recta tangente L en

P=(a, f(a))siysolosi f'(a)existey esigual a la pendiente de L.

Demostracion. (=)

Supongamos que la recta L(x) = f(a)+m(x—a) es tangente a la grafica en (a, f(a)).

Tenemos que probar que

m=|imM.
X—a X—a

Dado ¢ >0,sean L,(x)=f(@)+(m+¢&)(x—a) y L,(x)=f@)+(m-¢)(x—a).

Por nuestra definicion de recta tangente, existe 5 > 0 tal que

FO)-LM)=[F-LMX)| y [fR)-LX)<[f()-LX)| Vxe(a-6, a+d).

Si a<x<a+d, entonces L,(x)<L(X)<L,(x) y por definicion, se cumplira que
L,(x) < F(x) < L,(x).

Desarrollando, se tiene que

L,(x)— f(a) < f(x)— f(a) <L, (x)— f(a), es decir

(m—-¢g)(x—a) < f(x)— f(a)<(m+e&)(x—a). Dividiendo entre x—a >0, tenemos

_f0-f@
X—a

m-g <m+¢ , de donde
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m<eg SIi a<x<a+d.

fO)-f(a) _

X—a

Esta desigualdad también se cumple para a— &8 < x<a Yy por lo tanto f'(a)existe y es

igual a m.

Los planteamientos de Riestra, por otro lado, se enfocan hacia la idea de que no basta
afirmar que la recta tangente es la que se parece cada vez mas a la curva al acercarse a

un punto, digamos, de abscisa a, pues las rectas T(x) y L(x) de la Figura 2 cumplirian

tal condicion.

y = L(z)

|5
-
4

ofF=--—-—-———

v
)

-
[
o

Figura 2

Es decir, en general, el pedir que T(x)— f(x) - Ocuando x — a equivale a pedir que
las graficas (consideradas continuas) de f(x)y T(x) coincidan en el punto (a, f (a)),
lo que no es suficiente para asegurar la tangencia, ya que cualquier recta no vertical que
pase por el punto cumplira tal condicion.

Para determinar el parecido que existe entre la recta tangente T(x)y la curva f(x) en

torno al punto de tangencia, Riestra hace uso del tipo de contacto que garantiza que, a
medida que aumenta el grado de acercamiento alrededor del punto dado, la curva y su
recta tangente tiendan a confundirse. Consideremos la Figura 3 que presenta cuatro

acercamientos sucesivos de la grafica de f(x) = x* alrededor del punto de tangencia, el

origen, donde la tangente, como se vio con Bivens, es el eje x.
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. i (b) _ _ y
-1 0 1 001 0 0.01
(a) (d)

Figura 3

En términos del error E(x) definido como la diferencia de ordenadas entre T(X)y
f(x), puede observarse que el angulo que forma OQ con la horizontal, es decir el

angulo que forma la recta secante con la recta tangente, va cerrandose tanto como se

quiera a medida que Q se acerca arbitrariamente a O. Entonces, la tangente de dicho

f(x) ()

angulo 7—>O de donde —>0cuando X —a. Asi, el error absoluto E(x)no

solo se acerca arbitrariamente a cero, sino que lo hace arbitrariamente mas rapido que el
acercamiento de x a a, dado que la proporcion de ese error con respecto a la diferencia
X —atodavia tiende a cero. EI comportamiento descrito caracteriza lo que Riestra
denomina contacto de primer orden, lo que traduce la evidencia geométrica de que la

curva y su recta tangente se confunden en las cercanias del punto de tangencia, a la

E(x)

X—a

afirmacion analitica de que el limite del error relativo es igual a cero. De acuerdo

con lo anterior, se deduce lo siguiente:

Llamemos « al angulo que forman la recta secante y la recta tangente en el esquema de

la Figura 3. Entonces
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()

tana = — 0 cuando x —a, por lo que ( ) —>Ocuando X —a, lo que implica

que lim ™ EO) _jjim TOO=T0) _

x»>aX—g xoa X—a

Sustituyendo a T(x) = f (a) + m(x—a), tenemos que

X—a X — a X—a X — a X—a

lim (&) M(x=2) = T () =Iim{—w}+lim m=—f'(@Q)+m=0=m= f'(a)

De lo anterior se desprende que T(x)= f(a)+ f'(a)(x—a)es la recta que guarda
contacto de primer orden con la grafica de f (x) en el punto de abscisa a. Esta condicion
si garantiza que la recta tangente sea la mejor aproximacion lineal de f en las cercanias

del punto de tangencia.
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