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Capitulo 1

Introduccion

Las plagas constituyen uno de los principales problemas en la produccién
agricola ya que, al infectar los sembradios, pueden causar una reduccion
significativa en el beneficio econémico que se obtiene de la cosecha. Por
ejemplo, se puede reducir la cantidad de cosecha que se vende, la calidad del
producto decrece, o se incrementan los costos de producciéon. Por lo anterior,
resulta crucial tomar decisiones que permitan mantener moderadas a las
plagas. Més aiin, se buscan soluciones eficientes a problemas muy concretos
al momento de aplicar un control de plagas, como por ejemplo, ;Cuando
hacerlo? Aqui la Biomatematica toma un papel protagénico para el desarrollo
de herramientas que permitan el entendimiento de los mecanismos complejos
relacionados con las plagas.

Existen diferentes tipos de cultivos y frutos que se ven atacados por di-
versas plagas. En especifico, en esta tesis, la atencién se centra en el cultivo
del nogal pecanero. El nogal pecanero |Carya Illinoinensis (Wangenh.) K.
Koch| es un cultivo oriundo del sureste de los Estados Unidos de América
y el norte de México (Torres-Delgado et al.l 2018). En el ano 2016, México
tuvo una superficie sembrada de nogal de 114,464 ha y una superficie cose-
chada de 83,513 ha. En ese anio México alcanz6 un volumen de produccion
de 141,818 ton y un valor de produccién de 9,786.3 millones de pesos. En
Meéxico, el principal estado productor de nuez es Chihuahua con el 65 % del
volumen nacional, lo sigue Sonora (13 %), Coahuila (10 %), Durango (6 %)
y Nuevo Leon (2%). En particular, el cultivo de nogal en el Estado de So-
nora ha tenido un incremento en la superficie cultivada, de la cual el 99 %
se encuentra ubicada en la regién de Hermosillo, Valle del Yaqui, Sierra de
Sonora, Caborca y Magdalena. En el 2016, el Estado de Sonora alcanzé un
volumen de produccién anual de nogal de 18,000 ton, un valor de produccién
de 1,260 millones de pesos y una generacién de 483,000 jornales al afio. Para
mayores detalles véase Fu Castillo et al. (2019).

Una de las principales plagas del nogal pecanero es el gusano barrenador
de la nuez (Acrobasis nuzvorella Neunzing). El gusano barrenador de la nuez
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2 INTRODUCCION

(GBN), nativo del sureste de Estados Unidos y norte de México, es monofa-
go y causa dano directo a la nuez. El GBN tiene cuatro fases o estadios de
crecimiento (huevo, larva, pupa y palomilla) y completa de dos hasta cuatro
generaciones al ano. La generacion invernante del GBN duerme en forma de
larva dentro de un capullo, ubicado en la base de las yemas del 4rbol en dor-
mancia. De mediados a fines de marzo, la larva invernante sale de su capullo
(debido a la brotacion del nogal) y se alimenta de las yemas del arbol para
después barrenar los brotes. A mediados de abril, las larvas pupan en los tu-
neles de los brotes o en hendiduras de la corteza. Posteriormente, de finales
de abril a principios de mayo, emergen las palomillas de la primera genera-
cion. Estas palomillas (adultos) se aparean de noche y ovipositan sobre las
nuececillas del nogal. Generalmente, estos huevos se ovipositan poco después
de la polinizacién del nogal. Luego, los huevos eclosionan en larvas. Dichas
larvas se arrastran hacia las yemas secundarias (ubicadas en la base de las
hojas del nogal) para alimentarse y posteriormente barrenar la nuececilla.
Después, las larvas pupan dentro de la nuececilla. Durante junio, los adultos
de la segunda generacién emergen y ovipositan para comenzar nuevamente
el ciclo. A finales de julio, se presenta una tercera generacién. En agosto, las
larvas de esta tercera generacién ya no penetran la nuez debido al endure-
cimiento de la cascara y s6lo se alimenta del ruezno. En septiembre, puede
aparecer otra generacion cuyas larvas (junto con las larvas de la generacion
anterior) no se alimentan sino que migran a las yemas para construir sus
capullos (hibernaculum) y pasar el invierno. Esta es la generacion llamada
invernante que tendra actividad el siguiente ano. Para méas informacion sobre
el GBN véase Knutson y Ree| (2005) e Higuera-Acuna (2013).

En México, el GBN llega a causar pérdidas superiores al 40 % de los
racimos en huertas donde el control efectuado es deficiente o nulo (Torres-
Delgado et all |2018]). Por ejemplo, durante el periodo 2002 al 2005, se estimo
que esta plaga afecté a mas del 30 % de la produccion del cultivo de nogal
pecanero en la Costa de Hermosillo, Sonora, debido al desconocimiento de la
biologia del insecto y control quimico deficiente, que represent6 pérdidas de
317 a 705 kg de nuez/ha. Para mayores detalles véase|Fu Castillo et al.|(2019).
Cabe mencionar que el CESAVE es un organismo de productores agricolas,
auxiliar de la Secretaria de Agricultura y Desarrollo Rural, encargado de
desarrollar acciones de orden fitosanitario y de inocuidad de alimentos.
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4 INTRODUCCION

En la literatura existen varios estudios que ayudan a comprender los
hébitos, el ciclo de vida y las necesidades del GBN; asi como las diferen-
tes estrategias de control efectuadas sobre esta plaga. En la Figura se
muestran algunos articulos cientificos encontrados en torno al GBN, orga-
nizados en un diagrama, ad hoc para tratar el enfoque y la cronologia de la
investigacion. Notese que en este diagrama los trabajos fueron clasificados
en dos grupos generales; en el primer grupo se tienen los estudios realiza-
dos solamente en el contexto biologico del GBN, mientras que en el otro se
congsideran las investigaciones con caracter matematico para el control del
GBN.

El enfoque biologico, como se muestra en la Figura [1.1] estd constitui-
do por tres clases de estudio: biologicos por etapas del GBN, la relacion
feromona-GBN y péarasitos del GBN. En la primera clase, se estudian las
caracteristicas anatomicas del GBN; asi como sus diferentes etapas que com-
prenden huevo, gusano, pupa y palomilla. Por ejemplo, Bilsing (1927) hace
un estudio exhaustivo de las etapas del GBN;|Aguirre et al. (1995) estudian
el comportamiento de oviposicion del GBN; [Corella-Madueno et al.| (2012)
replican el ciclo del GBN en condiciones de laboratorio. Por otro lado, en
la segunda clase del enfoque biolégico, las investigaciones se centraron en la
relacion del GBN con las feromonas para su captura. Por ejemplo, [Millar,
et al. (1996) exponen que tener una feromona para la captura del adulto del
GBN es esencial para poder tomar decisiones con un método sistematico y
més sencillo; Harris et al.| (2008) estudian la relacion entre el GBN y nuevas
feromonas; mientras que Hartfield| (2009) investiga la efectividad de algunas
feromonas para capturar al GBN en etapa adulta. Ademas, menciona que
el GBN es mas susceptible a pesticidas cuando se encuentra en su etapa de
larva y estd alimentandose fuera de la nuez; por lo tanto, el control se podria
aplicar en ese momento. Por dltimo, en la tercera clase del enfoque biol6-
gico, se encuentran las investigaciones del GBN enfocadas en estudiar sus
parasitos. Recientemente, Torres-Delgado et al.| (2018)) investigan los tipos
de parasitoides que pueden atacar al GBN en su etapa de huevo, larva y
pupa.

Por otra parte, el enfoque mateméatico para control del GBN (mostrado en
la Figura estd constituido por tres clases que enfatizan la cronologia de
las investigaciones: Variables ambientales, trampas con feromonas y control
biolégico. En la primera clase, se catalogan dos modelos estadisticos con base
en la temperatura. Ring y Harris| (1983) proponen el modelo Texas, el cual
predice varios eventos en la vida del GBN usando unidades-calor acumuladas
para aplicar el control; |Sparks| (1995) propone el modelo Sparks, el cual
predice la primera entrada del GBN en la nuez, utilizando unidades-calor



y unidades-frio. Por otro lado en la segunda clase del enfoque matemaético
para el control del GBN, las investigaciones se centraron en el control del
gusano con ayuda de trampas con feromonas; técnica de captura que se
sigue utilizando en la actualidad para el muestreo del GBN. Por ejemplo,
Grantham et al. (2002) proponen evaluar los modelos Texas y Sparks con
base en datos de capturas de trampas con feromonas; [Knutson y Muegge
(2010) desarrollan un modelo con base en horas-calor y capturas de adultos
para predecir su aparicién y posteriormente tratar de conocer el momento
cuando la larva entra a la nuez. Por tltimo, no hay aportes sobre modelos
matematicos que tomen en cuenta el control con un enfoque de ecuaciones
diferenciales.

Esta tesis se enfoca en el problema del control de la plaga del GBN por
medio de plaguicidas. En particular, se encamina al problema de determinar
el momento de aplicacién del plaguicida para asegurar un contacto 6ptimo
entre el insecticida y la plaga, para disminuir la pérdida en la cosecha de
la nuez pecanera a causa del GBN. El objetivo de esta tesis es estimar el
tiempo de la aplicacién del control con el fin de que la cantidad de larvas
que ingresan a la nuez sea la menor posible. Para lograr este objetivo, se
modelard la dindmica poblacional del GBN y se usaran condiciones iniciales
que permitan obtener comportamientos poblacionales especificos para datos
bajo estudio. Para modelar la dindmica poblacional del GBN se propone
un modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias estructurado por edades
que considera el ciclo vital del GBN y el efecto del plaguicida. Por otro
lado, se propone obtener condiciones iniciales para este modelo a partir de
estimaciones obtenidas con base en un modelo estadistico y datos reales de
capturas de adultos (palomillas) del GBN, que proporcionan las trampas con
feromonas. Luego, se estima el tiempo o6ptimo de aplicacién del insecticida
a través de la minimizacién de una funcién objetivo, la cual fue construida
con base en la cantidad de larvas que barrenan e ingresan a la nuez durante
el periodo de estudio.

FEsta tesis se encuentra organizada como se presenta a continuacién. FEn
el Capitulo 2 se propone el modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias, es-
tructurado por edades, y su andalisis matemético. En el Capitulo 3 se describe
la propuesta metodologica para estimar el momento de aplicacién del plagui-
cida para el control del GBN. En esta propuesta de metodologia se considera
el ciclo vital del GBN, el efecto del plaguicida, las condiciones iniciales del
modelo propuesto y el dafio causado por la plaga; asi como diferentes escena-
rios que seran empleados para valorar la sensibilidad de la estimaciéon. Luego,
en el Capitulo 4 se presentan los resultados de esta investigacién, obtenidos
a partir de explorar diferentes valores de parametros asociados al ciclo vital



6 INTRODUCCION

del GBN (que producen extinciéon y coexistencia), varios escenarios de con-
trol asociados al dia de la aplicacion del insecticida y distintas condiciones
iniciales estimadas para el modelo. Por dltimo, en el Capitulo 5 se discuten
los resultados obtenidos y se plantean areas de oportunidad para trabajos
futuros.



Capitulo 2

Modelacion de la dinAmica poblacional del
GBN

La plaga del GBN ha sido estudiada como se mencion6 anteriormente
por el impacto econémico que tiene directamente con la cosecha. Una de las
formas de poder atacar el problema es a través de modelos mateméticos que
logren representar, mediante conceptos matemaéticos, alguna problematica de
lo que sucede en la practica o realidad. Dicho lo anterior, en este capitulo se
plantea un modelo matematico que describe la dindmica del GBN para el cual
se detallan las etapas de su ciclo de vida. Una vez planteado el modelo, para
su fundamentaciéon matemaética, se procede a hacer el analisis cualitativo del
sistema. Los resultados que se demuestran en este apartado versan sobre la
regién positivamente invariante que se propone, puntos de equilibrio asf como
su estabilidad. Por ultimo, para ejemplificar la dindmica de las poblaciones
y verificar los resultados, se hacen simulaciones del modelo.

2.1. Modelo mateméatico

Anteriormente, se mencioné la importancia de la Biomatemaética para el
desarrollo de herramientas que nos permitan entender los mecanismos de las
plagas. Una de ellas es utilizar modelos mateméticos para tratar de explicar
un fenémeno natural, tales como la dinamica de las plagas. Es por lo anterior
que se presenta un modelo matemético basado en ecuaciones diferenciales
ordinarias con compartimentos el cual estd dividido por las etapas del ciclo
de vida del GBN. El GBN sufre metamorfosis completa, es decir, que existen
cuatro perfodos en su desarrollo: Huevo, larva, pupa y adulto. Es importante
aclarar que el control que se aplica para erradicar a la plaga solamente la
elimina cuando el GBN est4 en el periodo de larva. Inclusive, una vez que
la larva barrena la nuez y se encuentra en su interior dicho control ya no es
efectivo. Por esta razén, la etapa de larva se divide en dos clases; una cuando
la larva se encuentra afuera de la nuez y la otra cuando ya esta adentro. Asi,

7



8 MODELACION DE LA DINAMICA POBLACIONAL DEL GBN

las variables del modelo se denotan como E(t) para los huevos, Lo(t) las
larvas afuera, Lj(t) larvas adentro, P(t) pupas y A(t) adultos o palomillas.
De esta forma se procede a explicar como se desarrollan las diferentes clases
del modelo.

De manera instintiva los adultos son capaces de detectar la mejor zona
para ovipositar (Aguirre et al., [1995), esto con el fin de asegurarse que las
larvas podran desarrollarse sin problemas; es decir, si existen demasiados
huevos en los lugares de oviposicién las hembras depositaran menos huevos
por unidad de tiempo. Asi, la poblacion de huevos se regula dependiendo
de la tasa de oviposicién denotado por el parametro b y la proporciéon dada
por la cantidad de huevos entre su capacidad de carga que se denota por
kg. Después, la cantidad de huevos disminuye debido a que los huevos pasan
a la clase de larvas y por otro lado existen huevos que no se desarrollan
por completo. Se denotan estos parametros como sg y pg. Por lo tanto, la
dindmica de los huevos queda expresada de la siguiente manera:

E:b<1—E>A—(sE+uE)E. (2.1)
kg

Anteriormente, se sefial6 la importancia de dividir en dos clases la etapa
de larvas. Asi, para la poblacion de larvas afuera de la nuez, se tiene que
esta crece debido al cambio de clase de los huevos, mientras que hay un
decaimiento debido a que algunas larvas afuera de la nuez cambiaran de
clase y otras moriran. Por lo anterior, denotamos las tasas de cambio y de
muerte de esta poblacién como sr, y pir,, respectivamente. De acuerdo a
Hartfield (2009), en esta etapa el GBN esté expuesto para que el control sea
efectivo por lo que denotamos v(t) como la tasa de efectividad del control
quimico utilizado dependiente del tiempo. Teniendo en cuenta esto tltimo,
la dindmica de las larvas afuera de la nuez queda expresada de la siguiente
manera:

Lo =spE — (spo + piry +v(t) Lo. (2.2)

De manera similar, la poblacién de larvas adentro de la nuez crece debido
al cambio de clase de las larvas afuera, mientras que hay un decaimiento
debido a que algunas larvas adentro de la nuez cambiardn a la etapa de
pupas y otras moriran. Por lo anterior, denotamos las tasas de metamorfosis
de larva a pupa y de muerte natural de esta poblacion como sy, y ur,,
respectivamente. Asi, la dindmica de las larvas adentro de la nuez queda de
la siguiente manera:
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LIZSLOLO_(5L1+,UL1)LI~ (2.3)

Una vez que las larvas se han alimentado lo suficiente, se da inicio a la
etapa de pupa adentro de la nuez. La poblacién de pupas incrementa por
el cambio de etapa de las larvas que se alimentaron de las nueces, en tanto
que disminuye debido a que algunas pupas se convertirdn en adultos y otras
que no lograradn desarrollarse. Por ende, denotamos las tasas de cambio y no
desarrollo de esta poblacién como sp y up, respectivamente. De este modo,
la dindmica de las pupas queda expresada de la siguiente manera:

P=sy,Li—(sp+pup)P. (2.4)

Por dltimo, la pupa se transforma en palomilla o adulto y esta poblacion
crece debido al cambio de clase de las pupas, mientras que disminuye debido
a la muerte de los adultos. Esta tasa se denota como p4. Resumiendo, la
dindmica de los adultos queda expresada de la siguiente manera:

A =spP — pjA. (2.5)
Empleando las ecuaciones (2.1)-(2.5]) se construye el siguiente modelo:

kg
L'O =spk — (SLO + ULy + V(t)) Lo
Li=sr,Lo — (sp, +pr,) L1

P =sp,Lr — (sp + up) P

A=spP — pusA

Ezb(l—E>A—(sE+uE)E

(2.6)

2.2. Analisis cualitativo

Tras haber planteado el modelo se realiza el analisis cualitativo corres-
pondiente. Anteriormente se senial6 que la tasa de control v(t) es una funcion
dependiente del tiempo. Para llevar a cabo el andlisis cualitativo del sistema
se supone que la tasa de control es constante; es decir, que la efectividad del
control no decae conforme transcurre el tiempo. Esta suposicién se plantea
con el fin de dar un primer acercamiento sobre lo que sucede con el sistema.
La anterior suposicién puede representar lo que sucede en la practica si lo
que se investiga son intervalos cortos de tiempo o si el control nunca se deja
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Tabla 2.1: Descripcién de los parametros del sistema, |D

Parametros Descripcion

b Tasa de oviposicion de los adultos.
kg Capacidad de carga para los huevos.
SE Tasa de transferencia de huevos a larvas afuera de la nuez.
UE Tasa de mortalidad de los huevos.
5Lo Tasa de transferencia de larvas de afuera a adentro de la nuez.
HLo Tasa de mortalidad de las larvas afuera de la nuez.
v Tasa de efectividad del control.
SL; Tasa de transferencia de larvas adentro de la nuez a pupas.
WL, Tasa de mortalidad de las larvas adentro de la nuez.
sp Tasa de transferencia de pupas a adultos.
wp Tasa de mortalidad de las pupas.
HA Tasa de mortalidad de los adultos.

de aplicar. Primero, se garantiza que se tiene una regién positivamente inva-
riante. Después, se dan condiciones para asegurar la existencia de los puntos
de equilibrio en la regién propuesta. Por dltimo, se investiga la estabilidad
de los puntos de equilibrio encontrados.

2.2.1. Invarianza de la region

A causa de la naturaleza del problema solamente las soluciones positivas
o iguales a cero tienen interpretacion biologica. Con el fin de que el problema
no presente incounsistencias, se debe garantizar que en la regién de estudio
las soluciones del sistema no negativas, las cuales tienen interpretaciéon
biolégica, permanezcan adentro de ésta.

Lo anterior se refiere a que dada la region, las soluciones que comiencen
dentro de la regién no salgan de ésta a través del tiempo. Por otro lado, se
desea ver que la regiéon también estd bien delimitada, es decir, que nuestras
soluciones no tienden a infinito. Por esto, se garantiza la existencia de valores
méximos tales que las soluciones no los sobrepasan y asi tener la regién
totalmente acotada. A manera de apoyo grifico, se tiene la Figura Con
lo anterior mencionado, se propone el conjunto y se demuestra la invarianza
del mismo bajo el flujo inducido por el sistema .



2.2. ANALISIS CUALITATIVO 11

Figura 2.1: Esquema del comportamiento deseado del campo vectorial sobre
los ejes y las caras de la region en R3.

Proposicion 2.2.1. El conjunto

Q={(E,Lo,L;,P,A) €R?:0< E < Eraz,0< Lo < Lo,
0 < LI < LImaan < PS Pmawao < ASAmaac}-

Es una region positivamente invariante bajo el flujo inducido por el sistema

2-4).

Donde
Ema;c = kE,
spkp
LOmaz = Y
SLo t HLo TV
LI — SLOLOmaw
mazx SLI + ,LLLI )
SLILImaz
Pmam =
Sp+ up
SPPmax
Amaz = ———.
HA

Demostraciéon. Primero se demuestra que en ausencia de huevos; es decir
que E = 0, la componente sobre la cara del hipercubo con la coordenada
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E = 0 del campo es positiva y entonces apunta al interior de la regién. En
efecto, recordando que los pardmetros son positivos,

= Si E =0, entonces
E:bAZO, VAE [O,Amaz]v

por lo tanto, cualquier solucién tal que su condicién inicial se encuentre
sobre la cara del hipercubo con la coordenada E = 0 no cruzaré esa
cara del hipercubo. Analogamente, se demuestra que en ausencia de
las demés componentes, las componentes sobre sus ejes respectivos son
positivas y entonces apuntan al interior de la regién como se plantea a
continuacion:

si Lo = 0, entonces

Lo=sgE >0;, VEE€ [0, Emaa:}-

Si Ly = 0, entonces

L[ — SLOLO Z 07 VLO € [OyLOmam]'

Si P = 0, entonces

P=S;,Lr>0; VYLre[0,Lz,..].

Si A =0, entonces

A=spP>0; YP €0, Pl

Con esto, se asegura que cualquier solucién a través del tiempo se man-
tendra en en la regién positiva, para cualquier condicién inicial dentro de
la region Q). Ahora se demuestra que las soluciones no escapan hacia infini-
to. Primero, se demuestra que cuando los huevos estén en su valor maximo
en (2, las componentes del campo vectorial son negativas o iguales a cero y
por lo tanto apuntan al interior de la regién. En efecto, recordando que los
pardmetros son positivos.

» Si F = kg, entonces

E = —sgkp — ,uEkE < 0.
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Por lo tanto, cualquier solucién tal que su condicién inicial se encuen-
tre en el valor maximo E,,4, no cruzard esa cara del hipercubo ya que
apunta al interior de la region. Analogamente, se demuestra que cuando
las demés componentes se encuentran en su valor maximo, las compo-
nentes del campo sobre sus ejes respectivos son negativas y entonces
apuntan al interior de la regién como se plantea a continuacion:

: sgk
» siLo=0Lo,,,., = #, entonces

L'O:SEE*SEIGE:SE(E*/CE) <0; VEE€ [OaEmax]-

w SiL;= Lo LOmay entonces
I spytpry

LI = SLOLO_SLOLOm(wc = SLO (LO _Lom(mc) S 07 VLO S [07 Lomaac]'

. sp,. Ly,
= Si P= ﬁ, entonces

P = sy Lr —sp, L1y, = 80, (L1 — Lp,,,,) <0; VL €[0,Lg,,,]

» Si A= ePmaz ontonces
HA
A=5pP — 5pPraz = 5p(P — Ppaz) <0; VP € [0, Pnas).

Se ha demostrado que el campo vectorial asociado al sistema ([2.6)) apunta
al interior de la regiéon Q. Por lo que se concluye que la region propuesta es
positivamente invariante.

Q.E.D.

2.2.2. Puntos de equilibrio

Existen puntos especificos donde las poblaciones se mantienen constantes;
es decir, que las poblaciones una vez que tengan esos valores se mantendrin
asi a través del tiempo. A estos puntos se les conoce como puntos de equi-
librio. Se denomina punto de extinciéon a aquel punto de equilibrio en que
no existe ninguna poblacién. Mientras que, el punto de coexistencia es aquel
punto de equilibrio en donde todas las variables son positivas; es decir, que
todas las poblaciones conviven sin aumentar o disminuir. A continuacién se
dan condiciones suficientes para que los puntos de equilibrio existan dentro
de la region €.
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Proposicion 2.2.2. El sistema sitempre posee un punto de extincion
en Q, el cual es denotado por xj. Por otro lado si r > 1, entonces existe
también un punto de coexistencia en 2. Se denota el punto de coezistencia
como:

X* = (E*,L?),L?,P*,A*),

donde
E*=p(r—-1),
Ly = S—EE*,
SLo T MLy TV
SL
L* — 70[/*7
! Sp; + pr; ©
pr= "L px
Sp+ up
A* — Slp*’
nA
ab
=
SE+ UE
(s +up)ke
B = ;
ab

() () () ()
A sp+ up Sp; + pr; SLo + ULy TV ’

Demostracion. Primero, para tener un punto de equilibrio se necesita en-
contrar un punto tal que el campo vectorial asociado al sistema se
anule. Entonces, se igualan todas las componentes a cero. Después, se re-
suelve el sistema de ecuaciones. Por dltimo, se ve cuales puntos de equilibrio
encontrados estdn en la regiéon €. Se empieza igualando a cero,

= si A =0, entonces A = z—iP,

. - S
= si P =0, entonces P = SPJLrLP Ly,
i L;=0 Ly = —to
m s1 Ly =0, entonces Lj = Sz, ur, 1O
= si LO = O, entonces LO = #E,
Lo O

= si £ =0, entonces
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() ) () )
na sp+ up Sp; + Hr; SLo T ULy TV '

Por un lado, si ¥ = 0, entonces se tiene el punto de extincion

Donde

xo = (0,0,0,0,0).

Por otro lado, si £ # 0 entonces

X (s + pe) ke
EF=kp—~—"———
E ab
:($E+,UJE)I€E ( ab _1)
ab SE + UE
(sg + pEe) ke
= SETPEIRE
" (r—1)
=p(r—1).
Con
ab
r=—
SE + UE
5= (sg + pp)ke
ab '
Sustituyendo E*, obtenemos
L = ____ 5B g
SLo T MLo TV
SL
L* — O L* ,
! Sp; + pr; o
pr= ki px
sp+ up

f1A

Por lo tanto, el punto de coexistencia es
X" =(E*, Ly, Ly, P*, A").

Por ultimo, se demuestra que este punto existe en la regiéon ) y es dife-
rente al punto de extincién cuando r > 1. En efecto,



16 MODELACION DE LA DINAMICA POBLACIONAL DEL GBN

» Sir > 1, entonces E* = B(r —1) > 0y recordando que los parametros
son positivos

(se +pp) ke
(32) (7)) (i) (et ) 0
HA sp+up SLy+HL; SLo ULtV

= Como 0 < E* < kg, entonces

E*ZkE— <kE-

SE . o spke

O 1o +hLe v SLo T MLo tV

Omaz'
» Como 0 < Ly, < Lo,,,,, entonces
s

S
O<Li=—"to oo Lo p, [, .
sp; +uL; sL; +pL;

» Como 0< L} <Ly,,., entonces

0< P* = 5Ly L? < SLi Lfmaw = Praz-
sp+up sp+up

s Como 0 < P* < P4z, entonces

0<A*=Lp-Pp 4
HA HA

Q.E.D.

2.2.3. Estabilidad Local

Tras garantizar la existencia de los puntos de equilibrio se procede a
investigar que tipo de estabilidad poseen. Cuando se habla acerca de esta-
bilidad de un punto de equilibrio, se puede diferenciar entre estabilidad o
inestabilidad. Si un punto de equilibrio es estable entonces las soluciones se
mantienen cerca del punto cuando el tiempo tienda a infinito. Mas aan, si las
soluciones se aproximan al punto a medida que el tiempo tiende a infinito,
decimos que es asintéticamente estable. Por el contrario, si las soluciones
se alejan del punto, entonces se dice que es inestable. En el Anexo A.1 se
describen estas definiciones de manera formal. La importancia biolégica de
conocer el tipo de estabilidad radica en saber si las poblaciones llegan a co-
existir o si inevitablemente llegan a extinguirse cuando transcurre el tiempo.
Se tienen dos casos a investigar, cuando r > 1 y cuando r < 1. Como se
comprobé anteriormente, en la primera condicién se tienen los puntos de
extincién y coexistencia, por lo que el primer resultado esté relacionado con
la estabilidad del punto de extincién como se menciona a continuacion.
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Proposicion 2.2.3. El punto de extincion x{) es inestable siempre que r > 1.

Demostracion. Primero se calcula la matriz Jacobiana del sistema (2.6)) en
el punto de extincién xg, por lo que se obtiene lo siguiente:

—(sg + p1E) 0 0 0 b
SE —(spo + trp + V) 0 0 0
Dp(xo) = 0 SLo —(sL; +pr;) 0 0 )
0 0 SL; —(sp+pp) 0
0 0 0 sp — LA

calculando el polinomio caracteristico de la matriz Jacobiana tenemos:

PA) = (SE+pE+N)(SLo+ Lo FV+N) (s, +ur, +A) (sp+pup+A) (pa+A)
— SESLOSLISPb~
Para que el punto x sea inestable, se necesita demostrar que el polinomio
caracteristico tenga por lo menos una raiz con parte real positiva. Para ver
que lo anterior es cierto, se toman en cuenta los términos independientes

para posteriormente utilizar la regla de los signos de Descartes. Asi, se tiene
lo siguiente:

Tina(p(N) = (5B + pE)(SLo + Lo + V) (L, + pL,)(sp + pp)(1a)
— SESLoSL;Spb
= (sg+ue)(sLo + Lo +v)(sL, + pr,)(sp + up)(pa)
) <1_ SESLOSLISP >
(s + 1E)(SLo + HLo +V)(SL, + kL, )(sP + pip)pa
= (s +1e)(SLo + ko +V)(sL, + pnr)(sp + pp)(pa)(l — 7).

Por hipotesis r > 1 asi se concluye que T;,q4(p(N\)) < 1. Ya que los signos
de los coeficientes del polinomio caracteristico p(\) son positivos excepto
el término independiente, por la regla de los signos de Descartes se tiene
una raiz positiva. Por lo tanto, el punto de extincién x( cuando r > 1 es
inestable. Q.E.D.

Se hace énfasis en que la proposicién anterior demuestra inestabilidad
en lugar de estabilidad. Se quiere evidenciar el cambio de estabilidad segtun
el valor del pardmetro r. Cuando r > 1, el punto de extincién es inestable,
como se acaba de demostrar. Por otro lado, cuando r < 1 se demuestra mas
adelante que el punto de extincién ahora es globalmente asintéticamente
estable.
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A continuacién se demuestra la estabilidad del punto de coexistencia
cuando r > 1, el cual es localmente estable. Cuando se refiere a estabilidad
local, se asegura que el punto es estable siempre que la condicién inicial se
encuentre en una vecindad suficientemente pequena alrededor del punto de
equilibrio. En la siguiente demostracién se consideran las ideas presentadas
en [Koutou et al.| (2018) con el fin de probar la estabilidad local del punto de
coexistencia.

Proposiciéon 2.2.4. El punto de coexistencia x* es localmente asintética-
mente estable st r > 1.

Demostraciéon. Primero se calcula la matriz Jacobiana evaluada en x*, por
lo que se tiene la siguiente matriz

donde
= + (sg + 1),
b1 = (SLo + piro +7v),
ar = (sp; +pr,),
di = (sp+ pp),
€1 = 1A,
a1 = SE,
o
pr=> (1 - k‘E) ;
Y1 = SLo>
0 =sr,,
€1 = Sp.

Notese que Dp(x*) es una matriz Metzler ya que todas sus entradas son ma-
yores o iguales a cero excepto la diagonal. Véase el Anexo A.2 para mayores
detalles sobre matrices Metzler. La matriz Jacobiana puede ser escrita de la
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siguiente manera en forma de suma de dos matrices para verificar que es una
descomposicion regular de Dp(x*)

—a1 O 0 0 0 0 0 0 0 p
0 -b 0 0 0 ap 0 0 0 O
Dp(x*) = 0 0 —-c O 0 +10 ~»n 0 0 O
0 0 0 —-di 0 0 0 o6 0 O
0 0 0 0 —e 0O 0 0 ¢ O
=M+N

Donde M y N son las matrices correspondientes. Para verificar que se trata
de una descomposicién regular, se necesita comprobar que N es una matriz
no negativa y M es una matriz Metzler estable.

= Primero se debe ver que N es una matriz no negativa, es decir que
todas sus entradas son positivas o iguales a cero. En efecto, ya que
a1,71,01,€1 >0y B1 > 0 siempre que E* < kp.

= Después M tiene que ser una matriz Metzler estable, es decir que M
es una matriz Metzler con la parte real de las raices del polinomio
caracteristico negativas. En efecto, ya que M se trata de una matriz
diagonal entonces las raices de su polinomio caracteristico son

Al = —ay,
Ay = —by,
A3 = —cy,
Ay = —dq,
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Entonces,
00 0 0 B\ /s O 0 0 0\ '
a; 0 0 0 O 0 —-bp 0 0 0
~NMt=—]0 ~» 0 0 0 0 0 —¢ O 0
0 0 6 0 O 0 0 0 —-dp O
0 0 0 ¢ O 0 0 0 0 —e
00 0 0 B\ (a 0 0 0 0
ap 00 0 0|0 5 0 0 0
=0 m 00 0|0 0 & 0 0
0 0 & 0 O 00 0 7 0
0 0 0 @ O 00 0 0 &
0o 0 0 0 &
1
>0 0 0 O
1
=10 & 0 0 0
1
0 0 2 0 0
o 0 0 #F 0
El polinomio caracteristico de esta matriz es
0
p(n) = A5 — Grfiyorer
a1€1b161d1
De aqui
_ s/a1 f1 701 €
~-NM Y =¢—=—~-—=—.
pl ) ai e1 by crdy
Ahora veamos que sucede con el anterior término dentro de la raiz
E*
ap fry101 €1 SESLoSLSPb (1 - kE)
ay €1 by c1dy (% + (sg +,LLE)) (8Lo + HLo +v)(sL, + pL)(sP + p1p)ia
E*
ab (1 - £) ab*EgkE

(%"‘(SE"‘/JE)) (sp+pm)r T

Por lo tanto ya que r > 1, se observa que p(—NM ') < 1. Para concluir
la demostracion, como p(—NM~') < 1y Dp(x*) = M + N es una descom-
posicion regular de Dp(x*) entonces Dp(x*) es una matriz Metzler estable.
Como Dp(x*) es una matriz Metzler estable, entonces la parte real de las
raices de su polinomio caracterfstico son negativas. Por lo tanto, se concluye
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que el punto es localmente asintoticamente estable. Véase el Anexo A.2 para
mayores detalles sobre los resultados utilizados aqui de las matrices Metzler.
Q.E.D.

2.2.4. Estabilidad Global

Tras haber probado la estabilidad local se procede a demostrar un tipo
de estabilidad mas fuerte. En este tipo de estabilidad no se necesita que
la condicion inicial se encuentre en una vecindad suficientemente pequena,
ahora la condicién inicial puede estar en cualquier parte de la regiéon €2 y atn
asf la soluciéon converge al punto de equilibrio. Cuando r < 1 el Gnico punto
de equilibrio que existe en la regién €2 es el punto de extinciéon. Se demuestra
que este punto es globalmente asintéticamente estable empleando el teorema
de Lyapunov-LaSalle. Véase el Anexo A.l1 para mayores detalles sobre este
resultado.

Teorema 2.2.5. El punto de extincion x; es globalmente asintdticamente
estable si r <1 en ).

Demostracion. Para demostrar la estabilidad global haremos uso de una
funcién de Lyapunov. La funcién de Lyapunov propuesta es una funcién
V : Q — R definida por:

V(E,Lo,L[,P,A) =a1F +asLo + asLy + ayP + asA, (27)

donde
ay = GZ(SLO + HLo + V)(SLI + /‘LLI)(SP + up)pa
bspsL,SL, ’
e — az(Spo + Lo + V)
3 SLo ;
s = 200 + o +v)(sL; + pry)
4 SLOSLI ’
ar — GZ(SLO + HLo + V)(SLI + /‘LLI)(SP + MP>
g SPSLoSL, '

Ahora, derivando la funcion de Lyapunov dada en (2.7) se obtiene:
V(E, Lo, Ly, P, A) = alE + CLQLO + agL[ + a4P + a5A.

Sustituyendo los valores de a1, as, a4, a5 se tiene que
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V(E.Lo, L, P, A) = <a2(8LO ¥ iino V)1, ) (op ¥ “P)“A> i
bSpSLOSLI

asio 4 (CLQ(SLO +pr, + V)) i+ (CLQ(SLO +pL, +v)(sL, +,uL,)) P
SLO SLOSLI

4 <a2(sLo Tt HLo Tt v)(sL, +/~LL1)(SP +NP)> A

SPSLoSL;

_ <a2(8Lo + pro +v)(se, + pr)(sp + MP)MA>

bspsr,SL,

: (b (1 - é) A—(sg +uE)E>

+az (spE — (SLO + pro + v)Lo)

a2(sL, + +v
+ < 2( Lo T HLo )> (SLOLO _ (SLI —{—MLI)L[)
SLo
+ (GQ(SLO Lo +v)(sL, + ML’)> (sz;Lr — (sp+ pp)P)
SLOSLI

N <a2(SLo + pLo +v)(si, +'LLL’)(S”+HP)> (spP — pnaA)

SPSLoSLy
_ az(SLo + fiLo + V)50, + pr,)(sp + pp)ia <1 _ E) A
SPSLOSL[ k’E
_ a2(3Lo + pLo + V)(SLI + /’LLI)(SP +/LP)MA(SE + ME)E—FCLQSEE
bspsr,SL,

—az (sp, + piry +v) Lo+ ax(sp, + pr, +v)Lo
_aa(sLo + pro +v)(sL, + kL) a2(sLo + pro +v)(s, + kL)

L+ Ly
SLO SLO

_ @2(S1o + pino +V)(s1, + pir,)(sp +pp)

SLOSLI
4 a2(8Lo + fiLo +v) (s, + pr,)(sp + :UP)P

S5LoSL;
_a2(Spo + fino + V) (51, + pi,)(sp + HP)RA

SPSLoSL;
— agspE — a2(SLo + Bro +v)(sp, + pr,)(sp + MP),UAEA

kEspSLoSL;
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_az(SL + pro +v)(SL, + pr,)(sp + pr)pa(se + pe)
bSpSLOSLI
a2(5Lo + pLo +V)(SL; + pi,)(Sp + pp)pa(se + ME)) B
bSpSLOSLI

E

< a9spFE — <

asspE

= CLQSEE —

r
1

= CLQSEE <1 — > .
r

Por lo tanto, V < 0 ya que se supone que 7 < 1. Como el punto de
extincion xg es el tnico punto que estd en Q y que hace que V(X(’g) = 0,
entonces se cumplen las hipétesis del principio de invarianza de Lyapunov-
LaSalle por lo que podemos concluir que el punto de extinciéon es globalmente
asintéticamente estable.

Q.E.D.

2.3. Simulaciones

Después de que se ha estudiado el modelo de manera cualitativa se busca
ejemplificar los resultados de estabilidad obtenidos. Para esto, se realizan
varias simulaciones del sistema . Se toman diferente pardmetros para
comprobar la existencia de los puntos de equilibrio y su estabilidad. Ante-
riormente, se demostré que dependiendo del valor de r, se tienen diferentes
puntos de equilibrio y estabilidad. En los primeros dos escenarios se busca
que los parametros seleccionados sean tales que exista solamente el punto
de extincién; es decir que r < 1. Mientras que para los dltimos dos escena-
rios se busca que r > 1 para que existan el punto de extincién y el punto
de coexistencia. A continuacién se presentan las tablas con los parametros
seleccionados, se indica después el valor de r asi como las correspondientes
graficas para cada una de las poblaciones.

2.3.1. Escenarios r <1

A continuacion se presentan dos escenarios en los cuales debido a la se-
leccion de los parametros, el valor de r no sobrepasa el nimero uno. Cuando
r < 1 se tiene que las poblaciones se extinguen independientemente de la
condicion inicial elegida dentro de la region invariante. Las condiciones ini-
ciales para el primer y segundo escenario son: E(0) =0, Lo(0) =0, L;(0) =
0, P(0) = 35, A(0) = 0. Los parametros para el primer y segundo escenario
se representan en la Tabla
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Tabla 2.2: Valores de los parametros para el modelo de la dindmica pobla-
cional del GBN con r < 1.

Parametros Primer escenario Segundo escenario

b 1 1
kg 5} 5)
SE 1 0.5
WE 0.1 0.4
SLo 0.3 0.5
Mo 0.1 0.4

v 0.4 0.4
SL; 0.5 0.5
WL, 0.1 0.4
sp 0.7 0.5
up 0.1 0.4
HA 0.4 0.4

r 0.62 0.16

Con los pardmetros anteriores el valor de r es r = 0.62 para el primer
escenario y r = 0.16 para el segundo escenario. Por el hecho de que r < 1, so-
lamente se tiene el punto de extincion x§. En la Figura[2.2]se puede apreciar
que en los dos escenarios cualquier etapa del GBN tiende a extinguirse con-
forme transcurre el tiempo. Cabe destacar que al ser el valor r mas pequefo
en el segundo escenario las poblaciones se extinguen con mayor rapidez. En
la Figura [2.2] se grafican las dindmicas poblacionales del GBN. Ademas, en
la leyenda se puede apreciar el color asignado para cada clase.

2.3.2. Escenarios r > 1

De manera similar, en los siguientes escenarios se busca que el valor de r
sobrepase el nimero uno para se tengan el punto de extincién y el de coexis-
tencia. La condicién inical que se propone es la misma que en los primeros
escenarios. Como se menciond anteriormente, una de la principal diferencia
con los primeros escenarios es la aparicién del punto de coexistencia. Cada
poblacién ahora se estabiliza en un valor dependiendo de la seleccion de los
parametros. Los pardmetros seleccionados para estos escenario se muestran
en la Tabla A continuacion se especifican los valores de r y el punto de
coexistencia para cada escenario.
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Huevos

Larvas afuera
Larvas adentro
Pupas

i Adultos

10 15 20 25 30 35
10 15 20 25 30 35

OWS/

Ndmero de insectos
NUmero de insectos

5
|

0
L

Dias Dias

Figura 2.2: Extincién de huevos, larvas afuera, larvas adentro, pupas y adul-
tos con r < 1. Para (a) se tiene r = 0.62. Para (b) se tiene r = 0.16.

Los valores que arrojan los parametros seleccionados para el primer es-
cenario son los siguientes. El valor de r es 7 = 11.82 con el siguiente punto
de coexistencia:

(E*, L%, L}, P*, A*) = (12.81,21.28, 31.85, 23.33, 30.33).

Mientras que, para el segundo escenario, el valor de r es 7 = 5.93 y el punto
de coexistencia ahora es:

(E*, L, L}, P*, A*) = (11.64,9.13,6.84,9.77,7.82).

En la Figura se grafican las dindmicas poblacionales del GBN para su
respectivo escenario. En la leyenda se puede apreciar el color asignado para
cada clase. El punto de coexistencia se representa en la Figura con las
lineas punteadas y con el color correspondiente a su poblacidon. Cabe destacar
que al ser el valor r mas grande en el primer escenario que en el segundo, el
valor del equilibrio para cada poblacién también disminuye.
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Tabla 2.3: Valores de los parametros para el modelo de la dindmica pobla-
cional del GBN con r > 1.

Parametros Primer escenario Segundo escenario

b 5 5
ke 14 14
sg 1 0.52
1E 0.001 0.0455
SLo 0.6 0.585
Lo 0.001 0.013

v 0.001 0.065
SL, 0.4 0.78
1L, 0.001 0.00065
sp 0.52 0.52
1P 0.026 0.026
1A 0.4 0.65

r 11.82 5.93
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Figura 2.3: Coexistencia de huevos, larvas afuera, larvas adentro, pupas y
adultos con r > 1. Para (a) se tiene r = 11.82. Para (b) se tiene r = 5.93.



Capitulo 3

Metodologia para la estimacion del tiempo
6ptimo en la aplicaciéon del control del GBN

3.1. Introduccion

En este capitulo se describe la propuesta metodoldgica para estimar el
momento de aplicacion del plaguicida para el control del GBN, que permite
asegurar un contacto 6ptimo entre el insecticida y la plaga y con esto dis-
minuir la pérdida en la cosecha de la nuez pecanera a causa del GBN. Esta
propuesta tiene como objetivo cuantificar el dano que produce la plaga del
GBN durante un periodo de tiempo, en términos de la cantidad de larvas que
logran penetrar las nueces durante este perfodo, considerando la dinédmica
poblacional del GBN representada por el modelo descrito en el capitulo an-
terior; asi como diferentes momentos o tiempos de aplicacion del plaguicida.
Cabe mencionar que el tiempo de aplicaciéon del plaguicida y la duracion
de su efecto estan caracterizados por la funcién de control involucrada en el
modelo propuesto en el capitulo anterior.

Para implementar esta propuesta de metodologia de estimacién del tiem-
po 6ptimo de aplicacién del control se requiere de la especificaciéon de los
parametros del modelo de la dindmica poblacional, la funcién de control y
sus condiciones iniciales. Asi, en este capitulo se hace una propuesta de cémo
atender estos aspectos desde una perspectiva practica y cientifica.

La estructura de este capitulo es la siguiente. En la Seccién 3.2 se es-
pecifican los parametros del modelo con base en el ciclo vital del GBN. En
la Seccién 3.3 se describe, propone e ilustra la funcién de control, conside-
rando cuatro posibles escenarios de esta funcién con el objetivo de valorar
la sensibilidad de los resultados del estudio con respecto a estos escenarios.
En la Seccion 3.4 se especifican las condiciones iniciales del modelo de la
dindmica poblacional, excepto para la etapa de las pupas del GBN el cual es
tratado de forma especial ya que se propone una forma de estimar el nimero
de pupas al inicio del periodo bajo el estudio. Dicha propuesta considera un

27
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modelo ad hoc, datos de captura de los adultos del GBN a través de trampas
con feromonas y el enfoque de inferencia llamado verosimilitud perfil. En la
Seccion 3.5 se propone la manera de cuantificar el dafio del GBN en términos
de las larvas que logran penetrar las nueces. Por tltimo ya especificados los
parametros del modelo, la funcién de control y las condiciones iniciales, en
la Seccién 3.6 se expone la metodologia para estimar el tiempo éptimo de la
aplicacion del control en funcion del dano provocado por la plaga del GBN.

3.2. Especificacion de parametros con base en el
ciclo vital del GBN

Como se explicé anteriormente, el primer aspecto a especificar son los
parametros del modelo de la dindmica poblacional del GBN. Estos parame-
tros estan relacionados con el ciclo vital del GBN. Asi, para determinar los
parametros del modelo, en esta seccién se describe una forma de relacionar
dichos parametros con caracteristicas y tiempos del ciclo vital del GBN. Para
implementar esta estrategia, tales caracteristicas y tiempos de proceso vital
fueron determinadas con base en datos extraidos de referencias bibliograficas,
para cada etapa bioldgica del GBN. Posteriormente, se especifican diferen-
tes conjuntos de pardmetros con el fin de generar escenarios que permitan
valorar los resultados con respecto a cambios en estos parametros.

En la Tabla se muestran las caracteristicas y tiempos del ciclo vital
del GBN con sus respectivas referencias bibliogréficas.

Tabla 3.1: Caracteristicas y tiempos del ciclo vital del GBN.

Descripcion Intervalo Fuentes

Numero de huevos 50-100 Huevos K.y R. (2005)"
Intervalo de tiempo en la etapa de huevo 2-5 dias C-M. et al. (2012) ™"
Intervalo de tiempo de la larva (afuera)  2-3 dias K.y R. (2019)|
Intervalo de tiempo de la larva (adentro) 20-25 dias C-M. et al. (2012)
Vida media de las pupas 9-14 dias K. y R. (2005)

Vida media de los adultos 5-8 dias K. y R. (2005)
Porcentaje de palomillas hembra 50 % R. (1981)]

* Knutson y Ree (2005)
**|Corella-Madueno et al.| (2012)
“*Knutson y Ree (2019)
“**Ring (1981)
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Una vez que se tienen determinados las caracteristicas y tiempos del
ciclo vital del GBN se procede a describir la forma en la que se utilizaran
para especificar los pardmetros del modelo. Notese que en dicho modelo
se diferencian dos clases de parametros, las tasas de transferencia de una
clase a otra denotados por s y las tasas de mortalidad natural de cada clase
denotados por u. Por otro lado, también se tiene un pardmetro que indica
la tasa de oviposiciéon del adulto del GBN y la capacidad de carga de los
huevos.

Para los parametros que versan sobre la tasa de tranferencia de una
etapa a otra, se escogen los inversos de los dias en el intervalo que necesita
cada etapa para desarrollarse. Mientras que, para las tasas de mortalidad se
considera lo siguiente. Los huevos y las pupas tienen un méximo de dias para
su desarrollo, una vez que se sobrepasan estos dias y siguen en su respectiva
etapa se considera que ya no lograron desarrollarse. Por otro lado, cuando
las larvas se alimentan son susceptibles a morir por enemigos parasitoides
(Bilsing}, [1927). Lo anterior se traduce a que la larva tarda mas en cambiar
de clase que en morir, mientras que los huevos y las pupas tienen un mayor
margen para sobrevivir. Para la mortalidad del adulto se conoce su intervalo
de vida y se toma en cuenta el inverso del valor minimo en su intervalo.

Para la tasa de oviposicién, se necesita calcular el nimero de huevos
que puede ovipositar una hembra multiplicado por el porcentaje de hembras
entre el nimero de dias en que se desarrolla el adulto. Por ultimo, hasta
donde conocemos, para el parametro de la capacidad de carga de los huevos
no se tiene documentado en la literatura un valor o un intervalo especifico.
Por esto, se escoge un valor que parezca apropiado con lo que sucede en la
practica.

En el Capitulo 2, se detall6 el efecto que produce en la dindmica pobla-
cional del GBN especificar diferentes valores para los parametros del modelo.
Con el fin de reconocer lo anterior, se defini6 el parametro r el cual garanti-
za la extincion del GBN si el parametro es menor que 1 y coexistencia si es
mayor que 1. A continuacién, se proponen los siguientes casos segin el valor
del parametro r.

Casor <1

Para este trabajo, se propone un caso con los parametros especificados de
tal manera que se garantiza la extincion de la plaga del GBN. Aunque la plaga
tiende a extinguirse conforme transcurre el tiempo, el intervalo de tiempo
en el que la plaga sobrevive puede llegar a durar un tiempo considerable.
Por esto, es importante aplicar algin control con el fin de minimizar el dano
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que la plaga ocasiona en ese intervalo de tiempo. Asi, en la Tabla se
especifican los pardmetros del modelo de la dindmica poblacional del GBN,
sus valores y el valor del parametro r obtenido.

Tabla 3.2: Valores de los parametros para el modelo de la dindmica pobla-
cional del GBN con r < 1.

Parametros Caso 1

b 5
Sp 1/3.5
SLo 1/2.5
SL, 1/22.5
sp 1/115
[1A 1/5
kg 10000
KE 1/5
HLo 1/3
UL, 1/4.85
wp 1/14
T 0.76

Casor >1

Por otro lado, con el fin de valorar la sensibilidad de los resultados cuan-
do se presenta coexistencia, se proponen tres casos diferentes. Es decir, tres
conjuntos de parametros que garantizan la coexistencia de la plaga del GBN.
Aunque tedricamente la plaga del GBN no se extingue es importante man-
tener controlada a la plaga para minimizar el dafio que ocasiona. Asi, en la
Tabla se especifican los pardmetros del modelo de la dindmica poblacio-
nal del GBN, sus valores y el valor del parametro r correspondiente a cada
escenario.
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Tabla 3.3: Valores de los parametros para el modelo de la dindmica pobla-
cional del GBN con r > 1.

Parametros Caso1l Caso 2 Caso 3
b 5 10 8.5
SE 1/2 1/3.5 1/2
5Lo 1/2 1/2.5 1/2
SL; 1/25 1/22.5 1/25
sp 1/9 1/11.5 1/9
A 1/5 1/5 1/5
kg 10000 10000 10000
UE 1/5 1/5 1/3.5
HLo 1/3 1/3 1/2.5
WL, 1/6.25 1/4.85 1/6.25
p 1/14 1/14 1/11.5
r 1.30 1.56 1.68

3.3. Especificaciéon de la funcién de control

En el modelo de la dindmica poblacional del GBN existe una condicién
que no depende del ciclo vital del GBN: el control que se aplica a la plaga.
Como se mencion6 en la introduccién de este capitulo, el tiempo de apli-
caci6on del plaguicida y la duracién de su efecto estan caracterizados por la
funcién de control. Asi, para determinar la funcion de control del modelo, en
esta seccion se describe una forma de relacionar la funcién propuesta con el
momento en el que se lleva a cabo la fumigacion, el decaimiento de la efec-
tividad del insecticida, la efectividad inicial y su duracién. Para lograr esto,
se propone una funcién general de control con diferentes pardmetros que es-
tén relacionados con el tiempo de aplicacién, duracién, efectividad inicial y
decaimiento. Luego, especificando algunos parametros para esta familia de
funciones de control, se proponen cuatro funciones de control especificas, las
cuales seran descritas y explicadas a detalle.

En general, los controles quimicos o plaguicidas son una buena opcién pa-
ra exterminar plagas. Una caracteristica de los plaguicidas es que, conforme
transcurre el tiempo, la efectividad con que erradican a la plaga disminu-
ye. Hornsby et al.|(1995) exponen que, como una primera aproximacion, los
plaguicidas exhiben un decaimiento exponencial. Adicionalmente, cada pla-
guicida tiene un tiempo de vida 1til. Una vez que los dias en que se considera
atil se cumplen, el plaguicida ya no elimina a la plaga.
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Tomando en cuenta las caracteristicas generales de los plaguicidas, des-
critas en el parrafo anterior, aqui se propone la siguiente funcién de control
v:[0,00) — [0, k] tal que

(3.1)

kexp(—2) :a<t<a+d,
v(t;a) = p( d/c) -
0 ; otro caso,

donde

: dia de inicio del control,

: constante de efectividad inicial,

ST RS

: duracién del control en dias,

: constante entera de decaimiento.

o

Estos parametros hacen que la funcién de control cambie dependiendo del
valor que tomen ellos. Por ejemplo, cuando el dia de inicio del control (para-
metro a) cambia, entonces la funcion se traslada hacia la derecha o izquierda
conservando la forma que tiene; es decir, que decae de la misma manera.
Mientras que, la constante de efectividad inicial (pardametro k) traslada el
inicio de la funcién exponencial hacia arriba o hacia abajo. Por otro lado, el
parametro de la duracion del control (parametro d) restringe los dias en que
la funcién de control mantiene su forma exponencial. Por dltimo, la cons-
tante de decaimiento (parametro c) controla la répidez con que se disipa la
efectividad del control.

Las unidades de la funcién general del control, presentadas en el parrafo
anterior, estan dadas por el inverso de las unidades de tiempo. Nétese que,
cuando la funcién de control se evalua en el parametro a resulta tnicamente
la. constante de efectividad inicial. Para poder seleccionar el valor de esta
constante, se toma en cuenta que la tasa con que se elimina la plaga el primer
instante de la aplicacién del plaguicida tiene que ser mayor o igual que la
tasa natural de muerte cuando la larva se encuentra expuesta al plaguicida.

En el mercado, existen una gran variedad de plaguicidas con diferentes
caracteristicas para erradicar a la plaga del GBN. Para esta tesis, se propone
fijar la duracién del efecto del plaguicida en 16 dias. Para la constante de
efectividad inicial, en este trabajo se especifican dos valores, k = 1/2 y
k = 10, con el fin de valorar la sensibilidad de los resultados. Por otro
lado, para elegir la constante de decaimiento se toma en consideracién lo
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siguiente. Si se escoge un valor muy cercano a la duracién del control, este
decae muy rapido y se disipa casi toda su efectividad en los primeros dias de
la aplicacién. Mientras que, si el valor de la constante se encuentra entre 1y
4 la efectividad del control disminuye moderadamente hasta el ultimo dia de
duracion. Expuesto lo anterior, se especifican dos valores para el parametro
de decaimiento de la funcién de control, c =1y ¢ =4, con el fin de valorar
la sensibilidad de los resultados de este trabajo.

Finalmente, en la Tabla se muestran las cuatro funciones de control
consideradas para este estudio. Notese que el pardmetro a, el cual determina
el inicio del control (dia de inicio de la fumigacién), sera usado para generar
escenarios correspondientes a diferentes fechas de aplicacion del control. En
la Figura se grafican estas funciones de control, considerando a = 0.

Tabla 3.4: Valores de los pardmetros d, ¢ y k para la funcién de control, dada

en ,conaZO.

Parametros vy(t;a) wa(t;a) v3(t;a)  va(t;a)
d 16 16 16 16
k 1/2 10 1/2 10
c 1 1 4 4
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Figura 3.1: Representacion grafica de las funciones de control dadas en la
TablaB.4] con a =0: (a) d =16, k=1/2, ¢ =1; (b) d =16, k = 10, ¢ = 1;

(©)d=16,k=1/2, c=4; (d) d =16, k = 10, c = 4.

3.4.

Especificaciéon de las condiciones iniciales

En esta secciéon se describe una propuesta para especificar las condiciones

iniciales para el modelo de la dindmica poblacional del GBN. El desarrollo
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de esta propuesta comienza con la especificacén del inicio del periodo de es-
tudio. Luego, con base en suposiciones biologicas del ciclo vital del GBN, se
establecen la cantidad inicial de huevos, larvas y adultos. Posteriormente, se
propone un modelo estadistico para hacer inferencia sobre el niimero de pu-
pas al inicio del periodo de estudio. Esta inferencia se hace con base en datos
reales de capturas de palomillas del GBN, y serd empleada para especificar
la cantidad inicial de pupas. Més ain, estas inferencias serviran para generar
escenarios que permitan valorar los resultados de este trabajo con respecto
a cambios en la condicién inicial de pupas de la generacién invernante.

Para este trabajo, el inicio del periodo de estudio se encuentra en la ge-
neracion invernante del GBN; la cual se detall6 en el Capitulo 1. En esta
generacion, las larvas despiertan y después de alimentarse, proceden a ba-
rrenar el brote para convertirse en pupas. En el momento cuando todas las
larvas se han convertido en pupa, se considera el inicio del periodo de estu-
dio. Dicho lo anterior, en este instante no se encuentran presentes huevos,
larvas o adultos del GBN; es decir, la condicién inicial para estas etapas es
cero. Asi, hace falta solamente conocer el nimero de pupas que proviene de
la generaciéon invernante. A continuaciéon, se propone un modelo estadistico
que permitira estimar, con base en datos reales de capturas de adultos (pa-
lomillas del GBN) a través de trampas con feromonas, la cantidad de pupas
que provienen de la generacién invernante. Dichas estimaciones seran usadas
para especificar varias condiciones iniciales (de pupas) para el modelo de la
dindmica poblacional del GBN, de tal manera que se pueda valorar el efec-
to que producen estos cambios en la estimacién del tiempo 6ptimo para la
aplicacién del control.

3.4.1. Propuesta del modelo para estimar la poblacién de pupas

Las pupas que se encuentran dentro del brote del nogal esperan el mo-
mento para transformarse en el adulto del GBN, que emerge para, entre
otras cosas, aparearse y ovipositar huevos. En el control de plagas es funda-
mental identificar este momento para llevar a cabo, dias después, acciones
de fumigacion. Los profesionales de control de plagas suelen usar trampas
atrayentes con feromonas sexuales para identificar el momento en el que
emergen las palomillas. Cabe mencionar que dichas trampas capturan a la
palomilla macho del GBN. Ademas, la frecuencia de capturas de palomillas
son usadas como indicador de la presencia del insecto y el cambio poblacional
de pupa a adulto. A continuacién, se presenta un modelo estadistico para
describir la frecuencia semanal de salidas de adulto del GBN, en el cual se
considera como uno de sus pardmetros desconocidos el tamafno poblacional
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de pupas. Noétese que este parametro es de interés para este trabajo ya que
es la condicién inicial del modelo de la dindmica poblacional del GBN.

Sea M el tamafnio poblacional de pupas en el periodo de inicio y N el
tamano poblacional de pupas macho en el mismo periodo. Segun Ring| (1981))
la mitad de la poblacién invernante son machos; asf suponemos que M = gV,
donde ¢ = 2. Con el fin de simplificar el proceso de inferencia sobre M,
primero se hard estimacion sobre N usando el enfoque de verosimilitud.
Posteriormente, por la propiedad de invarianza de la funcién de verosimilitud
bajo reparametrizaciones uno a uno, se estimara M.

Supongase que se tiene una poblaciéon N de pupas macho, de las cuales
emergen adultos del GBN. Del total de estos adultos, una parte serd atra-
pada por las trampas con feromonas mientras que los adultos de la parte
restante quedaran libres; es decir, la cantidad de adultos atrapados mas la
cantidad de adultos libres es igual la poblacién inicial N de pupas macho.
Asi, supongase que X; representa el numero de adultos capturados en la
1-ésima semana y p; es la probabilidad de que un adulto sea capturado en
dicha semana, con ¢ = 1,2,...,k, donde k es el ntmero de semanas que
estuvieron colocadas las trampas. Ademds, supéngase que X representa, el
total de adultos que emergieron pero no fueron capturados durante el perio-
do de trampeo. La probabilidad de que un adulto no sea capturado por las
trampas, en el periodo de captura, es denotada por pg.

Con el fin de modelar la frecuencia de captura semanal del adulto del
GBN junto con la parte no capturada, se propone un modelo multinomial pa-
ra el vector aleatorio X = (Xo, X1, Xo,..., X)) con P = (P0s P15, P25 - - - s DE)-
Asi, X es un vector aleatorio con funcion de probabilidad

Eo
PX =787 =] M
i=0 """
donde

k k
in =N vy Zpi =1.
i=0 i=0

Se utiliza la notacién ? ~ Mul(N, ?) para referirnos a que 7 es un vec-
tor aleatorio multinomial con parametros desconocidos N y p;, con i =
0,1,2,...,k.

La Figura ilustra el modelo multinomial en el contexto del problema
de interés planteado aqui. En esta figura, cada semana del periodo de tram-
peo es representada por una caja marcada con linea sélida, que contiene en
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su interior el ntmero de capturas x; correspondiente a dicha semana. Ade-
mas, la probabilidad que tiene cada uno de los N adultos de ser capturados
en alguna semana (del periodo de trampeo) es colocada debajo de cada caja
marcada con linea sélida. Por otro lado, los adultos no capturados durante
el periodo de trampeo (x() son colocadas en el interior de la caja marcada
con linea punteada. La probabilidad que tiene cada uno de los N adultos de
no ser capturado durante el periodo de trampeo, y ser clasificados en esta
caja de linea punteada, es pg. Con base en esta ilustracién es simple notar
que

k k
xg =N — s, s:zxi y p():l—Zpi.
i=1 i=1

|
1
: i) I X9 T3 cee Tl
|
|
|
|

Do p1 D2 p3 s Dk

Figura 3.2: Esquema del modelo estadistico multinomial.

Ahora, en este trabajo se propone modelar matemaéaticamente la proba-
bilidad de captura p; de la siguiente manera:

pi = QPZ,

donde 6 es una variable aleatoria que representa la probabilidad de captura
del trampeo con feromonas y FP; es la probabilidad de que un adulto se
encuentre presente en la i-ésima semana. M&as aun, se supondra que 6 se
distribuye Beta con parametros ag y bg. Cabe mencionar aqui que las trampas
atrayentes con feromonas sexuales, empleadas para capturas de palomillas,
suelen tener una probabilidad alta de captura, siempre y cuando la palomilla
se encuentre cerca de su radio de atraccién. Aqui, se considerara que el disefo
del trampeo es apropiado en el sentido de que el area geogréfica bajo estudio
se encuentra dentro del radio de atraccién de las trampas colocadas. Asi, se
fijaron los parametros de la distribucién Beta para 6 de la siguiente forma:
ag =5y bg = 2. La Figura muestra la grafica de la funcién de densidad



38 METODOLOGIA PARA LA ESTIMACION DEL TIEMPO OPTIMO

Beta correspondiente a estos parametros. En el Anexo B.1 se muestra una
comparacion entre la densidad Beta seleccionada aqui (ap = 5y by = 2)
con otras densidades Beta que representan otro tipo de escenario para la
probabilidad de captura del trampeo.

Densidad de probabilidad
0.0 05 1.0 15 20 25

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.3: Grafica de la densidad de probabilidad Beta, con parametros ag =
5y by = 2, seleccionada para describir la incertidumbre sobre el pardmetro
0 que representa la probabilidad de captura del trampeo.

Por otro lado, para modelar la probabilidad de que un adulto se en-
cuentre presente en la i-ésima semana, P;, se considerard lo siguiente. En el
control de plagas, las trampas con feromonas son revisadas al final de cada
semana para llevar un conteo de los adultos del GBN. Durante el periodo de
trampeo existe una diferencia en la frecuencia de captura entre las primeras
y ultimas semanas. La mayoria de las capturas (del periodo de trampeo) se
concentran en las primeras semanas. Mientras que, las capturas durante las
ultimas semanas se reducen drasticamente. Asi, la probabilidad de presencia
del adulto es mayor durante las primeras semanas que durante las tltimas.
Con el fin de describir la presencia del adulto durante el periodo de trampeo
se propone emplear la funcion de densidad de la distribucion Weibull. Asi,
se propone modelar matematicamente P; de la siguiente manera:
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Pi(avﬁ):/ilf(x;aaﬁ)dx7 i:1727"'7k_17

k—1

donde f(x; a, 8) es la funcion de densidad de una variable aleatoria Weibull,

rwas 13 G) e[ (3)7] sazo

0 s < 0.

Los parametros o y 8 son parametros de forma y de escala, respectivamente.
Cabe mencionar que aqui los parametros « y 8 son considerados desconoci-
dos.

Ahora, considerando el modelado estadistico descrito hasta aqui, se tiene
el siguiente modelo jeradrquico

M i 0, a, B))"

I'(ap + bo)
['(ao) + I'(bo)

:?r

PIX = 7N, 7|0 = bo] =

)

f(07 ap, bO) =

Il
o

9(10—1(1 _ 0)1)0—1

donde

pl(eaaaﬂ)ZH/z f(l',aaﬂ)dl' 7Z:1a2aak_1a
i—1

k=1 .;
P (0,0, 8) = 0 (1 >/ f(mﬁ)dm) ,

i=1 Ji—1

k
po(6,0,8) =1=> pi(6,2,8),
=1

I'(z) = /OOO t*~Lexp(—t)dt.

La ventaja de los modelos jerdrquicos es que procesos complicados pueden
ser modelados con una secuencia de modelos relativamente simples usados
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en jerarquias. Lidiar con los modelos jerarquicos no es més que lidiar con
sus distribuciones marginales (Casella y Berger, 2002). Asi, con base en el

modelo 1} la distribucién marginal para X se puede escribir como

N T(N + DI(N — s +by) vy 1 "
P[?_7,N,a75]o<F($0+1)F(N+ao+b0 Hﬂ“' . (3.3)

Véase el Anexo B.2 para mayores detalles sobre como se obtuvo la expresiéon
anterior.

Noétese que la expresién dada en serd empleada para hacer infe-
rencia sobre el tamafo poblacional de pupas macho (parametro de interés
N), con base en los datos observados de capturas de palomillas del GBN.
En el proceso de inferencia sobre N se usara el enfoque de verosimilitud
perfil, donde se consideraran a los parametros « y 8 como parametros de
estorbo. A continuaciéon se dan mas detalles del proceso de inferencia y se
presentan estimaciones sobre IV, las cuales seran usadas para especificar va-
rias condiciones iniciales (sobre la poblacion total M = gN de pupas) para
el modelo de la dindmica poblacional del GBN, que permita valorar el efecto
que producen en la determinacién del tiempo 6ptimo para la aplicacion del
control.

3.4.2. Estimaciéon del tamano poblacional de pupas

Para llevar a cabo la estimacién, puntual y por intervalos, de la poblacién
de pupas macho (V) se usaré el modelo dado en (3.3)) junto con datos reales
de capturas semanales de adultos macho del GBN. En la Tabla[3.5]se muestra
el nimero de adultos capturados por las trampas con feromonas en el campo
de La Esperanza, Sonora. El periodo de trampeo comprende de la semana
15 a la semana 19 en el afio 2014. Cabe mencionar que los datos de captura
fueron proporcionados por el CESAVE, organismo de productores agricolas
que se detall6 en el Capitulo 1 de este trabajo.



3.4. ESPECIFICACION DE LAS CONDICIONES INICIALES 41

Tabla 3.5: Numero de capturas semanales de palomillas del GBN, obtenidas
en el afio 2014 a través de trampas con feromonas atrayentes localizadas en
el campo de cultivo de nogal llamado La Esperanza, Sonora.

Semana Numero de capturas

15 4
16 45
17 118
18 20
19 3

Con el fin de estimar la poblacion de pupas macho (V) de forma puntual
y por intervalos de confianza, se utilizara el enfoque de verosimilitud perfil;
el cual es un método estadistico general para estimar por separado un pa-
rametro de interés en presencia de pardmetros de estorbo. En este caso, el
parametro de interés es NV y los de estorbo son v y 5. En el Anexo B.3 se
describe esta metodologia. Por otra parte, en el Anexo B.4 se presenta una
valoracion del ajuste del modelo a los datos de la Tabla[3.5] Con base en este
analisis se concluye que no hay evidencia estadistica para rechazar el modelo

propuesto para la frecuencia de capturas semanales de palomillas macho del
GBN.

La Figura muestra la grafica de la funcién de verosimilitud perfil de
N. En esta grafica, se marca (con un asterisco) la ubicacion del estimador
de maxima verosimilitud (EMV) de N. Ademas, se senala (con corchetes) la
localizacion de los extremos del intervalo de verosimilitud-confianza del 95 %
para N. Nétese que dicho intervalo fue obtenido con un nivel de verosimilitud
de ¢ = 0.15, el cual se senala en la grafica mediante un segmento de linea
punteada. El valor del EMV de N es 228 y el limite inferior y superior del
intervalo de confianza para N es 193 y 423, respectivamente.

Ahora, para valorar el efecto que tiene el tamafnio poblacional de pupas
sobre el tiempo 6ptimo para la aplicacién del control, aqui se propone se-
leccionar el valor del EMV de N y el valor de los extremos del intervalo
de verosimilitud-confianza del 95 % para N. Asi, los tres valores estimados
que se consideraran en este trabajo como la poblacién de pupas macho son:
Ny = 228, Ny = 193 v N3 = 423. Entonces, por la propiedad de invarianza
de la funcién de verosimilitud, los valores considerados aqui para la cantidad
inicial de pupas (M = 2N) para el modelo de la dindmica poblacional son:
My = 456, Mo = 386 y M3 = 846.
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Verosimilitud perfil relativa
00 0.2 04 06 0.8 10

Figura 3.4: Funcién de verosimilitud perfil de N obtenida a partir de 1} y
los datos de frecuencias de capturas de palomillas del GBN de la Tabla 3.5
La ubicacién del EMV y los extremos del intervalo de verosimilitud-confianza
del 95 %, correspondiente a un nivel de verosimilitud de ¢ = 0.15, se marcan
con un asterisco y corchetes, respectivamente.

3.5. Cuantificacion del dano

Una vez que los adultos emergen y ovipositan huevos, estos eclosionan y
surgen las larvas de la primera generacién. Esta generacion es la que suele
hacer més dano ya que las nueces todavia no estan desarrolladas y la larva
necesita comer varias de un mismo racimo para su desarrollo (Knutson y Ree,
2019). En esta seccion se propone una manera de cuantificar el dafio que la
plaga del GBN, en la primera generacion, ocasiona a la produccién de nogal.
Esta propuesta esta en funcién de la cantidad de larvas que logran sobrevivir
al control y alojarse dentro de las nuececillas (que se pueden obtener a partir
del modelo matemético desarrollado en este trabajo); asi como del nimero
de nuececillas danadas por este tipo de larvas y la duracién del periodo
de la primera generacion (que se puede determinar a partir de datos de la
literatura sobre el GBN).

En este trabajo, la cuantificaciéon del dafio que ocasiona la plaga del GBN
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sujeto al dia de inicio de la aplicacion del control [parametro a en la funcion
de control dada en (3.1)), involucrada en el sistema (2.6])] se define como

Tmax
DN, = C/ sp, Lo(t)dt, (3.4)
0

donde C es el niimero de nuececillas en un racimo de nogal, Tinax €s el niimero
de dias que dura la primera generacion y sr, Lo la velocidad con la que, en
el modelo de la dinamica poblacional del GBN, las larvas de la clase Lo
(larvas afuera) pasan a la clase L; (larvas adentro). La integral en (3.4)
representa la cantidad de larvas que logran desplazarse hacia adentro de las
nuececillas y alojarse ahf para continuar con su ciclo de vida. Por otro lado,
aqui se considera que las larvas barrenan no sélo la nuececilla donde logran
alojarse sino a todas las nuececillas del racimo. Asi, DN, dado en es
un indicador matemaético de la cantidad de nuececillas que las larvas logran
danar durante la primera generacién.

Para determinar el valor de C'y de Ty« se considera lo siguiente. Knutson
vy Ree (2019) exponen que el nimero de nuececillas en el racimo (C) que la
larva puede danar comprende de entre 2 a 3. Con base en esto, aqui se
asignara a C' el valor de 3. Por otro lado, como expone Bilsing (1927), la
primera generaciéon suele durar alrededor de 70 dias. Asi, en este trabajo se
fijara el valor de Tiax en 70.

3.6. Estimacién del tiempo 6ptimo en la aplicaciéon
del control del GBN

En este trabajo, estimar el tiempo 6ptimo para la aplicaciéon del control
significa encontrar el dia de la aplicacién del control que minimiza el dano
que causa la plaga del GBN. Es decir, una vez especificados los paradmetros
del modelo de la dinamica poblacional del GBN, la funcién de control y
las condiciones iniciales, entonces es posible fijar el dia de la aplicacién del
control y calcular el dafio que provoca el GBN a través de la formula dada
en . Asi, al variar el dia de la aplicacion del control se tienen diferentes
valores para DN,. Por lo tanto, el estimador del tiempo 6ptimo para la
aplicacién del control serd el dia al que le corresponde el menor valor de
DN,. Matematicamente, el problema se plantea como:

minimizar DN,
a

sujeto a acl0,1,...,7%]; donde T < Thax-.
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Como se ha venido diciendo a lo largo de este capitulo, la sensibilidad
de los resultados de este trabajo ser& valorada estimando el tiempo 6ptimo
de la aplicacion del control bajo diferentes escenarios. Asi, se proponen 48
escenarios que son construidos especificando cuatro diferentes valores para r
[parametro que esta en funcion de otros parametros del sistema y que
determina existencia y coexistencial, cuatro diferentes funciones de control
y tres distintas condiciones iniciales de pupas.



Capitulo 4

Resultados

El objetivo principal en este trabajo, como se menciond en el Capitulo 1,
es determinar el tiempo 6ptimo para la aplicacién del insecticida; esto con
el fin de disminuir la pérdida en la cosecha. Para llevar a cabo este objetivo,
en el Capitulo 2 se propuso el modelo matemético que describe la dinamica
poblacional del GBN (en el cual se considera una funciéon de control) y en el
Capitulo 3 se describi6 la metodologia de estimacion del tiempo 6ptimo en la
aplicacion del control del GBN; asi como los diferentes escenarios que serén
empleados para valorar la sensibilidad de la estimacién y el dafio causado
por las larvas del GBN. A continuacion, en este capitulo se muestran los
resultados obtenidos en esta investigacion.

La estructura de este capitulo es la siguiente. En la Seccién 4.1, se mues-
tran los resultados de la estimacion del tiempo 6ptimo y el dano causado
por el GBN para los diferentes escenarios considerados en este trabajo. En
la Seccién 4.2, se muestra el marco de referencia temporal el cual ayudara a
interpretar los resultados obtenidos en la linea de tiempo correspondiente al
ciclo vital del GBN y a los datos de capturas obtenidas con las trampas de
feromonas.

4.1. Tiempo 6ptimo de control y dano causado por
la plaga del GBN

La Tabla muestra la estimacién del dia 6ptimo de la aplicacién del
control para los diferentes escenarios considerados en esta tesis. En esta ta-
bla se observa que, para los 48 escenarios, la estimacién del dia 6ptimo se
encuentra entre el dia 4 y el dia 7. Ademés, para cada escenario donde el pa-
rametro r y la funcién de control se encuentran fijos, se observa que cambios
en la condicién inicial no provocaron cambios en el valor estimado para el dia
6ptimo. Nétese que, al fijar el parametro r, la funcién vy siempre produce el
menor dia éptimo, mientras que la funciéon de control v3 produce el mayor
dia 6ptimo. Para ilustrar este comportamiento, la Figura[d.Tmuestra el dafio

45
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DN, correspondiente al dia a que se realiza la aplicacién del control, para
el caso de r = 1.30 (coexistencia) y My = 386 (condicion inicial de pupas).
En esta figura se puede observar como cambia el dia éptimo, el valor del dia
a que minimiza DN, con respecto a la funcién de control. Para identificar
de forma clara la ubicacién de los dias éptimos en esta figura, se utilizé una
escala distinta en el eje vertical de las cuatro graficas (una para cada funcion
de control) que conforman la figura. Ademas, que el menor dia 6ptimo se
alcanza con v y el mayor con v3. Es importante recordar que de las 4 fun-
ciones de control consideradas en este trabajo, la funcién de control vs tiene
la constante de efectividad inicial més alta y la constante de decaimiento més
baja. Por otro lado, la funcién de control v3 tiene la constante de efectividad
més baja y la constante de decaimiento mas alta. Asi, maximos y minimos
se encontraron asociados a las funciones de control que tienen el mayor y el
menor valor en cada instante de tiempo con respecto a las otras funciones
de control.

Tabla 4.1: Estimaciones del dia 6ptimo para la aplicacion del control del
GBN, usando diferentes escenarios que dependen del valor del pardmetro r
(extincion y coexistencia), la funcion de control asociada al plaguicida y la
condicién inicial de pupas.

Condiciones iniciales

Parametro Funcion ile
T contro

S
(@
(@)}
(0.0]
g
(@)}

My =386 | Ms

6

V1

0.78 b2

V3
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Vg

V1

1.30 2

V3

Vy

V1

1.56 2

V3

Vy

Coexistencia

V1

V2

1.68

V3
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(d) Funcién de control vy.

Figura 4.1: Dafio DN, en diferentes escalas correspondiente al dia a que
se realiza la aplicacion del control, para el caso r = 1.30 (coexistencia) y
My = 386 (condicion inicial de pupas). En (a) se fija la funcion de control
v1; en (b) se fija la funcion de control vo; en (c¢) se fija la funcién de control
v3; en (d) se fija la funcion de control v4. La escala en el eje vertical de las

graficas es diferente.
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También, en la Tabla se destaca que los escenarios con r = 0.78 y
r = 1.56 producen las mismas estimaciones para el dfa 6éptimo. Notese que
aqui el escenario cambia de extincién a coexistencia al incrementar la tasa de
oviposicion [parametro b en el sistema ] Asi, en este caso, el cambio en
la tasa de oviposicién no produjo cambios en las estimaciones del dia 6ptimo
de la aplicacion del control. Para los escenarios con r = 1.30 y r = 1.68
se producen las mismas estimaciones para el dia 6ptimo. Ahora, si se fija
cualquier funcién de control y se cambia el parametro r y las condiciones
iniciales, los dfas 6éptimos estimados no varfan en mas de un dfa.

Por otro lado, la Tabla muestra el dano minimo estimado (redondea-
do al entero mas cercano) asociado al dia 6ptimo en la aplicaciéon del control.
En esta tabla se observa que, para los 48 escenarios, la estimacion del dano
minimo se encuentra entre 3324 y 110866. Aqui, el dafio minimo corresponde
al escenario de extincion (r = 0.78) y el dafio méaximo al escenario de coexis-
tencia (r = 1.68). En el escenario de extincion el porcentaje de la diferencia
entre el dano minimo y el dafo maximo es 545 % (aproximadamente), y se en-
cuentra asociado a las funciones de control v v v3. Més atn, este porcentaje
considerable de la diferencia entre dafios se obtuvo para la condicién inicial
més pequenia (My = 386) y la condicién inicial mas grande (Msz = 846).
Ahora, en el escenario de coexistencia el porcentaje de la diferencia entre
el dafio minimo y el dafio maximo es 1149 % (aproximadamente). Al igual
que en el escenario de extincidn, este porcentaje considerable de la diferencia
entre dafios se encuentra asociado a las funciones de control 15 y v3, v se
obtuvo para la condicion inicial més pequena (Ms = 386) y la condicion
inicial méas grande (M3 = 846).

También, en la Tabla se observa que para cada funcién de control el
dafo aumenta si el valor del parametro r y la condicién inicial aumentan.
Ahora, notese que la funcién de control v5 es la que produce el menor dafio
cuando el valor del parametro r y las condiciones iniciales se encuentran
fijas, mientras que la funcién de control v3 es la que produce el mayor dafio;
véase la Figura[d.2]en la cual, a diferencia de la Figura[4.1], todas las graficas
tienen la misma escala para el eje vertical. Asi, de la misma manera que en
la estimacién del dia 6ptimo, méaximos y minimos del dafio se encontraron
asociados a las funciones de control v, y v3. Cabe recordar que vo y v3 tienen
el mayor y el menor valor en cada instante de tiempo con respecto a las otras
funciones de control.
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Tabla 4.2: Dano minimo, redondeado al entero méas cercano, asociado al dia
optimo estimado para la aplicacion del control del GBN; véase la Tabla

Pardmetro Funcion ?e Condiciones iniciales
T contro M; = 456 Moy = 386 Mg = 846

& 1 10620 9114 18325
g 0.78 Vo 3898 3324 6950
= V3 12488 10729 21432
K vy 6493 5553 11404
V1 33128 28686 54802

130 Vo 10382 8875 18274

V3 38863 33734 63594

s vy 19129 16443 32771
g 1 43820 39082 64039
i{; 156 Vo 16472 14323 26741
5 ' V3 50574 45293 72792
8 vy 27820 24484 42865
V1 66023 58637 98212

168 Vo 21178 18311 35287
V3 75691 67503 110866

vy 39540 34610 62371
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Figura 4.2: Danio DN, correspondiente al dia a que se realiza la aplicacion
del control, para el caso r = 1.30 (coexistencia) y My = 386 (condicion inicial
de pupas). En (a) se fija la funcién de control vi; en (b) se fija la funcion de
control vo; en (c¢) se fija la funcién de control vs; en (d) se fija la funcion de
control v4. La escala en el eje vertical de las graficas es la misma.

Finalmente, la Tabla muestra el impacto de la aplicaciéon del control

en el dia 6ptimo, en comparacién con el escenario sin control. En esta tabla se
muestra el incremento (en porcentaje) del dano ocasionado por el escenario
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sin control, respecto al escenario en el que se aplica el control en el dia 6ptimo.
Cabe destacar que ambos danos se calculan con el mismo parametro r, la
misma condicion inicial y hasta el dia 70 (7},42). Por ejemplo en el escenario
de extincion (r = 0.78), al considerar la condicion inicial mas pequena (Mo =
386) y la funciéon de control vy se obtiene un dafio minimo de 3324 (véase
Tabla . Mientras que, para el mismo escenario sin control se obtiene un
dano de 12172. Lo anterior se puede interpretar en que hay un incremento
de 266 % respecto al dano ocasionado en el escenario con el control en el
dia 6ptimo, es decir, el dafio asociado al dia éptimo sufre un incremento de
aproximadamente 2.6 veces su valor si no se lleva a cabo ninguna medida
de control. De la misma manera en el escenario de coexistencia (r = 1.30),
al considerar la condicién inicial mas grande (M3 = 846) y la funcion de
control v3 se obtiene un dafio de 63590 (véase Tabla . Mientras que,
para el mismo escenario sin control se obtiene un dano de 71060. Lo anterior
se puede interpretar en que hay un incremento de 12% respecto al dano
ocasionado en el escenario con el control en el dia 6ptimo, es decir, el dano
asociado al dia 6ptimo sufre un incremento de aproximadamente 0.12 veces
su valor si no se lleva a cabo ninguna medida de control.

Tabla 4.3: Impacto (porcentaje aproximado) de la aplicacion del control en
el dia 6ptimo en comparaciéon con el escenario sin control; véase la Tabla

Parémetro Funcion Eie Condiciones iniciales
T contro My = 456 My = 386 M3 = 846

& 2 33% 34 % 32%
g 0.78 Vo 263 % 266 % 248 %
E ’ V3 13% 13% 13%
= vy 118% 119% 112%
V1 32% 33% 30%
1.30 Vo 322 % 329 % 289 %

) V3 13% 13% 12%
= vy 129% 132% 117%
g 1 28 % 29 % 25%
% 156 Vo 241 % 252% 199 %
5 ’ V3 11% 11% 10%
3 vy 102 % 106 % 86 %
141 27% 27% 23 %
163 Vo 295 % 308 % 243 %

) V3 10% 11% 9%

vy 111 % 116 % 94 %
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4.2. Interpretacién de los resultados en el contexto
real del problema

En la seccién anterior, se presentaron los resultados correspondientes al
dia 6ptimo en la aplicacion del control del GBN. En particular, la estimacion
del dia é6ptimo se encuentra entre el dia 4 y el dia 7. Noétese que estas esti-
maciones fueron realizadas con un modelo matematico, que a partir de un
tiempo inicial cero, comienza a describir la dindmica poblacional del GBN
v el efecto de la aplicacion del control. Ahora, lo que se pretende en esta
seccién es ubicar este tiempo inicial matemético en la linea de tiempo del
ciclo vital de la primera generacion del GBN. Mas atn, ubicar este tiempo
inicial matemaético en la linea de tiempo de las capturas de adultos del GBN.
Todo esto con el objetivo de comparar los dias de fumigacion determinados
por el CESAVE de Sonora, organismo de productores agricolas encargado de
desarrollar acciones de orden fitosanitario y de inocuidad de alimentos, con
los resultados obtenidos en este trabajo de tesis.

Para alcanzar el objetivo descrito en el parrafo anterior, en esta seccion
se describe un marco de referencia temporal que toma en cuenta la linea de
tiempo correspondiente al ciclo vital del GBN y a las capturas de adultos
(palomillas); asi como el tiempo inicial para el modelo de la dindmica pobla-
cional del GBN. A continuacién, primero se describe el marco de referencia
temporal y posteriormente se interpretan los resultados de la estimacién en
el contexto real del problema.

La linea de tiempo que se construye en esta seccién, toma en cuenta
dos aspectos del ciclo vital del GBN: el tiempo de duracién del estado de
pupa y el tiempo de vida de las palomillas. En primer lugar, se supone que
a la palomilla del GBN le toma, en promedio, entre 9 y 14 dias emerger
del estado de pupa; vease [Knutson y Ree (2005). En la Figura se indica
este periodo de tiempo (Periodo pupa) utilizando llaves debajo de los dias
correspondientes. En segundo lugar, se asume que la palomilla del GBN vive,
en promedio, entre 5 y 8 dias; también vedse Knutson y Ree| (2005)). Asi, el
tiempo medio de supervivencia méaxima de la palomilla del GBN es el dia
22 (emerge el dia 14 y vive 8 dias). Este dia se marca, con una flecha hacia
abajo, al final de la linea de tiempo de la Figura [4.3]

Por otro lado, si se considera que el ntmero de capturas de palomillas
alcanza su méximo en la tercera semana y luego decrece rapidamente (véase
Tabla , entonces es razonable suponer que el dia 22 es el dia en el que
finaliza la tercera semana de trampeo. Asi, tres semanas antes se tendria la
primera captura. Este inicio del periodo de capturas se marca, con una flecha
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hacia arriba, al principio de la linea de tiempo de la Figura [4.3]

I Periodo control J
AL
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |

T
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

~
Periodo pupa

Figura 4.3: Linea de tiempo correspondiente al ciclo vital del GBN y a las
capturas obtenidas por las trampas con feromonas. Se indica con una llave
abajo de los dias el periodo de tiempo que le toma a la pupa emerger. Mien-
tras que, con una llave arriba se indican entre que valores se encuentra el dia
6ptimo para la aplicacién del control. Se marca con una flecha hacia abajo
el tiempo medio de supervivencia maxima de la palomilla y con una flecha
hacia arriba el inicio del periodo de capturas.

Una vez establecido el marco de referencia temporal, es momento de
ubicar el tiempo inicial del modelo matematico, propuesto en este trabajo,
para modelar la dinamica poblacional del GBN vy el efecto del control. Aqui
es importante notar que el modelo de la dindmica poblacional debe iniciar
cuando la mayor cantidad de pupas estan listas para transformarse en las
palomillas del GBN; es decir, en el intervalo del periodo de pupas se tiene
que encontrar el inicio del modelo de la dindmica poblacional. De esta forma,
el tiempo inicial del modelo de la dindmica poblacional se encuentra entre
el dia 9 y el dia 14. Cabe recordar que la estimaciéon del dia 6ptimo se
encuentra entre el dia 4 y el dia 7. Asi, en la linea de tiempo construida
aqui, la estimacién del dia 6ptimo para la aplicacién del control se encuentra
entre el dia 13 y el dia 21. En la Figura se indica este periodo de tiempo
(Periodo control) utilizando llaves arriba de los dias correspondientes. Por lo
tanto, después de que se tiene la primera captura de la palomilla, es necesario
aplicar el control entre 12 y 20 dias después para minimizar el dano de la
plaga del GBN.

Finalmente, es importante mencionar que en la literatura sobre el tiempo
6ptimo de fumigacién para el control del GBN, determinado a partir de cap-
turas realizadas con trampas que usan feromonas sexuales como atrayente, se
recomienda que el insecticida se aplique dias después de la primera captura.
De acuerdo con la literatura revisada, existe un consenso sobre el momento
oportuno para la aplicaciéon del control. Knutson y Ree| (2005)), [Fu Castillo
et al.| (2011)) y dos trabajos citados en este ultimo articulo, coinciden en que
el momento oportuno del control es 14 dias después de la primera captura de

T T T T T 1
1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

dfas
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la palomilla del GBN. Esta informacion fue proporcionada por el CESAVE
de Sonora. Noétese que el dia 15 en la Figura [4.3] es el dia que corresponde
a 14 dias después de la primera captura. Méas atn, este dia se encuentra
ubicado dentro del periodo de control estimado en este trabajo de tesis.



Capitulo 5

Conclusiones

A través de la historia, un problema que se ha considerado relevante para
la produccién de la nuez pecanera es el control de la plaga del GBN. Una de
las interrogantes, con respecto a la aplicacién de estrategias de control, es
conocer la fecha exacta en que se debe realizar la aplicacion del plaguicida;
esto, con la finalidad de disminuir el impacto del dano que ocasiona la larva
que ingresa a la nuez. El presente estudio tiene como objetivo estimar el
tiempo de la aplicacion del plaguicida con el fin de que la cantidad de larvas
que ingresan a la nuez sea la menor posible.

Con el objetivo de determinar el momento oportuno de la aplicacion
del plaguicida, se formula un modelo matematico que describe la dinamica
poblacional de la plaga del GBN. El modelo matematico propuesto, considera
las diferentes etapas del GBN y ademas se hace la diferencia entre las larvas
que se encuentran afuera y adentro de la nuez. Esto ultimo se hace con
la motivaciéon de modelar la etapa del GBN en la cual es susceptible al
plaguicida.

Para poder estimar el momento 6ptimo de la aplicaciéon del plaguicida,
con base en el modelo propuesto y parametros especificados de acuerdo a la
literatura encontrada sobre el GBN, se requiere una condicién inicial desco-
nocida para la poblacién de pupas del GBN. Para especificar esta cantidad
se propuso un modelo estadistico y se hizo inferencias de verosimilitud con
base en datos reales de capturas de palomillas del GBN, proporcionados por
el Comité Estatal de Sanidad Vegetal (CESAVE).

Para desarrollar el objetivo de este trabajo de tesis, se emplearon cuatro
conjuntos de parametros para el modelo de la dindmica poblacional del GBN
que garantizan la extincidn o la coexistencia de la plaga. Ademaés, se utiliza-
ron tres valores distintos para la condicién inicial de pupas en el modelo de
la dindmica poblacional del GBN. Adicionalmente, se emplearon cuatro fun-
ciones de control diferentes con las cuales se pretende replicar la manera en
que el plaguicida elimina a la larva del GBN. Los resultados muestran que,
para estos escenarios, existe un intervalo de tiempo relativamente corto para
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aplicar el plaguicida y disminuir el impacto del dafio que la plaga del GBN
ocasiona. La Tabla muestra que si se fijan los valores de los parametros
y una funcién de control, el mejor dia para aplicar el plaguicida se mantie-
ne constante; es decir, no se ve afectado por la cantidad de pupas al inicio
del periodo de estudio. Los resultados también muestran, como se observa
en la Figura [4.1], que la aplicacion anticipada del plaguicida, con respecto
al momento oportuno de aplicacién, ocasiona mayor dano que la aplicacién
diferida.

Es importante destacar que a lo largo de este estudio, se ha mostrado
que la modelacién matemaética es una herramienta de gran ayuda al tratar
de describir diferentes fendmenos biologicos. Dependiendo de la complejidad
con que se haga el planteamiento del modelo, estos pueden resultar practicos
y al mismo tiempo replicar la realidad con cierta precisiéon. Sin embargo, los
modelos son aproximaciones que siempre tendran sus limitaciones. En esta
investigacion, se observa que aunque se tiene una idea clara sobre la fecha
en que se debe llevar a cabo la aplicacién del plaguicida, la estimacién del
dafio que ocasiona la plaga del GBN cambia drasticamente como se observa
en la Tabla Un posible motivo puede recaer en que se cuenta con poca
informacién para la estructura del control. Por otro lado, los datos utiliza-
dos en este estudio no contienen informacién que pueda reflejar, de alguna
manera, el nivel del dafio que la plaga del GBN ocasiona. No obstante, si se
contara con informacién adicional acerca de estos aspectos, se podria utilizar
este trabajo de tesis como marco tedrico para desarrollar una investigacion
que de mayor luz a la estimaciéon del dafio.

Finalmente, hasta donde conocemos, no existe en la literatura trabajos
previos relacionados al control del GBN con un enfoque hibrido que usa
ecuaciones diferenciales ordinarias e inferencia estadistica. Por esta razon,
este trabajo de investigacion se podria considerar como un punto de partida
para futuras investigaciones. Con el fin de exponer areas de oportunidad para
futuras investigaciones, una propuesta de interés es considerar la dindmica
espacial de la plaga del GBN con el objetivo de reconocer la forma en que
esta plaga se propaga. Otro posible aspecto de interés, debido a las recientes
investigaciones sobre los parasitoides del GBN (Torres-Delgado et al., 2018)),
es considerar un control biol6gico en lugar de un control quimico (plaguicida).
Para concluir, se espera que el presente trabajo se sume a los esfuerzos en
tratar de resolver un importante problema relacionado con la produccién de
la nuez pecanera, el control de la plaga del GBN.



Anexo A

Definiciones y resultados generales de la
teoria de las ecuaciones diferenciales
ordinarias

En este anexo se presentan las definiciones y resultados importantes usa-
dos en la Capitulo 2. Estas definiciones y resultados estén relacionados a la
teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias.

A.1. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Se considera el sistema auténomo

i = f(x), (A.1)
donde f: D — R™ y D es un subconjunto abierto de R™.

Definiciéon A.1.1 (Perko (2013), pag. 102). Un punto xy € R™ se dice punto
de equilibrio del sistema si f(zo) = 0.

Definicion A.1.2 (Perko|(2013), pag. 129). Sea ¢y el flujo del sistema
definido para todo t € R. Un punto de equilibrio xo del sistema es
localmente estable si para todo € > 0, existe un 6 > 0 tal que para todo
x € Ns(xo) yt >0 se tiene

di(x) € Ne(xo).

El punto de equilibrio se dice inestable si no es estable. Mds atn, xo es
localmente asintoticamente estable si existe un 6 > 0 tal que para todo x €
Ns(xo) se tiene

fim o) = a0

Teorema A.1.3 (Perko| (2013), pag 130). Si z¢ es un punto de equilibrio
localmente estable de , ningun eigenvalor de D f(xg) tiene parte real

o7
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positiva. Mds ain, st ningun eigenvalor tiene parte real igual a cero entonces
xg es un punto de equilibrio localmente asintdticamente estable.

Teorema A.1.4 (Lyapunov-LaSalle, Khalil (2002), pag 128). Sea Q C D un
conjunto compacto que es positivamente invariante con respecto al sistema
, Sea V : D — R una funcion continuamente diferenciable tal que
V(x) <0 en Q. Sea E el conjunto de todos los puntos en Q donde V(z) = 0.
Sea M el conjunto invariante mds grande en E. Entonces cada solucion que
inica en Q) se aprorima a M cuando t — oco.

A.2. Matrices Metzler

Definicién A.2.1 (Fall et al. (2007),pag. 65). Una matriz Metzler A es una
matriz tal que A(i,j) > 0 para cualquier indice i # j.

Definicion A.2.2 (Arrow|(1989), pag. 3). Una matriz Metzler estable es una
matriz Metzler tal que la parte real de las raices del polinomio caracteristico
son negativas.

Definicién A.2.3 (Fall et al| (2007).pag. 67). Una matriz real Metzler,
M = A+ B es una descomposicion reqular si A es una matriz Metzler
estable y B(i,j) > 0 para todo i, j.

Proposicion A.2.4 (Fall et al. (2007),pag. 67). Sea M = A+B una descom-
posicion reqular de M, una matriz real Metzler. Entonces M es una matriz
Metzler estable si y solo si p(—BA™!) < 1.



Anexo B

Modelado y estimacion de la poblacion de
pupas del GBN

B.1. Distribucién beta

En el Capitulo 3, con el fin de modelar la probabilidad de captura p;,
se propuso una variable aleatoria 6, la cual representa la probabilidad de
captura del trampeo con feromonas. Ademas, se hizo la suposicién de que
0 tiene una distribucién Beta con parametros ag = 5 y bg = 2. Aqui, se
muestra una comparacién entre densidades Beta que representan diferentes
tipo de escenarios.

La funciéon de densidad de probabilidad Beta de pardametros a > 0y
b > 0 se puede escribir como:

F(6;a,b) = {B(i«b) gt (1—-0)"t s0<0<1,

0 ; otro caso,

donde B(a,b) es la funcion beta,
B(a,b) =

En la Figura [B.I] se muestra la forma de la funcion de densidad de probabi-
lidad Beta para diferentes valores de sus parametros. En la Figura [B.1a] se
muestra el escenario a = b = 1, que corresponde a una distribucién uniforme,
un miembro particular de la familia de las distribuciones Beta. En este caso,
todo valor de 6 en (0,1) tiene la misma densidad de probabilidad; es decir,
todos los intervalos de igual longitud en (0, 1) son igualmente probables. Por
otro lado, en la Figura se muestra una funcion de densidad de proba-
bilidad Beta que tiene cola pesada a la derecha (escenario a = 2 y b = 5).
Esta funcion de densidad Beta asigna densidades de probabilidad mas altas
a valores de 6 que se encuentran dentro del intervalo (0.05,0.65) que aquellos
que se encuentran fuera de este rango. En contraste, en la Figura se
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muestra una funcién de densidad de probabilidad Beta que tiene cola pesada
a la izquierda (escenario a = 5y b = 2). En este caso, la funcién de densidad
asigna densidades de probabilidad més altas a valores de 6 que se encuentran
dentro del intervalo (0.25,0.95) que aquellos que se encuentran fuera de este
rango. Por dltimo, en la Figura se muestra una funciéon de densidad
de probabilidad Beta que es simétrica con respecto al valor 0.5 (escenario
a =b = 2). En este caso, para todo § > 0, la funciéon de densidad asigna la
misma densidad de probabilidad para el valor de 8 de la forma 0.5 — § que
para el valor de 6 de la forma 0.5 + 6.



B.1. DISTRIBUCION BETA
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Figura B.1: Comparacion entre funciones de densidad Beta con parametros
(a)a=b=1,(b)a=2yb=5(c)a=b=2y (d) a=5yb=2. Cada
grafica representa un tipo de escenario para la probabilidad 6 de captura del
trampeo con feromonas.
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B.2. Modelo para la frecuencia de capturas: Distri-
bucién marginal

En el Capitulo 3 se supuso que la frecuencia semanal de capturas del
adulto del GBN es un vector aleatorio X, con funcién de probabilidad mul-
tinomial dado 6, donde # es una variable aleatoria Beta de parametros ag
y by, que representa la probabilidad de captura del trampeo con feromonas.
Ademas, se supuso que la probabilidad que tiene cada uno de los N adultos
de ser capturados en la i-ésima semana (categoria) es una funcion p; (0, o, 3)
que depende de € y de una probabilidad P;(a, ) que se calcula con base
en una densidad de probabilidad Weibull. A continuaciéon, se muestran los
calculos realizados para obtener esta distribuciéon marginal de X, que es la
distribucién relevante para hacer inferencia sobre N.

1 k
N! . 1
P ? = ?;N’a’ - / - i H,Ck, i 70(10_1 1 - 9 bo—l d@
| A= {HO o i 0@ B e 56071 (1 - 6)
k
— 1 N' $0 i T nap—1 bo—1
= B(ao,bo)/ { [po (0, a, B)] 11;[1%‘ pi (0,0, 0)]" 0 (1—0) do
1 ] k

OC/ {N N sHi‘ :cz 9&071(1 —H)bol}de

0 =1 Li:

Nt z; pspap—1 Nestbo_1
= a Jy (U R eosimeoeio -0 »

k
N! 1 1 B(s+ag, N — s+ bg)
= — [P 93—&-(10—1 1—-6 N—s+bg—1 s 20
oo 1L 10 IRGERED Bl N ey
: 1 stap—1 N—s+bo—1
al ! ; gstao—1(1 — g)N—stbo
- LA C) e N —s+b do
:Bolil_[lxi![ (o, B)] (s+aop 5+ 0)/0 { B(s+ ag, N — s+ bo) }
k
Nt 1 .

i
—

MT(S + ag)l' (N — s+ bp)
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TN+ D) T(N—s+b) 15 1 . .
_P(l‘o-l-l)l“(N—l—ao—i-bo)Hi[PZ(a’B)] '
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Por lo tanto, la distribucién marginal de )_(> se puede escribir como

LB B

x,'

Ew

P[Y:?;N,a,ﬁ]oc LN + IV — s + bo)

I(zo + )F(N +aop + bo Pty

B.3. Enfoque de verosimilitud perfil

En el Capitulo 3, con el fin de estimar la poblacién de pupas macho
(N) de forma puntual y por intervalos de confianza, se utilizo el enfoque de
verosimilitud perfil. Este es un método estadistico general para estimar por
separado un parametro de interés (N) en presencia de pardmetros de estorbo
(ay B). A continuacion, se describe esta metodologia de forma general y en
particular se presenta la funcién de verosimilitud perfil del pardmetro de
interés N,

Sea X = (X1, Xo,...,X,) un vector aleatorio con funciéon de probabi-
lidad conjunta P[X = 7] que depende de un ntmero finito de parametros
reales desconocidos denotados por A = (A1, Ag, ..., Ap) € A C R™, en donde
A es el espacio parametral. Fisher| (1921)) define la funcién de verosimilitud,
L(A; 7), como una cantidad proporcional a la probabilidad conjunta de la
muestra observada pero vista como funcién de los parametros; es decir,

LO:T) x P[X = T AL

Con base en esto, la funciéon de verosimilitud para el modelo de la frecuencia
semanal de capturas del adulto del GBN se define como iroiorcional a la

funcién de probabilidad marginal conjunta de Y dada en (B.1]),

k
T'(N + DIT(N — s+ by) H

L(N,a,8; ) o I(xo+ 1)I'(N + ap + bo)

(B.2)
=1

Notese que en nuestro caso el vector de pardmetros es A = (N, «, §).

En general, el estimador de méxima verosimilitud (EMV) es aquel valor
de A, denotado por ;\, que maximiza la funcién de verosimilitud; es decir,
es el valor de A que hace mas probable a la muestra observada (Kalbfleisch|
2012). En particular, para nuestra funcion de verosimilitud dada en ,
el estimador de méxima verosimilitud se calcula numéricamente y es el si-
guiente:

(N, &, ) = (228,4.07,2.59).



64 MODELADO Y ESTIMACION DE LA POBLACION DE PUPAS

Ahora, en muchos casos se tienen modelos estadisticos con varios para-
metros y lo que resulta de interés es estimar un subconjunto de ellos. Asi,
el vector de parametros del modelo estd conformado por un vector de pa-
rametros de interés y otro vector de parametros que puede ser considerado
de estorbo. En términos matematicos, esto significa que el vector A se puede
escribir como A = (¢, ), donde 1 es el parametro de interés con dimension
m1 y 6 es el pardmetro de estorbo con dimensién meo, con m = my + ms.

El método de verosimilitud perfil es una técnica general para estimar un
pardmetro de interés en presencia de parametros de estorbo. La funcién de
verosimilitud perfil del parametro de interés v, Ly(v; ?), se define como

Le(4; ) = maxl(, 6 7).

Es decir, la verosimilitud perfil de ¥, Lp(v; 7), se obtiene maximizando la
funcion de verosimilitud £(v, d; 7) sobre § pero fijando ¢ (Montoyal |2008).
Cabe destacar que el EMV perfil de 1 se obtiene maximizando la verosimili-
tud perfil de 1. Ademas, este estimador coincide con el EMV no restringido
que se obtiene maximizando la funcién de verosimilitud completa.

Con base en la definicién anterior, la funcién de verosimilitud perfil del
parametro de interés N se se puede escribir como

T(N + 1IN — s + by) 1
Lp(; ?M(in%ﬁv{r(xﬁ DI(N + ag + bo) 1;[1 }

Notese que en nuestro caso el pardmetro de intefes es ¢ = N y el pardmetro
de estorbo es § = (a, ).

Con el fin de que la funcién de verosimilitud perfil del parametro de in-
terés 1) tenga una tnica representaciéon, y asi no lidiar con una constante
arbitraria, se estandariza la funcién de verosimilitud perfil del parametro de
interés 1 con respecto a su méaximo (Sprottl, 2000). A esta funcion de vero-
similitud se le denomina funcién de verosimilitud perfil relativa, Ry,(v, 7),
v se define como

Lp(; @) Lp(y; @)
s:/lijP(T/J;?) Lp(h; @)

Rp(lb;?) -

Con base en la definicién anterior, la funcién de verosimilitud perfil relativa
para el pardmetro de intefes N queda expresada como
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Lp(N;@)  Lp(N; @)

Ry(N;T) = Slj\llpLP(N57) T Lp(N; 7))

(B.3)

La funcién de verosimilitud perfil relativa permite cuantificar la plau-
sibilidad de los valores del parametro de interés y calcular regiones de ve-
rosimilitud donde valores del parametro de interés tienen, al menos, una
plausibilidad especificada. Las regiones de verosimilitud de nivel ¢ para ¢ se
definen como

IV(c) = {¢|Ry(1; @) > ¢c};  donde 0<e<l1.

En general, si el pardmetro de interés es un escalar entonces ¢ = 0.15 implica
que el intervalo de verosimilitud perfil tiene una probabilidad de cobertura
de aproximadamente 95 %; véase [Montoyal (2008)). Asi, usando la funcion de
verosimilitud perfil relativa de N dada en , el intervalo de verosimilitud
perfil para N se calcula numéricamente y es el siguiente:

193 < N <423.

B.4. Valoracion del modelo

En general, una vez que se tiene un modelo estadistico una cuestiéon
importante es conocer si este modelo es adecuado para los datos que se tienen.
Para esto, Kalbfleisch| (2012) propone utilizar la estadistica de Pearson, la
cual se define de la siguiente manera:

(fi —e;)?
D:Z eie)’

=1

donde k representa el numero de categorias, f; las frecuencias de la ¢-ésima
categoria y e; el valor esperado (estimado) para la i-ésima categoria.

Para realizar la valoracién del ajuste del modelo propuesto en este tra-
bajo de tesis, para la frecuencia semanal de capturas del adulto del GBN,
se procede a calcular la estadistica de Pearson con base en los datos pre-
sentados en la Tabla Notese que se tienen 5 semanas de trampeo; es
decir, el nimero de categorias es k = 5. El valor de esta estadistica se deno-
ta como D,s. Por otro lado, para cuantificar qué tan probable es observar
Dgps bajo el modelo propuesto, se estimé la distribucién de la estadistica
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de Pearson a través de un enfoque bootstrap paramétrico. Asi, se simularon
10000 muestras de frecuencias de captura semanal con base en el modelo es-
timado, muestras bootstrap ?*, y se calcul6 la estadistica de Pearson. Esta
estadistica se denota como DY, . La Figura muestra la distribucién de
frecuencias de DY, . En esta figura se senala la ubicacién de D, con una
linea so6lida. Nétese que el valor D,y no parece ser un valor inusual, con
respecto a la distribucion de D7, . Asi, se puede considerar que el modelo

propuesto es adecuado para explicar el fenémeno de interés.
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Figura B.2: Histograma de los valores de la estadistica D7, .. En linea solida

se senala la estadistica de Pearson, D, calculada con base en los datos
observados.
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