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Introduccion

En el ano de 1945, el escritor de ciencia ficcion Arthur C. Clarke (1917-2008) propuso la
utilizacion de satélites artificiales como solucién al problema de las comunicaciones globales.
En su articulo de la revista Wireless World se describe la logistica de los lanzamientos para
poner en 6rbita a dichos satélites y otros aspectos relacionados con las redes satelitales para las
comunicaciones. La 6rbita en la cual serfan colocados seria la 6rbita geoestacionaria, propuesta
por primera vez en 1903 por el fisico ruso Konstantin Tsiolkovsky. Segtun Clarke, dicha 6rbita
(ecuatorial y a mas de 42000 km de distancia desde el centro de la Tierra), consistiria de solo tres
satélites para brindar cobertura total al planeta. Fue hasta el 4 de octubre de 1957 cuando la
Union Soviética asombré al mundo lanzando el primer satélite artificial de la historia, el Sputnik
1. Esta nave de 84 kg orbit6 la Tierra a una distancia de entre 942 km en su apogeo y 231
km en su perigeo, siendo su trayectoria altamente eliptica e inclinada. Sus principales funciones
fueron obtener informacién perteneciente a la densidad de las capas altas de la atmosfera y
la propagacién de ondas de radio en la ionosfera. Fué destruido en su reingreso a la Tierra
por la fricciéon de la atmosfera, tres meses después de haber sido lanzado, pero una serie de
varios satélites experimentales siguieron a este primero, nueve de los cuales formaron parte del
programa del Sputnik. Solo ocho afios después del lanzamiento del Sputnik, el 28 de Julio de 1965,
fué cuando se logré el inicio de las comunicaciones por medio del primer satélite geoestacionario,
el Syncom-3, un satélite construido por la NASA. Desde entonces, més de 40 naciones se han
dedicado a la produccién o a la adquisicién de diferentes tipos de satélites, existiendo en la
actualidad aproximadamente 6600 satélites. Se estima que 3600 satélites se encuentran en 6rbita
y que de esos, 1500 se encuentran en operaciones [14], mientras que el resto de ellos terminaron
su vida util o presentaron alguna falla técnica y se encuentran en estado de basura espacial [17].

Existe una gran cantidad de propositos para los satélites, los mas comunes son los satélites
de comunicaciones, de observacién terrestre, militares, climatolégicos, de navegacién, de inves-

tigacion; también estan las estaciones espaciales que albergan humanos, las cuales también son
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consideradas satélites. La altura a la que se encuentra un satélite (o méas bien, la distancia desde
la superficie de la Tierra hacia el satélite) estd en funcion del tipo de operaciones del mismo.
Aproximadamente existen 500 satélites operacionales en 6rbita baja (LEO, low Earth orbit),
que comprende una altura desde 160 km hasta 2000 km, con periodos orbitales de 88 minutos
hasta 127 minutos respectivamente, algunos ejemplos de estos tipos son, satélites de observacion
terrestre, satélites espias, la estacidon espacial internacional, el telescopio Hubble, etc.; 50 se en-
cuentran en 6rbita media (MEO, medium Earth orbit), que es la region del espacio que va
desde los 2000 km hasta los 35 768 km, con periodos orbitales de 2 horas hasta 24 horas, como
ejemplo de este tipo tenemos a los GPS (global positioning system), GALILEO, GLONASS,
etc.; 1300 se encuentran en la 6rbita geoestacionaria, la cual se encuentra a 36 000 km de
altura sobre el nivel del mar y tiene un periodo orbital de exactamente 24 horas. Como ejemplos
tenemos a MEXSAT 3, EUTELSAT 114.8, SKYNET 5B etc.; el resto de ellos se encuentran en
orbita alta (HEO, high Earth orbit), la cual comprende de los 36 000 km de altura sobre
el nivel del mar en adelante y tiene un perfodo orbital mayor a 24 horas, razén por la cual los
satélites en dichas 6rbitas presentan un movimiento retrogrado aparente, como ejemplo tenemos
a VELA 1A [6]. Ademas de los anteriores, cabe resaltar la existencia de las érbitas polares,
que son aquellos que pasan por encima o muy proximos a los polos (de uso meteorologico); la
orbita de Molniya, una 6rbita altamente inclinada (63.4°) y altamente eliptica (con un apogeo
de 40 000 km y un perigeo de 200 km) y periodos orbitales de 8 a 12 horas, sus principales usos
son las comunicaciones en paises que se encuentran a latitudes mayores a los 45°); y la orbita
pantedn, utilizada para colocar los satélites que han terminado su vida 1til, esta se encuentra
a algunos cientos de kilémetros por encima de la 6rbita geoestacionaria. Véase la figura I.

La figura I muestra a la Tierra vista desde arriba, i.e. el polo norte es perpendicular al plano
de la hoja y hacia afuera, lo cual hace que la representaciéon de las 6rbitas sea ecuatorial. Esta
iméAgen es precisa para orbitas circulares y de inclinacién casi cero, mientras que para érbitas
maés inclinadas como la de la ISS (51.65°)[12], la 6rbita mostrada es una aproximacion.

Todos estos satélites, a lo largo de su trayectoria se ven influenciados por distintas fuentes
perturbativas. Las perturbaciones que mas afectan dichas trayectorias son aquellas provocadas
por la no-uniformidad del campo gravitacional terrestre, la atraccion solar y lunar, la presion

de radiacion, la fuerza de fricciéon causada por la atmésfera, albedo, atraccién por otros cuerpos
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Figura I: Parametros para los distintos tipos de 6rbitas.
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(planetas por ejemplo) y otras a menor escala. Existe la necesidad de conocer a detalle la manera
que actian dichas fuerzas de perturbacién sobre nuestro satélite, las cuales dependen del tipo de
satélite que tenemos (geometria), de la 6rbita en la que se encuentra el satélite (altura, inclinacion,
excentricidad, etc.), para poder asi mantener a nuestro satélite en operaciones nominales.

En diciembre del afio 2012, se puso en orbita al satélite geoestacionario, Bicentenario (Mexsat
3), el primero de tres satélites de comunicaciones nuevos del Sistema Satelital Mezicano (MEX-
SAT), adquiridos por la Secretaria de Comunicaciones y Transportes (SCT), iniciAndose asi una
nueva etapa en las comunicaciones satelitales mexicanas. Telecomm como entidad técnica es el
area encargada de la salud y las operaciones de dicha flotilla.

En nuestro caso particular, existe una inquietud de crear a futuro un software para el area
de dinamica orbital con especificaciones propias, orientadas a nuestras necesidades, de uso alter-
nativo al software OASYS (Orbital Analysis System) comprado por la SCT a la empresa privada
norteamericana ISI KRATOS. La principal funcion de este software es el de determinar la 6rbita
de los satélites deseados y a partir de eso poder calcular las maniobras necesarias para mantener
a nuestros satélites dentro de sus cajas de control. Para esto, es necesario conocer a fondo las
perturbaciones que acttian sobre esta clase de satélites.

Es asi como surge la necesidad de conocer el campo gravitacional terrestre (principal pertur-
bacion sobre los satélites) y la forma en la que afecta a nuestra nave.

La forma de la Tierra es determinada por una variedad de diferentes factores. El mas impor-
tante de ellos es el hecho de que la Tierra no es una esfera perfecta sino mas bien un esferoide
oblato. Esto significa que el didmetro de la Tierra en el ecuador es mayor que el diAmtero que
pasa por los polos. Este efecto es causado por la rotaciéon de la Tierra y por su elasticidad al no
ser un soélido, lo cual da como resultado una fuerza centrifuga la cual crea un “abultamiento” en

el ecuador, como se observa en la figura II. Las dimensiones del modelo de Szebehely [15] son

AO = 6356.751 km

DO = 6378.136 km.

La diferencia entre los didmetros es

DO — AO = 21.385 km.

4
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Atn esta pequena diferencia tiene un efecto medible sobre las érbitas de los satélites. Otra
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Figura II: Didmetro ecuatorial vs. diametro polar.

asimetria no-esférica se debe al hecho de que el ecuador no es un circulo perfecto. Como se
observa en la figura III, mirando desde arriba del polo norte, tenemos

NE-NH _
NE

1079,
entonces, la diferencia entre el didmetro mayor y el didmetro menor es de aproximadamente 64
m. [15]

Sumadas a estas no-esfericidades, existen ademas las llamadas concentraciones de masa. La
estructura interna terrestre consiste de varias capas, las cuales no son de densidades uniformes en
las tres direcciones, radial, azimutal y polar. Si la densidad de la Tierra fuera constante, entonces
la forma geomeétrica seria el factor principal. La desviacion de la forma esférica (para densidad
uniforme) se puede aproximar por medio de cuerpos elipsoidales, y este es el método més comin
a la hora de tratar con cuerpos celestes. Ya que el potencial gravitacional para elipsoides (de
distribuciones de masa uniforme) puede ser expresado por medio de desarrollos polinomiales de
Legendre, esta técnica ha sido la mas usual para la descripcién de las propiedades gravitacionales
de los cuerpos. Usualmente se nos brinda la informacion referente al campo de fuerzas, y para un
conjunto de condiciones iniciales, se obtiene una 6rbita, por medio de integracién numérica. A
esto se le conoce como el problema directo en la mecénica celeste. Otra manera de abordar esto
es por medio del problema inverso de la mecanica celeste. Si la 6rbita estd dada por medio de
observaciones, nos podemos preguntar por el campo el cual genera dicha 6rbita. A esto es a lo que

se le conoce como el problema inverso, y es considerablemente més complicado que el problema

5
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directo, por varias razones. Se puede demostrar, por ejemplo, que el campo de fuerzas no esté
univocamente determinado a partir de una 6rbita, en otras palabras, existen varios campos de
fuerza que pueden producir la misma orbita. Si la forma funcional general del campo de fuerzas, o
si el potencial estan dados (como ocurre en el caso antes mencionado del desarrollo de Legendre),
entonces la orbita puede ser utilizada para determinar los coeficientes del desarrollo. El método
que se trata en este trabajo es el de escribir el potencial en términos de los polinomios de Legendre

y, a partir de observaciones satelitales hechas, evaluar los coeficientes en el desarrollo.

FE
FEcuador
F N| Polo H
norte
G

Figura III: Variacion del ecuador.

Para abordar el problema planteado, este trabajo lo estructuramos de la siguiente manera.

En el capitulo 1, se aborda el problema de una particula moviéndose sobre una elipse no
perturbada alrededor de un cuerpo atractor, se introduce la geometria concerniente para describir
la 6rbita de cualquier satélite que se encuentre girando alrededor de la Tierra. Se introducen los
elementos keplerianos; con lo anterior bien definido se procede a plantear la ecuacién fundamental
de Kepler. Los distintos sistemas de referencia y las transformaciones necesarias para pasar de
un sistema a otro vienen a ser expresados en funcién de lo anterior.

En el capitulo 2, se hace el andlisis introductorio por medio de la gravitacién de Newton,
donde se revisa la teoria del potencial para obtener asi la ecuacion de Laplace. Se hace un repaso
breve de los armoénicos esféricos y se busca escribir las soluciones en términos de éstos tltimos y
en funcién del achatamiento polar.

En el capitulo 3, se hace el analisis de las ecuaciones perturbadas de movimiento en términos

de los elementos keplerianos. Se llega a la definicién de las variables de Delaunay para poder



Introducciéon 7

convertir la funcién perturbadora a estas tltimas variables y obtener las expresiones del potencial
para periodos largos. Ademas se hace uso de los parametros de los satélites geodésicos para

obtener las ecuaciones seculares de movimiento de los mismos.



Capitulo 1
Mouvimiento

Kepleriano-La Orbita No
Perturbada.

En este capitulo se revisan las ecuaciones de movimiento orbital para llegar a la ecuacién de
Kepler, obteniéndose como resultado, la expresiéon matematica de los seis elementos orbitales de
Kepler, se introducen los diferentes marcos de referencia para referirnos a la érbita en cuestion,
asi también como las transformaciones de un marco de referencia a otro.

Los elementos orbitales méas utilizados son los seis elementos keplerianos, llamados asi en
honor a Johannes Kepler y sus leyes del movimiento planetario. Para que una érbita esté bien
definida completamente, se deben conocer estos seis elementos [7].

Los dos principales elementos que definen la forma y el tamano de la elipse son (ver figura

1.2 para los siguientes elementos):

» Excentricidad (e) - parametro que determina el grado de desviacion de la elipse respecto a

la circunferencia auxiliar.

» Semieje mayor (a) - la suma del perigeo y apogeo, dividida entre dos. Donde el perigeo es
el punto de la 6rbita méas cercana al cuerpo atractor (en este caso la Tierra), y el apogeo

por el contrario, es el punto de la 6rbita més lejano a la Tierra.
Dos elementos definen la orientacién del plano de la 6rbita en la que se incrusta la elipse:

» Inclinacion (i) - inclinacion de la érbita con respecto al plano de referencia, (en este caso,

el ecuador) medida en el nodo ascendente.

» Ascencion recta del nodo ascendente (2) - es el d4ngulo que existe entre el nodo ascendente

de la orbita y el vector que apunta hacia el equinoccio vernal (aries).

8
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Y por tltimo:

= Argumento del perigeo (w) - define la orientacion de la elipse en el plano orbital, como un

angulo medido desde el nodo ascendente hacia el perigeo.

» Anomalia media (M), anomalia excéntrica (E) o anomalia verdadera (f) - la anomalia
media M, es el angulo que forma el eje de la elipse con un satélite ficticio que gira con
movimiento uniforme sobre una circunferencia cuyo dimetro coincide con el eje principal
de la elipse, la cual es llamada circunferencia auxiliar. La anomalia excéntrica E es el
angulo medido desde el centro de la elipse, que forma la proyeccién del planeta sobre la
circunferencia principal, y el eje de la elipse. La anomalia verdadera f (la cual no debe
confundirse con el achatamiento f que aparece en el primer capitulo) es el angulo que
forma el satélite medido desde el foco (centro de la Tierra) con el perigeo. Se relaciona con

la anomalia excéntrica F mediante [11]:

‘ f 1—|—et E
an = = an —
2 1—e 2

1.1. Movimiento Eliptico

Debido a la proximidad geométrica (proximidad que sera estudiada cuantitativamente méas
adelante) que existe entre la Tierra y un esferoide (elipsoide), las coordenadas a utilizar seran
las esféricas, solo que en vez de utilizar los angulos de la notacion estandar (r, 6, ¢), utilizaremos
los angulos més utilizados para la localizacion de un satélite desde el centro de la tierra, (A, ¢)

entonces tendremos
T = 7 COS@CoS A

Y = rcosgsen A (1.1)

z =rsen¢

con r la distancia radial desde el origen hasta el punto de interés, ¢ es la latitud, y A es la
longitud medida hacia el este (esto es, en sentido contrario a las manecillas del reloj mirando
hacia el origen desde la parte positiva del eje z). La notacion utilizada en (1.1) es utilizada a lo
largo de este trabajo, la cual es consistente con la notaciéon de los geodesistas; en matemaéticas

se utilizan @ para la colatitud y ¢ para la longitud.

9
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z

Meridiano

Ecuador

Figura 1.1: Sistema coordenado.

Vamos a asumir que tenemos una particula de masa despreciable atraida por otra masa
puntual M, ademés vamos a asumir que el origen de coordenadas esté localizado en la masa M.
Entonces la ecuaciéon que describe la aceleracion de la particula puede ser expresada en forma

vectorial, utilizando p en vez de GM de la siguiente manera:
i =—-GMr/r® = —pur/rs. (1.2)

Por consiguiente el vector de aceleracion 1 es colineal con el vector de posicién r. Si definimos
el plano orbital como el plano que contiene al vector de posicién r y al vector de velocidad r,
la particula nunca se apartara del plano ecuatorial ya que no existe componente de aceleracion
fuera del plano. Asi pues a la hora de la transformaciéon de coordenadas rectangulares a esféricas
dada por la ecuacion (1.1), podemos igualar a cero la latitud ¢ y sus derivadas respecto al tiempo
qB y gz§ Llevando a cabo la diferenciacion de la ecuacion (1.1) respecto al tiempo, obtenemos las

ecuaciones (1.2) en coordenadas polares,

T = TCOSA,

Yy = Tsen,

T = f‘cosA—r}\senA,

Yy o= Fsen A + rAcos \,

i = FcosA—2rAsen A — rAsen A — r(\)2cos A = —pcos \/r2,
§ = #sen A+ 2rhcos A +rhcos A —r(A)2sen A = —psen A /72

Ya que el punto desde donde se mide el angulo A es arbitrario, también elegiremos A = 0, pero

debemos tener en cuenta que A y A son distintos de cero. Asi pues las ecuaciones de movimiento

10
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son

iP—r(\? = —p/r? (1.3)

rA+2FA = 0. (1.4)

Si multiplicamos la ecuacion (1.4) por r, es evidente que la ecuacion es inmediatamente

integrable a

2\ = h, (1.5)

con h una constante. La ecuacién (1.5) nos dice que el momento angular 72\ se conserva.

Ahora integramos la ecuacion (1.3) sustituyendo a 1/r por u:

du _ 1
dr 12
De (1.5) tenemos
a _r
d\ h’
por consiguiente
du _du dr dt 1. 7
d\ dr dt dx r2 h h
Ademas
Pu_d( FNdt_ it _ F
d\2  dt h)d\x  hh  u2h?
o bien
d*u
. 2 9
Sustituyendo (1.5) y (1.6) en (1.3) y sustituyendo r por 1/u, tenemos
d*u 7
W +u= ﬁ (17)
Integrando la ecuacion (1.7) tenemos
1 1%
—=u=Acos(A— \g) + (1.8)

r h?
que es la soluciéon de la ecuacién homogénea més la solucidon particular de la ecuacién no

homogénea.

11
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Circunferencia auxiliar

b Satélite

Apogeo K Foco Perigeo

57 q1

Figura 1.2: La 6rbita eliptica.

Si en la ecuacion de una elipse (véase la figura 1.2), con el origen de coordenadas en el centro

dada por

S

sustituimos ae + rcos f por &, rsen f por 1, y a?(1 — €?) por b, y resolvemos la ecuacién

cuadrética resultante para r, obtenemos (la raiz positiva)

a(l —e?)
r =
14 ecos f
o bien
1 1
= + ¢ cos f. (1.10)

r o oa(l—e?) ' a(l—e?)
Comparando (1.8) y (1.10), vemos que (1.8) es la ecuacion de una elipse con el origen en uno
de los focos y ademas observamos que

— Xo=1, (1.11)

A = ﬁ (1.12)

h = /pa(l—e?). (1.13)

12
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Por lo tanto, el tamano de la 6rbita de la particula puede ser expresado por el semieje mayor a
de la elipse; la forma, por medio de la excentricidad e; y la localizacion de la particula en la elipse
por medio de f, llamada anomalia verdadera. La posicion en el plano orbital también puede ser
expresada por medio del sistema coordenado q el cual se describe en la figura 1.2. Para poder
expresar en su totalidad la posiciéon de la particula, ademés de los tres elementos keplerianos
mencionados anteriormente, necesitamos los tres angulos de Euler que se muestran en la figura
1.5 y descritos en (1.18)—(1.20): la longitud del nodo €, la inclinacion i, y el argumento del

perigeo w.

1.2. Geometria Orbital

Trataremos el caso de un satélite que se encuentra en una o6rbita inclinada respecto al plano
del ecuador. Para esto, es posible referirnos a la posicion del satélite segtin el marco de referencia
que se desee. Estos marcos de referencia son tres, el sistema fijo a Tierra u, el sistema inercial

x, y el sistema que se encuentra sobre la érbita q, también llamado kepleriano, ver figura (1.3)

us T3 q3

Uiy U2 1 T2 q1 q2

((a)) Fijo a Tierra ((b)) Sistema Inercial ((c)) Kepleriano

Figura 1.3: Los distintos marcos de referencia a utilizar.

Como deseamos encontrar un potencial en términos de los elementos keplerianos y a su vez, las
ecuaciones de movimiento para los mismos (como se vera en el capitulo 3) es necesario referirnos
a la posicion del satélite con coordenadas q, que es la elipse mostrada en las figuras 1.2 y 1.5. Para
poder hacer tal cosa, necesitamos conectar las coordenadas fijas a la Tierra u y las coordenadas
del sistema inercial x con las posiciones referidas por la érbita (elipse) inclinada [13].

Sean las posiciones fijas al globo terrestre representadas por un sistema coordenado rectan-

gular u, con el eje u; dirigido hacia latitud 0°, longitud 0°; el eje us hacia latitud 0°, longitud

13
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90°E; y el eje ug hacia latitud 90°N, esto es, el polo norte. La conexién se hace a través de un
sistema coordenado inercial fijo x, con el eje x; dirigido hacia el equinoccio vernal, el punto
donde la o6rbita del sol intersecta al ecuador, el eje x5 en direccion 90°E hacia el este del ecuador
y el eje x3 en direccion al polo norte. Al d&ngulo que existe entre el equinoccio y el meridiano de
Greenwich (longitud 0°) se le conoce como Tiempo Sideral de Greenwich o Greenwich Sidereal

Time (GST) (ver figura 1.4).

z3

Equinoccio Vernal Meridiano de Greenwich
' \_@ N
~ Sol
GST
Tierra

Figura 1.4: Representacion grafica del GST.

Asi pues, para un sistema que rota uniformemente en contra de las manecillas del reloj
alrededor de un eje fijo respecto al espacio inercial, el desplazamiento desde las coordenadas u
fijas a la tierra al sistema inercia fijo x serd una sencilla rotacion de un angulo 6 (GST) en sentido

del reloj alrededor del eje W, o Z, lo cual escrito en notaciéon matricial es

cosf —senf 0
x=Rg(-0)u= | senf cosf 0 |u (1.14)
0 0 1

y llevando a cabo la multiplicacién nos da

r=ucosf —vsend,
y =usenf + vcosb, (1.15)

Z=w

Utilizando la notaciéon de subindices para describir a la matriz de rotaciones y denotando los

vectores transformados por la rotaciéon tenemos

Ryu = R3(_9)7 (116)

14
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Equinoccio

Figura 1.5: Orientaciéon orbital.

e inversamente

Rux = R3(0). (1.17)

Ahora, queremos hacer una rotaciéon desde las coordenadas inerciales x hacia las coordenadas
Keplerianas g—con ¢; en direccion al perigeo, g2 en el plano orbital (figura 1.2) y g3 normal al
plano orbital—para esto, necesitamos llevar a cabo una rotacién alrededor del eje x3 desde el
equinoccio vernal () hasta la interseccion del plano inclinado con el ecuador que es la linea de

nodos (figura 1.5). Esta rotacion se denota por
Rs3(Q). (1.18)

Después de esto, debemos rotar el plano ecuatorial al plano orbital, esto se lleva a cabo con

una rotaciéon en contra de las manecillas del reloj alrededor del eje-1, dado por
R1(i)Rs(). (1.19)

Y finalmente una rotacién desde el nodo al perigeo llevada a cabo por una rotacién en contra

de las manecillas del reloj alrededor del eje-3, la cual se denota por

Rq:c = R3(w)R1(Z)R3(Q) (120)
15
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Los parametros €2, ¢ y w son idénticos a los angulos de FEuler que relacionan las coordenadas

q vy x. Inversamente tenemos
Rl«q = R3(—Q)R1(—i>R3(—w). (1.21)

Haciendo un pequeno recordatorio, las matrices de rotacion R;(6) con elementos ry,, satisfacen

las siguientes reglas [4]:

j = i(modulo 3) + 1, k = j(moédulo 3) + 1,
Ty =1, Tij = Tji = Tik = Tki = 0, (1.22)
Tjj = Tk = +cos 0, rjr = +send, rg; = —senf.

Utilizando 1.14 para obtener R3(—£2) pues son de la misma forma tenemos

cos) —sen) 0
R3(—2) = | senQ cosQ 0 |- (1.23)
0 0 1

Utilizando 1.22 tenemos que los elementos de Ry(—i) coni=1,j=i+1=2yk=j+1=3

estan dados por:

r1 = 1, 12 = T21 :O’ 13 = T31 =0

roo = rag = cos(—1i), ro3 = sen(—i)

r3g = —sen(—i).
y la matriz queda
1 0 0
Ri(=i)=| 0 cosi —seni |- (1.24)

0 seni? cost

De igual forma tenemos que la matriz Rg(—w) es

cosw —senw 0
R3(-w)= | senw cosw 0 |- (1.25)
0 0 1

16
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Llevando a cabo la multiplicacion de (1.23), (1.24) y (1.25) obtenemos la matriz

cosflcosw —sen2cosisenw —cosflsenw —senflcosicosw  senflsent
Rxq = | senQcosw + cosQcosisenw —sen{senw + coscosicosw —coslseni

sen ¢ sen w sen ¢ cos w COS 1

(1.26)

la cual se utilizara méas adelante.

1.3. Ecuaciéon de Kepler

Otra manera de localizar a la particula sobre la elipse, que en la mayoria de los casos es la
més conveniente, es por medio de la anomalia excéntrica E. La anomalia excéntrica, como se
muestra en la figura 1.2, se determina dibujando una linea perpendicular al semieje mayor, que
pasa a través del satélite. Dicha linea se intersecta con la circunferencia auxiliar. El 4ngulo que
existe entre la linea que une el centro de la elipse con el perigeo y la linea que va desde el centro
de la elipse a la interseccién en la circunferencia auxiliar es lo que se conoce como anomalia

excéntrica. De la figura 1.2 obtenemos
g1 =& —ae=a(cosE —e). (1.27)

Usando (1.9), obtenemos entonces

@2 = n=ay1l—e’senk (1.28)

r = /@@ +¢=a(l —ecosE). (1.29)

Para encontrar la razén de movimiento de la particula en su o6rbita, podemos utilizar (1.5),
cambiando A a f . La ecuacion (1.5) se integra mas facilmente si la anomalia verdadera se sustituye

por la anomalia excéntrica. Diferenciando (1.10) respecto a f, obtenemos

2 2
ar 7 d(1/r) __rie sen f.
df df a(l —e?)
Si sustituimos g2 por rsen f de la figura 1.2,
e
dr = ——df. (1.30)

Vie

17
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Diferenciando la ecuacion (1.29) y (1.28), obtenemos

dr = §7T;%:§5qul§‘ (1.31)

Si utilizamos (1.30) y (1.31) para eliminar a df, » de (1.29) y h de (1.13) para sustituir todo

esto en (1.5) obtendremos

a®\/1 —¢e2(1 — ecos E)dE = \/pa(1l — e2)dt. (1.32)

E integrando la ecuaciéon (1.32) obtenemos

E—esenE=M (1.33)
donde
M = n(t — to)
y
n=p'?a=32. (1.34)

El tiempo ty es el tiempo en el cual la particula pasa por el perigeo. La cantidad M es
conocida como la anomalia media, y la cantidad n como el movimiento promedio. La ecuaciéon

(1.33) es conocida como la ecuacion de Kepler, y la ecuacion (1.34) es la tercera ley de Kepler

[8].

1.3.1. Conversion de los Elementos Cartesianos a los Elementos Keplerianos

El momento angular especifico (momento angular por unidad de masa) h, cuya magnitud esta
dada por (1.5) o por (1.13), también puede ser expresado como el producto cruz de los vectores
posicién y velocidad,

h =x x %. (1.35)

Utilizando la matriz de rotacion Ryq definida por la ecuacion (1.26), las coordenadas rectangu-

lares inerciales pueden ser expresadas en términos de elementos Keplerianos,

x =Ry {Q, i, w}af{a,e, M},
(1.36)
x =Ry {Q i, w}aq{a,e, M},

18
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de lo anterior, usando (1.27), (1.28) y la figura 1.2, obtenemos

a(cos E —e) rcos f
a=| avl—e?senE | = | rsenf |, (1.37)
0 0
y de (1.27)—(1.32) obtenemos,
—sen K/ —sen f
na na
1= | V/1_¢e2 — = . R — 1.38
q 1—e?cos ¥ 1~ ccosE e+ cos f e ( )
0 0
Para la velocidad v, usando (1.10) con (1.34) y (1.38), tenemos
v o= g+ ¢’
na?
= 7 2(se112f—|—62—1—26(:osf—i-cos2f)
—e
= $[(2 + 2ecos f) — (1 — €?)]
a(l—e?)
(+-3)
= ILI/ —_— = .
roa
Asi pues la energia especifica (energia total por unidad de masa), es
2
]
= T-V=—-=
¢ 2 T
pl (1—e?) L] puf| e-1
al|21-e)2 1—e] a|2(1—¢)
i
= I 1.39
L (1.39)

donde se ha utilizado la velocidad en términos del momento angular especifico

SRR pel=) _u1-e)
2 a?2(1—-e)2 a?(1—¢e)? a(l—e)?

Para encontrar la inversa de (1.36), i.e., para pasar de los componentes rectangulares a los
elementos Keplerianos, utilizaremos el hecho de que el vector de momento angular (1.35) es
normal al plano orbital y se puede utilizar para determinar la longitud del nodo €2 y la inclinacion
i.

Como podemos observar de la figura 1.6 tenemos que

Q = tan " '[h1/(—ho)]

1

tan™'[(hi + h3)"/%/hy),

19
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z

h .
; i
1
1
1
h3 :
1
e ————— 2
1 hl,’/ Q
1 /_’ _______ o
ha
Q
53— Linea de Nodos

Figura 1.6: Vector de momento angular.

donde hq, ho, hs son los componentes del vector h. Entonces, en el plano orbital sea

P = Rl (i)R3(Q)X)

mientras que
w+ f = tan" ! (p2/p1).

De la ecuacion (1.5), tenemos

= [UQ o hz/’f'2]1/2;
de (1.39),

@ = riaf 21— r0?);
de (1.13)

e=(1—h?/ua)'/?.
Entoncres de (1.29), (1.31) y (1.32), tendremos

cosE = (a—r)/(ae)

senE = rit/e(ua)/?,

y finalmente de (1.36),

f =tan"![\/1 — e2sen E/(cos E — e)].

20
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Como conclusion del presente capitulo tenemos que en cualquier momento, la localizacién de un
satélite que gira alrededor de la tierra y que tiene coordenadas inerciales fijas puede ser descrito
por las componentes rectangulares de la posicion {z,y, z} y de la velocidad {z, 9, 2}. En lugar de
estos seis nameros, se pueden utilizar los seis nimeros de la elipse Kepleriana {a, e, i, M,w, Q}.
La relacién entre ambos sistemas puede ser expresada por medio de la rotacién desde un sistema
coordenado en el plano orbital referente al perigeo, al sistema inercial fijo, dado por (1.36). La
elipse Kepleriana {a, e, i, M,w,Q} corresponde a la posicion r y la velocidad i del satélite en un

tiempo particular, conocida como la érbita instantanea.

21



Capitulo 2
El Campo Gravitacional

Terrestre

De todas las perturbaciones que existen actuando sobre un satélite artificial, la que debe
ser tomada en mayor consideracion es aquella que surge debido a la no uniformidad del campo
gravitacional terrestre. La no uniformidad del campo gravitacional terreste tiene un origen com-
plejo: La aceleracion gravitacional es influenciada por la topografia, las variaciones de densidad
dentro de la Tierra, y la rotacion de la Tierra. Asi pues, es necesario caracterizar, e interpretar el
campo de la gravedad; siempre con respecto a una referencia especifica en forma de una superficie
equipotencial.

En el presente capitulo estudiaremos el potencial terrestre comenzando con el uso de campos

potenciales para estudiar la estructura de la Tierra, los cuales tienen sus implicaciones:

1. Para un campo con simetria esférica el potencial, y entonces la aceleraciéon gravitacional g,
estd en funcién solamente de la distancia que existe entre el punto de observacion, r, y el

centro de la masa de densidad p. En coordenadas esféricas:

_ G (" INI2 7T
g(r) = —4r— [ p(r")r'=dr'.
= Jo
Esto es importante para entender la variaciéon en g con r hacia dentro de la Tierra.

2. Esta expresion no contiene toda la informacién sobre la distribucién radial de la masa. Este

genera un problema con las interpretaciones de gravedad no-tnicas.

Es por esto que se busca determinar y explicar las desviaciones de las superficies equipotenciales
(0o, més precisamente, la diferencia de la altura en superficies equipotenciales). Esta diferencia
en la altura tiene relaciéon con g local. Las superficies importantes de referencia son:

El geoide: La superficie actual que coincide con el nivel del mar (ignorando las mareas y

otros efectos dinamicos en el mar).

22
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El esferoide de referencia: La forma tedrica de la superficie del mar (independiente en
longitud y con una variacion suave en latitud) que mas se parece al geoide.

La forma hidrostatica de la Tierra: Es aquella forma hipotética de la Tierra si sabemos
su densidad p y su velocidad angular w.

En este segundo capitulo se revisa a fondo la ecuaciéon de Laplace y su solucién en términos
de armoénicos esféricos, para poder asi hacer la aproximaciéon al campo terrestre real. Se revisan
las propiedades de los arménicos esféricos, mismas que se utilizaran a lo largo de este trabajo. Se
propone la utilizacién de un elipsoide como aproximacién al geoide en funcién del achatamiento
terrestre f, el mismo que nos permitiré describir el campo gravitacional que incluya la rotacién

terrestre.

2.1. Teoria de Potencial

De acuerdo a la ley de gravitaciéon universal de Isaac Newton, la fuerza de atraccion entre dos
particulas de masa m y M es proporcional al producto de tales masas e inversamente proporcional

al inverso del cuadrado de la distancia r que existe entre ellas, esto es

mM
F=dd 2.1
e (2.1)
o en forma vectorial
mM mM
F=-G——(r— = -G——=7.
PR rr

donde 7/ es un vector unitario en la direccion de (r —rp). El signo negativo significa que el vector
de la fuerza, F, esta en la direccion hacia adentro (es decir, hacia M), pero el vector unitario
estd en la direccion hacia afuera de M. En nuestro caso ponemos a M en el origen de nuestro
sistema de coordenadas (tomar ry a 0) para simplificar las ecuaciones (es decir, r —rg = r y
# = t). G es la constante de gravitacional universal, G = 6.673 x 10~ m3kg=1s~2. Aplicando

la segunda Ley de Newton a la ecuacion (2.1)

F=ma=mg=-G
r

obtenemos la magnitud de la aceleracién de la particula m respecto al centro de masas de las
dos particulas,

GM

r -

(2.2)

a:‘a‘:
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Esta aceleracion es la magnitud del vector dirigido a lo largo de la linea que une a las particulas.
Debido a su posicién en un campo gravitacional a (o g), generado por una masa M, cualquier
masa m tiene energia potencial gravitacional. Se puede decir que esta energia es el trabajo W
sobre una masa m (de la fuerza gravitacional debido a M) cuando movemos m de ryf a r
donde siempre riof = 00. El potencial gravitacional V' es la energia potencial en el campo de
M por unidad de masa. (En otras palabras, es el trabajo realizado por la fuerza gravitacional
g por unidad de masa). El potencial es un campo escalar que es mas facil de manejar que un
campo vectorial, y podemos derivar el campo vectorial del campo escalar facilmente. El campo
de gravedad es un campo conservativo, asi que el modo exacto en el que la masa m se ha movido
de rpf & r no es relevante; el trabajo hecho solamente depende de las posiciones iniciales y finales.

Si seguimos la definicién para el potencial negativo, tenemos para V'

r r GM "1 GM
V:/ g'dr:—/ dr—GM/ —gdr’ = ———. (2.3)
Iref Tref /r oo r r
Notese que 1 - dr = —dr porque T y dr estan en direcciones opuestas.

V representa el potencial gravitacional a una distancia r de una masa M. Note que se asume
que V(00) = 0. El potencial es la integracion sobre el espacio del campo de gravedad. Entonces,
el campo de gravedad (la fuerza de gravedad por unidad de masa), es la derivada espacial (el

gradiente) del potencial:
r=—-——V=-VV. (2.4)

De lo anterior se obtiene que como V se define negativo, cuando una masa m se acerca a la Tierra,
su energia potencial decrece mientras su aceleracion (debido a la atraccion al centro de la Tierra)
aumenta. Para una masa m despreciablemente pequenia en comparaciéon con M, las ecuaciones
(2.4) y (2.3) son consistentes con un sistema coordenado cuyo origen es el centro de masa de la
particula M. Para el efecto de varias particulas de masa M; en las posiciones r;, la aceleraciéon
puede ser expresada como el gradiente de un potencial, el cual es una suma de potenciales V;
expresados por la ecuacion (2.3). Ahora, consideremos un cuerpo continuo formado por la union
de las masas M; antes mencionadas, el cual tendra una densidad variable p. La sumatoria de los

potenciales viene a ser sustituida por una integracién a lo largo del voltmen del cuerpo. Esto es

=-G /// 72,92 d:U dy dz. (2.5)
r(z,y, 2
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Para una componente en particular a, de a la cual se deriva del potencial de masa puntual o

ecuacion (2.3), tenemos

oV x
y la segunda derivada es
0*V 1 322

Haciendo lo mismo para las componentes a, y a., y sumando sus segundas derivadas a la anterior

calculada tendremos la ecuacion de Laplace,

o’V 9’V %V < 3+3(3:2+y2+22)>

21, _ _
ViV = 8x2+6y2 +8z2 = oM

r3 o

—0, (2.8)

este mismo resultado se obtiene para cualquier elemento de masa p dxr dy dz en el potencial de
la ecuacion (2.5) y por ende para la sumatoria total.

Ahora, para convertir la ecuacion de Laplace, (2.8), a coordenadas esféricas, necesitamos los
factores de escala asociados a la transformacion del sistema coordenado rectangular al esférico.
El vector posicién es

I = 7 COS ¢ oS \i 4 7 cos psen \j +rsen¢fc

y los factores de escala estdn dados por

or
8ui

hy =

Asi pues, con uy =1, us = ¢ y ug = A, tendremos que los factores de escala son

h, = 1,
h¢ = T
hy = 1rcosA,

con los anteriores calculados, podemos construir el Laplaciano el cual esta dado por [5]

vig_ L [0 (hahs 06 0 (hhs 06\ 0 (hihy 06
N h1h2h3 8u1 h1 8U1 8u2 hg 8u2 8U3 hg 8’&3

para asi tener

0 oV 1 0 oV 1 0%V
272y 2
" or <T 87“) * cos ¢ O <COS¢3<Z>) T o ¢ ON? 0 (29)

Esta es la ecuacién de Laplace en las coordenadas deseadas, a continuacion estudiaremos las

soluciones a dicha ecuacion.
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2.2. Armonicos Esféricos

Para expresar las variaciones del potencial V' en el sistema de coordenadas esféricas, seria

conveniente si V' tuviera la forma
V = R(r)®(p)A(N). (2.10)

Al sustituir la ecuacion (2.10) en (2.9) y dividiendo por RPA tendremos

1 d [ ,dR 1 d d® 1 d’A
Sy (L [ Sl — S8 o 2.11
Rdr (T dr>+<l>cos¢d¢ <Cos¢d¢)+/\cos2¢d)\2 0 (2.11)

Ya que el primer término de la ecuacion (2.11) es el anico que depende de r, este debe ser igual a
una constante, la cual por conveniencia se toma igual a [({41). Llevando a cabo la diferenciacion

y multiplicando por R, tendremos

d’R dR
2t r— —(l+1)R=0. 2.12
rpy Ty T DR=0 (2.12)

La forma de la ecuacion (2.12), en la cual R y cada una de sus derivadas es multiplicada por
una potencia equivalente de r sugiere que R sea de la forma 7. Sustituyendo esto en la ecuacion
(2.12) y resolviendo la ecuacion resultante para k, tenemos [ y — — 1 como las dos soluciones
aceptables, o bien

R = Arl + Br~171, (2.13)

con A y B constantes arbitrarias. En nuestro caso de interés, el potencial cuando r tiende a
infinito, debe tender a cero forzosamente, para lograr esto, hacemos A = 0. Al sustituir la
constante de separacion [(I + 1) en el primer término de la ecuacion (2.11) y multiplicando por

cos? ¢, obtenemos la separacion de la ecuacion dependiente de A. Asi pues

b0 d (0N LA
I(l4+1)cos” ¢+ T d¢<cos¢a¢ +Ad)\2_0' (2.14)

El dltimo término de la ecuacion (2.14) es el tnico que depende de \, asi pues debe ser igual a

2

una constante, en este caso sera igual a —m~, asi pues tendremos

A = CcosmA + SsenmA, (2.15)

con C'y S constantes arbitrarias. Al sustituir —m? en el término dependiente de A y multiplicando

por ®/ cos? ¢, obtenemos una ecuaciéon que depende tinicamente de ¢. Esto es

1 d dd m?
g (975 [0+ 0 - g # =0 210
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o bien, sustituyendo p por sen ¢, y utilizando la regla de la cadena
dd  dddu dd
— = —— =CcoS¢p—
dp  dudo du

tendremos

d 2, AP _om’ —

La forma de la ecuacion (2.17) con m = 0 es conocida como la ecuacion de Legendre, la cual se
resuelve representando a la funcion ® en una serie de potencias en y [1]. En el caso de que m # 0,
el denominador 1 — u? hace que la representacién en series de potencias sea poco conveniente,
asi pues, la ecuaciéon tiene que ser resuelta por corte y prueba. La funcién propuesta es que ¢

sea de la forma

® = (1 - )" u(p), (2.18)

lo cual nos lleva a una ecuaciéon para v. Por lo tanto tendremos
d*v

(1—u2)dlu2—2(m—|—1)/1,;l;—i—(l—m)(l—i—m—i—l)u:O. (2.19)

Asumimos que v tiene la forma
o
v= E ap’, (2.20)
i=0
la sustituimos en (2.19), y hacemos que los coeficientes de cada potencia de p sean iguales a
cero por separado, de esta manera obtenemos una relaciéon de recurrencia entre los coeficientes

alternantes de la serie de potencias. De los coeficientes de F obtenemos

k(k+2m+1)— ({1 —m)(l4+m+1)
(k+1)(k+2)

Ap+2 = ag. (221)

Para obtener el valor maximo de k, igualamos el numerador de la ecuacion (2.21) a cero y

resolvemos para k. El resultado obtenido que cumple con k = 0 es
kmaz =1 —m, (2.22)

como consecuencia m < [,y si v va a ser representada en series de potencias de u, los valores
aceptados seran [ — m — 2t, donde ¢ es un nimero no-negativo entero < (I — m)/2. Ahora, si
sustituimos (I —m — 2t) por k y la notacion Tj,,,; por ax y llevandose a cabo la cancelacion de
algunos términos en el numerador, la ecuacion (2.21) adquiere una forma méas compacta

(l—m—2t+1)(1—m—2t+2)
21(2 — 2t + 1)

Tyt = — Tlm(t—l)' (223)
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Para esta soluciéon atn tenemos que definir el valor de 7j,,0. Ahora, ya que toda la expresion
de la solucion estd multiplicada por las constantes arbitrarias BC' y BS las cuales surgen de
las ecuaciones (2.13) y (2.15), también T},,o es arbitrario; cualquier cambio en el valor de Tj
resulta en un cambio inversamente proporcionado de BC'y BS. Asi pues, la manera mas comun

para definirlo es

(20)!

Timo = 777 2.24
T Y (2:24)
Aplicando la ecuacion (2.23) sucesivamente a (2.24) tendremos
—1)4(21 — 2t)!
Ty = o D@L 21) (2.25)

2011 — )1 —m —2t)!
La solucion @ de la ecuacion (2.16) o (2.17) que corresponde particularmente a los subindices [,

m es la llamada funcion asociada de Legendre, Py, (sen ¢) o Py, (1); entonces tenemos

k

Py (sen ¢) = cos™ ¢ Z Tymz sent "2 . (2.26)
t=0

con k la parte entera de (I —m)/2. Usando (2.13) con A =0, B =1, (2.15) y (2.26), la solucion
completa de la ecuacion de Laplace, (2.9), es entonces
1 S |
V= Z WSZW = Z Z mle(sen ®)[Clm cos mA + S, sen mA|, (2.27)
Imi 1=0 m=0
donde el subindice ¢ en el primer término denota el término cosmA o sen mA.
Adicional a estas soluciones reales, existen soluciones imaginarias que no son aplicables al

problema del potencial de nuestro interés.

2.2.1. Propiedades de los Armoénicos Esféricos

Denotemos a los arménicos esféricos 1, como Sp,;. Una propiedad importante de los armo-

nicos esféricos Sy,; es que son ortogonales; esto es

/ Slmz’ Shkj do = 0, si l 75 h O m 75 k (0} ) 75 j (2.28)
esfera

llevandose a cabo la integraciéon sobre la superficie de una esfera. Esta propiedad hace que los
armonicos esféricos sean las expresiones mas comunes para la representacion mas general de una
funcion sobre una superficie esférica, analogo a las series de Fourier para el caso de una funcion

en un espacio rectilineo. La integral del cuadrado de Sj,,; es, por unidad de Cy,, 0 S,
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B (I+m)!
[ Shdo = | s 1@ s | ™ (229)

esfera

donde la delta de Kronecker dg,,, es igual a 1 para m = 0y 0 para m # 0. El factor (I4+m)!/(l—m)!
indica que la magnitud de las funciones (y por ende de los coeficientes) varia considerablemente
con el indice m. Para hacer los coeficientes més legibles en el presente trabajo, utilizaremos las

funciones normalizadas,

Svlmi = Slmi' (2.30)

(1 —m)!(2L + 1)(2 — Som) ]2
(I 4+m)!

Los armonicos esféricos son mas faciles de recordar en términos de sus ceros. Asi pues, un armoé-

nico esférico Sy, tendra (I —m) ceros a una distancia 7 a lo largo de un meridiano y m ceros

en la misma distancia a lo largo de un paralelo. Es importante visualizar el comportamiento de

los arménicos esféricos. Alguna teminologia que recordar es que sobre la base de los valores de [

v m se identifican tres tipos de armoénicos.

1. Los armoénicos zonales tienen la forma P?(cosA\) = Pj(cos\). La superposicién de estos
polinomios de Legendre describen variaciones con la latitud; no dependen de la longitud.
Los armonicos zonales desaparecen (V' = 0) en [ pequenos circulos sobre el globo, dividiendo

las esferas en zonas latitudinales. Por ejemplo, en la figura 2.1, el caso Im = 30.

2. Los armonicos sectoriales tienen la forma sen m@P}'(cos \) o cos m¢ P (cos A). Como des-
aparecen en 2m meridianos (lineas longitudinales, entonces m gran circulos), ellos dividen

la esfera en sectores. Por ejemplo, en la figura 2.1, el caso Im = 22.

3. Los armonicos teserales tienen la forma sen m@P™(cos A) o cosm@P/"(cos \) para | # m.
La amplitud de un arménico esférico superficial de algin grado [ y orden m desaparece en
4m meridianos de longitud y en (I —m) paralelos de latitud. Por ejemplo, en la figura 2.1,

los casos Im = 41 y Im = 64.

En otras palabras, el grado [ da el nimero total de lineas nodales y el orden m controla c6mo

este nimero esté distribuido sobre los meridianos nodales y paralelos nodales.
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Im =22 Im = 64

Figura 2.1: Ejemplos de armoénicos esféricos.

2.3. Potencial del Elipsoide

La geometria terrestre se ve modificada en un tipo achatamiento en los polos y un ensancha-
miento ecuatorial debido a la rotaciéon del planeta sobre su propio eje. Es por esta razén por la
cual se utiliza el nombre geoide para referirnos a la forma actual del planeta. La forma del geoide

puede determinarse por medio de los siguientes métodos experimentales:

a) Medidas de las anomalias gravitatorias las cuales se obtienen a partir de la magnitud de la
intensidad de la gravedad en numerosos puntos de la superficie terrestre. Dado que es similar
a un esferoide (esfera achatada en los polos), la aceleracion de la gravedad va disminuyendo
desde el ecuador hasta los polos. Estas mediciones de la gravedad terrestre tienen que ser

corregidas para eliminar las anomalias locales debido a variaciones de la densidad.

b) Mediciones astronémicas: Se fundan en medir la vertical del lugar y ver sus variaciones. Esta

variacion se relaciona con su forma.

c) Medicién de las deformaciones producidas en la orbita de los satélites, las cuales son causadas
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por la no homogeneidad de la geometria terrestre. Asi se ha determinado un geoide con
decenas de abultamientos o depresiones respecto al esferoide teérico. Estas irregularidades

son menores de 100 metros.

De esta manera, el potencial del geoide se ve modificado de la misma manera, siendo ahora,
no solo el potencial gravitacional V', sino que también se debe tomar en cuenta el potencial

producido por el efecto de la rotaciéon para asi tener

Ugravedad = Ugravitacional + Urot (2'31)

o bien

1
Ugravedad =V + 50027"2 0082 (25, (2.32)

con w la razén de rotacion y V = Ugravitacional- OS¢ obtiene como resultado experimental de los
métodos mencionados en a), b) y ¢) que el geoide se aproxima en un 10" al radio vector de un

elipsoide. La forma de este elipsoide se expresa convencionalmente por medio del achatamiento

f

f=(a—0)/a, (2.33)
con a el radio ecuatorial y b el radio polar o bien, el semi eje mayor y el semi eje menor res-
pectivamente del elipsoide. El valor de f es de aproximadamente 3.353 x 1073. Asi pues, para
encontrar la diferencia de 1075 del campo gravitacional terrestre de un potencial referencia Vg
de un elipsoide, es necesario expresar a Vj en términos de la masa M, el radio a, la rotacion w
y el achatamiento f hasta un 6rden de magnitud f2. Las simetrias de un elipsoide de revolucion
nos indican que su radio vector puede ser expresado como una sumatoria de armonicos esféricos

zonales pares. Entonces, tenemos [9]
r=ro(l + asPao + asPso + ...), (2.34)

donde Py, Py estan definidos por (2.25) y (2.26). La manera mas usual de representar al

campo de gravedad terrestre es

aGM 2 4 1g.
Ugravedad = |:1 —J2 (g) P20 —Js (g> P4O - :| + *M?”Q(l — P20)7 (2'35)
T r T 3 a

con

m = , (2.36)
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donde g, es la aceleracién de la gravedad en el ecuador y J, son los coeficientes del término

del potencial zonal [3]. Desarrollando la ecuacion (2.34) por medio del teorema del binomio

obtenemos
—1 1 9 -1
P = 1+Ma%+ na2+wa§ Py + an—i—Ma% Py +---
10 7 35

(2.37)

donde hemos utilizado la identidad [5]

18 2 1

P = —Piy+ =Py + - 2.38
20 35 40 + 7 20 + 5 ( )

Sustituyendo la ecuacion (2.37) en (2.35), usando (2.38), y despreciando términos como Pa Py

y P420, obtenemos una forma del potencial Ugravedad Para la superficie del elipsoide, la cual es

Ugravedad = UO(Q@, m,ro, a2, a, kM, JQ)
+C2(geam7T07a27a7 kM7 JQ)PQO (239)
+ 04(967 m,Tro, 02, a, kMa JQ)P407

donde
M e
vy = M0z o)
70 3a
M I ge
Cy = oM a2+J2<a>]—ng(2)+O(f2)
70 70 3a
cy = O(f%.

Si la superficie elipsoidal es una equipotencial, entonces Ugravedad debe ser constante e igual a
Up. En consecuencia, de la ecuacion 2.39, para que se cumpla la condicion Ugravedad = Up, los
coeficientes U2 y Cy deben ser iguales a cero, lo cual nos proporciona dos ecuaciones para GM,
Jo v Jy en términos de otros parametros. La tercera ecuaciéon se obtiene usando la condicién de
que la negativa de la derivada radial de Ugravedad debe ser igual a g. en el ecuador. Asf pues

—GM 3 15
—(e = 1+-Jy— — M. 2.4
g 2 < +35 8J4>+gm (2.40)

Las tres ecuaciones se resuelven simultaneamente para GM, Jo, y J4. Entonces tenemos
GM = a?g.[l +3m/2+2a2/2 + O(f?)]
Jo = —m/3—ay+ O(f?),
Ji = O(f*).
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Para poder obtener los valores rg, ao, v a4 en términos de pardmetros convencionales para un
elipsoide, a y f, tenemos la ecuaciéon

.%'2 y2 22

g‘i‘?-i-*:l. (2.41)

Ahora, sustituyendo las coordenadas esféricas (1.1) en la anterior, usando (2.33) para eliminar a

b, resolviendo para r? y aplicando el teorema del binomio para obtener r, obtenemos
3 4o 2 3. 4
r=a|l-— f—i—§f +--- | sen ¢+§f sen* ¢ — - (2.42)
Integrando (2.42) de 0 a 1 respecto a sen ¢, obtenemos o,
ro =a[l — f/3+0(f?),
y asi pues

ag = —2f/3+0(f?),
ay = O(f?).

Sustituyendo todo lo anterior en las ecuaciones para GM, Js y J4 nos da la soluciéon completa

de (2.35),

GM = d’g. (1—f—|—§m—1imf+-~->, (2.43)
2 1 1 3 2
4
Jy = —£f(7f—5m)+~--. (2.45)

Como conclusiéon del presente capitulo, podemos considerar el campo gravitacional de la Tierra
como un potencial normal de un elipsoide de revolucion dado por (2.35), més pequenas variaciones
irregulares expresadas por la suma de armoénicos esféricos como los que aparecen en (2.27).

También obtuvimos la forma de representar al campo gravitacional en términos del achatamiento

polar f.



Capitulo 3 )
La Orbita Perturbada.

En los capitulos anteriores obtuvimos las ecuaciones de movimiento de un cuerpo alrededor
de la tierra suponiendo que no existen perturbaciones externas, i.e., los desarrollos precedentes
aplican solo para el movimiento en un campo central. Para esto se utilizaron los conceptos de
la ecuacion de Kepler en términos de los elementos keplerianos para facilitar su interpretacion.
En este capitulo se tratan las perturbaciones que hay que tomar en cuenta a la hora de estudiar
la 6rbita de un satélite que gira alrededor de la tierra, mismas que son denotadas en términos
de los armoénicos esféricos. Haciendo uso de las simetrias de las ecuaciones dindmicas para los
seis elementos keplerianos se obtienen las ecuaciones simplificadas de Delaunay y se obtienen las

expresiones para el potencial perturbador en términos de los elementos Keplerianos.

3.1. Las Ecuaciones Perturbadas de Movimiento

Nuestro interés en la geodesia satelital se debe principalmente al hecho de que el campo

gravitacional no es del todo central; i.e., la ecuacion (1.2) debe ser reemplazada por
r=VV,

donde V' tiene una forma no-central tal como (2.27) o (2.35). Sin embargo, ain para este campo
no-central la elipse Kepleriana y su orientacién pueden ser consideradas como un sistema coor-
denado, alternativo al sistema rectangular o polar, analogo al uso de las geodésicas de latitud,
longitud y altitud en un sistema fijo a tierra. Si el campo potencial V' difiere del campo central,
esta elipse cambiaréa continuamente. Sin embargo, si el campo varia muy poco respecto al campo
central—como en el caso para la tierra —debemos esperar que los parametros de la elipse varien
lentamente, y en consecuencia la elipse puede constituir un sistema coordenado conveniente para
representar la posicion y la velocidad de la particula. El problema consiste en transformar las

ecuaciones de movimiento desde las coordenadas rectangulares a las coordenadas Keplerianas, o

34
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elementos Keplerianos, como se les llama comtinmente. Primero cambiaremos de notacién vec-
torial a notacién de subindices, y segundo cambiaremos las ecuaciones de movimiento desde las
tres ecuaciones de segundo orden a seis ecuaciones de primer orden. Esto se lleva acabo tratando

las componentes de la velocidad como variables, al igual que las componentes de la posicién. Por

consiguiente
d
fSCZ:LEZ, i:1,2,3
< oV ,=1,2,3 .
—r, = —— 1 =
dt (2 axl7 9y Y Y

donde x;, &; denotan las componentes fijas inerciales rectangulares de la posicion y velocidad
respectivamente. Las razones de cambio dxz;/dt y di;/dt en (3.1) pueden ser expresadas como
funciones de las razones de cambio dsy/dt de los seis elementos Keplerianos, donde s, representa

cualquier a, e, i, M, w u 2. Asi pues

0 Ox; dsp  Or; dsg

Rl LR g i =1,2,3, 3.2
P Osy, dt Osy, dt v ‘ 3 (3:2)
6 . .
81‘2‘ dsk 8$Z dsk ov .
L= L = =1,2,3 3.3
1 8sk dt 8sk dt (91'1'7 ! T ( )

donde 9z;/0s se obtiene diferenciando a (1.36) y (1.37), y 04;/0sy se obtiene diferenciando a
(1.36) y a (1.38). En las ecuaciones (3.2) y (3.3) hemos seguido la convencion de Einstein. Con
el fin de completar la conversion, para cada elemento s; se lleva acabo lo siguiente:

(1) multiplicamos (3.2) por —0;/0s;,

(2) multiplicamos (3.3) por 0x;/0s;, ¥

(3) sumamos las anteriores.

Con esto tenemos

_ ) ) . Lo P = 3.4
Os; 0Osp dt + 0s; Osp dt 0s; o ds; Ox; (3.4)
o bien
ds, OF
[ﬂﬁk]ﬁ = s (3.5)
sumando sobre k. Donde
[s1, s8] = (3.6)

Os; Osp  Os; Osp’
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a lo cual se le conoce como los corchetes de Lagrange, y
F=V-T. (3.7)

F es conocida como la funcién fuerza; es la negativa de la energia total como la conocemos en

fisica. V es la energia potencial negativa, y T es la energia cinética. Asi pues, sumando sobre i,

1
T = ;. (3.8)

Existen ahora dos problemas que son importantes:

(1) la formulaciéon de los corchetes de Lagrange [sy, sk], y

(2) la transformacion del potencial V' desde coordenadas rectangulares o polares, tales como
(2.27), a elementos Keplerianos.

La forma de (3.6) nos indica que [s, si] es el negativo de [sg, si] y que [sg, si] se hace cero, asi
pues hay quince corchetes de Lagrange distintos por determinar por medio de la diferenciacién
de (1.36). Antes de esto cabe senalar que existe una propiedad de los corchetes de Lagrange la

cual facilita su evaluacién, dicha propiedad es la invarianza de tiempo:

0 82$i 3:@ al’i 82dfi 82@ 8xi ai:i 821’@'
90 = Get B, T Os Osidf  9si0t Ds, 0s, Dsiot
ds; | Ot Bsp  Osp 8t] _&sk[@t 0s;  Os; 81&]
s | 0si 8%”] O [xiasz Oy 4

0 [10(w?)  Ox; O(u/r) 0 [10(w?) 0Ox; O(u/r)
_3755_585/%_8%' Ox; ]_M[2 ds;  Os; 8561-}
L 102(0)) Pufr) 102D P(u/r)
N 508108}6 B 8sl85k B §6sl63k Gslask

Asi pues las coordenadas q y q que aparecen en (1.36) para x y X, y sus derivadas, pueden
ser evaluadas en un punto conveniente, como lo es el perigeo, donde E = 0 (que es la anomalia
excéntrica, no la energia). Evaluando q y q en el perigeo, obtenemos de (1.36)—(1.38) sustituidas

en (3.6)

(81, 5%] = <8m Oriz _ Orio 8m> na?y/1 - e?

aSl ' 8sk 881 8Sk
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sis;=Q,1,w y sisg=Q, 1, w;

or; 0q; g
[s1,56] = a(l —e) sl (Tilq + 7”1'2%)
k

0s; 0s 0sy,
V1 —e?na Orp oq 0qo
— 1 . . 8Sl <7’Z18 —|— ’f'z288k> (39)

sis;=Q,i,w 'y sisp=a,e, M;

0q1 0g1  Oqu 541) <3Q1 Jd¢2  Oq 342)
Ti1Ti2

[Sl,Sk]:r’ilril <8$’18$k88ka$l 67&87%—67%87&
b (22000 _ 0200 (042060 _ Oz 0d
2 881 8Sk 8Sk 88[ 22

8751 8Sk 8sk aSl

sis;=a,e,M 'y sisp=a,e, M;

con r11 y r12 elementos de la matriz (1.26). Para [, i], por ejemplo, utilizando lo anterior tenemos

=20 "2 ~ @0 o

con
cos 2 cosw — sen €2 cos i sen w

X = | senQcosw + cosQcosisenw | a(l—e)

sen ¢ sen w

—cos)senw — sen 2 cos i cosw
) . nav'1 — e?
X=| —sen{2senw + cos {2 cosicosw T
sen ¢ cos w

tenemos

: Orin Orig Orig Ora 2
Q = . - . V11— e2
[2,4] <m 9i 09 m)m °
= [(—senQcosw — cos 2 cosisenw)sen ) sen i cosw
—(cos Q cosw — sen ) cos i sen w) cos {2 sen i cos w

—(sen Q2 senw — cos 2 cos i cosw) sen {2 sen i sen w

—(cos Qsenw + sen 2 cos i cos w) cos QY sen i sen wjna®y/1 — €2

= —na®V1— e2seni. (3.10)
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Calculando los corchetes de Lagrange para los seis elementos Keplerianos, los inicos que resultan

distintos de cero son:

Q] = —[i,Q = —na®(1 —e?)?seni,

[0 = —[a.Q =1—-e*)"%cosi-na/2,

[Qe] = —[e,Q] = —na’ecosi/(1—e?)/?, (3.11)
woa] = —[a,w] = (1-¢*)"?na/2,

woel = —[e,w] = —na’e/(1 €)',

[a,M] = —[M,a]=—na/2.

La sustitucion de (3.11) en (3.5) y la solucion de las seis ecuaciones simultaneas para dsy/dt nos

da

da 2 OF
At nadM’
de 1—¢? OF (1—e>)1/2 oF
dt — na2e OM  nd’e 0w’
dw cos i OF (1—e)'/? oF
dt — na?(1—e2)/2seni 0i nale  de’
. . (3.12)
di cost oF 1 oF
dt — na?(l—e2)2seni dw  na(1l — e2)1/2seni 0Q’
i 1 OF
At na?(1—e)2seni i’
dM  1—¢e*9F 2 OF
dt — na2e de  nada’
Expresaremos la funcién fuerza como
F = §+R—T
w
= TR (3.13)

donde se ha utilizado (1.39). La funcién R, que comprende todos los términos de V' excepto
el término de campo central, se conoce como la funcién perturbadora. Entonces en todas las
ecuaciones de (3.12) F' puede ser reemplazada por R excepto en la tltima, ya que el segundo
término de dicha ecuacion se deriva a la funcion F' respecto a la variable a, y como se observa
de (3.13), existe una dependencia explicita de a en F. Entonces utilizando (1.34) queda

dM  1-¢® 9R 2 0R

o = (3.14)

na’e Oe na Oa’
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Las simetrias y similitudes de los brackets en (3.11) sugieren que se pueden llevar a cabo simpli-
ficaciones por medio de un cambio de variables. Para esto, intentemos encontrar un conjunto L,

G, H tales que

M,L] =1, [M,G]=0, [M,H]=0,
W, L] =0, [w,G]=1, [w H]=0, (3.15)

QL] =0, [2G]=0, [QH] =1

El tnico bracket distinto de cero que incluye la inclinaciéon ¢ en (3.11) es el primero. De (3.6)
debemos tener
0H

[, H] - = [92,4] = —na®(1 — €)% seni (3.16)

mientras que

H = na*(1 — )2 cosi. (3.17)
A modo de verificaciéon (recordando que n es p'/?a=3/2) tenemos que

, H]%—Ij = [, ¢], [, H]%—Z = [Q,a]. (3.18)

De igual manera, de [w, G]0G/de y [M, L]0L/0a, tenemos

G = na*(1 — e%)/? (3.19)

L = na® = p'?a'/?. (3.20)

Es asi como obtenemos (3.21), que son las ecuaciones de Delaunay simplificadas

dL_OF M __OF
dt oM’ dt 9oL’

dG _OF dw _ OF (3.21)

dt - dw’ dt oG’

dH OF dQ  OF

dt 90 dt  OH
Cuando se utilizan las variables de Delaunay, utilizamos la notacion I, g, h [la cual no debe ser

confundida con h de (1.5)] en vez de M, w y €2 respectivamente.



3.2. Conversion de la Funcion Perturbadora a Esféricos Armonicos 40

3.2. Conversion de la Funcion Perturbadora a Esféricos Armoni-

COSs

Para poder convertir el potencial armonico (2.27) a elementos Keplerianos, requerimos de

ciertas identidades trigonométricas, tales como

cosmx = Reexp(mjz)= Re(cosz + jsenx)™ (3.22)
m
m
_ R 5 cos™ 1 sen’ 3.23
e;_o(S)j cos™ * xsen’ x (3.23)

donde Re denota la parte real, j es v/—1 (para evitarse la confusion con el vector de inclinacion

i),y (") es el coeficiente binomial:

(ZL) - sv(r:is)t (3.24)

senmz = Re[—jexp(mjz)] = Re[—j(cosx + jsenz)™]
" (m
= R °~ cos™® wsen”® 3.25
eZ%(S)j cos™* xsen’z, (3.25)
i 1er1 . b
sen zcos’z = [—2(6”—6_”)] [2(6”4-6_“)]
a b
_ ( ]2-1 j <Z> e(a C)jI( c 7039: . ib Z < ) (b—d)jx fd]:z:
c=0 d=0
a]a a b
_ (a+b—2c—2d)jz c
= G X2 (0) (o)
c=0 d=0
(=1)%% =5 (@ (b
R
c=0 d=0

x[cos(a +b—2¢c — 2d)x

+jsen(a+b— 2c — 2d)x], (3.26)
cosacosb = % cos(a+b) + % cos(a — b),

senasenb = —% cos(a +b) + %cos(a —b), (3.27)
senacosb = %sen(a +0b) + % sen(a — b),

1 1
cosasenb = 3 sen(a + b) — 3 sen(a — b).
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Sea

!
Vim = %le(sen ®)(Cly cos mA + Sp, sSen M) (3.28)

un término particular de (2.27). Hemos hecho a los coeficientes Cy,, v Sj,, adimensionales por
medio de la inclusion del factor pal, donde a. es el radio ecuatorial de la tierra. Entonces

sustituimos [m(a — Q) + m(2 — 6)] en mA, donde « es la ascencion recta y 6 es el GST:

cosmA = cosm(a — Q) cosm(2 — ) — senm(a — Q) senm(Q — 0), 390
senm\ = senm(a — Q) cosm(Q — ) + cosm(a — Q) senm(2 — 0). (529
Del triangulo esférico formado por la orbita, el ecuador y el meridiano del satélite (figura 3.1)
tenemos
cos(w + f) = cos(a — Q) cos ¢ + sen(a — Q) sen ¢ cos w/2,
cos ¢ = cos(w + f) cos(a — ) + sen(w + f) sen(a — Q) cos 1,

mientras que

cos(av — Q) = cos(w + f)/ cos ¢
(3.30)

sen(a — ) = sen(w + f) cosi/ cos ¢,
sen ¢ = senisen(w + f). (3.31)

Si aplicamos (3.22) y (3.25) a las funciones (o — Q) en (3.29) y ademaés susitituimos en ella las

Figura 3.1: Triangulo orbital

ecuaciones (3.30), obtenemos

cosmA= ReY <7:>jscos B (w+];)ozfnn¢(w+f)cos i feosm(Q — 6) + jsenm(S — 6)],
=0 (3.32)

sen m\ = Rez <TZ>jSCOS B (W‘i“];)OZ?nn(b(w‘i‘f)COS 1 « [Senm(Q—9>+jcosm(Q—9)],
s=0
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Si sustituimos (3.31) en (2.26), que es la definiciéon de Py, y después sustituimos (2.26) y (3.32)

n (3.28), cancelando los términos cos™ ¢’s, tenemos

Vim = rl+1 Zsztsenl "2 i Re[(Cin — 5Sim) cos m(2 — 6)
t=0

S+ Ch)senm(@2 = 0] Y (") o send mE kg (339
s=0

x cos™ ¥ (w + f)cos’ i,
donde k es la parte entera de (I —m)/2.
Aplicando (3.26) a (3.33),cona=1—m —2t+s,y b=m — s,

Vim = l+1 ZTlmtseﬂl ™72 i Re[(Cim — 5Sim) cos m(Q — 6)

t=0

—m—2t+s
+(Sim + 7Chn) sen m (2 — 6)] < >] cos® 1 ]]21 o

s=0
l—m—2t+sm—s — %+ m —
xR ()
[cos(l—Qt—Zc—Qd)(w—i—f + jsen(l — 2t — 2¢ — 2d)(w + f)]. (3.34)

Sustituyendo (3.27) en los productos de (2 —6) y (w+ f) de (3.34), y no tomando en cuenta
todos aquellos términos que tengan como coeficiente a potencias impares de j (ya que Vj,, es

real, dicho término tiene otro término que lo cancela), tendremos

Vim =

m S -
I-m—2t ; k+t m cos 1
S e S () 5
s=0
l—m— 2t+sm s
—2t+s — s
<3 z( (") e

[—m par
« {[Clm] cos[(l — 2t — 2¢ — 2d)(w + f) + m(S — 0)

—Sim l—m impar

(3.35)

Clm [—m impar

l—m par
« [Slm] sen[(l — 2t — 2¢ — 2d) (w + f) + m(Q — 9)]} .

Lo que deseamos hacer ahora es transformar (3.35) para que los términos del argumento [(I —

2p)(w + f) + m(2 — )] aparezcan juntos. El hecho de sustituir p por (¢ 4+ ¢+ d) nos deja en la
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necesidad de eliminar un subindice de los factores. Asi pues, sustituir p—t¢—c por d parece lo més
conveniente. Los limites de sumatoria de d nos proporcionan los limites sobre los posibles valores
de ¢, que resultan ser simplemente aquellos que hacen los coeficientes del binomio distintos de
cero. Adicionalmente, t < p.
Asi pues la expresion Vi, se convierte en
l _
V= B3 B [ % ] costit -2k 1) £ mi o)

+1 _
r p=0 Slm [—m impar

I (3.36)
+ [Slm} sen[(l — 2p)(w + f) + m(Q - 0)]

Clm l—m impar

donde, sustituyendo de (2.25),

. (2l — Qt)' l—m—2t .
Finp(i) = zt: 0 — (1 —m — 2n)122-2¢ >0 !

S (e

Aqui k representa la parte entera de (I —m)/2, t corre desde 0 hasta el minimo de po k, y ¢

corre para todos los valores para los cuales los coeficientes del binomio son distintos de cero. Una
ecuacion tal como (3.37) nos proporciona una tabla para expresiones de Fj,,(i). En la tabla A
del apéndice en la pagina 50 se muestran los valores de Fj,,,,(7) hasta Imp = 444 .

La transformacién final necesaria para obtener una funcién perturbadora consistente con
(3.12) es reemplazar r y f en (3.36) con a, M y e, para asi obtener

o1 | o] (2 ey +m(@-0) = g Gl )| ] 2o t-2prg)prm(e-0)]

Para poder obtener términos a periodos largos—aquellos términos para los cuales M no
aparece—podemos promediar (3.36) respecto a M, i.e., podemos integrar respecto a M desde 0

hasta 27 y después dividir entre 27. Entonces tendremos de (1.5), (1.13) y de (1.34),

r2df
y de (1.10),
2 [(1+4ecosf) =1
S [ a(l— €2 ] (3.39)
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Desarrollando el binomio (1 + ecos f)/~1, aplicando (3.26), (3.27) y omitiendo términos imagi-

narios, obtenemos

2 COS
217T/0 7‘ll+1[sen] [(0 = 2p)(w + f) + m(Q — 6)]dM
-1

| () 6
> @ ; { H (= 2p)w - (L b = 2p = 24) (2 = 6)] (3.40)

d—0 Sen
COS
+ [Sen] (1 =2p)w+ (I —b—2p+2d)f +m(Q— 9)]} df
COS
= o Gnep-n (©) Sen} [(0 = 2p)w + m(Q = O)],
donde
1 Ly 20+ 1 — 2\ /e 22
Gipap—1y(€) = A—ey-am Z <2d Ll 2p’> ( d ) (§> ; (3.41)
d=0

para el cual

/

p = p para p<1l/2,

/

p = l—p para p>1/2;

el factor “1/2” dentro de la sumatoria d de la ecuacion (3.40) ha desaparecido ya que los dos
términos que satisfacen la condicion para variaciones de periodo largo (I — 2p) + (b — 2d) = 0,
son coeficientes que aparecen de una manera simétrica en la expansiéon binomial, y por ende, se
pueden combinar por medio de la sustitucion de (2d + 1 — 2p’) por b en (3.41).

Para los términos de periodo corto, | —2p+ g # 0, solo se muestra una solucion del desarrollo

de Gipq(e):

Glpq(e) = (_1)|q|(1 + /82)lﬁ‘q| Z Plquleqk/B2ka (3.42)
k=0
donde
8= ¢ .
14+ V1—e?

h
2p' =20\ (=1)" ((1—2p' + ¢ )e\"
P, =
pak TZ:;(h—r> ! 26 ’
h=k+q, ¢>0 h=k ¢<O0;

(3.43)
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Yy
R
_ 2p (1—2p" +4q)e
leqk_Z(h—r)r'( 23 ’
r=0
h=k ¢>0 h=k-q, <0 (3.44)
p'=p, ¢ =q para p<l/%
p'=1-p, ¢ =—q para p>1/2.
Las expresiones para Gj,q(e) hasta [pg = 442 estan dadas en la tabla B del apéndice en la
pagina 52.

Asi pues, el resultado final de la transformacion de V;,,, en coordenadas esféricas, (3.28), hacia

coordenadas orbitales se puede expresar como

l+1 ZFlmp Z Gipg(€)Stmpq(w, M, 2, 0), (3.45)
q=—00
donde
Cl l—m par
Stmpg = [—Srln ]z cos[(l = 2p)w + (I — 2p + q) M + m(2 — 0)]
mJl—m impar

(3.46)

Sm [—m par
+ [CZ ] cos[(l — 2p)w + (I —2p + ¢) M + m(Q2 — 0)].
Im

[—m impar
3.3. Perturbaciones Lineales

El término del campo gravitacional que domina a la funcién perturbadora R es Vo, ya que

Cyo (0 J2) es al menos 100 veces més grande que cualquier otro Cj,,. Asi pues

Vao = (%)2 > Foop(i)Gapg(e) cos[(2 = 2p)w + (2 = 2p + q) M] (3.47)

con a, el radio ecuatorial medio.

Asumiendo que los coeficientes de V5o son aproximadamente del mismo orden de magnitud,
deberiamos esperar que los términos de (3.47) que no contengan a M—pues (2 — 2p + q) es ce-
ro—sean de un efecto apreciablemente mayor después de la integracién en comparacion a aquellos
que si contengan a M, ya que estos tltimos haran un ciclo completo en el tiempo (relativamente

corto) que le toma al satélite dar una revolucion completa. El limite de la sumatoria en (3.41)
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indica que los términos con superindices (p,q) de (0,-2) y (2,2) no existen, asi pues el tinico

término de Vo en el cual no aparece M es

C Qe 2 .
Vaor0 = MGQO (;) Fs01(1)Gao1(e). (3.48)

Evaluando Fyg1 con (3.37), Gao1 con (3.41), y utilizando £ + Vag19 como F en las ecuaciones

Lagrangianas de (3.12) obtenemos

da
=0
dt ’
de
0
dt ’
dw Copa? OF: 1—e? oG
e —n(lu— 23)16/2a5 — cot 27022,01 Gao1 + ( )F201 aiw ;
BTLCQQaz .
= m[l — 5cos? ],
di
7= (3.49)
Q@ pCyaGao  9F
dt  n(l—e2)2a5seni 01 '
. 3TLCQ[)(J,§ .
= 30— a2 cos i,
dM Copa?F. 1—-¢e? 9G
—=n H 22“:5 201 | — 3210 +6Ga10] -
3nCopa?
=n— %(3C0822‘ —1).

4(1 — e2)3/2¢2
El valor de Coq es de -0.0010827; si tomamos los valores de e = 0.01 y a = 1.12a, que son los

tipicos de un satélite geodésico, las ecuaciones anteriores quedan

d

dfb: ~ +3.55(5cos?i — 1) grados/dia,

dQ . .

-~ —6.70 cosi grados/dia, (3.50)
dM

. 14.37 4 0.0093(3 cos® i — 1) revoluciones/dia.

Es un hecho observado que los movimientos seculares tales como los de (3.50) son las pertur-

baciones predominantes de los satélites geodésicos—esto es, los que se encuentran a una altura
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suficiente para no sentir en exceso el arrastre causado por la atmosfera, pero lo suficientemente
bajos como para ser perceptiblemente perturbados por las variaciones del campo gravitacional.

En este capitulo las ideas de las secciones previas fueron utilizadas para crear las variables de
angulo-accion para el problema de Kepler (el problema de fuerza central con la ley de atraccion
del inverso cuadrado). Estas variables se conocen como wvariables de Delaunay, llamadas asi en
honor al astrénomo francés del siglo XIX quien utiliz6 estos elementos para desarrollar su teoria
del movimiento de la Luna. Los elementos o variables de Delaunay son vélidas tinicamente en el
dominio del espacio fase para érbitas elipticas en el problema de Kepler. El caso en el que las
orbitas se encuentran en la vecindad de las érbitas circulares, los elementos de Delaunay pasan
a ser los elementos de Poincaré.

También se llevaron a cabo las transformaciones necesarias para describir el potencial en
términos de los elementos Keplerianos y para poder obtener las expresiones de dicho potencial
a periodos largos, en términos de las funciones Fj,,,(7), y en términos de las funciones Gy,q(e).
Obtuvimos ademés las ecuaciones de movimiento para un satélite de 6rbita baja que se encuentra

bajo la influencia del potencial gravitacional Vag1g.



Conclusiones
Conclusiones

El propésito de este trabajo ha sido desarrollar la teoria de Orbitas satelitales bajas en el
contexto de un tratamiento geodético, esto es, describir un fenémeno particular conectado con
el campo gravitacional no uniforme terrestre. Asi pues, este trabajo no ha sido una discusion
completa del tema de los satélites de Orbitas bajas, sino que se ha enfatizado en los aspectos
de interés peculiares a la geodesia, tales como el desarrollo de la funcién perturbadora para las
variaciones armoénico esféricas en el campo gravitacional.

Se ha desarrollado la teoria del movimiento de un satélite artificial en el campo gravitacional
terreste, sin una referencia especifica a algin observador. La tinica geometria introducida ha sido
la necesaria para llevar a cabo las transformaciones del potencial y para estudiar la dindmica de
la orbita.

Se convirtio el potencial dado en (2.27)

1 1
V= Z mSlmi = Z mle(sen ®)[Clm cosmA + Sy, sen mA|,

Imi =0 m=0
a elementos Keplerianos utilizando identidades trigonométricas en superficies esféricas en las
cuales se hacen los cambios de variables necesarios (A — (a — Q) 4 (2 — 0)) con « la ascencion
recta y 0 el GST, los cuales se obtienen del tridangulo esférico formado por la 6rbita, el ecuador
y el meridiano del satélite.

Se obtuvo el potencial perturbador Vj,, en términos de las funciones Fj,, (i) y se llevo a cabo
una transformacion final necesaria, para asi obtener una funcién perturbadora consistente con las
seis ecuaciones simultaneas para los elementos dsy/dt. Promediamos al elemento M para poder
obtener términos a periodos largos y el resultado final de la transformacién del potencial Vj,, en
coordenadas orbitales en término de las funciones Gy,q(e).

Se obtuvieron las ecuaciones seculares para el movimiento de los satélites geodésicos bajo la

influencia del potencial
1Cap

(%2 Faor (1) Gaoi (),

48

Vao10 =
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en funciéon de los pardmetros de los mismos, las cuales concuerdan con las observaciones.

A futuro se planea expandir las ideas tratadas en este trabajo a satélites geoestacionarios (y
geosincronos), incluir perturbaciones del tipo de presion de radiacion y utilizar la teoria tratada
en este trabajo para desarrollar un software, el cual tendra como objetivo la determinacion de
orbitas de satélites, en funcién de datos de azimut, elevacién y rango; asi como el calculo de
las maniobras necesarias para contrarrestar las perturbaciones que inciden sobre los satélites,
para poder llevar a cabo la propagacion de efemérides (las cuales contendran las perturbaciones
naturales y las que surgen debido al acoplamiento de las maniobras) que son las estimaciones de

la trayectoria del satélite.



Apéndice A
Funciones de Inclinacion

Flmp@)

Tabla A.1: Funciones inclinacion Fj,,,(7) a partir de (3.37)

I m p Fimp (i)

2 0 0 —3sen?i/8

2 0 1 3sen?i/4 —1/2

2 0 2 —3sen?i/8

2 1 0 3seni(l + cosi)/4

2 1 1 —3senicosi/2

2 1 2 —3seni(l — cosi)/4

2 0 0 3(1 + cosi)2/4

2 2 1 3sen?i/2

2 2 2 3(1 — cosi)?/4

3 0 0 —5sen3i/16

3 0 1 15sen®i/16 — 3seni/4

3 0 2 —15sen®i/16 + 3seni/4

3 0 3 5seni/16

3 1 0 —15sen?i(1 + cosi)/16
31 1 15sen?i(1 + 3cosi)/16 — 3(1 + cosi)/4
3 1 2 15sen?i(1 — 3cosi)/16 — 3(1 — cosi)/4
3 1 3 —15sen?i(1 — cosi)/16

3 2 0 15seni(1 + cosi)?/8

3 2 1 15seni(1 — 2cosi — 3cos?i)/8
3 2 2 —15seni(1 +2cosi — 3cos?i)/8
3 2 3 —15seni(1 — cosi)?/8

20
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15(1 + cosi)3/8
45sen?i(1 + cosi)/8
45sen?i(1 — cosi)/8

15(1 — cosi)3/8

35senti/128
—35sen®i/32 + sen?i/16
(105/64) sen* i — (15/8) sen?i + 3/8
—(35/32) sen*i + (15/16) sen?
(35/128) sen’ i
—(35/32) sen®i(1 + cos i)

(35/16) sen®i(1 + 2 cosi) — (15/8)(1 + cosi) sen i
cosi(15seni/4 — 105seni/16)
—(35/16) sen®i(1 — 2 cosi) + (15/8) seni(1 — cos 1)
(35/32) sen®i(1 — cos i)

—(105/32) sen i(1 + cosi)?

(105/8) sen? i cos i(1 + cosi) — (15/8)(1 4 cosi)?
(105/16) sen? i(1 — 3 cos? i) + (15/4) sen?i
—(105/8) sen?i cosi(1 — cosi) — (15/8)(1 — cosi)?
—(105/32) sen?i(1 — cos i)?

(105/16) seni(1 + cos )3
(105/8) seni(1 — 3 cos?i — 2 cos® )
—(315/8) sen?i cos i
—(105/8) seni(1 — 3cos? i + 2 cos® i)
—(105/16) sen i(1 — cos)?

(105/16)(1 4 cos4)*

(105/4) sen? i(1 + cos i)*

(315/8) seni
(105/4) sen? i(1 — cosi)?

(105/16)(1 — cosi)*



Apéndice B
Funciones de

cxcentricidad Gy (1)

Tabla B.1: Funciones de excentricidad Gy,q(e) a partir de (3.41)

Lp g L p g Gipg(e)
2 0 2 2 2 2 0
2 0 -1 2 2 1 —e/24¢e3/16 + - - -
2 0 0 2 2 0 1-5e/2413¢*/16+---
2 0 1 2 2 -1 Te/2 —123e3/16 -
2 0 2 2 2 -2 17¢?/2 — 115e* /6 + - - -
2 1 -2 2 1 2 9e?/4 + Tet /A + - -
2 1 -1 2 1 1 3e/2 4273 /16 + - - -
2 1 0 (1—e2)~3/2
3 0 -2 3 3 2 e?/8 + et /A8 + -
3 0 -1 3 3 1 —e+b5e3 /4
30 0 3 3 0 1 —6e2 +423¢*/64 + - - -
30 1 3 3 -1 Se — 223 + - - -
3 0 2 3 3 -2 127¢%*/8—3065¢1/48 + - --
31 -2 3 2 2 11€2/8 4 49¢*/16 + - - -
31 -1 3 2 1 e(l—e2)™5/2 ...
31 0 3 2 0 1+ 2¢e% 4 239¢* /64 + - - -
31 1 3 2 -1 3e4+11e3/44 - -
31 2 3 2 -2 532 /8 + 39¢*/16 + - - -
4 0 -2 4 4 2 e2—et/3 4.
4.0 -1 4 4 1 —3e/2+75¢%/16 + - - -
4.0 0 4 4 0  1-11e?4199¢"/8+:--

92
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4.0 1 4 4 -1 13e/2 — 765¢* /16 - - - -
4 0 2 4 4 -2 51le?/2 — 321e/2 + - -
41 -2 4 3 2 (3241 —e?)TP ...
4 1 -1 4 3 1 e/2+33e2/16 + - - -
41 0 4 3 0 1+e?+65et/16 + - -
41 1 4 3 -1 9e/2 — 3¢ /16 + - --
4 1 2 4 3 -2 53%/4—179*/24 + - -
41 0 4 3 0 1+ e+ 65e!/16 4 - --
41 1 4 3 -1 9e/2 — 3¢ /16 + - --
4 1 2 4 3 -2 53¢%/4—179%*/24 + - -
4 2 2 4 2 2 5e* + 155et/12 4 - - -
4 2 -1 4 2 1 5e/2 + 135¢3/16 4 - - -
4 2 0 (1+3e%/2)(1—e?) 2 +...
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