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Resumen

En este trabajo se estudia la cinética de cristalizacién de coloides cargados usando el anali-
sis de vecinos comunes [1]. Se implementa el algoritmo eficiente de Geyer-Winter [2]| para
operar el tensor de difusién de Rotne-Prager [3] y minimizar el tiempo de computo de las
simulaciones. Las interacciones hidrodinamicas y fuerza sistematica entre las particulas,
derivada del potencial de Yukawa, es usada en el algoritmo de Ermak-McCammon [4] para
simular el movimiento de las particulas. Se encontré que las interacciones hidrodinamicas
aceleran el cambio de fase y favorecen a las estructuras cristalinas durante la etapa de
transicion.

Palabras clave: cristalizacion, interacciones hidrodinamicas, simulacion computacio-
nal



Abstract

In this work we analyze the crystallization kinetics of charge colloids using the common
neighborhood analysis [1]. Geyer-Winter’s efficient algorithm is implemented [2] to ope-
rate the Rotne-Prager’s diffusion tensor [3] and thus minimize the computation time of
simulations. The hydrodynamics interactions and the systematic force between the parti-
cules,derived from Yukawa’s potential, are used in the Ermack-McCammon’s algorithm [4]
to simulate the particule’s motion. We found that hydrodynamic interactions accelerate
phase change and favor crystalline structures during the transition stage.
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Introduccion

La cristalizacién es una de las formas mas comunes de solidificacion. No obstante, todavia
tenemos mucho que investigar sobre las rutas de cristalizacion, tanto tedrica como experi-
mentalmente, con el objetivo de tener un mejor control sobre dicho proceso [6, 5|. Existen
desde hace casi 100 anos diversas teorias que intentan explicar el proceso de cristalizacion,
pero hasta hace poco no existian experimentos que pudieran verificar dichas teorias. Me-
diante el uso de los sistemas coloidales, en las tiltimas décadas se han logrado progresos
importantes en las investigaciones experimentales de la ruta de cristalizacién [7]. Esto se
debe en gran medida, a que los coloides son mucho mas faciles de observar que los dtomos
[8, 9]. La figura 1 muestra un conjunto de rutas posibles de cristalizacion.

bcc-like bcc metastable
precursors

o hcp-like Stable solid
Liquid precursors i

fcc-like
precursors

Figura 1: La figura muestra un conjunto de posibles rutas de cristalizacién. Tomada de [7].

Actualmente sabemos que la cristalizaciéon puede pasar por distintas etapas y que no
todos los sistemas siguen la misma ruta de cristalizacion. Por ejemplo, se sabe que las
esferas duras primero forman gotas mas densas antes de empezar a formar la red cristalina,
es decir, primero se aglomeran y luego se acomodan. En estos casos donde se presenta
densificacion se dice que ocurre una nucleaciéon. La nucleacién puede ser homogénea o
heterogénea. Existen diversas “teorfas clasicas” para describir ambos procesos [6].

En cambio, se ha especulado que en los sistemas de esferas cargadas aparecen semillas
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de orden sin densificacién previa, lo cual es de esperarse, dada la repulsién electrostatica
entre las particulas, pero en realidad muy poco se sabe acerca de los procesos de cristali-
zacion de esferas cargadas. Esto es en parte debido a que los sistemas cargados son mas
complicados que los de esferas duras, ya que los sistemas cargados presentan una com-
petencia energética-entrépica, mientras que los sistemas de esferas duras son puramente
entropicos.

Para realmente entender la cristalizacién, al menos debemos:

w [dentificar y discernir los efectos de los factores internos y externos que promueven
la cristalizacion. Por factores internos nos referimos a las fuerzas entre particulas,
la densidad, etc. Por factores externos nos referimos a impurezas introducidas en el
sistema, o bien, a paredes o fronteras que pueden inducir focos de orden. Entonces,
esto involucra entender desde los efectos que tienen las interacciones entre particulas,
hasta las correspondientes afinidades macroscépicas (termodindmicamente hablan-
do) que impulsan el proceso.

s [dentificar las rutas posibles de cristalizacion. Esto involucra discernir por cuales
estados de orden intermedios va a pasar el sistema, al ir del estado liquido relati-
vamente desordenado hasta el estado cristalino completamente ordenado, como se
muestra en la figura 1.

s Describir la cinética de la cristalizacion. Este aspecto se refiere a describir la rapidez
de cristalizacién. En el contexto de la teorias clasicas, esto involucra calcular las tazas
de nucleacion.

En un trabajo previo, Urrutia Banuelos, Contreras Aburto y Maldonado Arce estudiaron
los efectos de las interacciones coulombiananas apantalladas en la cinética de cristalizacion
de coloides [10]. Se identific6 que al principio la ruta de cristalizacién involucra estados de
orden correspondientes a simetrias de cinco ejes y otras simetrias icosaedrales relacionadas,
para concluir con las simetrias cristalinas, ya sea bce o fece para los sistemas analizados
en dicho trabajo. También se cuantificé la cinética empleando la técnica de dinamica
browniana y el analisis de vecinos comunes. Una de las perspectivas que quedaron abiertas
en este trabajo fue el andlisis del efecto de las Interacciones Hidrodindmicas (IH) en la
cinética y ruta de cristalizacién.

En esta tesis se propone continuar con el analisis de los efectos de las IH. Entonces nuestros
objetivos son:

1. Desarrollar un codigo de simulacion, que sea lo debidamente eficiente, que incluya
los efectos de las IH.

2. Analizar el efecto de las IH en la cinética de cristalizacion.
3. Analizar el efecto de las IH en la ruta de cristalizacion.

La tesis esta organizada como sigue: En el primer capitulo se presentan los fundamen-
tos tedricos tales como dindmica browniana, ecuaciones hidrodindmicas y el tensor de
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Rotne-Prager. El segundo capitulo contiene los algoritmos basados en la teoria del primer
capitulo y los cuales son implementados en el cédigo de simulacién del apéndice B. En el
tercer capitulo se encuentran los resultados como histogramas, cinética de cristalizacion,
energia potencial, etc. Finalmente, se presentan las conclusiones y perspectivas de este
trabajo.



Fundamentos teoricos

Experimentalmente se sabe que los tiempos de relajacion para fluidos moleculares son del
orden de 107'*s. Las escalas de tiempo relevantes para particulas brownianas (PB) son
del orden de 107%, la cual es consecuencia misma de la gran diferencia que existe entre
las masas de las PB y las particulas que componen al solvente [11].

En las siguientes secciones se presentan las ideas principales para entender la dinamica
browniana, incluyendo interacciones hidrodinamicas mediadas por el solvente. Se presenta
la ecuacion de Langevin de una sola particula con el objetivo de definir la escala de
tiempo browniana, y después se generaliza para un sistema de particulas que interaccionan
entre si mediante fuerzas directas derivables de un potencial y mediante interacciones
hidrodinamicas mediadas por el solvente. Para calcular las fuerzas mediadas por el solvente
es necesario conocer la transferencia de cantidad de movimiento a través del fluido debido
al movimiento de las PB. Por ello, también se describe el esquema fisico y matematico de
sistemas modelados por las ecuaciones de Navier-Stokes y luego se pasa a los sistemas de
interés en este trabajo, cuyo nimero de Reynolds es pequenio.

1.1. Ecuaciéon de Langevin

La ecuacién de Langevin (EL) es una ecuacién de movimiento para la velocidad v de una
PB de masa M suspendida en un solvente compuesto por particulas de masa m que son
mucho mas pequenas en tamano y masa comparadas con la PB (figura 1.1).

Su forma matematica se deriva de la segunda ley de Newton en combinacion con la nocién
de proceso estocastico, y se escribe como

d R
MZo(t) = —Co(t) + FR (1) (1.1)
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Figura 1.1: Las particulas que componen el solvente chocan con la particula browniana produciéndole
una trayectoria aleatoria.

en donde ( es el coeficiente de friccién, —(v es la fuerza de arrastre debido al solvente y
FZ(t) es una fuerza estocdstica debido al movimiento aleatorio de las particulas que com-
ponen al solvente. Es importante aclarar que la fuerza de arrastre se calcula de acuerdo
a la teoria macroscopica de la hidrodinamica y que el coeficiente de friccion esta deter-
minado por la ley de stokes ( = 67na, donde 7 es la viscosidad del solvente y a el radio
de la PB. La fuerza estocastica corresponde a una variable aleatoria gaussiana y solo son
necesarias sus propiedades estadisticas, como el promedio,

(F(1)) = 0, (1.2)

y su matriz de covarianza, cuyos elementos son

(FE()FR(E)) = 2kpTCO(t — ). (13)

Debido al término estocastico en (1.1), las velocidades v también son variables aleatorias
por lo que solo tiene sentido hablar de promedios relacionados.

La ecuacién (1.3) se le conoce como teorema de fluctuacion-disipacion y la cantidad 2kgT'¢
no es mas que una medida de la intensidad de la fuerza fluctuante. También podemos decir
que conecta la intensidad de las fuerzas aleatorias con el coeficiente de friccién, el cual
caracteriza la disipacion de la energia de la particula en calor transmitido al solvente. El
hecho de que la matriz de covarianza sea diagonal y delta correlacionada en el tiempo nos
dice no hay interacciones hidrodindmicas, lo cual en general no sucede asi, como veremos
mas adelante.

Si a la ecuacion (1.1) la dividimos por M y multiplicamos por la exponencial eirt tenemos
que

% (efrt) = efrt P (1) /M. (1.4)
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Si integramos la dltima ecuacién sobre [tg,t] y reagrupamos términos obtenemos

1 t
v(t) = e /™oy + —/ et/ BR(t)dt! (1.5)
M to

en donde hemos definido 75 = M/(, que se conoce como escala de tiempo browniana y
vg es la velocidad inicial de la PB. Como consecuencia de la ecuacién (1.5), la velocidad
decae muy rapidamente por lo que el momento p(t) correspondiente también.

Hasta este punto solo hemos analizado la EL para una PB en bulto. En la siguiente seccion
veremos las caracteristicas que se presentan en una EL para un sistema de particulas que
intéractuantes en bulto.

1.1.1. Ecuacion de Langevin para un sistema particulas intérac-
tuantes

La situacion ideal de particulas que solo interactiian con el solvente se puede alcanzar
en condiciones donde la concentracién n (nimero de particulas por unidad de volumen)
de la PB es muy baja y cuando la fracciéon de volumen del sistema ocupada por las PB,
conocida como fraccién de llenado ¢, es tal que ¢ < 1. La fraccion de volumen depende
de la dimensién lineal de las particulas y de la concentracion n.

La condicion de que la concentracion sea muy baja es equivalente a exigir que la distancia
promedio entre centros geométricos de las particulas sea muy grande. Es decir que si
d = n'/? | entonces d/a > 1. Aqui hemos introducido una nueva escala de longitud
d, relevante en los sistemas de particulas que interactian con un potencial repulsivo de
alcance mayor a la distancia maxima de contacto. En un sistema de esferas hay solamente
una distancia de contacto que es igual al didmetro de las particula o = 2a.

En un sistema de particulas intéractuantes, la EL se puede escribir como

M (1) = —Coilt) + B+ (1), (L.6)

en donde la nueva fuerza sistematica es la resultante de todas las fuerzas aplicadas sobre
la particula ¢, que se deben a las otras PB, es decir,

N

i#]

en donde se ha usado la aproximacion de fuerzas aditivas por pares. Ahora pasaremos a
la descripcion con interacciones hidrodinamicas en la dinamica de las PB.
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1.1.2. Ecuacion de Langevin para un sistema particulas con in-
teracciéon hidrodinamica

En el caso de suspensiones coloidales altamente correlacionadas o en sistemas inho-
mogéneos, el coeficiente de fricciéon ( depende de las posiciones y velocidades de todas
las particulas: la velocidad del flujo inducida por el movimiento de cada PB afecta al
movimiento de todas las otras, se dice entonces que las PB interaccionan hidrodinamica-
mente.

Las IH son las perturbaciones que se propagan a través del solvente, en forma de ondas de
corte, debido al movimiento de cada una de las PB (figura 1.2). El tiempo de propagacién
de estas perturbaciones (1) es del mismo orden de magnitud que 75. Esto significa que
la relajacion de las velocidades de las particulas estd acoplada con la propagacion de
las perturbaciones y entonces ¢ en la ecuacién (1.6) es dependiente del tiempo y de las
posiciones y, en general, debe a ser una matriz de dimensién 3N x 3N que acopla todas
las velocidades de las PB intéractuantes, donde N es el nimero de PB, esto es

d

Mﬁvi(t) =— ;/0 Cij(t — 7)dr - vi(1) + F; + FR(t), (1.8)

en donde hemos introducido el tensor de friccion {;;(t). La ecuacién (1.8) es mas general
que la ecuacién (1.6) en el sentido que cuando ;;(t) = 0;;6(¢)( 13«3 se obtiene la ecuacién
(1.6) a partir de (1.8).

Figura 1.2: Interaccién hidrodindmica entre dos particulas. El movimiento de una particula genera
perturbaciones (lineas de flecha) en el fluido que afectan al movimiento de la particula vecina.

Como se vio en las secciones anteriores, las velocidades de las PB decaen muy rapidamente
por lo que los cambios en la velocidad son despreciables en escalas de tiempo At > 75 =
M/ y entonces la ecuacién (1.8) se puede escribir como

=) ¢y uilt) + F+ F(t) = 0. (1.9)

A esto se le conoce como régimen sobreamortiguado. Si usamos el hecho de que v = dr/dt

y multiplicando por ¢;; ! obtenemos
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d _ _

E'ri(t) = (' F + ¢ FR(1) (1.10)
o bien

d R

S Tit) = pi By + pig B (2), (1.11)

en donde hemos introducido la matriz de movilidad p;; = ¢;; . Empleando la relacién de
Einstein podemos escribir el tensor de difusion como

Nétese que si no hay IH, ¢;; solo contiene los elementos de la diagonal y por lo tanto
D;; = kpTpd;jlsys, donde p = (7!, es simplemente la constante de difusién de una
PB.

1.2. Ecuaciones de Stokes

Para calcular la interaccion hidrodinamica es necesario saber la dinamica del solvente bajo
la influencia de las PB. Esto nos lleva a analizar las ecuaciones de la mecanica de fluidos.
La figura 1.3 ilustra la situacién. En su movimiento, las PB ilustradas como las esferas
color cafe arrastran al solvente que esta representado por el rectangulo color naranja. En
el elemento de volumen representado por el rectangulo azul el cual se localiza en r, y en
el instante ¢, la velocidad, la presién y la densidad del fluido son w(r,t), p(r,t) y p(r,t),
respectivamente.

Empezamos presentando las ecuaciones de la hidrodinamica para el caso particular de
los fluidos newtonianos, es decir, las ecuaciones de Navier-Stokes. Observaremos que en
la escala de tiempo browniana, 7g, y en las escalas de longitud relevantes en sistemas
coloidales (1072 — 107%m), las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen a las ecuaciones de
Stokes. Dichas ecuaciones describen la dindmica de fluidos en condiciones de ntimero de
Reynolds bajos.

1.2.1. Ecuaciones hidrodinamicas

La densidad de masa p(r,t) de un fluido, variando en espacio y tiempo, esta relacionada
con el campo de flujo u(r,t) por la ecuacién de continuidad
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y
x

Figura 1.3: Imagen hidrodindmica de un sistema coloidal.

0

P4V (pu) =0 (1.13)
ot

y nos indica la conservacion de la masa. Si la densidad es constante en el espacio y el
tiempo p(r,t) = p se satisface que V - u = 0, es decir, la condicién de incompresibilidad,
la cual asumimos valida en todo este trabajo.

La densidad local del momento de un fluido esta dada por pu y entonces para un fluido
incompresible, el balance de fuerzas por unidad de volumen se puede escribir en general
como

pccll—? =fu+Ff, (1.14)

donde fy(r,t) es la densidad de fuerza hidrodindmica que surge de las interacciones con los
voliimenes de los vecinos y f(7,t) representa las fuerzas externas actuando sobre el fluido,
que en este caso son las tracciones que los elementos de superficie de las particulas ejercen
sobre el fluido. Las fuerzas hidrodinamicas generalmente son expresadas en términos del
tensor de esfuerzos o, por lo que podemos escribir a una fuerza que actia sobre un
elemento de volumen arbitrario V' debido a las interacciones con los alrededores del fluido
como

FH=7§ d2ra~n:/d3rv-a, (1.15)
ov v

en donde OV es la superficie frontera de V. Para pasar de la primera igualdad a la
segunda hemos usado el teorema de la divergencia. La torca actuando sobre V' se determina
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mediante

Ty — fgv Prr x (o). (1.16)

De la ecuacién (1.15) podemos identificar que la densidad de fuerza es fy = V-0 y
entonces podemos reescribir la ecuacién (1.14) como

p(%+u-V)u:V-a’+f, (1.17)

en donde hemos introducido la derivada sustancial dentro de los paréntesis. Nétese que
la aceleraciéon du/dt para pequenios volimenes del fluido no se origina tinicamente por
la dependencia explicita del tiempo, sino también por el cambio de velocidad debido al
movimiento del volumen del fluido a diferentes regiones, y esta representado por el término
de conveccién (u - V)u.

Las contribuciones del tensor de esfuerzos son dos; la primera se origina de los gradien-
tes de la presion hidrodinamica p con una densidad de fuerza correspondiente —Vp. La
segunda se debe a las fuerzas viscosas derivadas del movimiento relativo de los elemen-
tos de fluidos vecinos. Si los gradientes de velocidades no son muy grandes, éstas fuerzas
son derivadas de primer orden: Vu y V - u, donde el tensor Vu tiene componentes
(Vu)os = (0/0ry)up. Si ahora asumimos un fluido isotrépico, compuesto por moléculas
esféricas, el tinico término restante es la combinacién simétrica Vu + (Vu)?, donde T
indica la operacién de trasposicién [12]. El tensor de esfuerzos esta dado por

o =—pl+n[Vu+ (Vu)'], (1.18)

en donde 1 es el tensor unitario y 7 es la viscosidad dinamica correspondiente a cierto
material. Los fluidos que se pueden describir por la ecuacién constitutiva (1.18) se cono-
cen como fluidos newtonianos. Si combinamos las ecuaciones (1.18) y (1.17) finalmente
llegamos a la ecuacion de Navier-Stokes

p(%vLu-V)u:nVQu—Vp—i—f. (1.19)

1.2.2. Ntumero de Reynolds

Los términos que se encuentran en la ecuacién de Navier-Stokes pueden ser diferentes
en magnitud dependiendo del problema hidrodindmico considerado. Aqui estamos intere-
sados en el flujo alrededor de pequenas particulas, con dimensiéon lineal caracteristica a
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(radio de las PB), velocidad v (velocidad de las PB) y escala de tiempo de relajacién de
velocidad

M 2pp
TB=— = ——Ty, 1.20
Y (1.20)

en donde 7, es la escala de propagacion de las ondas de corte en el fluido y pp =
M/(4ma®/3) es la densidad de masa de la PB [11]. Nétese que ambas 75 y 7, tienen
el mismo orden de magnitud, ya que pp y p son comparables. Si introducimos las nuevas
variables ' = r/a, u' = uw/v y t' = t/7, podemos obtener [11] una forma adimensional

de (1.19)

pa? Ou’
nt ot

+Re(u - V)u' = V?u/ —V'p' + f/, (1.21)

donde se ha usado p' = p/(nv/a) y f' = f/(nv/a*). El nimero adimensional Re se le
conoce como numero de Reynolds y se define como

Re = —. (1.22)

Las fuerzas viscosas nV2u por unidad de volumen son del orden de nv/a? mientras que
las fuerzas inerciales p(u - V)u son del orden de pv?/a. Entonces el nimero de Rey-
nolds se puede interpretar como una medida del cociente de fuerzas inerciales y fuerzas
viscosas.

1.2.3. Ecuaciones de microhidrodinamica

Para flujos en escalas a y 75 el numero de Reynolds es pequenio (en los sistemas coloidales
Re esta entre 1072 y 107 [11]). Los resultados de la seccién anterior nos permiten omitir
entonces el término de conveccién (u - V)u en la ecuacién (1.21) y obtenemos que

ou
po =1V u—Vp+f. (1.23)
Noétese que esta ultima ecuacién es lineal y por ello el flujo descrito es laminar y el principio
de superposicion es valido. Ahora podemos reescribir la ecuacion (1.21) usando (1.20), con
lo que para numero de Reynolds bajos obtenemos

9 ou’
5[)%7738—1; =V — VY + . (1.24)
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Como se mostré en la seccién 1.1, la relajacién de los momentos de las PB se dan en
escalas de tiempo 75 que suelen ser del orden de 1ns a 100ns y en los experimentos tienen
relevancia los tiempos entre 1ms y 1s, por lo que 7 > 75 v, en general, podemos asumir
que pp ~ p. Por simplicidad tedrica, podemos considerar que 7 corresponde a la escala
de tiempo de difusién,

T (1.25)

o2
D Y
en donde o es el diametro de las esferas coloidales, es decir las PB, y D es el coeficiente

de difusién en dilucién infinita. Durante ésta escala de tiempo, la particula se mueve una
distancia comparable con su tamano.

Finalmente, en el régimen de niimero de Reynolds bajos y escalas de tiempo de difusion,
los momentos de las particulas estan en equilibrio con el solvente y podemos omitir los
términos inerciales al lado izquierdo de la ecuacién (1.23). La dindmica del fluido en

escalas de tiempo difusivas esta bien descrita por las ecuaciones de Stokes estacionarias
[11]

nWu —-Vp+f = 0, (1.26)
V-u = 0. (1.27)

1.3. Interacciones hidrodinamicas

En este trabajo consideramos la IH entre las PB ignorando los efectos de frontera, es decir,
ignorando los efectos de las paredes que confinan la suspension coloidal. Esto tltimo es lo
que se le conoce como el andlisis en bulto. A continuacién se presenta la derivacion de la
funciéon de Green de las ecuaciones de Stokes y luego se calcula el campo de velocidades
que produce una PB esférica. Finalmente, se calcula la TH a orden dominante, y empleando
el teorema de Faxen, se calculan el tensor de Rotne-Prager, el cual es el modelo de TH
que usamos en este trabajo.

El objetivo de esta seccién es presentar el calculo de las matrices de difusién D;; que
relacionan las velocidades v; de las PB con las fuerzas F; que actiian sobre ellas debido a
las interacciones con las demas particulas y, posiblemente, con un agente externo. Debido
a la linealidad de las ecuaciones hidrodinamicas que gobiernan el movimiento del fluido,
dicha relacién tiene la forma,

J
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donde 5 = 1/kgT.

1.3.1. Funcion de Green para las ecuaciones de Stokes

Una fuerza externa que esta actuando sobre un punto 7’ en el fluido se describe como

f(r') = foo(r —r'), (1.29)

en donde el factor fy es la fuerza total [ dr’f(r’) actuando sobre el fluido. Como las
ecuaciones de Stokes son lineales, la velocidad del fluido en un punto 7/, debida a la
fuerza puntual f(r’), es directamente proporcional a dicha fuerza, es decir,

u(r)=T(r—1') fo. (1.30)

El tensor T conecta la fuerza puntual en 7’ con la velocidad del fluido en un punto ».
Aqui T esta en funcién solo de la diferencia de las coordenadas r — r’. Similarmente, la
presién en un punto r esta linealmente relacionada a una fuerza puntual como

p(r) =g(r—r')- fo, (1.31)
en donde g recibe el nombre de vector de presion.

Si ahora consideramos una fuerza externa que esta continuamente distribuida sobre el
fluido y debido a la linealidad de las ecuaciones de Stokes, la velocidad del fluido en el
punto 7 es la superposicion de las velocidades resultantes de las fuerzas que actuan en
cada punto del fluido, es decir,

u(r) = /dST/T(T —r')- f(r'), (1.32)

)= [ dglr—v) - £0) (133

Para calcular las funciones de Green sustituimos las integrales anteriores en las ecuaciones
de Stokes de tal manera que

/ ' [Vg(r — ') — V2 T(r — ') + B5(r — )] - (') = 0 (1.34)

/dr'[V-T(’r—’r’)]-f ~ 0 (1.35)
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en donde I es la matriz unitaria de 3 x 3. Como la fuerza externa se debe a la traccién que
la superficie de las PB ejerce sobre el fluido y dicha traccién es arbitraria, las expresiones
dentro de los corchetes debe ser cero, por lo que las funciones de Green deben satisfacer
que

Vg(r) —nV*T(r) = I(r), (1.36)
V-T(r) = 0. (1.37)

Si aplicamos la divergencia a la primera ecuacién y usamos la segunda se llega a que
Vig(r) =V - 16(r) = Vi(r). (1.38)

Usando la identidad diferencial

1 _,1
se sigue que
1 _1
g(r)=——V-+G(r) (1.40)
A7 r

en donde G(r) es el vector con la propiedad de que V2G(r) = 0. Dado que la perturbacién
se extingue en el infinito, es decir que G — 0 cuando r — oo, esto implica que G =0 y
entonces la ecuacién (1.40) queda

g(r)= Lol _Lr (1.41)

Tdnr dmrd

Si sustituimos (1.41) en (1.36) y usamos (1.39) llegamos a que la ecuacién diferencial que
se satisface la funcién de Green es

11, 1 |.rr 1.
2\ 2T —-nT = — |3— - =1 1.42
v [47?7“ nT(r) 4 |5 3|7 (1.42)
cuya solucion es
1 17, rr
T(r)=— - [I —] . 1.43
(r) 8ty r + 72 ( )

La ecuacion (1.43) se conoce como tensor de Oseen.
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1.3.2. Flujo de una esfera a velocidad constante

Para calcular las matrices de IH necesitamos conocer el campo de velocidades producido
por una PB que se mueve a velocidad constante. Asumimos que la velocidad del fluido
en cada punto de la superficie de la PB es igual a la velocidad de la PB en cada punto
correspondiente. A ésto le llamamos condiciones de frontera de pegamiento (CFP). En
tal caso, la velocidad de flujo u(r), para las posiciones 7 en las superficie de la PB, esta
relacionado con la velocidad de traslacion v y la velocidad angular €2 de la particula
como,

u(r)=v+Qx(r—ry,, redV, (1.44)

donde 7, es el centro geométrico de la PB esférica y 0V su superficie. En las expresiones
usadas anteriormente, las fuerzas externas f(r) estdn ahora concentradas en la superfi-
cie de la esfera y entonces las ecuaciones (1.32) y (1.33) son integrales evaluadas en la
superficie AV de las PB esféricas,

u(r) = /8 ST 1) £ (1.45)

p(r) = / ds'glr =) 1) (1.46)

en donde ahora f(7’) es una fuerza por unidad de drea que el elemento de superficie de
la PB ejerce sobre el fluido.

Si colocamos la esfera en el origen, por un lado, las condiciones de frontera al infinito se
escriben

u(r) — 0, r— oo, (1.47)

porque la perturbacion se extingue en el infinito. Por otro lado, las CFP se escriben

u(r)=v, reV, (1.48)

donde OVY es la superficie esférica de radio a con su centro en el origen.

Si pasamos a resolver la ecuacién (1.45) para una sola esfera usando el ansatz de que la
fuerza es proporcional a la velocidad local de la particula, es decir,

c

fir')y=—vw (1.49)

dma?
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con ¢ una constante que se escoge de tal manera que las condiciones de frontera se satis-
fagan. Sustituyendo (1.49) en (1.45) y usamos (1.43) obtenemos que

u(r) = < /av ds— ! [i+ (r—r))r r,)} 0. (1.50)

" dra? lr — 7’|

Para satisfacer las condiciones de frontera (1.47) y (1.48), debemos escoger ¢ = 6mna
[11]. Si hacemos las sustitucion r — r —r, (r,(t) ~ vt la posicién de la esfera) entonces
obtenemos el flujo debido al movimiento de traslacién de la esfera

u(,,):<sa{fm—mw—mm(a)i"[ngw—w—ﬂ).v (151)

ifr—r,| 2 7| fr—r, 2

1.3.3. Interaccion hidrodinamica a orden dominante

Para el calculo de las matrices de TH correspondientes a separaciones grandes entre las PB
(suspension diluida), las PB pueden considerarse como puntuales, ya que su distancia me-
dia es mayor que su tamano, ademaés las rotaciones son despreciables. Como se mencion6
anteriormente, buscamos expresiones para las matrices microscépicas de difusiéon D;; de
dimensién 3 x 3, las cuales, por definicién, estdn conectadas con la fuerza total f2 que el
fluido ejerce sobre la i—esima PB como,

(%1 D,y D), --- Dy 1H
o g P Puo P (1.52)
VN Dy, Dpyy; --- Dyy it

Enfatizamos que ésta tultima expresion es valida en la escala de tiempo browniana y
para nimero de Reynolds bajos. Ahora asumamos CFP para NN esferas. La velocidad de
flujo u(r) para las posiciones 7 en la superficie de la i-esima PB esta relacionada con la
velocidad de traslacién v; y la velocidad angular €2; de la particula como,

u(r)=v,+ % x (r—mr;), redV, (1.53)

donde 7; es el centro geométrico de la esfera y dV; su superficie. Partiendo de las ecuaciones
(1.32) y (1.33) y considerando que aqui la fuerza externa f se debe a las fuerzas que el
elemento de superficie de cada esfera ejerce sobre el fluido, para el caso de varias esferas
tenemos que



1.3. Interacciones hidrodinamicas 17

Zﬁ dS'T(r — ') - f;(r'), (1.54)

N

pir) =Y fiw. dsS'g(r —r') - f(r'). (1.55)

J=1

Por las CFP, las ecuaciones (1.54) y (1.53) deben igualarse e integrarse sobre la superficie
de cada PB y por simetria del problema la contribucién rotacional se cancela y entonces
queda

4m2f$vd57gv dST(r —1') - fi(r 4m22j{wdsév dS'T(r — ') - f;(r").

V; =
(1.56)
Usando el hecho que [11],
.2
]{ dS'T(r — ') e (1.57)
av; 3
el primer término de (1.56) queda
1
dS ¢ dS'T(r—7')- fi(r') = — " 1.58
it A9 AT ) i) = gt (1.58)
donde la fuerza que el fluido ejerce sobre la particula i—esima es
IHOES _f{ ds' fi(r"). (1.59)
oV

Las integrales dobles de superficie en (1.56) se pueden aproximar cuando la distancia
entre PB es grande. Primero, las integraciones se hacen con respecto a las coordenadas
trasladadas R = r —r; y R’ = v’ — r; (figura 1.4). Sea 9V° la superficie V; con su
centro en el origen, entonces el segundo término de (1.56) es

1
—]{ iS¢ dST(R—R +ri—1;)- f;(R + ;). (1.60)
47ra2 ovo ovo
Supongamos ahora que la distancia |r; — r;| entre las PB es mucho mas grande que
|R— R’| < 2a, la matriz de Oseen T'(R— R’ +r; —r;) puede reemplazarse por T'(r; —r;)
y usando (1.59) se sigue que
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T

Figura 1.4: Definicién de las posiciones Ry R’ en la superficie de las particulas brownianas relativas a
su posiciones T y r, respectivamente.

1
dmra?

% ds dS/T(T'Z — T'j) . fj(r') ~ —T(’l"l — T'j) : fZH (161)
oV; oV

Finalmente, para separaciones grandes entre las PB, la ecuacién (1.56) se puede aproximar
como

N
1 .y H

R oon

JF

luego comparamos con (1.52) para llegar a
D, = DI, (1.63)
3 - ijTij C

D;; = pT(ri—7r;) = "D [I+ T]—:j} , JF L (1.64)

Aqui r;; = 7; —r; es la distancia entre las particulas i y j, D = kg1 /6mna es el coeficiente
de difusién libre de Stokes-Einstein. Estos tensores se conocen como los tensores de Oseen-
Kirkwood y representan la IH a orden dominante, es decir, es la que permanece presente
aun en el caso diluido.



1.3. Interacciones hidrodinamicas 19

1.3.4. Teorema de Faxen

El teorema de Faxen expresa la velocidad de traslacion que la esfera adquiere en términos
del campo de velocidad ug(r). Este teorema nos es de gran ayuda si queremos calcular
las matrices de difusién. El flujo uo(r) en una vecindad de la esfera es entonces el flujo
que es inducido por las demés esferas. De la misma manera que se llego a (1.56), en este
caso seria

v, + Q, X (r—r,) = up(r) +j§ dS'"T(r —r') - f(r'), (1.65)

oV
donde 7, y v, son la posicién del centro de la esfera y la velocidad traslacional, respecti-
vamente. Aqui f es la fuerza por unidad de area que el elemento de superficie de la esfera
ejerce sobre el fluido después de que esta inmersa en el campo ug. La integracion de ésta
ecuacién da

1L, 1
6mna”?  4mwa?

v, = 7{ dSug(r). (1.66)
v
El flujo ug(r) se puede expandir en serie de Taylor alrededor del centro de la esfera,

r = r,. Debido a la simetria esférica los términos de potencias impares se anulan [11] y
luego se procede en sustituir en (1.66) queda

1 1
Uy = _671'77(1 ff + EaZVf,ug(rp) (167>

que es el teorema de Faxen para movimiento traslacional.

1.3.5. Tensor de Rotne-Prager

El flujo inducido por el movimiento traslacional de la particula i en (1.51), en donde la
velocidad es la misma que en (1.67). El efecto de este flujo sobre la particula j puede
encontrarse con el teorema de Faxen, con ug(r) igual al flujo inducido por la particula
8

1

a2V§] M (r; — ;) - ff’) , (1.68)

donde por (1.51) tenemos,
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Ba - ryry|  1ra3[a . ryry
M) =52 |14 755 1 L () 7487 (1.69)

4r ey

Comparando esta ultima ecuacién con (1.52)

D; = DI, (1.70)
3a |, 1T 1 /a\3]| - il .,
Dy = D(zz [”%}*z(;) [”3%])’ g (1T

i i

Esta tdltima expresién se conoce como tensor de Rotne-Prager (TRP) y es una expresién
para las matrices de difusiéon con una aproximacién de orden mayor comparado con los
tensores de Oseen-Kirkwood.



Metodologia

El algoritmo de Ermak-McCammon es usado para describir el movimiento aleatorio de una
PB que se mueve en un fluido y que interacciona con otras particulas brownianas (PB).
Cuando las interacciones hidrodindmicas (IH) son consideradas en el algoritmo, el tiempo
de cémputo es grande y las limitantes de la simulacion son claras. En la actualidad se
tienen varias aproximaciones que optimizan el tiempo de cémputo sin tener un margen de
error relevante. En las siguientes secciones se describen los algoritmos empleados en este
trabajo y se discuten algunas de sus caracteristicas relevantes para la simulacién.

2.1. Potencial tipo Yukawa

En este trabajo se analizé las suspensiones coloidales con una densidad numérica n =
N/V, donde N es el nimero de particulas coloidales que se encuentran dentro del volu-
men V. Las particulas coloidales son consideradas como esferas electricamente cargadas
interaccionando a traves de un potencial tipo Yukawa que estd definido como

00 siz <1,
Busg () = { Kijexp(—k(z —1))/z siz >1, (2.1)

donde u es el potencial de interaccion entre dos particulas coloidales, x es la distancia
de separacion entre dos particulas, dado en unidades del didmetro de la particula o, y
f =1/(kgT), con kg como constante de Boltzmann y T la temperatura. Las cantidades
K y k son, respectivamente, la constante de acoplamiento electrostatico y el parametro
de apantallamiento de Debye-Hiickel, en unidades de kgT' y o.

El parametro de apantallamiento tiene unidades del inverso de longitud, la longitud co-
rrespondiente A\p = k™! representa la extension de lo que se conoce como la doble capa.
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Esto se ilustra en la figura 2.1. La constante de acoplamiento electrostatico esta dada
por

1 QQ;

CA ey kgTo’

(2.2)

en donde Q* se le conoce como la carga renormalizada. Se observa que K aumenta al
aumentar la carga. La figura 2.2 muestra el comportamiento de fase para sistemas mo-
nodispersos que interaccionan de acuerdo con la ecuacién (2.4). En este trabajo solo
consideramos sistemas monodispersos.

Figura 2.1: Representacién de la doble capa que consiste de una carga positiva uniformemente distribuida
sobre la superficie de la PB y la nube iénica negativa que rodea a la PB (el tamafio de los iénes que
rodean a la PB ha sido exagerado por motivos de ilustracién).

0 1 2 3 4 5 6 7 8
20000 T
10000 } 1
300 5000 |- solid (fcc) 1
3000 | .
< 2000 :
3
2 Ulustrated | 1000} solid (beo) 1
‘g 250 region
= 500 .
B AN o fluid-b
~ea0t, v foidfec
4 200 b 4 bee-fee
200 100 ) . A . ,
1 0.0 1.0 2,0 3.0 4.0 5.0
0.30 0.35 0.40 045 0.50 0.55 0.60
r[units of a]

Figura 2.2: Diagrama de fase K vs k de un sistema de coloides cargados que interaccionan via un
potencial tipo Yukawa. Tomado de [10].



2.2. Algoritmo de Ermak-McCammon 23

2.2. Algoritmo de Ermak-McCammon

En la simulacién de dinamica browniana, las trayectorias de cada particula se componen
de desplazamientos sucesivos a traves de intervalos de tiempo cortos 7p < At < 7. Tales
desplazamientos son aleatorios con distribucién gaussiana y la ecuacién de movimiento
que nos da dichos desplazamientos se escribe como [4]

oD" DY FO
0 Y A )
=7 +; o At+; T At + R;(At), (2.3)

en donde el superindice “0” indica que la variable debera estar evaluada al inicio del paso
temporal y, en nuestro caso, D;; son los tensores de Rotne-Prager (TRP). El desplaza-
miento R;(At) es aleatorio con distribucién gaussiana, media (R;(At)) = 0 y covarianza

(R;(At)R;(At)) = 2D} At.

Debido a las propiedades del TRP, un calculo directo muestra que el segundo termino de
la ecuacién (2.3) es cero, es decir

oD,
PN
- 8rj
J
y nos reduce la ecuacién (2.3) a

=0+ Z kZ;TJ At + R;(At). (2.4)

Los desplazamientos R;(At) estan dados por R;(At) = v2Atd - X e involucran el calculo
de la rafz cuadrada matricial d = /D, en donde D = (D;;) es el super tensor de
difusién cuyas entradas son los tensores de difusién a pares [11]. Aqui X es un vector
3N dimensional cuyos entradas son niimeros aleatorios gaussianos con varianza igual a la
unidad.

El célculo exacto de d lo podemos obtener mediante la factorizacién de Cholesky (FC)
triangular inferior (o superior) d = L. Sin embargo, el tiempo de calculo de la FC es-
cala como la potencia 3 del numero de particulas, lo cual hace la simulaciéon sumamente
demandante en tiempo de CPU. Como se menciono anteriormente, aqui se implementa
una aproximacion para optimizar el tiempo de computo. A continuacion se describe bre-
vemente el esquema de Cholesky para obtener la raiz cuadrada de una matriz y después
se describe la aproximacion rapida de Geyer-Winter.
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2.3. Factorizacion de Cholesky

Los elementos de la FC, L;;, estdn dados por

De esta manera queda definida la factorizacion de Cholesky inferior L del super tensor
de difusion D.

Actualmente podemos encontrar alternativas a la FC, tales como la aproximacién de
Fixman [13] o la aproximacién de Geyer-Winter [2]. Esta ultima aproximacion se describe
en la siguiente secciéon y es con la cual se obtuvieron los resultados de este trabajo.
La complejidad algoritmica de estas distintas aproximaciones debe entenderse como el
nimero de operaciones necesarias para realizar una tarea especifica. Por ejemplo, el calculo
de la raiz cuadrada de una matriz con el algoritmo de Cholesky tiene una complejidad de
O(N?), es decir, debe realizar del orden de (N?) operaciones, donde N es el nimero de
particulas que se simulan. Los algoritmos de Fixman y Geyer-Winter son, respectivamente,
de complejidad O(N??) y O(N?), y por ello son mas eficientes en tiempo de cémputo [14].
Se aclara que la FC es un método exacto para el calculo de la raiz cuadrada de una matriz,
mientras que los métodos de Fixman y Geyer-Winter son aproximaciones.

2.4. Algoritmo de Geyer-Winter

Este método trata a nivel algoritmico de la misma manera los desplazamientos sistematicos
SD-FAt y los desplazamiento aleatorios R;(At). Nétese que la parte sistematica se puede
escribir como

DyAt .
Ar; = D—FZ i, (2.7)
con
eff Dij
Fell =N~ Uy, (2.8)

Dii

J
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De la misma manera, proponen el Ansatz para los desplazamientos aleatorios

Dy At oy
= f 2.
en donde
eff 3 Di;
j k23

En esta ultima expresion C; es un factor de escala y los f3;; estdn relacionados con v'D. Las
cantidades de fuerza f; son numeros aleatorios gaussianos con media cero y covariancia

(fif;) = 2(kpT)?)/(D;;At)d;;, donde 6;; es la delta de Kronecker.

Sin perdida de generalidad [14], todos los coeficientes multiplicando a la diagonal del
tensor de difusion tienen el mismo valor tal que (; = (', asumiendo que la IH es débil
(i.e., D;; < D;;) y entonces

_ 1= V1—[(BN —1)e2 — (3N — 2)¢]

g (BN —1)e2 — (3N — 2)e ’

(2.11)

donde N es el numero de particulas. El parametro € se calcula como el promedio sobre
los elementos del tensor de difusion que estan arriba de su diagonal, esto es

2D ies Dij
‘T BN -1)3N/2 (2.12)

Las constantes de normalizacién C; se calcula con ' como

C; = ! . (2.13)

2 D3
1+5 Zi?éj DiiDJjj

Anteriormente se menciono que la FC es un método exacto y el algoritmo de TEA es una
aproximacién. Para ilustrar que aproximadamente dan resultados iguales, en la figura 2.3
se muestra la comparacién de resultados para la energia potencial con ambos métodos y
mismos parametros.
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Figura 2.3: Energfa potencial de exceso con el algoritmo de Cholesky (naranja) y y el algoritmo de
Geyer-Winter (negro) con pardmetros K = 500, x = 0.15, no® = 0.025 y N = 300.

2.5. Funcion de distribucion radial

La funcién de distribucién radial (FDR) es una cantidad que nos permite calcular el
promedio de cualquier funcién caracteristica del sistema que solo depende de la configu-
raciones de las particulas. La FDR o ¢(r) describe la distribucién de particulas, que en
promedio, una PB tiene a su alrededor. Se define como

AN(r) =ng(r)AV, (2.14)
en donde n = N/V es la densidad de particulas, AV es un elemento de volumen y AN (r)

es la cantidad de particulas que, en promedio, se encuentran en el elemento de volumen
AV (figura 2.4). En el caso de tres dimensiones, la FDR se calcula como

AN;(r,r 4+ Ar)
<N Z dmnr2Ar >M ’ (2.15)

donde los paréntesis angulares significan el promedio aritmético sobre las M configura-
ciones elegidas en la dindmica browniana. Para una configuraciéon dada, AN;(r,r + Ar)
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es el nimero de particulas con centro en el cascaron esférico de radio r y grosor Ar < r,
con la particula ¢ en su centro. Si las fuerzas entre las PB son aditivas a pares como
en la ecuacién (1.7), entonces todas las propiedades estaticas en el equilibrio pueden ser
expresadas en términos de la g(r) y no son necesarias funciones de distribucién de orden
mayor. Ademas, la forma de ésta funcién nos da informacién de la fase en la que el sistema
se encuentra.

Figura 2.4: Célculo de la funcién de distribucion radial en tres dimensiones.

2.6. Analisis de vecinos comunes

El analisis topologico de estructuras locales conocido como anélisis de vecinos comunes
(AVC) es utilizado para analizar la cinética de cristalizacién. El AVC es un método to-
poloégico robusto que describe la red de “enlaces” que conectan la vecindad comun de un
par de particulas vecinas. Dos coloides se dice que son vecinos si estan a una distancia
no mayor a una distancia de corte. El “enlace”se refiere a una relacién geométrica y no a
un enlace fisico. La distancia de corte se toma como la posicién del primer minimo de la
FDR, es decir, entre el primer y segundo maximo.

En el AVC, las estructuras locales alrededor de una particula coloidal se etiquetan usando
una triada de indices 77k, donde los tres ntimeros i, j y k se determinan como sigue: ¢ es
el nimero de vecinos que un coloide (digamos, coloide 1 en la figura 2.5) tiene en comin
con uno de sus coloides enlazados (digamos, coloide 2 de la figura 2.5), j es el nimero
total de enlaces entre los vecinos comunes ¢, y k£ es el nimero de enlaces en la cadena mas
larga que conecta los vecinos comunes i. El objetivo del AVC es categorizar cada una de
las topologias ijk.
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(a) Illustration of the 444 pair: (b) Illustration of the 666 pair: (c) Illustration of the 555 pair
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Figura 2.5: Topologias de vecinos comunes. Los coloides 1 y 2 son vecinos cercanos. Las particulas verde
(azul) son vecinos cercanos de 1 (2), mientras que las particulas violetas son vecinos comunes de 1y
2. (a): el par de vecinos cercanos 1 y 2 tienen 4 vecinos comunes, 4 enlaces conectando a los vecinos
comunes (lineas cyan), y la cadena mds larga conectando los vecinos comunes consiste de 4 enlaces;
entonces tenemos un par caracteristico 444 de dos vecinos cercanos que se localizan a lo largo del eje de
una celda unidad bce. (b): asi como en (a), tenemos un par 666, caracteristico de dos vecinos cercanos
que se localizan a lo largo de la diagonal de la celda unitaria bce. (c): el par 555 caracteristico de un
icosaedro regular. Tomado de [10]

La figura 2.5 muestra tres ejemplos que ilustran la metodologia del AVC. En ella podemos
encontrar la topologia 444, la cual se caracteriza por la estructura local bee. Esta topologia
esta definida después de seleccionar el par de particulas enlazadas a lo largo de un eje
de celda unitaria bee (particulas 1 y 2 de la figura 2.5). Por esta razén, también nos
referimos a la topologia AVC destacada en la figura 2.5-(a) como el par 444. La figura
2.5-(b) muestra el par 666, que caracteriza un par de particulas enlazadas a lo largo de la
diagonal de la celda unitaria bee. La figura 2.5-(c) muestra el par 555, que caracteriza un
par de particulas enlazadas a lo largo del eje espinal de un icosaedro regular [10].

El AVC ayuda a identificar las estructuras tales como las que se muestran en el segundo
renglén de la figura 2.5 (llamados pares AVC). E1 AVC no identifica completamente todas
las celdas bce o de icosaedro per se. De hecho, debido a las fluctuaciones térmicas en los
sistemas brownianos, es casi imposible de encontrar cualquiera de las celdas ilustradas en
el primer renglon de la figura 2.5. Ademas, algunos de los pares AVC que corresponden a
diferentes simetrias (bcc o icosaedral) pueden estar interconectados y/o compartiendo un
eje.
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Los pares 544 y 433 fueron encontrados en la etapa metaestable. Estos son caracteristicos
de icosaedral deformada, debido a que se obtienen cuando un enlace se rompe entre un
par de las esferas exteriores del icosaedro regular. Ademas, también se encontraron los
pares 665 bce en lugar de el par 666.

Por supuesto, la presencia de los pares 555, 544 y 433 (666 y 444) no necesariamente prueba
la existencia de celdas con orden icosaedro (celdas bcc), solo indica la posible existencia
de un orden icosaedro (bce cristalino) en el sistema. Debido a que sus relaciones al orden
icosaedro (bce cristalino) y debido a que son subunidades de celda icosaedro (bcc), los
pares 555, 544 y 433 (665 y 444) estan indicados en este trabajo como “ subunidad de
par icosaedro” (“subunidad par bece ”) y usamos la abreviacién ISP (BSP) cuando nos
referimos a cualquiera de estos dos pares. Finalmente, si hablamos de poblaciones ISP
(BSP), entonces queremos decir la suma de las poblaciones de 555, 544 y 433 (444 y 665)
pares AVC.



Resultados

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos. Todas las simulaciones se realizaron
bajo los mismos parametros excepto la constante de acoplamiento electrostatico K y el
paso temporal At. Las simulaciones se realizaron en una computadora Lanix de 64bits
con 7.7 GiB de memoria RAM y procesador Intel Core i5-4440 CPU @ 3.10GHz x 4 .
El tiempo de computo por simulacién fue de cinco dias aproximadamente. Los cédigos
fueron escritos en FORTRAN 90 y se encuentran en el apéndice B.

3.1. Detalles de la simulacion

Se asume que el sistema esta en contacto con un bano térmico a temperatura 7" inmerso
en un volumen constante V' y numero de PB constante /N. Los resultados de este trabajo
se obtuvieron de la simulacién de dindmica browniana de N = 2000 particulas dentro
de la caja de simulacion con la condicién de imagen minima y condiciones de frontera
periddicas para emular el bulto (ver apéndice A). Al inicio de la simulacién, las particulas
se colocan aleatoriamente y, en la evolucién del sistema, las particulas se mueven de
acuerdo a la dindmica browniana presentada por el algoritmo de Ermak-McCammon [4].
El paso temporal de simulacién se toma como At = 5 x 10~*7 para sistemas con IH y
At =5 x 10737 para sistemas sin [H , donde 7 = 0/D es la escala temporal de difusién
en la cual D es el coeficiente de difusiéon de una sola particula.

Para todas las simulaciones con IH se usaron 250,000 pasos temporales (barriendo una
ventana de tiempo de 1257) mientras que sin IH fueron 100,000 (barriendo una ventana
de tiempo de 5007). Se guardaron las configuraciones de las particulas cada 10,000 pasos
temporales en ambos casos. Para sistemas con [H se guardaron 25 configuraciones mientras
que de los sistemas sin [H se guardaron 10 configuraciones. Cada una de las configuraciones
almacenadas se analizaron con la técnica de AVC.
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3.2. Resultados obtenidos

3.2.1. Funciones de distribucion radial e histogramas de crista-
lizacion

En el capitulo 2 se menciono que la FDR nos da informacién acerca de la fase del sistema
segin la forma que presente. En la figura 3.1 se presenta la FDR para el caso K =
400, en donde se observa que el sistema no presenta estructura cristalina, es decir, no
hay doblamientos en el segundo pico de la funcién. En la figura 3.2 se presenta el AVC
correspondiente a éste caso, en donde se muestra que aparecen estructuras ISP en su
mayoria, lo cual es caracteristico de una alta correlacién pero sin alcanzar el orden de
largo alcance, ya que es imposible que los icosaedros formen orden de largo alcance.
Notamos que en este caso, las estructuras ISP ocupan un 58 % sin IH asi como con IH,
mientras que las estructuras BSP aparecen en un 21 % (figura 3.2 y 3.3). En el AVC
también se encuentran otras estructuras tales como los pares 311, que se caracterizan por
tener el par de coloides en los vértices de un tetraedro y los pares 665 aparecen en lugar
de los pares regulares 666. Los resultados de éste caso muestran que las IH no afecta en
la propiedades de equilibrio como debe de ser.

CONH—
SINH——

0 5 10 r/o 15 20 25

Figura 3.1: Funcién de distribucién radial g(r) con y sin interaccién hidrodindmica. La funcién g(r) de
estado liquido aparece para ambos casos. Los pardmetros usados fueron no® = 0.025, x = 0.15 y K = 400.

Cuando la constante de acoplamiento electrostatico toma el valor K = 500, la FDR
presenta estructura cristalina con y sin IH (figura 3.4). Sin embargo, la falta de un mayor
muestreo estadistico y una caja de simulacién mas grande provoca que las FDR sean
cuantitativamente diferentes, aunque cualitativamente son casi idénticas. La figura 3.5
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3 m 41 4 43 44 455 54 AV 566 655 665 677 688
pares AVC

Figura 3.2: Analisis de vecinos comunes de la ultima configuracion obtenida en la simulacién del sistema
sin interaccién hidrodindmica y pardmetros no® = 0.025, k = 0.15 y K = 400. Se observa que las
estructuras mas abundantes son la ISP (barras anaranjadas 433, 544 y 555) y BSP (barras azules 444 y
665).

muestra un 82 % de estructuras BSP con IH, mientras que sin IH se obtuvo un 77 % de
estructuras BSP (figura 3.7). En éste caso los resultados no coinciden también debido a
una falta de mayor muestra estadistica, aunque las desviaciones no son muy grandes y
pueden atribuirse al error estadistico. Aunque para poder calcular el error estadistico se
requiere realizar muchas repeticiones de la simulacién y ello queda como perspectiva de
éste trabajo.

En la figura 3.7 se muestra las configuraciones de las particulas que corresponden a K =
500 y densidad no® = 0.025. Se observa que la evolucién del sistema lleva a las particulas
de un estado desordenado a un orden estructural en donde los pares bcec son los mas
abundantes.

3.2.2. Cinética de cristalizacion

Durante la evolucion temporal del sistema, la formacion de estructuras incrementa o
disminuye segun las condiciones. Las simulaciones comienzan con posiciones aleatorias
para las particulas. Al evolucionar el sistema, las particulas cambian de posiciones y se
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311 m 333 411 a1 m 433 4 455 0 M 555 560 655 665 671 688
pares AVC

Figura 3.3: Andlisis de vecinos comunes de la ultima configuracién obtenida en la simulacién del sistema
con interaccién hidrodindmica y pardmetros no® = 0.025, x = 0.15 y K = 400. Se observa que las
estructuras mas abundantes son la ISP (barras anaranjadas 433, 544 y 555) y BSP (barras azules 444 y
665).

guardan las configuraciones. Al graficar los resultados obtenidos por el AVC, aparecen las
curvas de crecimiento y decrecimiento para varias topologias. Aqui solo nos interesamos
en las estructuras ISP y BSP.

En la figura 3.8 se muestra la cinética para el caso de K = 400 con y sin [H, en donde se
puede observar que las estructuras ISP y BSP se mantiene constante en todo momento y
no se presenta la cristalizacion.

En la figura 3.9 se presenta el caso de K = 500 en donde la cinética de cristalizacion
indica que las estructuras BSP son favorecidas en la etapa metaestable por las TH y
también hacen méas rapido el cambio de fase.

Como ultimo resultado se presenta el caso de K = 700 en la figura 3.10, en donde la

transicién de fase se acelera con IH, en relacién al caso sin IH, como sucedié en el caso
K = 500.

Las figuras 3.9 y 3.10 nos dicen que la cristalizacién es un proceso en cual las poblaciones
BSP compiten contra las poblaciones ISP. Al principio, la mayoria de pares son ISP, pero
conforme el sistema evoluciona y llega al equilibrio, estos pares decrecen y los pares BSP
ocupan gran parte del sistema.
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Figura 3.4: Funcién de distribucién radial ¢g(r) con y sin interaccién hidrodindmica. La funcién g(r)
para la fase cristalina aparece para ambos casos. Los pardmetros usados fueron no® = 0.025, k = 0.15 y
K = 500.

El proceso de cristalizacion se desarrolla en dos partes. La primera parte es una “precris-
talizaciéon” originada por la fuerte interaccion de las PB y es aqui donde los pares ISP
son mayoria, esta es la etapa metaestable, en donde las semillas de orden soy mayorita-
riamente ISP. La segunda parte es la cristalizacién que resulta del efecto de largo alcance
de las correlaciones que se propagan mas alla de los primeros vecinos de las particulas. La
parte de precristalizacién ocupa una linea temporal de unas 40 a 180 decenas de escalas
de tiempo de difusivas 7. Después del periodo metaestable, emerge un periodo fuera del
equilibrio en el cual las poblaciones de BSP crecen y las poblaciones ISP se extinguen.
Esta parte fuera del equilibrio abarca aproximadamente unas 60 a 100 decenas de escalas
de tiempo de difusién 7. La tabla 3.1 muestra la relacién entre las escalas de tiempo de
periodo metaestable y de transicién para los casos K = 500 y K = 700.

Trans Trans

500 | 407 607 407 807
700 | 1807 | 1007 807 807

’ K ‘ TJ\I/[Zta ‘ TIH ‘ T]\%th{zH ‘ TSinIH

Tabla 3.1: Tabla de tiempos metaestable y de transicién con y sin IH.

El proceso de crecimiento (extincién) de las poblaciones BSP (ISP) puede ser bien descrito
por el modelo de crecimiento logistico de la forma

P - P{

PX(t) = P)ic + 1+ exp[—s(t - tc)]’

(3.1)
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Figura 3.5: Analisis de vecinos comunes de la ultima configuracion obtenida en la simulacién del sistema
con interaccién hidrodindmica y pardmetros no® = 0.025, k = 0.15 y K = 500. Se observa que las
estructuras mas abundantes son la ISP (barras anaranjadas 433, 544 y 555) y BSP (barras azules 444 y
665).

donde P es para la poblacién, X es para los pares ISP y BSP, P% y P)Jz corresponden a las
poblaciones iniciales y finales obtenidas en la simulacién, respectivamente (no son parame-
tros ajustables), t. es el tiempo critico en el cual ocurre la transicién y s es la rapidez de la
transicién. Las curvas de crecimiento (decrecimiento) logistico para las poblaciones BSP
(ISP) en la figura 3.9 tienen pardmetros s(K = 500) = 0.1 y t.(K = 500) = 75 con IH
mientras que sin IH se tienen pardmetros s(K = 500) = 0.1 y t.(K = 500) = 230. Para el
caso de la figura 3.10 se tienen pardmetros s(K = 700) = 0.1 y t.(K = 700) = 80 con IH
mientras que sin IH se tienen pardmetros s(K = 700) = 0.1 y t.(K = 700) = 120.
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Figura 3.6: Analisis de vecinos comunes de la ultima configuracion obtenida en la simulacién del sistema
sin interaccién hidrodindmica y pardmetros no® = 0.025, x = 0.15 y K = 500. Se observa que las
estructuras mas abundantes son la ISP (barras anaranjadas 433, 544 y 555) y BSP (barras azules 444 y
665).

Figura 3.7: Configuracién tomada de la simulacién de un sistema con pardmetros no® = 0.025 y
K = 500. Las esferas representan las particulas coloidales. Izquierda: configuracion inicial de los coloides.
Derecha: configuracién final a 1257
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Figura 3.8: Anailisis de vecinos comunes dependiente del tiempo para las poblaciones relativas ISP
(puntos rojo y negro) y BSP (puntos azul y naranja). La parte correspondiente a sistemas con interaccién
hidrodindmica son con puntos azules y rojos mientras que la parte sin interacciéon hidrodindmica son
negros y naranjas. Los pardmetros usados fueron K = 400, £ = 0.15 y densidad no® = 0.025.
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Figura 3.9: Andlisis de vecinos comunes dependiente del tiempo para las poblaciones relativas ISP
(linea discontinua) y BSP (linea continua). Los puntos son los resultados de cada simulacién y las curvas
son el ajuste del modelo de crecimiento logistico. La parte correspondiente a sistemas con interaccién
hidrodinamica son con lineas azules y rojas mientras que la parte sin interaccién hidrodindmica son
negras y naranjas. Los pardmetros usados fueron K = 500, x = 0.15 y densidad no3 = 0.025.
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Figura 3.10: Anilisis de vecinos comunes dependiente del tiempo para las poblaciones relativas ISP
(linea discontinua) y BSP (linea continua). Los puntos son los resultados de cada simulacién y las curvas
son el ajuste del modelo de crecimiento logistico. La parte correspondiente a sistemas con interaccién
hidrodindmica son con lineas azules y rojas mientras que la parte sin interaccién hidrodindmica son
negras y naranjas. Los parametros usados fueron K = 700, x = 0.15 y densidad no® = 0.025.



Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se estudiaron sistemas coloidales bajo el esquema de dindmica browniana
en donde cada particula interacciona electrostatica- e hidrodindmicamente con las demas.
Se us6 el algoritmo de Geyer-Winter junto con el tensor de difusion de Rotne-Prager para
modelar las TH. Se obtuvieron simulaciones con y sin IH y se analizo la cinética de crista-
lizacién de cada caso mediante la técnica de AVC variando la constante de acoplamiento
electrostatico K.

Se usd el modelo logistico como modelo de crecimiento y decrecimiento de poblaciones
ISP y BSP [10]. Se observo que la IH influye en la rapidez de cristalizacién y favorece la
aparicién mas rapida de las estructuras cristalinas, que en nuestro caso fueron BSP. Se
encontrd que para sistemas débilmente apantallados, las estructuras ISP y BSP “compi-
ten” por ocupar lugar en todo el sistema con un tiempo critico alrededor del 45 % del total
de poblaciones. Se encontré que las IH aceleran las cristalizacion de coloides cargados, en
concordancia con los resultados recientes de Schilling [15] en donde encontraron que las
IH aceleran la cristalizacién de las esferas duras. Entonces, resulta que aunque las rutas
de cristalizacion de las esferas cargadas y las esferas duras son muy diferentes, el efecto
de las TH sobre la cinética de cristalizacién de ambos es el mismo.

Aun falta simular los mismos sistemas con N = 3000 ademas de reproducir varias simu-
laciones con distintas semillas para el generador de niimeros aleatorios, implementado en
el programa de simulacién, para la parte estocdstica de la ecuacién (2.4). Esto permitira
tener mejor estadistica y calcular los errores de la simulacion.

Es imprescindible estudiar el efecto que tiene la variacién de otros parametros del sistema,
tales como la densidad p o la longitud inversa de Debye x, en la cristalizacion de coloides
y con ello analizar la cinética de cristalizacion y las propiedades dindmicas como el des-
plazamiento cuadratico medio. Queda abierto el problema experimental para corroborar
el modelo logistico en la cinética de cristalizacion. Finalmente, como otra perspectiva po-
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demos analizar en un trabajo futuro otras reducciones de parametros que permitan una
exploracion mas eficiente del espacio de estados del sistema.
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Tecnicas de simulacion

Condiciones de frontera peridédicas y convencién de
imagen minima

En el experimento las PB pueden entrar y salir del campo de visién de forma natural
pero incontrolable. Como préactica en la simulacion y para ampliar la muestra estadistica
se suelen usar las condiciones de frontera periddicas ilustradas en la figura A.1. La caja
de simulacion es la caja central ilustrada con fondo amarillo y las PB estan representadas
por los discos color salmén. La condiciones de frontera periédicas consisten en hacer
(imaginariamente) un ntmero infinito de copias del sistema dispuestas alrededor de la
caja de simulacion como se ilustra en la figura A.1. De esta manera, si una particula
se sale de la caja de simulacién, entrard otra en el lado opuesto (discos color azul) y el
nimero de particulas dentro de la caja se mantendrd constante.

\
-

(7 &
Te
y
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{

Figura A.1: Condiciones de frontera periddicas, convencién de imagen minima y el radio de corte r..
La longitud de un lado de la caja de simulacién es [ = (N/no?®)'/3.



Codigos en FORTRAN 90

En este apéndice se muestran los codigos relevantes para este trabajo. El primero nos
da la dinamica browniana con el algoritmo eficiente TEA mientras que el segundo es
la subrutina que construye el tensor de difusién (tensor de Rotne-Prager) y calcula las
fuerzas entre particulas.

En los cddigos se encuentran los comentarios con el signo de admiracién (!) seguido de
una descripcién de su funcién u otro tipo de informacién. Los recursos usados en es-
te tyrabajo se pueden descargar del siguiente vinculo: https://www.dropbox.com/sh/
exxvw8u9vjt742b/AABSJ4CqNNTDgmAqvNn1ONc7a?d1=0.

Movimiento browniano con TEA

R s s s s s s T
s s s s s s s
! PROGRAMA EN FORTRAN 90 CONSTRUIDO POR OSCAR SANDERS,

CLAUDIO CONTRERAS Y EFRAIN URRUTIA, 2017.

ESTE PROGRAMA SIMULA UN SISTEMA DE PARTICULAS COLOIDALES USANDO:

DINAMICA BROWNIANA

POTENCIAL DE YUKAWA

INTERACCION HIDRODINAMICA CON EL ALGORITMO TEA [DOI: 10.1063/1.3089668]
PARA LA INTERACCION HIDRODINAMICA SE USA EL TENSOR DE ROTNE-PRAGER

¥ ¥ ¥ %

SI SE REQUIERE DINAMICA BROWNIANA SIN INTERACCIONES HIDRODINAMICAS
ENTONCES SIGA LOS SIGUEINTES PASOS:


https://www.dropbox.com/sh/exxvw8u9vjt742b/AABSJ4CqNNTDqmAqvNnl0Nc7a?dl=0
https://www.dropbox.com/sh/exxvw8u9vjt742b/AABSJ4CqNNTDqmAqvNnl0Nc7a?dl=0
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! 1. QUITAR EL COMENTARIO DE LA LINEA 142 (betap=0.5d0)

! 2. COMENTAR LA LINEA 143 (betap=(1.d0-DSQRT(1.d0-rad))/rad)

! 3. HACER CEROS LOS ELEMENTOS FUERA DE LA DIAGONAL DEL TENSOR

! DE DIFUSION ROTNE-PRAGER EN LAS LINEAS 310-321 (ESCRIBIR 0.0d40

! DESPUES DEL SIGNO "=" Y COMENTAR CON "!" LO QUE SIGUE)

I

!

| B H RS HH A HH SRR H R R R R R R R R R R R R R
| B H R A HH A HH RS H RS H R R E R R E R R R H R R  H R R R R R

PROGRAM brownIH

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

IMPLICIT INTEGER (i-n)

PARAMETER (nn1=2000,NP=NN1) !NUMERO DE PARTICULAS
PARAMETER (NN3=3*NN1) !DIMENSION DEL TENSOR DE DIFUSION

INS ES EL TIEMPO QUE SE DEJA LA SIMULACION Y LOS DEMAS PARAMETROS SON PARA
'EL DESPLAZAMIENTO CUADRATICO MEDIO (MSD)

PARAMETER (NS=250000,n1=2000,n2=8000,nte=ns-n1,nt0=4000,ntw=nte-nt0)
PARAMETER (densidad=0.025d0)

PARAMETER (box1=(DBLE(np)/densidad)**(1.0d40/3.040)) I'TAMANO DE LA CAJA DE SIMULACION
PARAMETER (nr=1000,DELTAR=BOXL/ (DBLE(2%NR))) !PARA MSD

PARAMETER (N3=8000)

COMMON /TENSOR/ T(NN3,NN3), XIC(NN3),H(NN3,NN3),XI(NN3),suma

COMMON /position/ x(nnl1), y(nnl), z(nnl),f(NN3), sumx, sumy, sumz

COMMON /fuerzas/ fx(nnl), fy(anl), fz(nnl),enepot

COMMON /VALORES/ rcut,A,Akappa

COMMON /semillas/ iseed3,iseed2,iseedl

COMMON /wwdet/xt (NN1,nte),yt(NN1,nte),zt(NN1,nte),wtp(ntw),wdet(ntw) ,nparti
COMMON /ANSATZ/ betap,sumamedia !PARA TEA

DIMENSION fgauss(nn3)

EXTERNAL ZRAN

character*8 configuracion ! PARA LAS CONFIGURACIONES ESCRITAS
character*68 enerfile ! #########HHHHHARBHIHHHHHHHHHHHHHH

| B HH RS HH AR H SRR H R R R R R R R R R R R R R
! PARAMETROS DEL SISTEMA

| B H R A HH B HH R H AR R R R R R R R R R R R
api=4.0%atan(1.0) !PI

A=500 !CONSTANTE DE ACOPLAMIENTO ELECTROESTATICO

Akappa=0.15 !'PARAMETRO DE APANTALLAMIENTO DEBYE-HUCKEL

A=A*EXP (Akappa) !'NUEVA CONSTANTE

rcut=box1/2.d0 'RADIO DE CORTE

dt=0.0005d0 !PASO TEMPORAL

var=DSQRT (2.D0/dt) !'VARIANZA DEL MOVIMIENTO BROWNIANO PARA TEA

iseed=144000 !#######4H#H##HHHHHHFHHHSHBHAEFHHASHBHEHHHHHH

iseed1=1914 ! SEMILLAS PARA GENERADOR DE

iseed2=1513 ! NUMEROS ALEATORIOS
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iseed3=777 ######H##H#HHHHHEH R

VHHHHH R R R R R R
! CONFIGURACION INICIAL (ALEATORIA) DE LAS PARTICULAS (SIN TRASLAPES)
Vi H S R R R R
OPEN (UNIT=11, FILE="config_ini.dat", STATUS="REPLACE")

DO i=1,np

2 RR=ZRAN(iseed)-0.5d0
S=ZRAN(iseed)-0.5d0
U=ZRAN (iseed)-0.5d0

x(i)=RR*box1l
y (1)=S*boxl
z(1)=Uxbox1

DO j=1,i-1
xij=x(1)-x(j)
yij=y(1)-y(3)
zij=z(i)-z(j)

ro=SQRT (x1j**2+yij**2+zij**2)
IF (ro.LE.1.D0O) THEN

GO TO 2

ENDIF

END DO
WRITE(11,*)x(i), y(i), =z(i)

END DO
CLOSE(11)
Vit
! MOVIMINETO BROWNIANO
VISR R R
DO L=1, ns
CALL FRZAS(L)
IF(MOD(L, 1000).EQ.0) THEN
WRITE(x,*) L
END IF

DO 10 i=1, np

ic=3*(i- 1) + 1

f(ic)=fx(i)
f(ic+ 1)=fy(i)



f(ic+ 2)=fz(i)
10 CONTINUE

epsi= sumamedia/(3*np*(3*np -1.d0)/2.d0)
rad=(3*np -1.d0)*epsi**2 -(3*np -2.d0)*epsi
'betap=0.5d0 !SIN INTERACCIONES HIDRODINAMICAS
betap=(1.d0-DSQRT(1.d0-rad))/rad

DO j=1,nn3

CALL AZARG(iseed,fgauss(j))

END DO

DO i=1, np

ic=3*x(i - 1)+ 1

sumx=0.0
sumy=0.0
sumz=0.0
DO 20 jc=1, NN3
sumx=sumx + T(ic , jc)*f(jc)
sumy=sumy + T(ic+1l, jc)*f(jc)
sumz=sumz + T(ic+2, jc)*f(jc)
20 CONTINUE

'ALGORITMO DE GEYER-WINTER

!CALCULO DE COEFICIENTES Ci
sumacix=0.0d0

sumaciy=0.0d0

sumaciz=0.0d0

DO j=1,nn3
sumacix=sumacix+T(ic, j)**2
sumaciy=sumaciy+T(ic+1,j) **2
sumaciz=sumaciy+T(ic+2,j) **2
END DO

sumacix=sumacix-1.0d0
sumaciy=sumaciy-1.0d0
sumaciz=sumaciz-1.0d0

desx= 1.d0+(betap**2)*sumacix
desy= 1.d0+(betap**2)*sumaciy
desz= 1.d0+(betap**2)*sumaciz
CIX=DSQRT(1.d0/ desx)
CIY=DSQRT(1.d0/ desy)
CIZ=DSQRT(1.d0/ desz)

ICALCULO DE FUERZA EFECTIVA

DO j=1, NN3
feffx=feffx + T(ic , j)*fgauss(j)
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feffy=feffy + T(ic+1l, j)*fgauss(j)
feffz=feffz + T(ic+2, j)*fgauss(j)
END DO

feffx=feffx-fgauss(ic)
feffy=feffy-fgauss(ic+1)
feffz=feffz-fgauss(ic+2)

feffx=betapxfeffx+fgauss(ic)
feffy=betap*feffy+fgauss(ic+1)
feffz=betap*feffz+fgauss(ic+2)

x(i)=x(i)+sumx*dt + dt*CIX*varxfeffx
y(1)=y(i)+sumy*dt + dt*CIYxvarxfeffy
z(1)=z(i)+sumz*dt + dt*CIZ*varxfeffz

x(1)=x(1) -box1*DNINT(x(i)/box1) Uhtthtsttetslotsotstotststotstotootssots
y(i)=y(i) -box1*DNINT(y(i)/boxl) !CONDICIONES DE FRONTERA
z(i)=z(i) -box1*DNINT(z(i)/box1) !'PERIODICAS

Voo To o Toto oo to foo Foto oo o oo Fo o oo o

END DO

IF(MOD(L, 10000).EQ.O) THEN
(configuracion,’(I8)’) L
enerfile=’config_’//trim(configuracion)//’.dat’
enerfile=sweep_blanks(enerfile)
OPEN(UNIT=2,FILE=enerfile,STATUS="replace’)

DO i=1, np

WRITE(2,*) sngl(x(i)),sngl(y(i)),sngl(z(i))
END DO

CLOSE(2)

END IF

IF(MOD(L, 1).EQ.O) THEN '%hh%httetshhlololotstolststlolototstotototfole

WRITE(224,*) L, enepot/REAL(np) !'ENERGIA POTENCIAL PROMEDIO

END IF ! %%% %kt tolotololotototolotots o otstototototo o
END DO

CONTAINS

CHARACTER(68) FUNCTION sweep_blanks(in_str)
CHARACTER(*), intent(in) :: in_str
CHARACTER(68) :: out_str

CHARACTER :: ch

INTEGER :: j

out_str = " "
DO j=1, len_trim(in_str)
'get j-th char
ch = in_str(j:j)
IF (ch .NE. " ") THEN



49

out_str = trim(out_str) // ch
END IF
sweep_blanks = out_str
END DO
END FUNCTION sweep_blanks

END

Subrutina de calculo de fuerzas y tensor de difusion

VHERRHHHHHE R R R R
! CALCULO DE FUERZAS, TENSOR DE DIFUSION

! Y ENERGIA POTENCIAL

VHEHB R R R R R R R R R R
SUBROUTINE FRZAS(L)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
IMPLICIT INTEGER (i-n)

PARAMETER (nn1=2000,NP=NN1)

PARAMETER (NN3=3*NN1)

PARAMETER (NS=250000,n1=2000,n2=8000,nte=ns-n1,nt0=4000,ntw=nte-nt0)
PARAMETER (densidad=0.025d0)

PARAMETER (box1=(Dble(np)/densidad)**(1.0d0/3.0d0))

PARAMETER (nr=1000,DELTAR=BOXL/ (DBLE(2*NR)))

COMMON /TENSOR/ T(NN3,NN3), XIC(NN3),H(NN3,NN3),XI(NN3),suma
COMMON /FUERZAS/ FX(NN1),FY(NN1),FZ(NN1),enepot

COMMON /POSITION/ x(NN1),y(NN1),z(NN1),f(NN3), sumx, sumy, sumz
COMMON /VALORES/ rcut,A,Akappa

COMMON /ANSATZ/ betap,sumamedia

enepot=0.0
sumamedia=0.0

DO i=1,np

£x(i)=0.0d0
£y (i)=0.0d0
£2(i)=0.0d0
END DO

DO 3 i=1, np-1
fxi=fx (i)
fyi=fy(i)
fzi=fz (i)
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ic=3*%(i-1) + 1 !CONTADOR PARA EL TENSOR DE DIFUSION

DO 9 j=i+1, np

xi=x(1)=x(3) VUhtetotolololololoototototototototototo

yij=y(i)-y(j) !POSICIONES RELATIVAS

zi3=z(1)-z(3) Vhhhotototololololottotototototo o o ote

rij=DSQRT(xij**2.d0 + yij*+*2.d0 + zij*x2.d0) !DISTANCIA ENTRE PARTICULAS
jc=3%(j-1) + 1 !CONTADOR PARA EL TENSOR DE DIFUSION

T(ic s jc)=((3.d0/8.d0) /rij)*(1.d0 + ((xij**2.d0)/rij**2.d0)) + &

((1.d0/16.d0) /rij**3.d0)*(1.d0 - 3% ((xij**2.d0)/rij**2.d0))

T(ic + 1,jc + 1)=((3.d0/8.d0)/rij)*(1.d0 + ((yij**2.d0)/rij**2.d0)) + &
((1.d0/16.d0) /Trij**3.d0)*(1.d0 - 3*((yij**2.d0)/rij**2.d0))

T(ic + 2,jc + 2)=((3.d0/8.d0)/rij)*(1.d0 + ((zij**2.d0)/rij**2.d0)) + &
((1.d40/16.d0) /rij**3.d0)*(1.d0 - 3*((zij**2.d0)/rij**2.d0))

T(ic , jc + 1)=((3.d0/8.d0)/rij**3.d0)*xij*yij + ((3.d0/16.d0)/rij**5.d0)*xij*yij
T(ic , jc + 2)=((3.40/8.d0)/rij**3.d0)*xij*zij + ((3.d0/16.d0)/rij**5.d0)*xij*zij

T(ic + 1,jc + 2)=((3.d0/8.d0) /rij**3.d0)*yij*zij + ((3.d0/16.d0)/rij**5.d0)*yij*zij
T(ic + 1, jc)=T(ic, jc + 1)

T(ic + 2, jc)=T(ic, jc + 2)

T(ic + 2, jc + 1)=T(ic + 1, jc + 2)

xij=xij -box1*DNINT(xij/box1) Vhhhtshtsthtststedstetstotstststtotototstotssststats
yij=yij -box1*DNINT(yij/box1l) !CONVENCION DE IMAGEN MINIMA
zij=zij -box1*DNINT(zij/DoxL) hhhhtttetetslotstitotatototodslots s tottodotodsts

rij=DSQRT (xij**2.0 + yij**2.0 + zij*x2.0) !DISTANCIA ENTRE PARTICULAS
IF (rij.LT.rcut) THEN

potencial=A*DEXP(-Akappa*rij)/rij !'POTENCIAL YUKAWA
pot=A*DEXP (-Akappa*rij) !FACTOR PARA FUERZA

fxij=pot*(Akappa*xrij + 1.0)*(xij/rij**3) Vhhlhhtelhtolettotsttstsotstsotats
fyij=pot*(Akappa*rij + 1.0)*(yij/rij+**3) !COMPONENTES DE FUERZA
fzij=pot*(Akappa*rij + 1.0)*(zij/rij**3) Vhhhhhhthtehdsldststits ot todstets

ExI=EXIHERLT VLAt totolototo oo tooto oot o oo o oo oot
fyi=fyi+fyij !SUMA DE FUERZAS PARTICULAS ij
fzi=tzi+fzij VEAIhIIhthte e dotatotelodsotstototlotootsfots ot
£x(G)=Ex(G)—E£x1] VIR AT It totlotsotstolototots ot
fy(j)=fy(j)-fyij !'FUERZAS PARTICULAS ji
£2(3)=£2(G)=£21] VIhhthtshtotstotetodsotstotototo ot
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enepot=enepot + potencial !ENERGIA POTENCIAL
sumamedia= sumamedia + T(ic,jc) !TEA

END IF

9 CONTINUE

fx (@) =fxi VARRRA LR IS hhIhh
fy(i)=fyi !NUEVAS FUERZAS
fz(i)=fzi VLRRAG R A IS h Tk

ic=3%(i = 1 ) + 1 Vhhhhhhhhhllloletetotototototstststststsisstsstotototototototototo

T(ic , ic )=1.
T(ic+1l, ic+1)=1.
T(ic+2, ic+2)=1.
T(ic , ic+1)=0.
T(ic , ic+2)=0.
T(ic+1l, ic+2)=0.

! CALCULO DE ELEMENTOS DE LA
! DIAGONAL DEL TENSOR DE DIFUSION

Ve To 1o 1o oo o oo oo o o Too oo o o o oo o oo o o o oo Fo T o o o
Vo toTs 1o oo oo 1o o To o oo o oo oo o o oo o oo oo oo oo o T oo o
VI ToToToToto o o o To oo o o o oo o o o oo o o o oo oo o oo oo o o
VI ToToTo oo o o oo oo o o o oo to o o o oo o o o o oo o o oo o

O O O O OO

3 CONTINUE

T(NN3-2 , NN3-2)=1.d0 ! CALCULO DE ELEMENTOS DE LA
T(NN3-1, NN3-1)=1.d0 ! DIAGONAL DEL TENSOR DE DIFUSION
T(NN3, NN3)=1.d0 %%%hlellslstolelellsslsistololssisiotololslsisioitelslssiodotlolos
T(NN3-2 , NN3-1)=0.d0 %%kltelelolslslolslololssloiotololssssioiatololssioistololssioioitols
T(NN3-2 , NN3)=0.d0 %hhihleletelostslsistelolslosioiatolstsslodatololssiototolotolosioite
T(NN3-1, NN3)=0.d0 %kistslslslstelollslslsstololstsloistololslssotototolo oo ototolslsls

VI Toto oo ToToto oo Too o Too o o ToToto o T Toto o o To o o o Jo o to o T To o o o To o o o To o 1o o To T o o o To o o o To o o o To o 1o o o To o o o To o o o o
'LLENADO DE ELEMENTOS DE LA MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR DEL TENSOR DE DIFUSION
VIt to ool ToToTo o o o T ToTo o 1o o oo T To To o o o o o T To oo o oo o T T o oo o o To T 1o oo o o To Tt 1o oo o T To o o o oo o To T o o oo oo
DO 70 ic=1, NN3 - 1
DO 60 jc=ic + 1, NN3
T(jc, ic)=T(ic, jc)
60 CONTINUE
70 CONTINUE
RETURN
END





