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Resumen

La finalidad de este trabajo es el estudio sobre la existencia y comportamiento
de una clase de soluciones llamadas soliton para la ecuacion de tipo de KdV:
ou  04g(u)

=+ + & gl
ot ox o0x3

=0, ze€R, ¢t>0, (1)

donde u u(z,t), € > 0 es un parametro y ¢'(u) L dg(u)/Ou € C* es una funcién
no lineal no necesariamente homogénea con la caracteristica siguiente: a;u'™? <
g (u) < ayu®2 donde d;, a; son constantes positivas. Para la ecuacién (1) encon-
tramos las condiciones suficientes que debe satisfacer la no-linealidad ¢'(u), bajo las
cuales la ecuacién (1) admite soluciones de tipo solitén.

Basados en la teoria de pertubaciones encontramos una solucion asintética de tipo
solitén para la ecuacién (1) bajo una perturbacién, considerando el pardmetro e sufi-
cientemente pequeno. Tambien se han encontrado las condiciones suficientes que nos
permiten estudiar la amplitud y cola del soliton, que describen el comportamiento
de dichas soluciones bajo las perturbaciones.

Se ha construido un esquema en diferencias finitas para resolver la ecuacién (1)
numéricamente. Ademas bajo una pequena modificacién al esquema simulamos las
ondas perturbadas.

Realizamos varias simulaciones numéricas para diferentes tipos de no linealidades
g'(u) de la ecuacién (1). Un ejemplo muy importante de no linealidad es ¢'(u) =

u3/? 4 u?, que aparece en la Fisica-Matemética en el estudio de plasma.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Ecuaciones integrables y no integrables

Una ecuacién diferencial parcial es una ecuacion diferencial que contiene como
incégnita una funcién de varias variables junto con sus derivadas parciales. Caso par-
ticulares de estas ecuaciones son las ecuaciones diferenciales ordinarias, que contienen

funciones de una sola variable y sus derivadas.

Definicién 1.1. Sea u € C™ una funcion de n variables independientes xy,- -+ , T,.

Consideremos la siguiente ecuacion

= 0. (1.1)

ou  Pu *u 8mu>

F xl DY .Z'n P —_—
T Oxy Qw0227 D

I. Sin =1, la ecuacion (1.1) se denomina ecuacion diferencial ordinaria (EDO)

de orden m.

II. Sin > 2 la ecuacion (1.1) se le denomina ecuacion diferencial parcial (EDP)

de orden m.

La ecuacién (1.1) es lineal si la funcién F' es lineal respecto a las variables
w,0u/0xy, ..., 0mu/0z; en caso contrario se dice que (1.1) es no lineal. Las EDP
se usan para modelar una amplia variedad de fenémenos fisicos, tales como la pro-
pagacién del sonido y del calor, la electrostatica, electrodindamica, mecanica cuantica

etc. Algunas EDP muy conocidas son la ecuacién del calor, de onda, de Laplace etc.
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Estas ecuaciones han sido bien estudiadas para los problemas de Cauchy, de fronte-
ra, mixtos, usando métodos como separaciéon de variables, transformada de Fourier,
método de las caracteristicas, etc.[11, 27].

El objetivo de este trabajo es el estudio de una clase especifica de soluciones llamadas
de tipo soliton para ciertas clases de EDP no lineales. Como ya es conocido, encontrar
soluciones explicitas para las EDP no lineales en general es algo casi imposible, por
lo que en la mayoria de los casos, para analizar el comportamiento de las soluciones
de una EDP;, se recurre a los métodos numéricos y asintoticos.

En matematicas no hay una manera tnica para definir un sistema diferencial inte-
grable. Por ejemplo, estd la integrabilidad de Frobenius, que se refiere a los sistemas
diferenciales sobredeterminados’; en la teorfa de sistemas dindmicos hamiltonianos
existe la nocién de integrabilidad de Liouville?, etc. En este trabajo diremos que
una ecuacion diferencial parcial es integrable si es posible encontrar una solucién
que satisface un problema general de valor inicial para la dicha ecuacion. Un des-
cubrimiento importante en los ultimos 40 anos, es el método de la Transformada
de Dispersién Inversa (Inverse Scattering Transform, IST). Este método se usa para
resolver algunas ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

El método IST fué introducido inicialmente por Gardner, Greene, Kruskal y Miura en
1967 [4], y generalizado después por otros autores, particularmente por Lax (1967),
Zakharov y Shabat (1972) [15, 28] etc. La idea basica de este método es la introduc-
cién de un operador lineal que esta determinado por la posicién en el espacio de fase
y que evoluciona bajo la dindmica del sistema en cuestion de una manera tal que su
espectro (en un sentido adecuadamente generalizado), es invariante bajo la evolucién
del sistema en el tiempo. Esto proporciona, en ciertos casos suficientes invariantes
o integrales de movimiento para hacer que el sistema diferencial sea completamente
integrable [8, 21]. Una caracteristica de las soluciones obtenidas por el método IST es
la existencia de soluciones de tipo solitén. Las soluciones de tipo solitén son un tipo
de ondas solitaria que se propaga en el tiempo sin deformarse en un medio dispersivo

no lineal, tambien tienen la propiedad unica conocida como interacion de solitones.

1Un sistema sobredetermino es aquel que tiene un nimero de ecuaciones mayor al ntimero de
incégnitas. El teorema de Frobenius da las condiciones necesarias y suficientes para la busqueda de
un conjunto maximo de soluciones para tales sistemas

2Liouville probé que un sistema con n grados de libertad es integrable si posee n constantes de
movimientos de involucién
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Esta propiedad se da cuando un solitéon de mayor rapidez alcanza a otro solitén en
un punto de interaccién en el cual llegan a fusionarse, y después de un determinado
tiempo éstos vuelven a su forma original excepto por un cambio de fase. El estudio
de los solitones se remonta al ano 1834, cuando el cientifico e ingeniero escocés John
Scott Russell [24] observé la presencia de un nuevo tipo de ondas en la superficie de
una canal con aguas poco profundas, a las que llamé ondas de traslacion. (Ver Fig.
1.1).

Figura 1.1: Russell y la recreacién del momento en el que observa el soliton

Rusell realiz6 muchos experimentos con los solitones y llegd a encontrar empiri-

camente que la velocidad de propagacion de las ondas v cumplia que
v =G (h+a), (1.2)

donde G representa la aceleracién de la gravedad, h la profundidad del agua en un
estado de equilibrio y a la amplitud de la onda. De (1.2) se deduce que a mayor
amplitud mayor es la velocidad. Desde sus inicios las observaciones de Rusell fue-
ron muy cuestionadas causando gran controversia entre los cientificos de esa época.
Todas estas discrepancias se resolvieron en el ano 1895, cuando aparece la ecuacion
Korteweg-de Vries (KdV) [18], que describe ondas propagandose en superficies de

poca profundidad. La ecuacion escrita en forma adimensional es:

ou ou* 0%

— 4 — — =0 RY t>0 1.3
8t+3x+€8:c3 , T €R, >0, (1.3)
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donde u u(z,t) representa el desplazamiento vertical local de la superficie del
agua respecto a la posicion de equilibrio y € > 0 es un parametro que caracteriza el
valor de la dispersion. A las ecuaciones de la forma (1.3) con distintas no linealidades
le llamaremos de tipo KdV. En sus trabajos, Korteweg y de Vries encontraron que
la ecuacién (1.3) admitia soluciones particulares de tipo solitén que cumplian con lo
observado por Rusell [24] en 1834. La solucién llamada solitén de (1.3) es una familia

uniparamétrica (ver, por ejemplo [23]) dada por
— vt
u(z,t) = Asech? flz =) : (1.4)
2e

donde A es un parametro libre con el sentido fisico de la amplitud de onda, v es la
velocidad de propagacion y 5 # 0 es un parametro que depende de A y v. Asi pues,
para la existencia de la onda solitaria (solitén) es necesario el término no lineal
Ou?/0z y el término dispersivo 93u/dz>.

Después de un tiempo, en el ano 1955, Enrico Fermi, John Pasta y Stanislaw Ulam
(FPU) [2], usaron una de las primeras computadoras (MANIAC) para realizar ex-
perimentos numéricos. En ella simularon la distribucién de la energia en una cadena
vibratoria sometida a una perturbacién. En este experimento demostraron que apa-
recian los solitones como los que describia Rusell [24]. Estos resultados motivaron
en 1965 a Zabuski y Kruskal [10] a profundizar en el experimento de (FPU). Obser-
varon que se formaban un tren de ondas solitarias con diferentes amplitudes, donde
la mas rapida interactuaba con otra méas lenta en un determinado tiempo para pos-
teriormente rebasarla y ambas recuperar su forma. Debido a este comportamiento
Zabuski y Kruskal denominaron a estas ondas solitarias con el término soliton, como
los conocemos actualmente, en concordancia con los nombres de particulas elemen-
tales como proton, electron, ete.

Existen problemas que modelan importantes fenémenos fisicos cuando la no lineali-
dad en (1.3) es diferente de u?; por ejemplo, si la no linealidad es u*, la ecuacién (1.3)
se conoce como ecuacién modificada KAV (MKdV), que modela ondas acusticas en
un plasma polvoso [26]; si la no linealidad es u*?, (1.3) es la ecuacién de Schamel,
que modela ondas actsticas de iones en un plasma, [25]. El caso mds general se pre-

senta cuando la potencia de la no linealidad de la ecuacién (1.3) es sustituida por
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una potencia m; se le conoce como la ecuacion generalizada de tipo KdV denotada
como (GKdV). La ecuacién GKdV escrita en forma adimensional es la siguiente:
%—Faa%m-l—g%:@, reRY, >0, (1.5)
donde m es un entero m > 2, y el pardmetro € > 0.
La existencia y unicidad de soluciones de problemas de Cauchy (z € R') y mixtos
(x € ]0,1]) para las ecuaciones GKdV, han sido estudiadas detalladamente usando
métodos del Andlisis Funcional para distintas clases de valores iniciales (ver [3, 5, 13],
[12, 14, 26]).
Notemos, que tales métodos de investigacion no obtienen las soluciones, pero descri-
ben sus propiedades en el sentido de pertenencia a algunos espacios funcionales. Al
contrario, el método IST transforma el proceso de solucion de las ecuaciones KAV y
MKdV a un problema lineal que simplifica el proceso de estudio de tales soluciones.
Ademads para soluciones especificas (solitones y ondas cnoidales) el método resulta
en féormulas explicitas que describen la interaccion de tales ondas. (ver [8, 26, 28]).
Al mismo tiempo, para las soluciones de (1.5) se establecieron importantes criterios
de estabilidad, en particular para los solitones.

La solucién exacta tipo solitén de (1.5) en forma explicita es:

€

u(x,t) = Acosh=%/(m=1 (ﬁx — vt) : (1.6)

donde

con 8 > 0 un nimero arbitrario.

Definicién 1.2. Se dice que una solucion ug de un problema es estable respecto a
valores iniciales, si para toda solucion u a dicho problema se cumple que

Ve>0 Jd=46(e) >0 tal quesi |(uo—u)|i=o|lx, <& entonces |ug—ullx, <9,

para t > 0 y algunos espacios normados Xy, Xo
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Bajo tales criterios se tienen los siguientes casos

I. Sim = 2, 3, 4 los solitones de (1.5) son estables. (ver Benjamin[1], Bona[14],

[26], [17] y referencias ahi contenidas)

II. Si m > 5 Bona, Souganidis y Strauss [14] probaron usando tipos de argu-
mentos en [17] la inestabilidad de los solitones. (ver [1], [14], [23] y referencias

ahi contenidas)

ITII. El caso m = 5 es condicionalmente estable, es decir, la solucién es estable si
se verifica la condicién siguiente: |Juo|/2, < 3¢/2V/5 [1, 14, 23]. Notemos que la
condicién anterior no se verifica para los solitones (1.6), dado que uniforme-
mente en A > 0 tenemos

ul|2: = emV/3 > Ei
g 2v/5
Por tanto los solitones son inestables para todas amplitudes A > 0. (ver[14],

[17] y referencias ahi contenidas)

Al mismo tiempo, para m > 3 no hay todavia formulas explicitas para describir la

interaccion de solitones.

1.2. Ecuacion GKdV con no linealidad

no homogénea

Como ya mencionamos en la seccién anterior, la clase de ecuaciones generaliza-
das Korteweg-de Vries GKdV ya han sido ampliamente estudiadas; ademéas nos han
abierto un gran campo de estudio sobre la existencia y estabilidad de los solitones
en otras ecuaciones de tipo KdV. En lo sucesivo vamos a tratar las clase de ecuacio-
nes GKdV con no linealidades no homogéneas. Escribimos la ecuacion en su forma

adimensional como sigue

ou 9g(u) 0%
E—i_ ox e Ox3

=0, z€RY t>0, (1.7)
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donde & > 0 es un pardmetro y ¢'(u) € C' es una funcion de valores reales no ne-
: , ) d : e
cesariamente homogénea. Aqui ¢'(u) 2y 0g(u)/0u y tiene la caracteristica siguiente:

5—02

autt < ¢'(u) < au® %2, donde a; son constantes positivas y d; € (0,4) para

i = 1,2. Notemos que si ¢'(u) = u entonces la ecuacién (1.7) no admite soluciones

5 se obtiene el caso L2-critico, es decir, los solito-

de tipo solitén, y con ¢'(u) = u
nes son inestables ya que no satisfacen las condiciones de estabilidad antes mencio-
nadas en la ecuacion (1.5). Un caso particular de la ecuacién (1.7) se da cuando
g (u) = agut ™t + ayu?*2 Observemos que si ¢; = 1, o = 5 ¥ @ > 0,i =1,2
constantes, entonces tenemos la ecuacién de Schamel-Korteweg- de Vries (S-KdV)
que aparece en el estudio de ondas acusticas de un plasma donde esta presente la
captura de electrones y el potencial electrostatico. Ver [16]

Para la ecuacién (1.7) vamos a probar la existencia de soluciones tipo solitén para
después estudiar la estabilidad respecto a la parte derecha, mostrando como ejemplo

la simulaciones numéricas para la ecuacién S-KdV como un caso particular.

1.3. Meétodos Asintéticos para soluciones de tipo
solitén

Una vez probada la existencia de los solitones en las clases de ecuaciones GKdV
no homogéneas, estudiamos el comportamiento de estas soluciones sometidas a una
pequena perturbacion, usando como herramienta principal la teoria de pertubacio-
nes, [27]. La teoria de perturbaciones es un método que nos permite encontrar una
solucién aproximada a un problema, partiendo de la solucién exacta de un problema
més simple relacionado al problema original, [27]

Vamos a considerar la ecuacion siguiente:
ou  04g(u)

=+ + & O
ot ox o0x3

= f(u, € u,, 52um,.‘.,), (1.8)

donde f € C™® y & > 0 se trata como un pardmetro pequeno. Usando el método [19]
vamos a construir una solucién asintética de tipo solitén para el problema (1.8) con
el fin de describir los solitones bajo la pertubacion. Ademas la amplitud, el frente de

onda y la velocidad de propagacién de la solucién asintética tipo solitén de (1.8) son
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funciones que dependen del tiempo. Una solucién asintética méd O(e") de una
ecuacién diferencial con pardmetro pequeno g, es una funcién yy = O(1) tal que
cuando es sustituida en la parte izquierda de la ecuacién (1.8) resulta una funcién
Y (x,t,e) = O(eV) sobre la parte derecha de dicha ecuacién. A la funcién yo = O(1)
tal que yn —yo = O(e) es denominado el término principal de la solucién asintética.

El simbolo O(¢") denota una funcién
Y(z,t,e) € C (R x [0,T] x (0,1]),

tal que,
Y (2,t,¢)| < MY,

uniformemente en x,t, donde M es una constante.

El trabajo de esta tesis estd distribuido en la manera siguiente: en el capitulo 2
probamos la existencia de la solucién tipo soliton para las ecuaciones GKdV no
homogéneas (1.7), mostrando resultados para uno de los principales ejemplos como
¢'(u) = (u24u2). En el capitulo 3 estudiamos la estabilidad asintética de los solitones
sometidos a una perturbaciéon pequena. En el capitulo 4 mostramos un algoritmo
numérico para calcular la solucién numeérica de el problema (1.7) usando propiedades
como las leyes de conservacién y probando nuestro algoritmo con ecuaciones que
admiten soluciones exactas. Todas estas simulaciones se obtienen usando FORTRAN

90. En el capitulo 5 mostramos los resultados obtenidos.



Capitulo 2

Existencia de Solucion de tipo
solitén para la GKdV

2.1. El caso homogéneo

Consideremos ecuaciones de tipo GKdV [23], que escribimos en su forma adimen-
sional, como sigue:
ou  dur™  , dPu

% s TE @:0, q € (1,4), (2.1)

donde u - u(z,t), t =2 0y e > 0. Por simplicidad supongamos que u > 0, Va €
R, ¢>0.

Para la ecuacién (2.1) vamos a recordar algunos hechos bien conocidos respecto al
estudio de solitones (ver, por ejemplo [22, 23]). Comenzamos con el cdlculo de las
soluciones tipo solitéon para dicha ecuacion.

Buscamos una solucién autosimilar para (2.1):

u(xat):Aw(n)a n=

™| ™

(x — vt — xq), (2.2)

donde w(n) € C®(R') es una funcién par que no depende de la amplitud, con las
propiedades siguientes:
w(0)=1, lim w(n) =0. (2.3)

n—=too
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El nimero A > 0 en (2.2) tiene el sentido de la amplitud de onda, que se define por
la condicién de normalidad w(0) = 1 dada en (2.3), v > 0 y xy un valor fijo que
representa la posicion de la onda.

Calculando las derivadas correspondientes, usando la regla de la cadena tenemos:

ou B dw
P e
ot edn’
Oudtt dw

B
= (q+ 1) ATt 21
g)m ; €
Fu —A Ay dw
oxd e) dn’

Al sustituir estas derivadas en (2.1) se obtiene

dn’

pdotn) | 8 ()

S g
dn e dnp? ’

d
—Av g —:}15;7) + (q+1) Avt! gw(n)

simplificando tenemos

dw(n) dw(m™ = pdwn)
_ Al =0.
v a + dn + ar 0
Integrando obtenemos
d*w(n)

—vw(n) + Alw(n)* + §2 = Cy;

dn?

usando la segunda suposicién de (2.3) elegimos la constante de integracion Cy = 0,

lo cual implica
d*w(n)

g =0

—vw(n) + Alw(n)™ + 5°

Multiplicando la expresién anterior por dw(n)/dn tenemos

2
—vw(n) —dz;m + ATw(n)**! dc;;n) + 5 ddu:g) daégj) =0,
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reescribiendo la ecuacion anterior se obtiene

dw(n) )
Cvde()? | AT du(p) gid[<df>]

2 dn g+2 dn +2 dn =0

Integrando obtenemos

_E 2 i q+2 6_2 dw_('r]) 2_ .
Qw(n)+q+2w(n) +3 ) = Cy;

otra vez usando la segunda suposicién de (2.3) elegimos Cy = 0, se sigue

_E 2 ﬁ q+2 5_2 dw_(n) 2_
Qw(n)+q+2w(n) +5 a =0,

despejando obtenemos

ﬁdw(ﬁ) _ :I:w(n)\/l 2 ﬁw(n)q, (2.4)

Vo dn qg+2 v

En la ecuacién (2.4) el ntimero 3/+/v es una constante de escala para n, n* = nv/v/3,

y dado que el pardmero 3 es libre, elegimos sin pérdida de generalidad

R (2.5)

i =imm¢b~3—é%mw (2.6

Nota 2.1. Si f es una funcion diferenciable de orden n y es par entonces todas sus

derivadas de orden impar se anulan en el origen.

Esto es claro dado que si f es par entonces f(z) = f(—z), esto implica que

fM(z) = (=1)"f®(—z) = —f™M(=z), si n esimpar,
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de donde tenemos
FO0) = =1(0), = fM(0) =0,

Como w(n) es una funcién par, tenemos que (dw/dn)|,_, = 0. Usando la condicién
de normalidad (2.3) en (2.6) tenemos:

/ 2 Ag
0=4/1— ———,
qg+2 v

de donde obtenemos la relacion entre la amplitud y el parametro v,

q+2
2

AT =

v. (2.7)

Usando (2.5) y (2.7) la ecuacién (2.6) toma la forma:

—w(n)* +w(n)™* + (da;—gny =0,

de donde se sigue que

dw(n) _ i

w(0) = 1.

El problema (2.8) tiene solucién en forma explicita para toda g > 0. Para encontrarla

integramos

B /w dz /1 dz
= 1 z\/l—zq_ o 21— 24
haciendo el cambio de variable 1—2z? = y?, de donde tenemos dy = —qz? 'dz/2v/1 — 24,

se sigue que

v 2 VT dy
n= = - 5 (2.9)
=i 2Y  4Jo -y
De (2.9) encontramos
2
w(n) = [sech (% n)} " (2.10)

Como resultado para la ecuacién (2.1) tenemos:
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[. Usando (2.10) se obtiene la solucién para la ecuacién (2.1)

u(t,r) = A [sech (g B le—vt— xo))] % . (2.11)

3

II. Las siguientes relaciones para los parametros A, Syv

v =32 A= <¥52)q . (2.12)

De las igualdades (2.12) vemos que solamente hay dos relaciones para 3 parametros,

por tanto, la solucién (2.11) define una familia de solitones.

2.2. El caso no homogéneo

En esta seccién vamos a realizar la primera parte de nuestra investigacion, la
cual, es una generalizacion de los resultados dados en la seccion 2.1, es decir, vamos

a probar la existencia de soluciones tipo solitén para la ecuacion

ou 9g(u) ,Pu 1
T et e =0, zeR, >0, (2.13)

donde € > 0 un pardmetro, ¢'(u) € C' es una funcién de valores reales generalmente

no homogénea, con las caracteristica siguiente:
a u' ™ < g'(u) <axu’T™, by, by € (0,4), (2.14)

con ap, ap son constantes positivas y ¢'(u) = dg(u)/0u. Es claro que debemos
suponer que el signo de u es tal que ¢'(u) es una funcién de valores reales; sin
embargo, por simplicidad supongamos que u > 0.

Para la ecuacion (2.13) encontramos las condiciones suficientes que garantizan la
existencia de soluciones tipo solitén para dicha ecuacién. Al inicio vamos a definir las
propiedades de una funcién para que sea una solucion de tipo solitén. Analogamente

a los solitones en el caso homogéneo damos la definicién siguiente:
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e o . ., def L .
Definicién 2.1. Decimos que una funcion, u := u(z,t,e) es un solitdn, si

— vt —
u=Aw(n,A), n= B—(x . xO), (2.15)
5
donde B # 0, v > 0, A > 0 representa la amplitud de onda solitaria, es decir,

w(0,A) =1 yw(n,A) es una funcién par, w(n, A) € C*(R') tal que

lim w(n,A) =0, VA>D0, (2.16)
n—=oo
donde
w(n, A) < Ce™M|n| = oo, (2.17)

con algunas constantes C' > 0 y ¢ > 0, es decir, w(n, ) — 0 exponencialmente cuando

In| — oo. Ademds, supondremos que Ow(n, A)/O0A existe y es continua.

El primer resultado de la tesis contiene las condiciones suficientes para la existen-
cia de solucién tipo solitén de la ecuacién (2.13), las cuales se enuncian en el teorema

siguiente:

Teorema 2.1. Supongamos que ¢'(z) satisface (2.14) y, ademds

9(2) = 2% g1(2), (2.18)

g1(2) >0, 4¢i(2) >0, Vz>0 (2.19)

donde g1(z) € C®,Vz > 0 y g1(z) satisface la condicion de Hélder uniformemente

en z = 0. Entonces existen soluciones de tipo soliton para la ecuacion (2.13).

Nota 2.2. Segiin la suposicidn (2.14) se tiene que g(0) =0 y ¢'(0) = 0.

A continuacion daremos la demostracién del Teorema 2.1
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Demostracion. Calculando las respectivas derivadas de (2.13) tenemos:

ou B dw

— =—Av

ot € dn

Og'(u) _, B dw

Pu_y (5) d%
ox3 e) dn?’

Al sustituir estas derivadas en (2.13) se obtiene

AvBdw AB , dw €248 dPw
0= 200w AP g d'w
5 d77+ € g w)dn+ g3 dnp’’

simplificando obtenemos

dw dw d3w
0= —v— "(Aw)— Eay
vdn—i-g(w)dn—i—ﬂ e

La expresién anterior puede ser escrita como sigue

0=~ T (e + S,

Integrando obtenemos

2

—o+ o (Aw) + B = C

usando la segunda suposicién de (2.16) y la implicacién de la suposicién (2.18) tene-

mos que la constante de integracion es cero
C =4'(0)=0.

Sustituyendo el valor de C' tenemos

2

1 ,dw
—vWw + Zg'(Aw) + 5 d_7]2 = 0,

(2.20)
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multiplicar por dw/dn, y reescribiendo obtenemos

vdw? 1 d 2d | (dw)?
——— 4+ ——{g(A —— | — =0.
2 ay T Az WA+ dn{<dn) }
Integrando se obtiene

v
——wr+

2 2
5 Eg(Aw) + i (d_w) = Cy;

2
otra vez usando (2.16) y la implicacién de (2.18) tenemos
Cr = g(0) = 0; (2.21)

sustituyendo C se sigue

v o, 1 B2 (dw\?
—gw +Eg(Aw)+—(— = 0;

despejando obtenemos

B2 (dw\®  , 21
Y(d_n> = w” — 5 —g(Aw). (2.22)

Usando la suposicién (2.18) tenemos
£ dw 2
— — =ZFw/1 - —q(Aw).
\/5 d77 w v gl( w)
De manera similar a (2.5) en el caso homogéneo elegimos sin pérdida de generalidad

o=, (2.23)

dw 2
a —:i:wwll—zgl(Aw). (2.24)

Usando la condicién de normalidad en (2.16) y considerando que w es una funcién

obtenemos
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0=1/1-2a(4),

par de (2.24) tenemos

por tanto
v=p%=2g(4), (2.25)
usando (2.23) y (2.25) tenemos
dw 91(Aw)
& 11— , 2.26
dn 91(A) ( )

donde, para encontrar la solucién de tipo solitén, elegimos (+) paran < 0y (—)
para n > 0.
De la ecuacién (2.26), haciendo G(w, A) = g1 (Aw) /g1(A), tenemos el problema de

Cauchy siguiente:

dw

— =F(w,A), n>0,

dn  4) (2.27)
w(0,4) =1,

donde F(w,A) = —wy/1 — G (w, A).

Estéd claro que la funcién F'(w, A) en la variable w se satisface lo siguiente:

1-- F(w,A) es continua Vn > 0; es claro que segin el Teorema de Peano [9] la

solucién al problema (2.27) existe.
2-- Paran >0 > 0, se tiene que F(w, A) € C™.

Ahora consideramos el problema de Cauchy siguiente:

dw

— = F(w,A), n>4,

dn w, 4) (2.28)
w(d, A) = u°,

donde w® € (0,1). Tenemos de la parte 2 que la solucién al problema (2.28) existe y
es Unica.

Ahora vamos a probar una propiedad adicional de F'(w, A).

Lema 2.1. Bajo las condiciones (2.16), (2.18) y (2.19) para la funcion g(u), la
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funcion F(w,-) satisface la condicidn de Holder con indice o = 5, Vn € [0,0], 6 > 0.

Demostracion. Sea wy = w(ng, A) y w; = w(m, A), tenemos

woy/1 — G (wy, A) —wiy/1 —G(wl,A)‘,

multiplicando por el conjugado del término de la parte derecha tenemos

|[F(wz, A) = Flwr, A)| =

wj (1 = G (w2, 4)) — wi (1 = G (w1, 4))

[l A) = e A = e e ) + ol (1= C (o, A)

)

usando que \/z + /Yy = \/|r — y| se sigue

wg (1 -G (w27A)) — w% (1 B G(leA))
VI3 (1= G (wy, A)) — wi (1= G (w1, A))|

|F<w27A) - F(w17A)| <

Y

de donde tenemos

[F(wn, A) = Flwn, Al < /| (1 - G (w2, 4)) — w2 (1 = G (w1, A))].

Usando las condiciones (2.18) y (2.19) obtenemos

< O |we — wi| + Cq |wy — wy]

:C|w2—w1|,

dado que g(u) € C? es Lipschitz y C; = max |w; + ws|.
Por tanto
| F(ws, A) — Fwy, A)] < C'ws — w12 . (2.29)

Del problema (2.27) tenemos lo siguiente:

I. El problema (2.27) definido como (2.28) tiene solucién y es unica para n > 0
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con w? € (0,1). De manera que podemos resolver el problema de Cauchy (2.28)

ya sea analitica o numéricamente.

II. Como ya mencionamos anteriormente para n < ¢, la solucién al problema (2.27)

existe, pero no es unica.

Ahora vamos a construir la solucién al problema (2.27) para 0 < n < 0 y encontrar w°.

Usando las condiciones (2.15), (2.16) y (2.17) dadas en la definicién (2.1), escribimos

a w(n,-) en su serie Taylor alrededor del cero como:

o0

Wai
W(T/a ) = Z (2_73'772 , N> 07 (230)
=0

donde W5; representa las derivadas de orden par de w

d* w(n, A)

Wy = dn?

(2.31)

n=0

Usando la ecuacién (2.26) calculamos las derivadas de w de todos los ordenes

‘/O:w7
dw
‘/l_d_n:_w\/l_G(wa')a
dw 1 0G dw
Vo=——+/1-Gw,)+w ——,
2 dn (@) 2y/1 — G(w, A) Ow dn

simplificando el término V5 tenemos

. w_QaG(wa )

Vo= (1= Glw, P — -,

a partir de V5 calculando las demas derivadas bien definidas alrededor del cero

CdV, dw 0G(w,")  w?d?G(w,")
V3—d—n—a<1 T T e )
d%w 0G(w,") w?d?G(w,-)
W—d—m(l—G—QWT—7W>+
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2 . 2 . 2 3 .
L (d0) (06w PG P PG\
dn ow ow? 2 Ow?

 dPw G(w,)) W PGw,)
Vs = dip? (1_G 2 dw 2 Ow? )+

L[ Pede Ao\ (O L0Gw,)  PCw,) WP PGw,)Y
dn ow YT e 2 w3

dn?* dn ~ dn
3 2 . 3 . 2 94 .
L (d0)' (PG PG W 0Gw )Y
dn Ow? Ow? 2 Ow?

4 W2 20
Vi — d*w 1_G_2w8G(w,) 8
dn ow

Bwdw d |d*w dw aG : 0?G(w, )
=t == -3 — 3w -
dn? dn  dn | dn? d77 ow?
PPGw Y | d2_wdw o,

2 Ow? dn? d77 dn

d | [/dw)® 0?G(w,-) 83G(w, ) wrd'G(w, )
+d_77 [(d_n) ] } (_6 duw? A o 2 Ow? ) *

() (ca02he) s, POl 26

dn ow? Ow? 2 Owd
Sea L=1-G(w,-) — 2w8%(;”") - %2820( 2) | tenemos

dnL ic i+ 2 ) aerlG ) w_28i+2G(w,-)
i1 awz+1 92 Owi+2 :
>

De manera que V,, tiene la forma para n > 2
d"w d"1L
Voo = L+C , 2.32
+2 dnn + dnn—l ( )
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reescribiendo (2.32) obtenemos los términos V,, para n > 4

n—1 . ;
i\ 0*G(w,-)
Vo=VooL =) C; { <z’—2) et

1=3

. , (2.33)
N i\ 0G(w,) N w? I'G(w, ")
i—1 Owi—1 2 Ow! ’
ahora usando la ecuacion (2.33) y dado que g es acotada, tenemos
(Wal = | Val,—o| < nlCi(C2A)", (2.34)
ademas dado que 0 < 1 < § tenemos
1 , )
‘m ng 7]21 < CI(CQA(S)ZL — 0, cuando 7 — o0 (235)
7)!

para CyAd < 1. Por tanto la serie (2.30) converge para n € [0, 4d] y 0 suficientemente

pequenio. Ahora podemos definir w”, que aparece en el problema (2.28), como sigue

W =w(d,A) = @] Wan*| . (2.36)
i=0 )

n=6

Nota 2.3. FEs sorprendente ver que para la ecuacion KdV uno de los casos integra-

bles, no hay unicidad de la solucion para n € |0, d].

Realmente tomando ¢'(u) = u? en la ecuacién (2.13) y usando (2.18), (2.25)

donde ¢1(u) = u/3 tenemos

d—w:—w\/l—w, n >0,
dn (2.37)
w(0) = 1.

Es claro que la funcion —w+v/1 — w no satisface la condiciéon de Lipschitz para w €
[1—6,1] con0<d <1,
Por tanto buscamos la solucién al problema (2.37) para 0 < n < 1, usando la férmula

(2.36).
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Usando la férmula (2.30) calculamos la solucién con presicién O(n®)

1 1 17
num:]-__2 gt — S O 8 2.38
w SR NEIK +O(n°), (2.38)

Por otro lado usando (2.10) tenemos la solucién exacta al problema (2.37)

Wexae = sech? (g) ) (2.39)

Calculando las derivadas de (2.39) y evaluando en cero tenemos

| dwexac dzwexac 1 d3wexac O
Wexac|p—g = 1) = = 5> =Y
" dn |, dn* |, 2 dn® |,

d4wexac . d5wexac . dGMGXaC . _1_7

dn* |, dn® |, dn? |, 4
De manera que
1 1 17
Wexac = 1 — 5772 + 1774 - mnﬁ + 0(778)-

De donde vemos que los primeros términos de la serie de Taylor de la solucién exacta

del problema (2.37), coinciden con la solucién numérica dada por la férmula (2.30).

Comportamiento de la solucion

De el problema (2.27) tenemos

(2.40)

”:_[m:/m

Notemos que la funcién 1 / z\/T(z,A) , tiene los dos puntos de singularidad si-
guientes: z =1y z = 0.

Primero para el punto de singularidad z = 1, vamos a probar que la integral de lado
derecho de (2.40) existe, y estudiaremos el comportamiento de la funcién w cuando

z tiende a las singularidades z =0y z = 1.

1. Segun la suposicién (2.16) y la férmula (2.26) se tiene que G(z, A) — 1 cuando
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z— 1.

Reescribimos la integral (2.40) en la forma

e {/ / } V-G A) (2.41)

donde 0 < v < 1 es una constante.

Notemos que la primera integral de (2.41)

(2.42)

/ m

es acotada para todos w € (v, v) para vy > 0.

Sea z =1 —y, de (2.41) tenemos

dy

/Lyz\/%_/oyu— WI-G((1—y),A)

Ahora desarrollando la funcién g; en su serie de Taylor alrededor de A

(2.43)

91(A(1 —y)) = g1(A) — Aygi (A) + O(y?),

de donde tenemos

1

1-G((1—y),A) = 1_m{91(A)—Aygi(A)+@(y2)}

Agi (A 2
gf(;))w(?(y )

Sustituyendo las identidades anteriores en (2.43) tenemos

v dy

/vl— EE NI P

(2.44)
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Ademas veamos que

1(4) e
1-— y (1
2V A + O(y

1—_1+(’)( y) dado que y<1.
)

Por tanto de (2.44) tenemos

! dz 91 / 1/2
= (1+0(y)"*d
1-v 27/ 1 = G(z,A) Agi(A @) Y
g1
1—|—(’) dy,
s o)

(2.45)
donde g1(A) >0, ¢g1(A) > 0.
Calculando la integral en (2.45) se tiene
/1 dz = CVv + O3 (2.46)
1 2¢y/1 —G(z,A)

Por tanto la segunda integral en (2.41) existe uniformemente en v > 0.

2. Consideremos el caso cuando w — 1.
Segun (2.40) si w —+ 1 = z — 1. Repitiendo el cédlculo anterior y denotando
w=1—v para v < 1, tenemos que la primera integral de (2.41) tiende a cero.
Y usando (2.46) de (2.41) tenemos

n=CV1—-w+0O((1-w)?? (2.47)

De donde tenemos que si w — 1 entonces n — 0, es decir, se verifica la suposi-
cién (2.16).
De (2.47) tenemos

<g>2—1—w—|—0((1—w)2),
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De aqui se sigue

o= (@) o (- @)

= 1—<%>2—|—O(774).

Por tanto, sin pérdida de generalidad, se dice que w — 1 como el polinomio

1 —n?, como se muestra en la figura (2.1) siguiente:

w

0T 1 g
Figura 2.1: Comportamiento de w para n < 1.

3. De manera similar al caso 1. anterior, usando las suposiciones (2.16) y la férmu-
la (2.26), tenemos que G(z, A) — 0 cuando z — 0.

Reescribimos la integral (2.40) como sigue:

K ! dz
nz{/ +/} —_— (2.48)
w )2z z ]_ - G(Z, A)
donde i > 0 es una constante suficientemente pequena.
De la ecuacién (2.48) tenemos
’ dz
n = +C,
w 2y/1—G(z,A)
Hdz
~ —+C
L=
~ C,—Inw;
despejando w se tiene
wr Ce™, (2.49)

de donde tenemos que si w — 0 entonces 7 — 00, es decir, se verifica la



Capitulo 2. FEzistencia de Solucion de tipo soliton para la GKdV 26

segunda suposicién (2.16). Por tanto, de (2.49) tenemos que w — 0 de forma
exponencial, como se muestra en la figura (2.2) siguiente:
w

\

S~

. > 1)
1
Figura 2.2: comportamiento de w cuando n > 1.

Por tltimo, calculamos dw/0A. Usando la ecuacién (2.40) tenemos

(2.50)

O—i /1 dz
A S 2 /1-G(A) [’

de donde se sigue

Ow 1 ! 1 0G(z, A)
8_A = §C<J\/ 1— G(OJ,A)/W z(l — G(Z,A))g’/Z A dZ, (251)

donde
0G(z, A) 1 , /
oA (1(A)) (291<A)91(A2) —gl(A)gl(Az)> . (2.52)

La funcién 1/2z(1 — G(z, A))*? tiene dos puntos de singularidad: z = 0y 2z = 1.

Reescribimos la ecuacién (2.51) como sigue

i = Ve[ [ gt e e

donde 0 < p < 1 es una constante.
Notemos que la primera integral de la parte derecha de (2.53) es acotada para todos

0 <w < C <1, la representamos

Tow 1 0G(z,A)
Iny —/w CA—Gl A" 94 dz < oo. (2.54)
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i. Ahora consideremos el punto de singularidad z = 1.

Representamos

! 1 0G(z, A)
Iny, = /1u S0-Gl A2 9A dz. (2.55)

Sea z =1 —y, de (2.55) tenemos

_ [ 1 0G((1—y), A)
e w D
Desarrollando en serie de Taylor tenemos
gi(A(1—y)) = gi(A) — Ayg,(A) + O(y?), (2.57)
n(AL—y) = ¢(A4) — Ayg (4) + Oy). (2.58)
De las igualdades (2.57) y (2.58) tenemos
0G((1 - y),4)
o4 . ) / L (259)
= o v (A ) = A0 (A)g](4) — ()i (4)) + O |
_ Ag;(A) 2
1-G((1-y),A) = (A y+O0(y). (2.60)
Sea .

M =

/N

(g1(A))? A(gy(A)? = Agi(A)g| (A) — 91(14)9/1(/1)> ‘

Sustituyendo (2.59) y (2.60) en (2.56) tenemos

M LN

— 40 1/2}d, 2.61
Agi(A)/o {\@ ) g dy (2:61)
g1(A)

Andlogamente a (2.46) tenemos

Ing = O/ + O(u®/?). (2.62)
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ii.

111.

Por tanto la integral Iny es acotada uniformemente en g > 0.

Ahora consideremos el caso cuando w — 1.

Para 1 < 1 tenemos que In; — 0. Por tanto tenemos

0o _ & TG0 AT = £ I= G A (O + O

Y dado que y/1 — G(w, A) — 0 cuando w — 1 tenemos

Ow
a—A—>O, n — 0.

Ahora vamos a estudiar el punto de singularidad z = 0, es decir cuando w — 0.

De manera similar al cason 4. anterior, representamos la integral (2.55) como

donde 0 < 7 < 1 es una constante.

sigue

Sea v < 1 tenemos

B 7 1 0G(z, A)
Ing = C”Jr/w GG A oA (2.64)
Como g,(6) = O(#°), para 0 < 6 < 1 tenemos
G(0,-) = 0. (2.65)

Usando la derivada de G dada en (2.59) tenemos

0G(z,4) _ 2g1(A)(A2)" (1 + (1)) — g1 (A)(A2)°(1 + 0(1))

= . 2.66
o (@) (209
Sustituyendo (2.64) y (2.66) en (2.63) tenemos
s
Ing = C, + C/ 271 + o(2))dz. (2.67)

De donde tenemos que la integral es acotada uniformemente en w > 0. Ahora
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podemos pasar al limite
ow w
8_A:§\/1_G(W’A)In3_>0 cuando w—0 < n—o0. (2.68)

Por tanto, tenemos que dw/0A es continua en A. Esto finaliza la prueba del lema
2.1. [

2.3. Descripcion numérica

Ahora daremos el algoritmo para obtener la soluciéon numérica de la ecuacién
(2.27). Uno de los métodos mas comunes para calcular la solucién numérica de las
EDO es el método de Runge-Kutta de orden 4 (RK4).

Sea el problema de Cauchy siguiente:

Y = flz,y), y(xo) =vo x> 0, (2.69)

El método de RK4 consiste en calcular la solucién de (2.69), a través de iteraciones

en un determinado intervalo I como sigue

h
Yi+1 :yl+6(/{1+2k2+2kd+k4), 7/:0,1, ,n (270)
donde,
h kih
klzf(xivyi)7 kQZf(l‘z—i_anz—'—%):
h kah
kg:f($i+§,yi+%), ks = f (xi+ h,y; + ksh).

Ahora reescribiendo el problema (2.27) tenemos

dw

— =F(w,A), n>0

dn 4) (2.71)
w(0,A) = 1.

donde F(w,A) = —wy/1 — G (w, A), con G(w, A) = g1(Aw)/g1(A). Observemos que

no podemos aplicar el método de RK4 al problema (2.71) como tal, ya que al aplicarlo
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obtenemos

k’l = f(U.)Q) = O,

ky = f(wo) = k3:f(wo) = k4:f(wo):0-
y como consecuencia se tiene y;.1 =1 Vi=0,..., N.

Este problema queda resuelto al fijar 0 < § < 1, y usar RK4 para n > ¢ resolviendo

el problema (2.28) donde w° viene dado por la férmula (2.36) como sigue

Agi(4) | oA G4 ( QA A 9’1’<A>) | (2.72)

CEI ) T s P T T a@)

Por tanto, vamos a usar el método RK4 para calcular la solucion numérica al pro-
blema (2.71), con la condicién inicial w(d, A) = w?, es decir vamos a resolver numéri-

camente el problema siguiente:

dw

a9 = F<w7 77)7 n > J

dn (2.73)
w(8,A) =,

donde w° se obtiene en (2.72).

2.4. Leyes de Conservacion

Las leyes de conservacion se refieren a las leyes fisicas las cuales postulan que
durante la evolucion temporal de un sistema aislado, ciertas magnitudes tienen un

valor constante. La masa se describe mediante la férmula

M:/ u(z, t)dx. (2.74)
Y la energia se denota como
1 [ 9
E = 5 (u(z,t))” du. (2.75)
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Si los solitones satisfacen (2.74) y (2.75) significa que tanto la masa como la energia
en un solitéon son constantes.

Ahora vamos a probar que las soluciones de (2.13) satisfacen las leyes de conservacion
como la masa, la energia y algunas otras.

De (2.13) tenemos

Uy = — [g/(u)]g; - gzu:mcxa

usando la suposicién (2.14) e integrando tenemos

/ wdzr = — ¢'(u)|™, — % ug|™, = 0. (2.76)

[e.9]

Para probar que la solucién de (2.13) cumple con la ley de conservacién de la energia,

multiplicamos la ecuacién (2.13) por u y obtenemos
uuy = —ulg (v)], — *Utiyyy

e integrando se sigue

/ Z wyd = — / Z [uld (W), + utises } da. (2.77)

Ahora, integrando por partes obtenemos
[ g = w - [ g
0
= udln T gl
0.

Para la segunda integral de (2.77) volvemos a integrar por partes

o0 0 o0
/ Upgpdr = w47 — / Uy Uy dT
— —00

(ux)z}iooo

1
2
0.
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Por tanto de la ecuacién (2.77) tenemos que

/ uudz = 0. (2.78)

o0

Caso particular: no homogéneo

Para el caso particular no homogéneo de la ecuacién (2.13), con ¢'(u) = u®/? +u?,

se cumplen las siguientes leyes de conservacion

d oo

i udr = 0, (2.79)
d [~ dr = 0 (2.80)
a) uar = U, .

o 4 5
i/ {u2 + gui + (5uw)2} dr = 0. (2.81)

at ) .



Capitulo 3

Teoria de Perturbaciones

3.1. Perturbacién de la ecuacién

En este capitulo vamos a realizar la segunda parte de investigacion en el trabajo
de tesis, la cual consiste en estudiar el comportamiento de las soluciones de tipo
solitén bajo una perturbacion del lado derecho de la ecuacion (2.13).

Estudiamos la ecuacion:
! 3 K
% + agaiu) —l—azg;; =f (u,s%,...,aK%

), reRY >0, (3.1)

donde & > 0 se trata como un pardmetro pequetio, g'(u) «f dg(u)/0u € C' una
funcién generalmente no homogénea que satisface la suposicién (2.14), la funcién
f (u, cdu/ox,. .. " 3Ku/8:vK) es suficientemente suave la cual es conocida, K > 0

y satisface
f(0,...,0)=0. (3.2)

La parte derecha de la ecuacién (3.1) implica una perturbacién pequena para ondas
de variacién répida. Estd claro que el cambio 2/ = z/e, t = t/e transforma la

ecuacion (3.1) a

ox!’ " Ox'K

ot ox' oz’

ou 0g(u) Bu zsf( ’au aKu)’ (3.3)

33
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donde vemos que la parte derecha de (3.3) es acotada, si u(z’,t', ¢) es suficientemen-
te suave. Notemos también que para f = 0 la ecuacién (3.3) tiene la solucién tipo
solitén u = Aw (B(x’ — vt'), A) definida en el capitulo anterior.

Usando el método descrito por [19, 20] es posible construir una solucién asintética de
tipo solitén para la ecuacién (3.1), si ¢'(u) es una funcién homogénea suficientemente
suave.

Nuestro resultado obtenido en este capitulo es la construccion de una solucién
asintética tipo solitén para la ecuacién (3.1), donde la no-linealidad ¢'(u) € C! es
una funciéon no necesariamente homogénea.

El contenido del capitulo esta desarrollado en la manera siguiente:

. Se describen las notaciones a usar y recordamos algunas definiciones de espacios
de funciones que usaremos al construir la solucion asintética tipo solitén de
(3.1).

II. Construccién formal de la solucién asintética tipo solitén de (3.1).

II1. Analisis de las férmulas que describen la cola y amplitud de la solucién asintoti-
ca de tipo solitén de (3.1).

Por tltimo, el resultado final de este capitulo es enunciado en el Teorema 3.1.

3.2. Construccion de la solucion asintotica

3.2.1. Definiciones y notaciones

Comenzamos dando algunas definiciones importantes de espacio de funciones a

utilizar.

Definicién 3.1. Sea H = H (R: x R. x [0,T]) para T > 0, el espacio lineal de
funciones f(7,x,t) infinitamente diferenciables, con 7 € RL, (z,t) € RL x [0,T7,
tal que uniformemente en las variables (x,t) sobre cada subconjunto compacto K C

R! x [0,T] se satisfacen las dos condiciones siguientes:

L
, , 0" 01 0%
lim

s Orm Ot Dae

f<T7x7t) = 07
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II. Ezxisten funciones [~ (z,t) suficientemente suaves tal que

o o oo I
i G g e (7208 = 17 (28) =0

donde n,m,q, a son enteros no negativos y (x,t) € K.

Definicién 3.2. Sea S = S (R: x RL x [0,T]) C H el subespacio lineal de funciones
g(7,t), tales que, junto con sus derivadas, satisfacen la siguiente condicion unifor-

memente sobre cada conjunto compacto K C RL x [0, 7]

lim g¢(7,t) = 0.

T—F00

Las funciones de ‘H y S tienden a cero para 7 — 400 mas rapido que cualquier

potencia de 1/7. Por ejemplo
f(r,x,t) = f*(x,t) (1 —tanh7) € H,

donde f*(z,t) es una funcién suave y acotada.

1

—, k>0, €8,
(cosh )

g(,t) = g"(t)
donde ¢g*(t) una funcién suave y acotada.

Sea u ™ vy (s(x,t) /e, x,t, ) expresada en términos de la siguiente expansion en el

parametro pequeno ¢ € (0,1] :

t
u=7Yyn (8(137 >,2§',t,€),
€

N
s(x,t) , s(z,t)
Y| ——=, ¢t = E TU; t
N( c y L, 75) jzoe ]( c y Ly 9

donde N > 0, s(z,t) € C* (RL x [0,T]) es una funcién de valores reales tal que

(3.4)

Js(x,t)
Ox

#0, T={(z,t) R, x[0,T]:s(z,t) =0},

T
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las funciones wg, - - ,uy son infinitamente diferenciables, Uy (s(x,t)/e,2,t) € Sy
Uk (s(x,t)/e,x,t) € H para k =1,--- | N que satisfacen

Uy (@,x,t) = O(M), |s(z,t)| > ™ (3.5)
Uk <S(i’ t),x,t) = O0(eM), s(x,t) = ce™, (3.6)
Uk <S(i’ t),:v,t> = uy, (z,t) + O@EM), s(x,t) < —ce™, (3.7)

donde ¢ > 0, §; € (0,1], M > N.
Usando las propiedades (3.5), (3.6) y (3.7) no es dificil probar que para cualquier
funcién f(7,z,t) € S y cualquier funcién suave s(z,t) tal que 9s(x,t)/0z # 0 se

verifica lo siguiente:

flrat) = fi (%M,t) +ef<x_T(’0(t),t,s> ,

donde = = p(t) es la ecuacién de nivel cero de la fase s(z,t),
x —p(t os(x,t x— p(t
B () < (g _soomt) |
€ Ox

€
y f (1,t,e) € S depende en la manera regular de €. La demostracién de estas propie-

z=0(t)

dades se puede encontrar en [19, 22].

Definicién 3.3. Se dice que uw = Yy (s(x,t)/e,x,t,€) de la forma (3.4) es una solu-
cién asintética moéd o(eV) tipo solitén de (5.1) si el término principal Uy (s(x,t) /e, to)
con ty constante, es la solucion explicita de tipo soliton de la ecuacion (2.13) vy, se
satisface

ou 04g (u)

55%—5 B +5a

donde o (5N) denota una funcion Q (s(x,t)/e,x,t,€) tal que

Q <S($’t),x,t,e>‘ = 0.
£

38:;—5f:0(5N), (3.8)

lim eV sup
=0 zE€RL, t[0,T)
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Para funciones de la forma (3.4) obtenemos las derivadas en la manera siguiente:

ou 0 s oYy (7,2,1t) OYn (7, 2,1)
b G = :
o = <oy (ot {& or T o e (3.9)
Ju 0 s OYn (1,2,t) OYn (1,2,t)
D Y = 1
“or ~ ‘oz " (5’$’t’8> {Sz or te Ox rmsfe (3.10)
donde s & s(z,t). Sea I' el frente de onda de la solucién (3.4) dada por x = ¢(t)

donde ¢(t) es una funcién suave para todo t € [0,7]. Es posible escribir la fase en la

forma
s(z,t) = x — p(t).

De hecho

Lema 3.1. [19]. Existen funciones ®y(1,t) € S y ®p(r,2,t) € H (k=1,---,N)

tal que la funcidn tipo-soliton en (3.4) puede ser representada por la expresion
z — p(t) - z — p(t)
u(z,t,e) = @ (Tw,t) + Z el <Tw,x,t) + 0. (3.11)
j=1

Nota 3.1. Ezisten distintos casos en los que podemos aplicar el método [19] para

construir la solucion asintotica a la ecuacion (3.8):

I Si la no-linealidad g'(u) € C*([0,C]), C > 0 entonces aplicando el método
[19] podemos construir una solucion asintdtica para la ecuacion (3.8) con una

presicion O(eV), para 0 < A < C y N > 0 arbitrarios.

II. Si la no-linealidad ¢'(u) € C*([0,C]), C >0, k > 2 aplicando el método [19]
podemos construir una solucion asintética para (3.8) con presicion O(e™) para
0<A<CyN<k+1

III. En este trabajo vamos a considerar detalladamente el caso en el que la no-
linealidad de (3.8) es una funcién g'(u) € C'. Probamos que en este caso es

posible construir una solucion asintotica tipo solitén a la ecuacion (3.8) donde
2

el fondo regqular de desplazamiento de onda Z ejuj (x,t) = 0 con una presicion
§=0
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de o(e?). Ademds recordando la propiedad (2.18) del lema (2.1) en el capitulo

2 para g tenemos
9(z) =2 q1(2), q(z) =c2’ (1+0(z")), (3.12)

donde 0 < 0 <1, 61 >0 y g1(z) satisface la condicion de Hélder.

Por tltimo enunciemos la serie de Taylor con residuo de Peano.

Lema 3.2 (Taylor con residuo de Peano). Sea k > 1 un entero, y sea f : R — R

una funcion k—veces diferenciable en el punto a € R entonces

f"(a)
2

f¥(a)
R

f(x) = f(a) + f'(a)(z —a) + (x—a)’+ -+ (2 —a)* +o((z —a)*)

Esta expansion es llamada serie de Taylor con el resto de Peano.
Demostracion. [9] Sea f(x) = P(x) + hi(z)(x — a)* donde P(z) es la expansién en

serie de Taylor, de manera que solo basta probar que lim,_,, hx(z) = 0, sin pérdida

de generalidad podemos escribir

- P
/() ]Ex) si x#a
he(z) ={ (z—a)
0 si x=a
Ahora usando la regla de L’Hopital tenemos
) . f(z) — P(x)
i hufe) = lm =0
1 k—1 _ pk-1
1 P - P
k! z—a (x —a)
1
= 7 (fk(a) — Pk(a)) =0.
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3.2.2. Esquema formal y construccion del término principal

Ahora procedemos a construir la solucién asintética tipo solitéon para la ecua-
ci6én (3.8). Nosotros consideramos el caso maximalmente complicado, es decir, la no
linealidad ¢'(u) € C! no homogénea. De acuerdo a lo expuesto en el capitulo 2, su-
pongamos que la funcién g(u) satisface las condiciones (2.14), (2.18) y (2.19).

De (3.4) escribimos el ansatz de la solucién asintética como sigue
Y(7,2,t,6) = Up(7,t) + e Uy (7,2, 1) + &> Us(7, 2, 1) + 0(e?), (3.13)

donde Uy € S, Uy, Uy € H son funciones desconocidas a determinar. Las funciones
uy (z,t) v uy (x,t) denotan el limite de Uy(7,z,t) y Us(7,2,t) cuando 7 — —o0
respectivamente, y

z —p(t )

T=——— p(t) = wo(t) +epi(l). (3.14)

De las férmulas (3.9) y (3.10) tenemos

0 B oY (1,x,t,¢) oY (1,x,t,¢)
an(T,m,t,e) = {—got 5, +e€ 5 e’
0 oY (7,x,t,¢) Y (1,xz,t,¢)
€ gY(T,x,t,e) = { 7 . e

3 3
e —Y(r,z,t,e) = (g +e 2) Y(7,x,t,¢)

F=z=et)
€

. . L d
Usando estas férmulas, y para reducir la notacién, hagamos Y 2] Y (r,z,t,¢), cal-

culamos las derivadas correspondientes a la funcién (3.13) obteniendo

o,  oU oUy  OU,\ ., oU, ol
E&Y = — Pt or +e ( ©t or + ot ) +ée ( ©t or + ot ) s (315)

0 ’ _89’(U0+6U1+62U2) ag/(Uo+€U1+€2U2>
g (¥) = = te - , (3.16)
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o\ U, U *U, . 09U
v = 2 3. 1
(5 du ) grs o F (87’3 +3af2ax) TOE) (3.17)

Por 1ultimo desarrollamos la expresion para € f. Sean

Vp =€

oF oFU, oFU oFU. Ok
k Y — 0 1 2 2 1 3 2
e 57 TS o R | HOE), VE20,

de donde se sigue

oU, oK,
Ef(Uo,Ul,...,'Uk):gf (U(b 87_07"'7 aTKO)+

o, Of v, 95U, 3
{Z o7 avk( or aTK> o).

Primero analizamos el comportamiento de ¢’(Y) cuando 7 — +oc.

(3.18)

Si 7 — oo entonces Y — 0 como una exponencial, por tanto

= (’)(gM), (319)

para M > 0 arbitrario.

Si 7 — —o0 tenemos

£ 895(;/) =cg" (suy + O()) (5 88% + (’)(52)) . (3.20)

Usando la suposicién (3.12) para g(z) con z < 1 obtenemos

g"(2) =12’ (1+ 0 (2™)) = o(2).
De manera que para el término (3.20) tenemos

"Y
3 agag; ) =o(e?), para z < p(t) —ce' ™%, (3.21)

donde 0 < 6y < 1.

Six e (go — el o+ 651_50), podemos desarrollar ¢’(Y) en su serie de Taylor,
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gY) =g (Up) + eUrg"(Up) + €2Usg" (Uy) + 0(£?) y obtenemos

0 oq (Y oq (Y

-9 vy = g¥) 99)
— ¢ 4 o) |

—9 or )

Por tanto de (3.19), (3.21) y (3.22) tenemos

9,
e—dg(Y)= g g (Up+ €Uy +*Us) + o(e?), (3.23)

uniformemente en z.
Ahora sustituyendo las derivadas (3.15), (3.17), (3.23), (3.18) en la ecuacién (3.8), y
considerando la segunda propiedad en (3.14) dada para ¢(t), tenemos

o [ d , 92U
{— (—ﬂ Uo +¢'(Uo) + 0)

(37' dt 07‘2
a dSOO " 82 Ul
8U0 d(pl 8Ug an
T T4t or _f<U°’ af'“)] .
3.24
9 ( dgo 92U\ oU, 93U,
2 | 2 | =Y "
e [af( a2+ U9 (U0 + 5 ) o8 TP or0n
1 0 , , , .
+5 5= {9 (U +eUi +220n) — g (Vo) == Ur ' (Us) = €2 U g (U0)}
dpy U, = 0FU, Of o, o
Codt 37-_2 ok dux Uo, 5 = o(e7).
F=0 T=(z—p(t))/e

Por tanto si 7 — oo vemos que cada término de (3.24) tiende a cero. Por otro lado

obtenemos para u; la ecuacion siguiente
——(0,...,0), x <(t). (3.25)

Recordemos que 7 = (z —¢(t))/e y T — —o0 para x < @g(t) —cel ™% t > 0y e — 0.

Por eso definimos u; como una solucién de la ecuacién (3.25) con x < @o(t), y t > 0.
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Ahora tomando la ecuacién correspondiente a €° de (3.24) tenemos

0 d(po ’ 82 Uo .

Para la ecuacion (3.26) buscamos una solucién con parametros variables en la forma

Us(rt) = Aw(m, A) €S, n=pr, T==""22, (3.27)

donde A = A(t), 5 = B(t), po = @o(t) y la funcién w = w(n, A) satisface las
propiedades (2.16) dadas en la definicién 2.1.
Del lema 2.1, la solucién tipo solitén de la ecuacion (3.26) existe. Ademés, para los

parametros variables A, 3, ¢ obtenemos la relacion siguiente:

dpo
B2 = 2g,(A), d—"i = 241(A). (3.28)
De las relaciones (3.28) tenemos 2 ecuaciones para 3 incognitas, de manera que nos
falta obtener una ecuacién mas para el parametro variable independiente, la cual

obtendremos mas adelante.

3.2.3. Construccién de la primera correccién

Realizamos la construccion de la primera correccion Uy (7, x, t) en dos etapas como

sigue

A). Inicialmente vamos a buscar la funcién U, (7, x,t) sobre el frente de onda. De-

notamos

Ul déf Ul (7—7 t) = Ul (7—) T, t)|

z=p(t) -

De la ecuacion (3.24) obtenemos

0 d@o > Toon 0 Ul
{E |:§ (—EUH—FULQ (Uo)—l—w)
8U0_dg01 8U0—f< 8U0 >:|

ot dt or Uor 50

(3.29)
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a dQOO 82 U2 8U1 83 U1
2 . __rY "
e [87( a2t Ueg (o) + 072) o " oron
1 0 , / 7
= 9 (Uo+ €Uy +£°Us) — g (Uo) — e Ur g" (Us)
" 10 dep y -
= Uag"(Un)] + = 5 K—d—to +g (Uo)> (Ur = th) (3.30)
82 - d(pl 8U1 8f 8U0
*on (Ul—“)] “a o Vo Ua_)
_ %ﬁ UO’%7.__ :0(52)
aT aUQ aT TZ(I*QO)/E

Ahora igualando a cero el término multiplicado por € en la ecuacién (3.29)

tenemos .

a% (—% U, + Uy g"(Up) + %) =F, (1,1), (3.31)
donde dp, OU oU o

) = 2 S f (00 S0 ) -

Notemos que la ecuacion (3.31) esta bien definida cuando 7 — +o00.

Entonces integrando (3.31) obtenemos

d " & 820 T / /
(_% +g (U@)) U, + 67'21 :/ Fy (7‘ ,t) dr’ + C. (332)

Haciendo 7 — oo encontramos la constante de integracién

C= —/ Fy (7', t)dr',

o0

donde C' < 0o dado que Fy(7,t) € S. Ademds sabemos que

/ Fy (7', t) dr’ —/ Fy (7, t)dr’ = —/ Fy (7, t)dr'.

Ahora definimos el operador L:H — H como

~ d(,Do " 82
L = —-—— —_—
1 +¢"(Uy) + 572
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Por tanto de (3.31) tenemos
LU, = — /OO Fy (7,t) dr'. (3.33)
De la ecuacion (3.33) se tiene que
£01:0, si T — 00,

y si T — —oo obtenemos para %; la ecuacién siguiente:

ng() o & an an

Por tanto, para uj sobre el frente de la onda tenemos la ecuacion siguiente:

a (t) = % /_Oo (f(UO, Upoo) — %) dar, c=golt).  (3.35)
Dado que nuestro operador lineal L es el ordinario diferencial de segundo orden,
la solucién general al problema (3.33) tiene la forma U =Uy+U p, donde
Up = Ug(7,1) es la solucién general de (3.33) con la parte derecha igual a cero
y Up = Up(,t) es una solucién particular de (3.33). El operador L es simétrico
pero no autoadjunto.

De la ecuacién (3.26) tenemos

~ 8U0 dgpo an " 0U0 83Ug
Ll— ) = ——— —
(37‘) dt Ot +9"(th) or * or3
. 0 d(po ’ 82[]0
= o {‘EU()W(UO” aTz}
= 0,

es decir, OUy/0T € ker L. El segundo elemento del niicleo formal de L es una

funcién par, que se encuentra mediante la férmula [7], como sigue

. —2
Z(t,t) = %/@ (%) dr’, 7>0. (3.36)
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Vamos a analizar el comportamiento de la solucién Z(r,t) para 7 > 1.

Usando la ecuacién (2.26) del capitulo 2 tenemos

U\ 1
— dr = d
(87) PG )
-1
= 37 dw.
w? (1 =G(w,))
Por tanto escribimos la solucién Z(7,t) como sigue
dz,

Z(1,t) =wy/1—-G(w,-) / (1 - ;(2 _))3/2

donde 0 < w < 1. Sea v < 1 entonces

ﬂﬂw:qutzzrs{l{ﬁl?zw1—;@gﬁ”®'

Tenemos

! 1
/ 3/2dz < 0.
v 23(1=G(z,))

Para considerar la integral de w a v, desarrollamos ¢g; en serie de Taylor y

obtenemos
sy @AN L oy
: (1 gl(A)) a {1 a1 (A) (92(4) = 291(4) + O( >>} (3.37)
— (53132 (1 +(’)(z))3/2.
g(A)\'_ 1 o a1
“ <1 (4 ) Y {1 g1(A) (91(4) —wgi(4) + O ))} (3.39)

— c®? (14 O(w))"?.

Usando (3.37) y (3.39) tenemos
Z(t,t) = c1(t) + ca(Hw 2 + O(w?) = o0, w—0, T — oo0.

donde ¢;(t) y c2(t) son funciones suficientemente suaves. Por tanto vemos que
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Z(r,t) ¢ kerLN'H dado que Z(r,t) — 0o como una exponencial cuando
T — £00. Por esa razén obtenemos la solucién para la ecuaciéon homogénea en
H como sigue Uy = C 90Uy /0T, para C' = C(t) arbitrario.

La solucién particular de (3.33) se obtiene mediante la férmula [7]

™ol , ,

O M9 Py DAY, (3.39)

Ve =7 J, o 70 o

donde -
O (7,t) = —/ Fi(7',t)dr'.

Como Fi(7,t) € S tenemos que para la solubilidad del operador (3.33) en el

espacio H es necesaria y suficiente la condicion siguiente:

/ % §,4r — 0. (3.40)

w OT

La condicién (3.40) se le llama de ortogonalidad la cual estd bien definida dado
que ®; contiene la funcién libre dy; /dt, para su demostracién (ver, por ejemplo
[19, 22]). Bajo esta condicién tenemos que existe U; € H.

Por tanto usando (3.34), (3.35) y (3.40) para la ecuacién (3.33) podemos re-

presentar la solucién U; en la forma

Uy (r,t) = a5 (£) x(7,t) + Wi(r, 1), (3.41)

donde Wiy(7,t) € Sy x(7,t) € H, tal que x(7,t) = 1 si 7 = —o0. Por ejemplo,

X(Tat):/TOOUO(T/,t)dT///_ZU()(T/,t)dT/.

Ahora vamos a analizar la condicién de ortogonalidad (3.40), e integrando por

podemos definir

partes dicha condicion tenemos

Y g (. t)dr / Fy(r, ¢) Uy (r, t)dr = 0. (3.42)

o OT ~
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Sustituyendo la funcién F; en (3.42) probamos el comportamiento de la am-

plitud A y de la velocidad ¢ no depende de la funcion libre ;.

0
o0 1 d [e'] a 2 [e')
/ Fy(r,t) Up(r,t)dr = = & —d7 + / fUpdT

o o OT

/ Uzdr.

Usando (3.27) en (3.43) obtenemos la ecuacién que falta siguiente:

% {A(;)Q /_Zw2d"} _ %}’5) /_Zf (A(t)w,A(t)ﬁ j—:,..) wdn. (3.44)

(3.43)

DN | —
S

Ademas, usando la ecuacién (2.26) y el hecho de que w es una funcién par

wid :—2/ - el
/m ! 0 VI- Gl A@D) dn "

1
=2 / S ——

0 A/ 1-— G(Z, A)
Nota 3.2. Podemos representar la funcion f = f (Uy(T,t),dUy(7,t)/dT,...)
como suma f = Fy(w,t) + Fi(7,t), donde F, = F, (w(7,A),t) es una funcion

par respecto de T y F; una funcion impar.

tenemos

(3.45)

Usando esta nota y la ecuacion (2.26) tenemos

o dw ! 1

Por tanto existen 2 ecuaciones (3.28) y (3.44) para 2 desconocidas ¢y (t) y A(t).

Al mismo tiempo la segunda correcién 1 (t) para la fase es desconocida.

. En la segunda etapa vamos a buscar la correccién U, (7, z,t) para Vz € R!;

més detalladamente, buscamos Uy (T, x,t) como una onda de choque suavizada
Vz € R'. Por tanto usando las propiedades de U; definimos U; (1,2,t) como
sigue

Uy = uj (x,t) x(7,t) + Wi(7, 1), (3.47)
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donde W; € S definido por (3.39), x = 1si7— —00, x > 0siT7 =00y

uy (x,t))| = 1y (t). (3.48)

z=p(t)

Por tanto, la funcién U; en el exterior de frente de onda x = ¢(t) se comporta

como una onda de choque suavizada, como se muestra en la figura (3.1).

| T

Figura 3.1: Onda de choque suavizada

Ahora vamos a probar la existencia y unicidad de la funcién uj (x,t). De las

ecuaciones (3.25) y (3.48) tenemos

ouy _of
— =u; —(0), <), t>0,
uil, = v(@), wey

~

donde

v={(z,t) eR" x [0,T] tal que:

(3.50)
(z,t) = (2,0) Vo < p(0) V (z,t) = (¢(t),1) Vo > ¢(0), t > 0}

la funcién v(x) es tal que

V(@) o=ty = Ty (1)

Para el caso z < ¢(0) podemos tomar a x como pardmetro y calculando el

Jacobiano tenemos 4
T

J ==
dx

=1, (3.51)
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y para x > ¢(0) tomamos ¢ como pardmetro, obtenemos

L AUN (3.52)

De (3.28), (3.52) y las suposiciones de ¢g; dadas en (3.12) tenemos que J # 0

para todo ¢ > 0. Por tanto la solucién de (3.49) existe y es unica.

3.2.4. Existencia de la segunda correccion

De (3.29) tenemos

o [/ d 92U
{_ (_ﬂ Us + Us g (Up) + 2) —FQ(T,x,t,g)}

or dt or? R
donde
ou, LU 10 10 . i
—FQ(T,JT,t,&T) = ot +387'285L‘+§EG(T’th,€)+EEL(UI_UI)_
_%%_ia‘fm Of (;; Oy 0%Us
dt or & ok oy \ " or T orK )
y

G(r,z,t,e) =g (Up+ Ui+ Us) — g (Uo) — e U g"(Us) — €° Ua g"(Uy).

Vamos a probar que los términos que aparecen en (3.53) multiplicados por e~ y 72

tienden a cero cuando 7 — £00. De (3.53) tenemos para 7 > 1 que G(7,z,t,e) — 0

como ce BT — 0, por tanto, si 7 — 0o tenemos
Fy(r,z,t,e) = C’e’ﬁT‘T:z_wm =0 (M), vM>1. (3.54)

Por otro lado, si 7 — —oo, tenemos

Fo(r, 2,1, ) = ul—gi(()) JOw 1 {;_G(T,:r,t,e)} e 0y (3)
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De (3.25) se obtiene que
ouy _Of
ot (‘3@0

Dado que G(7,z,t,¢) € H entonces 0 G(r,x,t,€)/01 — 0 como ce®’” — 0 cuando

(0) = 0. (3.56)

T — —O0Q.
Ademas 50 .
2 9Cmate) =0 (M), VM >0. (3.57)

or r— w—soso(t)

Por ultimo tenemos
9 - _ 3
E {Ul - Ul} = (Ul (.’E,t) — U1<g0[),t)) Xr-
Desarrollando u; en serie de Taylor en el punto x = ¢y(t) tenemos
_ y duy 2
up (2,1) = @ (po(t), 1) + (z = wo(t)) 5= (0(0), 1) + O (& = w0)7)

de donde se sigue

0 . L ouy
E{Ul_Ul} = (ul _ul)XTIE(T+901) a_xl o Xr-
De aqui se sigue
10 -~ . ouy 0 ~
So LW ) =) | g a=00) (3.58)

De (3.54), (3.56), (3.57) y (3.58) tenemos que Fy(T,x,t,¢€) es acotada uniformemente
en €. Ademéas Fy — 0 cuando 7 — +00 exponencialmente.

Por tanto, tenemos para Us modulo o(g?), la ecuacién siguiente:
LU, = ®y(7, x,t, ), (3.59)

donde -
@2:/ Fo(r', x,t, e)dr’
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es una funcién acotada uniformemente en 7, x,t.
De manera similar al caso anterior para la solubilidad de la ecuacién (3.59) con

presicién o(e?), necesitamos la condicién de ortogonalidad siguiente:
—— Oy(7, 2, t)dT = 0, (3.60)

la cual estd bien definida, dado que ®, contiene la variable libre (1.

Luego para u, definimos la ecuacion siguiente:

uy (z,t) = <%) B O, (x,t,¢), (3.61)

donde -
O, (z,t,¢) —/ Fo(r, x,t,€)dr.

oo
Ahora vemos que la ecuacién (3.56) implica que Fqo(7,2,t,¢) € Sy, dado que la
funcion Fy contiene la variable libre ¢y, se satisface la condicién de ortogonalidad
(3.60). Por tanto, tenemos que existe una funcién acotada Uy = Us(T,x,t,e) € H
la cual nos permite construir la solucién asintética tipo solitén con presicién o(g?)
descrita en (3.13).

3.2.5. Analisis de la amplitud del solitén

Como ya hemos obtenido la ecuacién que describe la amplitud del solitén, de-
bemos probar la solubilidad de dicha ecuaciéon. Inicialmente para poder calcular la

amplitud de (3.44) necesitamos la condicién siguiente:

d [ A?
[A:d—A {?ag}#o, (362)

donde

1

B zdz B :gl(Az) _
=2 i —\/T(Z,A)’ G(z,A) = =——-, [=+2q(A).

a2
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Desarrollando (3.62) obtenemos

d (A2 A ,d (1) A% d
e {F‘“}‘QE“?”QA a(z)+—— ")

y dado que

d(N_ o) A : 9G .
dA (5) f20i(4) aA ™ /o(l—G(z,A))3/2 o'

donde
o _ G _ z01(A2)  gi(A2)g(4)
AT 04 gi(A) g9i(A)
Notése que
a4\ [, Ag(A) 201(A2)  gi(A2)gy(A)] _
(-%a) S A e

(3.64)

-5 {4(01(4) = 91(42)) = (Ag;(4) - Azg,(42)) }.

Lema 3.3. Sea

. /1 2 {4 [1-G(z,4)] - 24 3[/12 — G(z, A)
0 (1—-G(z,A)

} } dz #0, (3.65)

donde

é(z, A) = g1(A2)

Gi(¢) =Ca1(¢), YO < (<Al

Entonces Iy #0, YVt € (0,T).
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Demostracién. De (3.63) y (3.64) tenemos

A [t / /
=20 [ g {0~ Ad4) a0 (42) + Az (42)} o=

factorizando ¢;(A) tenemos

w5 G AT (-5 S (- e

es decir
A ! z §1(A) ~ }
=3 4[1-G(z4) - ~ Gz )| bz 3
=5 (- Gz A)" { [1-Gle, ) = Ty 1= G, A)] § dae (3.60)
Por tanto, tenemos que 14 # 0. -

Nota 3.3. Para satisfacer la condicion (3.65) dada en el lema 3.3 es suficiente

suponer que se verifica la desigualdad siguiente:

4g1(A) — Agy(A) # 4g1(Az) — Azg,(Az), YO0 <z<1. (3.67)

K
Nota 3.4. Si ¢1(z) = ch- 2% entonces es suficiente suponer que ¢; > 0, para que
i=1
la desigualdad (3.67) se verifique, es decir, tenemos

4 [gl(A

~—

—q1(Az2)] — [Ag/l(A) — Azgll(Az)] =

M= 10>

¢ (4—0;) A% (1—2%), z€ (0,1)

=1

Como §; < 4, Vi, vemos que (3.67) se verifica para toda ¢; > 0. Y claramente se

satisface para el caso homogéneo cuando K = 1.

Nota 3.5. Sea g1(A) una funcion de valores reales si y solo si A > 0. Como A(0) > 0,
la suposicion 14 # 0 implica la existencia de un t* > 0 tal que A(t) > 0 para t < t*.
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Por tanto A(t) existe para t € [0,t*).

Lema 3.4. Sea A(0) > 0 y se satisface la condicion (3.65). Entonces existe unt* > 0

tal que el problema

d
% = 201(4), voli—o = ¥ (3.68)

dA 4 [P F(z10)

@K Toaen

tiene la solucion tal que A(t) > 0 para t € [0,t*]. Aqui F, es la parte par de la

dz, Al,_, = A (3.69)

funcion f.

3.2.6. Analisis de la cola del soliton

Ahora vamos a probar la solubilidad de la ecuacién (3.49) la cual describe la cola

del solitén.

Lema 3.5. La ecuacion (3.49) para uj tiene solucion, a la izquierda de la curva
inicial v = {(x,0), = < ¢o(0)} U{(po(t),t), t = 0}. Dicha solucion crece como una

exponencialmente.

Demostracion. Usamos el método de las caracteristicas para resolver la ecuacion
au, + bu; = ¢, con condicién inicial u|, = v, donde v = {z = 2°(§),t =t°(£)} y € es
el pardmetro de la curva 7. Para el caso x > ¢(0), de (3.49) tomando a =1, b =0,
c=udf/0vy, 2° = @o(&) yt° = £, € > 0. De (3.51) y (3.52) tenemos que el Jacobiano

es distinto de cero, por tanto obtenemos las siguientes ecuaciones caracteristicas

dT

— =1 T -

dT ? ‘T:O 67

dX

e 0, Xl o =¢o(), (3.70)
dU /

o = U Uy =209,

donde f, = df /Ovy evaluada en cero. De (3.70) obtenemos las caracterfsticas

t=T=7+4+¢& z=X =), uf:U:V(é)egfé, £>0.
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Por tanto, las carateristicas de la ecuacion (3.49) no se intersectan, como se muestra

en la figura siguiente:

T = o(t)

Y
&

To ©0(0)

Figura 3.2: Caracteristicas para la ecuacién (3.49)

Otra vez usando la propiedad goz) > 0 para Vt > 0, tenemos que la ecuacién
r = o(€) tiene solucién y la denotamos & = ¢, *(z). Por tanto la solucién para
(3.75) se obtiene

ur(z,t) = (€ 90| 1w > p0(0). (3.71)
§=p, (@)

De manera similar al caso anterior si z < ¢g(0), tomando 2° = £ y t° = 0 es decir

sélo cambiamos la condicién inicial en (3.62) obtenemos la solucién
uq (z,t) = v(z) etffl), x < po(0). (3.72)

Por tanto, tenemos que la solucién al problema (3.49) existe. [l

Si la suposicién de que g;(u) es una funcién de valores reales, implica que u debe

ser una funcion no negativa, entonces se aparece la condicion adicional
uy (z,t) > 0. (3.73)

Las igualdades (3.71) y (3.72) se verifican (3.73) si v(x) > 0.

Para z < ¢((0), v(x) se define como una funcién arbitraria no negativa. Si x > ¢(0)
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entonces de la ecuacion (3.35) tenemos

i (0 [ (922 - 22 o)
(80) o [ ae- & (A}

donde £}, es una funcién par conocida y

o) 1
ay :/ wdn =2 / L

Ahora desarrollamos el término siguiente

I —i é — Ai l +éi _|_ﬂ
B=aA M)~ qa\5) T 5aa" T 3

1 1 —Agi(4) . oG B s
_ﬁ/o (1-@)3/2{ S 0=G) AT a0 G)}d.

Simplificando el siguiente término

—Ag,(A) oG
W(l—G)+A8—A+2(1—G)

SAGA) (A | (#(42)  ai(ds) 1(42)
=St 0= m) 4 (i~ G aw) +2 (- 555)
= 5 {20 () —201(42) - (4g](4) - A20;(42))}

De donde tenemos

1 1 a4 - ;
IB_ﬁ/O o {2(1 6) - L4 G)}d. (3.75)

Por tanto tenemos 1 (A | dA
AL A 370

donde

[ b -0 80
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Ahora desarrollando la integral para F), tenemos

/OoFd 1/1 f g
r=— | —Z _d-.
o BJo 2vV1-G

Entonces es necesaria la condicién siguiente:

1
F, (1 /CQ)

- —2—1]dz=>=0. 3.77

/0 V-G (2 K1 © ( )

Por tanto, de (3.77) tenemos

2

1 1
- A, 2/@/ F,
_ d: - dzb >0, 3.78
R { 0 VI-Ged)  Ki Jo VI-G Z} (8.7%)

3.2.7. Resultado principal

Para la ecuacién (3.1) hemos probado que es posible construir una solucién
asintdtica con una precision o(e?) que describe el comportamiento de la onda per-

turbada, como se enuncia en el Teorema siguiente:

Teorema 3.1. Supongamos que se satisfacen las condicones del Lema 3.4 y se ve-
rifica la condicion (3.78). Entonces para t € [0,t*) existe la solucion asintdtica

méd o(g?) tipo solitén de la ecuacion (5.1), la cual tiene la forma

u(z, t,e) = {UO(T, t)+e¢ (ul’(x,t)x(T, t) + Wi(r, t)) +
+€2 UQ(T,I’,t,E)}‘T:z%Lp(t) + o(g?),

Up(r,t) = Aw (3 (%@(w) ,A)

es el término principal de la solucion, A es la amplitud, 5 = \/2g1(A), dyo/dt = 82,
WieSyx,UoeH, x=>0siT—00, x > 1si7— —00.

(3.79)

donde

Nota 3.6. No consideramos el problema de Cauchy con valores iniciales arbitrarios,
pero construimos una solucion asintotica en la clase de funciones de tipo soliton.

Eso implica que el valor inicial u|—¢ no es arbitrario, sino que debe tener una forma
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especial; ver (3.79):

ul,_o = {UO(T, 0)+e (uf|t:O X(1,0) + Wi(r, 0)) +

3.80
+ 2 Uy(T, , 0,5)}}T:z_¢(t) + o(g?). (3:80)

Ademds dado que uy (x,0)| =v(p(0)) =y (0) implica que la funcion uy (x,0)

z=¢(0)
no es libre para x = ¢(0), pero para v < ¢(0), la funcion uy (z,0) = v(x) = 0, es

una funcion arbitraria.

Nota 3.7. La correcién ¢i(t) para la fase es desconocida en la precisién o(?). En
[19] se describe cdmo encontrar la correccion ¢1(t) en el caso de no linealidades mds

suaves.

El teorema 3.1 nos dice que el término principal Uy(7,t) estd bien definido y
estable bajo las condiciones Iy # 0y A(f) > 0. Al mismo tiempo, la amplitud
de la cola del solitén e uj crece exponencialmente respecto a ¢t. Por tanto, e u; no
es pequeno para T = In(1/e) — oo, pero es acotado solamente para T < const.
Eso implica que la solucién asintética tipo solitén conserva su forma salvo pequenas

oscilaciones a la derecha del frente de onda.

3.3. Ejemplo 1: ¢'(u) = v*?, f(u) = u(p— vu)

Ahora vamos a estudiar la solucién asintética de un ejemplo, el caso particular
cuando ¢'(u) = u%2, f(u) = u (1 — vu). Estudiamos la ecuacién
ou oud? 0%

_ 1
E—'— o +e€ axg—u(u—yu), reR, t>0. (3.81)

Tomando en cuenta que g(u) = u?g;(u) donde g;(u) = (2/5)+/u, usando (3.26)

obtenemos el término principal de la solucién asintética

Uo(7,t) = Acosh™ (B7/4).
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De (3.68) obtenemos para gy la ecuacién siguiente

d(po 4
— = -VA. 3.82
dt 5 (3.82)

De (3.69) tenemos

At

Como F, = Aw (1t — v Aw) calculamos

1 F 1 1 2
(Z 2 = Ap — = _dz— A’v / _c dz.
0 11—z 0

V1-G zA V1—4/z

Haciendo el cambio de variables v/ = u* — 1 tenemos

)(ut — 2u? +1)d 64
u=—

/\/1_7_4/ m 35’

(' — 2 +1)° 1024
"

/\/1_7_4/ 2 — 2 693

Por tanto obtenemos

a4 8 80
da_8 48, %
a M TV 9

La ecuacién (3.83) es de Bernoulli por tanto bajo la condicién inicial Al;—g = A°,

(3.83)

tenemos la solucién explicita

eelt

_ A0
A = A o T) Vi £ 0, (3.84)

donde 6, = 8u/7, 05 = 6401r/693.

De la ecuacién (3.83) tenemos el siguiente punto de equilibrio

80V 02
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La funcién (3.84) la podemos reescribir en la manera siguiente:

A*
Alt) = ——— :
() = 1o (3.85)
donde C' = (A*/A%) — 1. De (3.85) tenemos que A es una funcién monétona.
I[. Sea A’ = A*. De (3.85) tenemos
At) = A,

es decir, A es una constante para todo t > 0.
II. Sea A° > A* N oy
d e "t

— =CAY —— < 0. 3.86

dt YA+ Ce ) (3:86)

De (3.86) tenemos que A es decreciente para todo ¢t > 0, dado que C' < 0. Por
tanto (3.85) y (3.86) implican

Al A", cuando t— oo,

como una exponencial.
II1. Si A° < A*. De manera similar al caso anterior tenemos que dA/dt > 0, es
decir, A es creciente para todo ¢ > 0. Por tanto (3.85) y (3.86) implican
AT A*, cuando t— oo,
como una exponencial.

En la figura 3.3 se muestra el comportamiento de la funcién A(t) para los valores,

u=2 v=1, A" =2475, y diferentes valores iniciales A°.
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A(t)

Figura 3.3: Comportamiento de la amplitud

Ahora usando (3.76) calculamos los términos correspondientes a @

3 [ 1
K :_/ ~ 4
272 0 V1—4/2

/1Ldz—A 1;dz—A2u/1#dz
0o 2V1I-G : 0 91—z o V1—vz

Calculando la integral

8

/1 dz _4/ﬁu(u2—1)du_
o V1i—z2 )i Ve—w 3

tenemos

1
F, 18 1 64
S S P Y L il
/oz\/l—Gz HAg3— VA 535

Por tanto, obtenemos

2 8 2560 40960 64
= (=) dap (-2 A(=22 - 2 ) b, .
“1 (53> { a (3 1120) s (22176 35)} 0 (3.87)



Capitulo 4
Esquema Numeérico

En este capitulo vamos a construir un esquema de diferencias finitas estable para
la simulacién de la dindmica de los solitones de la ecuacién (2.13). Para ello nos

basamos en el esquema descrito en [23].

4.1. Diferencias finitas

Vamos a realizar la simulacién numérica de la ecuacién (2.13) sobre un intervalo
de z cerrado, es decir z € [0, X], X > 0. Por esto simulamos la ecuacién (2.13) con
el problema mixto:

ou  0g'(u) Bu
Ou  9g(w) 0%
ot ox ox3

x

Upmo = Ulpex = Ug|oex =0, uli—o = u° <g> ; (4.2)

=0, z€[0,X], te(0,7), (4.1)

donde u° es una funcién suficientemente suave. En particular elegimos u" como una

onda solitaria descrita en el lema 2.1, la cual se obtiene de manera exacta o numérica
segin sea la suavidad de la funcién ¢'(u). Ademés, para el dominio Qr = (0, X) X

(0,T) sean X, T y u° tales que, uniformemente en ¢ < 7,

u(x’t)|xe[0,5]‘ < e’ ‘U(%t”xep{—a,)q < ce? (4.3)

62
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para algin 0 < § < 1. Es suficiente tomar la condicién inicial u° como una com-
binacién de solitones con posiciones iniciales dentro del intervalo (0, X) tal que la
trayectoria del frente de onda durante el intervalo ¢ € (0,7") permanece dentro del
intervalo [0, X] para asegurar las condiciones (4.3).

Es imposible crear un esquema de diferencias finitas para el problema (4.1) y (4.2)
que permanezca estable uniformemente para z € [0,1] y t € (0,7), T" = const.,
puesto que (4.1) es una ecuacién perturbada singular y tiende a la ecuacién de pri-
mer orden con € — 0. Por esa razén trataremos a € como un valor suficientemente
pequeno pero fijo.

Para plantear nuestro esquema de diferencias finitas al problema (4.1) debemos ele-
gir aproximaciones apropiadas para los términos diferenciales lineales, y elegir una
manera de linealizar el término no-lineal. Para lograrlo tratamos el término no-lineal

por separado.

4.2. Esquema no lineal preliminar

De manera usual para la discretizacion de la ecuacién (4.1), primero definimos una

malla Qrp,, = {(mi,tj) et (ih,j7), i=0,..., N+1,7=0,..., J} sobre el dominio

Qr, y denotamos

J J J J
i def i def j def Yiy1 — Y; i def j def Yi — Ui
vl Suleity), yl, = ol = Tyl F Oyl = S
h h
jodef o jdef 1, j j def o j def yl —yl ™! j j

Siguiendo [23], para el problema (4.1)-(4.2) escribimos un esquema en diferencias

finitas en la forma

yft——l—Q(yb + &2 (ayfmm—i—hﬁyfxm) =0,i=1,...,N,j=1,...,J (4.4)

v=0, vk ,=0, r=012 j=12...J (4.5)
y?ﬂ‘)(%)’ i=0,...,N+1, (4.6)

donde a« + hf = 1, 8 > 0 es un nimero arbitrario. El término hf y; .z, con 8 > 0

representa la “regularizacion parabdlica” de las ecuaciones tipo GKdV (4.1), dado
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04

que implica algunas propiedades de ecuaciones parabdlicas (ver, por ejemplo [22, 23]

y la estimacién (4.23) que se obtiene al final de esta seccién). Ademas la aproximacién

(4.4) ocurre con una precisién local de O( + h?).

La aproximacién del término no-lineal de (4.1) depende de las propiedades de ¢'(u):

I. Sila funcién ¢'(u) tiene la forma:
= chum’“, mp €N, 2<my <4,

entonces el término no-lineal se aproxima con la funcién

K mg
2
— mE—j (,,J
Q) =2 7 29" W);s
k=1 7=1
con esta aproximacién se verfican las propiedades
N
Ry Qy) =0, h Z yiQ(y:)
i=1

Ademsés el esquema (4.4) es estable y tiene una tnica solucién,[23].

II. Por otro parte si la funcién ¢’(u) tiene la forma:

K
g =Y cut, g eR, & <q <40y,
k=1

con al menos un g no entero y algunas 6; > 0, ¢ = 1,2,

entonces para aproximar la no-linealidad de (4.1) usamos la funcién

(4.9)

(4.10)

De manera més explicita, para funciones de la forma (4.9) la funcién Q(y) es la

siguiente:

+ 1
Z o cq]: +2 {(v™ ) +v™vs )
k=1

(4.11)
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Considerando la forma simplificada (4.10) para la aproximacién del término no-lineal,

vamos a probar que se verifica

hd_ Q) =0, (4.12)

para después probar que la ecuacién (4.4) satisface el equivalente a la ley de la
energia.

Para simplificar la notaciéon hagamos

def L def _—
y=vy, y=yl L (4.13)

Ahora para la derivada discreta tenemos las siguientes relaciones

1
Yo 0+ 9oy — (¥9), = 7 {9: (Yir1 —vi) — gir1 (Yir1 — vi)}
=—h Yz gz
de donde obtenemos
(Y9), = Yo 9+ G2y + MYz Go- (4.14)

De manera similar a (4.14) obtenemos

(¥9)z = Y29+ 9z ¥ — hyz ga- (4.15)
h2

Y9): =Ya9+9:y+ 5] (Y G) 5 - (4.16)

Ademds para funciones f, g que satisfacen la propiedad (4.3) se tiene

flo=—n = flo=x+n = Gla=—h = glo=x+n =0, (4.17)
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Por tanto para tales funciones se satisface
N N
hz fiGie = Z fi (91 — 93)
i=0 '
N+1 N+1
<Z fzgl Z fl 1gz> - Zgl 7 fz 1

de aqui, redefiniendo el indice para la parte derecha y considerando la propiedad
(4.17), tenemos

N N
hZfigm = _hzgifif- (4.18)
i=1 i=1

Usando la propiedad (4.16) se obtiene que

N N
R yQy) = Z (g + 9'vs)
i=1 i=1
N (4.19)
— Z { gxyx) } =0.
Ahora usando (4.19) y (4.18) obtenemos

N N N
h Z YWpzi = —h Z YozYy = D Z YoYps = 0. (4.20)

i=1 i=1 i=1

Por 1ltimo, calculamos el término

N N
i=1 i=1
de las férmulas (4.15), (4.16) haciendo f = y; se tiene la igualdad

ffac_§ (f2)$_§(f$> ’
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de donde obtenemos v

N 2
DY aes = o D (). (4.21)
i=1

=1

Ahora multiplicando (4.4) por hy y sumando sobre los indices tenemos

N N N N
DYy +h Y yQ) +E2ah > yyeri + 780> Yyyse = 0;
=1 =1 i=1 i=1

usando (4.14)-(4.21) tenemos

% { (hz?f) o ThY (p)+eh* Y (ym)Q} = 0. (4.22)

=1 =1

Ahora consideremos L? [0, X] como el espacio de funciones y = {yf }?:;1, sobre el

cual podemos definir la norma

lyll =

Por tanto de (4.22) obtenemos

Ocllyll* + 7 llyell* + B h*e||yzs||* = 0. (4.23)

4.3. Linealizacion

Ahora usando la notacion dada en (4.11), reescribimos la ecuacién (4.4) en la

forma
y+T Q(y> + 527- (a Yrzi + hﬁ ym’cz) = Z], j > 1. (424)

Nos interesa la solubilidad de la ecuacién (4.24), y una manera de linealizar del

, . . . ., . def
término no-lineal. Para lograrlo construimos una sucesién de funciones ¢(s) =
{@i(s)}ij\io, para s > 0, tal que

v(0) =9, (4.25)
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o(s) -y, cuando s — o0. (4.26)

Para encontrar una ecuacién lineal para ¢(s) consideramos primero el caso (4.7).
Sea W = ¢ — ¢ donde ¢ = ¢(s), @ = ¢ (s—1), de donde se obtiene para Q(p) el

desarrollo siguiente:

Q) =Q@+W)=Q (@) + B (p,W) + B (9, W) + -+ + R (p, W), (4.27)

donde Ry (@, W), k = 1,...,mg, denota un polinomio homogéneo de grado k en
W, es decir, Ry, (@, \W) = \¥ Ry, (@, W).
Si la sucesién ¢ converge entonces W (s) — 0 cuando s — 0o, de manera que podemos

escribir

Q(p) = Q@) + Ry (g, W) + O (W?), (4.28)

donde R; (¢, W) es la funcién lineal respecto a Wy O (W?) es el error de cambio.
Dado que (4.28) linealiza la ecuacién (4.24), la ecuacién a resolver para ¢ es la

siguiente:
P+ TRUG,W) + T (@ + 1B uza) =5 —TQ(P), s>1. (4.29)

Para la ecuacién KdV es posible probar que la sucesién ¢(s) se converge fuertemente
en el sentido C'(R!') y por tanto el cambio para Q(y) dado en (4.28) es adecuado,
ver [23]. Para funciones ¢'(y) € C* podemos seguir los mismos pasos para encontrar
la ecuacion linealizada en la forma (4.29).

Por otro lado si ¢'(y) € C!, no podemos usar la férmula (4.28) ya que el término
Ry (¢, W) no es continuo en W. Por esa razén para aproximar el término Q(y)

usamos la expresion

R(3,0) =C { (wg/;@)i + g/f) g%} . (4.30)
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De manera similar a (4.11) escibimos R(¢, ¢) més explicitamente como

K
_ qr +1 _ _
R(,0) = > v {(o@™); + 7™ v} (4.31)
= Tt

Por tanto de (4.31) obtenemos la ecuacién (4.24) en su forma linealizada para fun-

ciones ¢’ dadas en (4.9)
P+ TR(P,0) + 7" (yps + hBpaza) =7, 52 1. (4.32)

Los sistemas (4.29) y (4.32) tienen solucién para 7/h < 1y 7¢%/h® < 1. La prueba
de solubilidad de (4.29) para 7 y h, los cuales no tienden a cero, puede ser probada
tedricamente, ver [23]. Para el caso (4.32), se linealiza de manera similar. Ver el

capitulo préximo.

4.4. Algoritmo de la solucion

Una vez que obtenemos nuestra ecuacién linealizada (4.32), se realiza un algorit-
mo para solucionar el sistema (4.1)-(4.2), para no linealidades ¢'(u) dada en (4.9).

Discretizando los términos de (4.32) tenemos

1
Pozr — ﬁ (90i+2 —20ip1+ 201 — %—2) )

1
Prae = 33 (Pit2 — 3pit1 + 3pi — @i_1),

K K
_ +1 ,_ _ +1 ,_ _
R(p,¢) = {ZQC_ZZZ+2 (90;‘1-’?1—#90?“)}%“—{2;—2% (w?’“ +<Pgi1)}80i—17

k=1 k=1

denotamos las constantes en la manera siguiente:

7e2(a + 3h e (v — h 3287
Te?(a + 2h3) e2ar
C4 = ———a Cs =

2h3 2h3 "’
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ahora definimos los coeficientes como sigue
K
— T t+1 g
Pi = C2 2% ;Ck k+2 (901 “_Qpi,l),
0; = (3,
+ 1
ei = L 1,
2% Z qu+2 gl +el) -
u; =
li = —Cs,
zi =,
de donde obtenemos el siguiente sistema
livia + pipi-1 + 0ipi + Oipiv1 + wipira =2, 1=1,.., N (4.33)

usando las propiedades (4.17) tenemos ¢_1 = ¢g = Yn+1 = @n+2 = 0, entonces el

sistema que hay que resolver iteradamente es

AG =

—

z

(4.34)

donde J y 2z’ son vectores columna con indices de 1 a N,y A es la matriz de N x N

siguiente:
op 6, v O
p2 oy Bo uy
ls p3 o3 03
0 Iy ps o4
A= D
0O 0 0 O
0O 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O

o O O O

ON-3
PN-2

In—1

0

o O o O

On_3
ON-2

PN-1

In

0 0
0 0
0 0
0 0
UN_3 0
On—2 un—2
on-1 On_1
PN ON
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la cual consta de 5 diagonales no-triviales. Existen diferentes métodos para resolver
el sistema (4.34); en este algoritmo usaremos el método de reduccién de Gauss-
Jordan. En realidad usar el método de Gauss-Jordan de forma general nos llevaria
mucho tiempo, ya que la dimensién de la matriz es O(N?), donde N = 1/h > 1.
Por esta razon utilizaremos una versién de este método ajustada para este tipo de
matrices. La modificacién que se realiza al método es tal que para pasar de la etapa
t; a tj+1 se hace, con un nimero de operaciones del orden O(N) en vez de O(N?)
como se hace generalmente. A los algoritmos que usan O(N) operaciones para pasar
de un paso t = t; a otro t = t;1; se llaman algoritmos econémicos. La forma del
coeficiente en la diagonal principal o; asegura la solubilidad del sistema (4.34) para
7/h3 suficientemente pequefio analiticamente. Los resultados numéricos muestran la
solubilidad de dicho sistema para valores de 7/h% adecuados.

Ahora podemos dar paso a paso el desarrollo del algoritmo para pasar de y7~* a 97,

j=1,2,...,J como sigue
I. Fijar las condiciones a la frontera: ¢g = ¢1 = ¢, 1 = ¢, =0

I1. Escoger n (numero de subintervalos [Zin, Tmaz));

hacer x; = Xy, + th, con h = (Tyax — Toin) /7, 1=0,1,... 0
III. Construir la condicién inicial: y; = w(z;), ¢ = 0,1,...,n, (ésta es la etapa
0
Yi =Y

IV. Hacer la asignacién ¢ <y
V. Construir la matriz A = A(p) y el vector 2
VI. Resolver el sistema (4.34)
VII. Hacer ¢ < ¢
VIIL. Ir al paso V' y repetir los pasos VI,V II dos o tres veces
IX. Hacer y « ¢ y guardar y (esta es la etapa siguiente)
X. Hacer la asignacién ¢ < y

XI. Repetir los pasos V — X



Capitulo 5

Simulaciones Numeéricas

5.1. Simulacién para la ecuaciéon GKdV-g homo-
génea

En este capitulo se muestran los resultados de las simulaciones numéricas para
la ecuacién GKdV-¢g (4.1)-(4.2), dicha simulacién se realiza en la manera siguiente:
Primero describimos el error para la ecuacién diferencial ordinaria (2.27) comparando
con la solucién exacta para casos particulares de ¢’, de manera similar describimos el
error para la ecuacién (4.1). Luego simulamos la ecuacién (4.1) con ¢'(u) = u®/? +u?.
Por 1ltimo modificando un poco el codigo, se muestra la simulacién para la onda

distorsionada.

Ecuacién ordinaria asociada a la GKdAV-g

Como ya vimos en el capitulo anterior para usar el algoritmo descrito en (4.32)
para simular la ecuacién (4.1), necesitamos la funcién u° suficientemente suave con
las propiedades (4.3). Por esta razon necesitamos resolver la ecuacién diferencial
ordinaria (2.27) asociada a la ecuacién GKdV-g dada en (2.13). La complejidad de
encontrar la solucién a la ecuacién (2.27) depende de la funcién ¢’, de manera que
para no limitarnos al andlisis de las simulaciones, damos un algoritmo para resolver
(2.27) numéricamente usando el método Runge-Kutta de orden 4 (RK-4.)
Partiendo del problema (2.28) y haciendo n = s donde s = (x — vt — xg)/¢,

72
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obtenemos el problema siguiente:

dw
- = — - ) ) Sy
P pwy/1—G(w,A), s>h

2 o (5.1)
W, = Z —— Wo; B* B2,
donde Wy;, G(w, A) descritas en (2.27) y s es equivalente a la variable 7. Usamos
RK-4 para el problema (5.1). Después del cdlculo numérico, usando las propiedades
de w definimos w(0, ) = 1, w(—s, ) = w(s, ). La solucién numérica se obtiene para la
variable s, por tanto para pasar de la variable s a las variables z, t debemos encontrar
la relacién de los tamanos de paso entre tales variables.
Sea h, el incremento para la variable s, h el incremento para la variable x tenemos

Tit1 — L; h

hs = siy1 — i = —— = —.
3 3

Con esta relacion entre los tamanos de paso, se obtiene la interseccion de las mallas

siparat =0,...N y x; parai = 0,...,2N, como se muestra en la siguiente figura
5.1.
hs
r—- - -"—-—"=-—"-"="-"="="="="="="="= A
L _h _ |
° . . 3 ¢ °
=—-5 I TN TN41 -~ TN+10 X9y = 15
_SN “ e S[): 81 o SN

Figura 5.1: interseccion de las mallas s;, x;

Para analizar la ecuacién (5.1) con ¢’ una funcién no homogénea y encontrar una
forma confiable de elegir hg, nos basamos en las ecuaciones ordinarias asociadas a
las ecuaciones GKdV con ¢’ una funcién homogénea, por ejemplo tomando ¢’ = u4*!

el problema (5.1) toma la forma del problema (2.8) descrito en el capitulo 2 el cual
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tiene solucion explicita para toda g > 0. Por tanto calculando la soluciéon numérica
en el intervalo I = [—5, 15], con € = 0.1 y comparando con la solucién explicita tipo
solitén obtenemos las tablas 5.1, 5.2 donde vemos el comportamiento del error para
diferentes funciones ¢’ homogéneas y diferentes tamanos de paso hy. EM denota el
error maximo entre la soluciéon exacta y la numérica para algin s, = khg donde
ke{0,...,N}, es decir:

EM = keg)l,é},(N} ‘uexac(8k> - unum(5k>| )

donde uexae denota la solucién exacta y upuy, la solucion numérica.

Si ¢'(u) = u? tenemos

hs 0.020 | 0.018 | 0.016 | 0.0099 | 0.0066 | 0.0049 | 0.0028 | 0.0025
EM (x107°) | 241 |2.19 |201 |1.21 0.81 0.61 0.35 0.31

Tabla 5.1: Errores méximos para la ecuacién (5.1) con ¢’ = u? y distintos tamafios
de paso

Si ¢'(u) = u? tenemos

hs 0.020 | 0.018 | 0.016 | 0.0099 | 0.0066 | 0.0049 | 0.0028 | 0.0025
EM (x1075) | 2.72 | 2.48 |2.28 | 1.38 0.91 0.68 0.39 0.35

Tabla 5.2: Errores maximos para la ecuacién (5.1) con ¢’ = u?

De las tablas 5.1 y 5.2 vemos que para hs ~ ¢x 1072 tenemos que EM es suficiente
pequeno, es decir, el cambio del solitén explicito al solitén numérico implica el error

entre ¢; X 107° y ¢y x 1074, ver las figuras 5.2 y 5.3.
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u(z)
u
"""""" Unum
-5 T10 =1 15 v
Figura 5.2: Solucién exacta y numérica para ¢’ = u?, con amplitud A = 1.3 y
centradas en z19 = 1
u(x)
u
"""""" Unum
-5 2190 =0 15 *

4

Figura 5.3: Solucién exacta y numérica para ¢ = wu*, con amplitud A = 1.6 y

centradas en x19 =0

Por tanto para calcular la solucién numérica tipo solitén del problema (5.1) con

3/2

g = u3? + u? usamos h, ~ ¢ x 1072. En principio podemos elegir h, tan pequeno
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como queramos para obtener el solitén numéricamente de la ecuacién (5.1), pero
considerando la relacién entre h, y h mas adelante justificaremos por que es suficiente
elegir h, ~ c¢x 1072 para calcular la solucién numérica tipo solitén del problema (5.1),
ver la figura 5.4. En lo sucesivo en todos nuestros célculos numéricos usaremos el

valor fijo € = 0.1

-5 T10 =0 15 z

Figura 5.4: Solucién numérica para ¢’ = u*/? + 42, con amplitud A = 1.0 y centrada
en r19 = 0.

Ecuacién GKdV-g homogénea

Ahora vamos a calcular la solucién numérica de la ecuacion GKdV-g para no
linealidades de la forma ¢’ = u?™, usando el esquema numérico descrito en (4.32).
Ademas dado que para este tipo de no linealidades tenemos solucion explicita calcu-

lamos el error méaximo como sigue:

EM =

ie{0,- JI\%%}E({O,--- ,J} |uexaCt (Ii’ tj) - unum(l’i, tj>| .

Si ¢'(u) = u? y 7 = h? el tamaiio de paso en el tiempo, tenemos
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h 0.0020 | 0.0019 | 0.0017 | 0.0016 | 0.0015 | 0.0011
EM (x107%) | 1.37 [ 0.75 | 3.04 | 1.70 4.41 7.97

Tabla 5.3: Error en T' = 0.5 para la KdV

4

Si ¢'(u) = u', 7 = h? tenemos

h 0.0020 | 0.0018 | 0.0017 | 0.0016 | 0.0015 | 0.0014
EM (x107%) | 2.12 3.57 3.8 1.32 2.81 13.31

Tabla 5.4: Error en T' = 0.5 para la GKdV, m =4

De las tablas 5.3 y 5.4 vemos que el error méximo es pequeno cuando h & ¢x 1073
y éste crece cuando h es més pequeiio. Por tanto elegimos h = ¢ hy =~ ¢ x 1073; esta
es la razén por la cual elegimos hy ~ ¢ x 1072,
Una vez que ya probamos numéricamente que nuestro esquema (4.32) es adecua-
do, calculamos la solucién numérica tipo solitén para otras no linealidades ¢’ del

problema (4.1)-(4.2) como se muestra en la figura siguiente.

[

s y

=

15

t t=4.0

Figura 5.5: Un soliton propagandose con amplitud A = 1 de la ecuacion GKdV-g con
g = ud? 4



Capitulo 5. Simulaciones Numéricas 78

En la figura se muestra el grafico de la solucién numérica tipo solitén con una
amplitud A = 1.0, posicionada en el punto x1p = 0 cuando t = 0, se usé el tamaino
de paso en el tiempo 7 = h% con h = 0.0017, los intervalos de descripcién son
x € [=5,15] y t € [0,2]. Como vemos en el grafico el comportamiento de la solucién
es el esperado de una onda solitaria la cual se propaga en el tiempo con velocidad

constante v = 4/5 + 2/3, preservando su forma, velocidad y amplitud.

Dos solitones

Para el estudio de la interaccién de dos solitones de la ecuacion (5.2) homogénea,
es decir, con la parte derecha igual a cero, usaremos el algoritmo numérico descrito
en (4.29). Sabemos el comportamiento de la onda solitaria de la ecuacién (5.2) con
condicién inicial obtenida de la ecuacién (5.1). Ahora veamos el comportamiento de la
solucién usando como condicién inicial una combinacién de funciones que satisfacen
la ecuacién (5.1), es decir, la suma de dos solitones.

Cuando calculamos un solitén numéricamente consideramos la relaciéon entre los
tamanos de pasos hy y h como vimos en la figura 5.1, ahora basados en esa relacién
veamos como sumar dos solitones que se obtienen numéricamente. Supongamos que
tenemos un solitén centrado en x19 y un segundo solitén centrado en x9y entonces

para ambos solitones tenemos las siguientes mallas

—S2N s20=0 S2n
.1'20 .732]\7 = X9 3722]\/'
zlg=-5 - vly =10 e zlay =15
—sly slp =20 sly

Figura 5.6: interseccion de las mallas s;, z;

Donde x1 representa la malla para el primer soliton y x2 representa la malla

para el segundo solitén, ahora considerando que sl = (z — x19) /ey s2 = (x — xg) /€
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tenemos que las mallas en la figura 5.6 se recorren k indices, donde k = (x99 — x10) /b,
de manera que para sumar los dos solitones recorremos n — k indices. Asi obtenemos

la solucién para dos solitones como se muestra en el grafico siguiente:

u

-9

15

t=35

Figura 5.7: Dos solitones con amplitudes A; = 1.5 y Ay = 0.5 para la ecuacién
GKdV-§ con ¢ = u’/? + u?

En la figura 5.7 se muestra el grafico de la solucion numérica en la cual se usé como
condicién inicial la combinacién de dos solitones, el primer solitén esta centrado en
210 = —1 el cual tiene una amplitud A; = 1.5 y el segundo solitén con amplitud Ay =
0.5 esta centrado en x99 = 1. Como vemos el primer solitén viaja sobre su trayectoria
con una velocidad constante v; = v/24/5 + 1 y el segundo con una velocidad vy =
\/§/5 + 1/3, por tanto dado que w9y > w19, A1 > Ay > 0 existe un t* = 1.86
en el cual las trayectorias de las ondas solitarias se intersectan. Sobre el instante
t* hay una vecindadad B, (t*), r > 0 donde los solitones interactian. A partir de
la interaccion la solucién sera de nuevo la superposicién de solitones con mismas
amplitudes y las velocidades de movimientos. A éste fenémeno se le conoce como

Proceso de interaccion de solitones. El desplazamiento de trayectorias de los solitones
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donde se observa el proceso de solitones se muestra en la figura siguiente:

Figura 5.8: Proceso de la interaccién de los solitones

Es importante mencionar que la figura 5.7 estda dibujado a una escala normal y
para valores y(x;) > 0.05, es por eso que se observa el gréfico muy suave después de
la interaccién de ondas; por tanto si graficamos mas puntos y hacemos un cambio de
escala, observamos pequenas oscilaciones después de la interaccién de los solitones,

como vemos en la figura 5.9

Figura 5.9: Figura 5.7 en escala mas alta para el tiempo ¢; = 0.6 hasta el tiempo
to = 1.48.

El fenémeno que presenciamos en la figura 5.9, donde vemos que la aparicién de
una cola pequena pasa a la izquierda después de la interaccion de solitones, es el que

se presenta en los casos no integrables.
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5.2. Ecuacion GKdV-g bajo una perturbacion

En esta seccién se muestra la simulacién de la ecuacién GKdV-g con ¢ = u®/?2+u?
bajo la perturbacién f(u) = u (u — vu), es decir, obtendremos la solucién numérica

de la ecuacion:

ou 0 , 4 PPu
/2 2 3
e—+ec— (WP+u)+e pye

= — R! 2
oy 5 cu(p—vu), zeR, t>0, (5.2)

donde € = 0.1.

5.2.1. Calculo de la solucién asintdtica

En el capitulo 3 obtuvimos la solucién asintética para (5.2) de manera general
y la ecuacién que describe el comportamiento de la amplitud. Por tanto usando la
férmula (3.69) obtenemos que la amplitud de la ecuacién (5.2) se describe mediante

la ecuacién siguiente:

dA M
4 Al =AY )
dt Kla |t70 3 (5 3)
donde
zdz 22dz
M = Ap

1 1
J ) ’
0 \/1—C(§\/E+§Az) “ \/1—C<§\/E+§Az>

]C1:4/1 zdz _0/12{\/?2(1—\/2)+§(1—2)3)}/de
e N e )

C=1/(§\/Z+%A)

Como vemos, para resolver las integrales M y Ky en términos de funciones elemen-

tales se vuelve un proceso mas complicado que el caso cuando ¢’ es homogénea.
Por tanto para calcular dichas integrales usaremos métodos numéricos. Ahora para
calcular numéricamente las integrales M y Ky usamos uno de los métodos conocidos

como método adaptativo para integrales impropias, [6].
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Si la funcién f tiene una singularidad en x = a, entonces

/bf(x)dx = lim bf(x)dx,

r—a r

b
podemos calcular la integral / f(z)dx para algin r > a. Para elegir el valor de r

no tenemos un criterio general, para nuestros calculos elegiremos la forma

/ F(a)de = / fe+ S [ faar, (5.4)

para r, = a+ (b —a)/2" y podemos elegir m tal que

/ 1)

Basandonos en este método resolvemos la ecuacién (5.3).

<e. (5.5)

Usando (5.4), (5.5) y el método RK-4, resolvemos la ecuacién (5.3) como sigue

I. Fijamos un intervalo ¢ € [0, 5] donde t; = ih; para i =0,1,...,n, y los valores

p=2,v=1/2 A% un valor fijo mayor que cero.

II. De (5.4) tenemos que 7, = 1—1/2™, usando el método de integracién numérica

del punto medio, elegimos m como sigue

C

5ol <27 5.6
5e (5.6)

donde |f (—1/2™1)| < |C], f es la funcién a integrarse en M y K;.
I1I. Calculamos las integrales M y K; en A°
IV. Calculamos los coeficientes k1, ks, k3, ks y el siguiente valor de la amplitud A;.
V. Ahora elegimos A; en lugar de Ay y repetimos los pasos I11 — IV n veces.

En la figura 5.10 se muestra el comportamiento de la solucién del problema (5.3),

donde obtuvimos un valor critico numérico de A* = 4.9012.
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A(t)

A

A*

Y
—

t* = 2.3675

Figura 5.10: Comportamiento de la amplitud para ¢'(u) = u/? + u?

5.2.2. Comportamiento de la cola

Ahora vamos a estudiar el comportamiento de la cola del solitén de la ecuacion
(5.2), basandonos en las férmulas obtenidas en la construcciéon de la solucién asintéti-
ca en el capitulo 3. De las férmulas (3.35) y (3.78) tenemos para @; (t) la ecuacién
siguiente:

Uy

2 ! dz
t)==14
V=5 “/o \/1—C<§\/A_z+§Az>

_ 21Cy

1
a2 / zdz u
0 2 1 Ky
1-C(2VAz + 142)

donde A = A(t), K1, M, C estan definidos en (5.3), § = \/4\/2/5 +2A/3y

\/Tz(l—\/g)—i-?(l—z)} dz

' dz - 1{
e T T

Ko =2
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5.2.3. Solucién numérica directa

Ahora se muestran los resultados de la simulacién numérica para la ecuacion
perturbada, usando el esquema descrito en (4.9) para la ecuacién (5.2) con la parte
derecha igual a cero. La modificacion al esquema para simular la perturbacion de la
ecuacion es minima ya que tratamos el lado derecho de la ecuacién (5.2) como una
perturbacion en todo momento del tiempo, por tanto, sélo necesitamos redefinir el
lado derecho de la ecuacién (4.9) como z; = y; + 7@; (0 — v @;). Para describir la

dinamica de la onda distorsionada tomamos como condicién inicial

u’ = A(0)w ((z — ¢(0) /2, A(0)) (5.8)

entonces la onda distorsionada genera una cola oscilatoria llamada radiacion (ver,
por ejemplo [22, 23]).

El cédlculo numérico para la onda distorsionada da los resultados siguientes:

I. Sila amplitud inicial A° de la onda inicial (5.8) es menor que el valor critico
A* entonces la amplitud de la onda crece hasta el valor A*, al mismo tiempo
la amplitud de la radiaccién crece hasta un valor grande y destruye toda la
solucién numérica, dado que la vecindad de la estabilidad del esquema es aco-

tado respecto a las amplitudes de perturbaciones, ver figura 5.11

II. Si A° est4 cerca del valor critico A* entonces después de un tiempo muy corto
la amplitud de la onda pasa al valor critico donde permanece constante, por
esta razén la amplitud de la radiaccion no crece lo suficiente como para destruir

la onda. ver Fig. 5.12

III. Si A° > A* como vimos en la figura 5.10 en este caso A — A* de manera
mas rapida que en el caso cuando A < A*. Ademds en el cdlculo numérico
tenemos que la amplitud inicial de la onda (5.8) decrece al valor critico A* y

la amplitud de la radiacién es suficientemente pequena, ver figura 5.13
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Figura 5.11: Una onda distorsionada con amplitud inicial A° = 3 para la ecuacién
(5.2), con A® < A*.

En la figura 5.11 se muestra una onda distorsionada de la ecuacion 5.2 con p = 2
y v = 1/2 hasta el tiempo ¢ = 1.7, usando el algoritmo para resolver la ecuacién
5.3 obtenemos un punto critico para la amplitud A* ~ 4.9, de donde vemos que en
el tiempo que transcurre la onda con amplitud inicial A = 3 hasta tomar el valor
critico, la amplitud de las radiacciones crece, de manera que tal comportamiento

puede provocar inestabilidad para la onda distorsionada.

I
\

Vll'llm |
!

Ll

R

S———=

l\,'ll

Figura 5.12: Una onda distorsionada con amplitud inicial A° = 4 para la ecuacién
(5.2)
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En la figura 5.12 se muestra la onda distorsionada en la cual se tomé como con-
dicién inicial A° = 4.5; en este caso la amplitud del solitén tiende al valor critico
A* de manera mas rapida. Ademds vemos que la amplitud de la radiacciéon es més

suave, es decir, la onda distorsionada tiene més tiempo de estabilidad.

t=18

Figura 5.13: Una onda distorsionada con amplitud inicial A° = 6 para la ecuacién

(5.2)

Por otro lado si tomamos la amplitud inicial del soliton mayor que el punto
critico A*, vemos que la onda distorsionada es casi estable ya que la amplitud de la
radiaccion € u; crece de manera muy lenta, como se muestra en la figura 5.13. El
valor exacto de la amplitud inicial es A° = 7.0 el cual decrece hasta el valor critico
A*=4.9.

Numéricamente presenciamos el comportamiento de dos solitones para la ecuacion
(5.2) con la parte derecha igual a cero, donde vemos que el de mayor amplitud y
velocidad rebasa a el otro de menor amplitud. Y como ya vimos més detalladamente
en el ejemplo anterior (ver Fig.5.7) donde tales solitones interactian dejando una
cola. Ahora simulamos la interaccién de solitones con otras amplitudes, como se

muestra el figura siguiente:
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t=14

Figura 5.14: Proceso de los solitones, A} = 7.0, A = 4.5 para la no-linealidad
g = ud? 1,

Ahora considerando la perturbacion para los solitones con mismas amplitudes que
aparecen en la figura 5.14, vemos que el efecto es tal que el proceso de interaccién
de solitones no ocurre. Esto es debido a que las amplitudes tienden al mismo valor
critico A* = 4.91 antes de interactuar, de manera que a partir de ese punto viajan

de forma paralela y a la misma velocidad. (ver Fig. 5.15)

Figura 5.15: Proceso de los solitones, A} = 7.0, A = 4.5, u = 2, v = 1/2, para la
no-linealidad ¢’ = u%/? + u?,
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La solucion asintética del capitulo 3 implica un valor inicial de forma especial
dado en (5.8). Por tanto dicha solucién asintética no describe explicitamente la so-
lucién del problema (5.2)-(5.8). Pero describe suficientemente bien la tendencia del
comportamiento de la solucién del problema (5.2)-(5.8). Realmente la amplitud del
solitén se cambid en la manera misma segun las férmulas (3.69) y (5.3). ver Fig.5.10 y
como se muestra en las figuras 5.11-5.13. Luego la cola que aparece segtin la perturba-
cion, estd “localizada’” solamente a la derecha respecto de la direccién de propagacion
del solitén y se propaga a la derecha. La amplitud de la onda crece con el tiempo.
Aqui debemos tomar en cuenta que la solucién asintética se ha construido bajo la
suposiciéon de que € es un parametro pequeno, es decir, € es menor que cualquier
nimero pequeno positivo. Y por tanto el tiempo critico t* = (In(1/¢))/u >> 1.

En el cédlculo numérico € es una constante, en realidad € = 0.1. Por tanto el tiempo
critico t* es lo suficientemente pequeno, para ¢ = 0.1 y u = 2, es decir, t* ~ 4.91. El
esquema numérico nos sirve para describir la estabilidad respecto al tiempo critico.
Para diferentes valores de i y v podemos ya sea maximizar o minimizar el tiempo
critico. Fijando p y cambiando valores de v la amplitud de la onda tienen el mismo

comportamiento descrito para diferentes valores de A*.



Conclusion

En la tesis se obtienen los resultados siguientes:

I. Se encuentran las condiciones suficientes para la existencia de soluciones tipo
solitén para la ecuacién de tipo KdV (2.13) con no-linealidad ¢'(u) € C! gene-
ralmente no homogénea. Ademas tenemos que el conjunto de no linealidades

de la ecuacién (2.13) es no vacio ya que las funciones de la forma:

K

g (u) = Zai uftt, (5.9)

i=1
donde a; > 0, ¢; € (0,4) y K € N satisfacen dichas condiciones.

I1. Se construye una solucién asintética méd o(g?) de tipo solitén para la ecua-
cién de tipo KdV perturbada, es decir, para la ecuacién (3.1), donde no linea-
lidad es una funcién de clase C! no necesariamente homogénea.

Ademas se han encontrado las ecuaciones que describen la evolucién de la onda

perturbada durante un tiempo ¢t € [0,7], T > 0.

ITI. Se crea un algoritmo en diferencias finitas para obtener la solucién numérica
de la ecuacién (2.13). Y bajo una pequena modificacién al esquema estudiamos
la solucion numérica de dicha ecuacion bajo la perturbacion, es decir, para la
ecuacién (3.1).

Se realizan varios experimentos numéricos; en particular, se muestran los re-
sultados de la dinamica de los solitones para la ecuacién de tipo KdV con

no-linealidad ¢'(u) = u? + u®/2.

Por tanto basados en el analisis teérico y numérico hemos probado para el caso

maximalmente complicado la existencia de los solitones, el comportamiento de los

89
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solitones bajo una perturbacion y el efecto que producen tales perturbaciones en la

onda solitaria.
Como linea de investigacion futura se planea el estudio tedrico y numérico del proceso

de interaccion de solitones para modelos con no linealidades no homogéneas de clase

ct.
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