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Geometŕıa de Sistemas Hamiltonianos en R3

T E S I S

Que para obtener el grado académico de:

Maestro en Ciencias
(Matemáticas)
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2.3 Funciones de Poisson y Equivalencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.4 Automorfismos infinitesimales de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.5 Problema de Hamiltonización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3 Espacios de Poisson Afines 53

3.1 Parametrización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2 Teorema de Clasificación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.3 Funciones de Casimir y Foliaciones Simplécticas . . . . . . . . . . . . 65
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Introducción

Las cuestiones de existencia y construcción de estructuras Hamiltonianas para sis-
temas dinámicos en R3 dieron como resultado el surgimiento de un campo activo
de investigación estimulado por un gran número de modelos dinámicos conocidos en
f́ısica matemática, los cuales admiten una formulación Hamiltoniana (ver, por ejem-
plo, [1],[2],[4],[6],[13],[14],[15],[16],[17],[20],[23],[30],[31],[32]). Este trabajo se enfoca
en algunos aspectos geométricos del formalismo Hamiltoniano no canónico para sis-
temas dinámicos en R3 relacionados a la teoŕıa de corchetes de Poisson degenerados,
métodos de integrabilidad para ecuaciones diferenciales y la teoŕıa de foliaciones.

En mecánica clásica, un sistema Hamiltoniano canónico

ṗ = −∂H
∂q

, q̇ =
∂H

∂p
, (1)

describe la dinámica de una part́ıcula, donde la función (llamada Hamiltoniano) H es
la enerǵıa total y p,q denotan las variables de momento y posición, respectivamente.

Utilizando el corchete de Poisson canónico no degenerado

{F,G} =
∂F

∂p

∂G

∂q
− ∂F

∂q

∂G

∂p
(2)

para F,G ∈ C∞(R2), podemos reescribir las ecuaciones Hamiltonianas (1) como
sigue

ṗ = {H, p}, q̇ = {H, q}.

La ventaja principal de esta representación es que se pueden derivar muchas
caracteŕısticas de la dinámica Hamiltoniana de las siguientes propiedades básicas
del corchete de Poisson: (i) bilinealidad y antisimetŕıa; (ii) la identidad de Jacobi
y (iii) la regla de Leibniz. Por ejemplo, la conservación de la enerǵıa H es una
consecuencia de la propiedad de antisimetŕıa de {, }. Al tomar estas propiedades
como axiomas, podemos extender la noción de corchete de Poisson a un espacio
fase arbitrario (una C∞−variedad) M , el cual no necesariamente es de dimensión
par. Por lo tanto, un corchete de Poisson en M se define como un corchete de Lie
{, } : C∞(M) × C∞(M) → C∞(M) en el espacio de funciones suaves el cual es
compatible con el producto (en cada punto) mediante la regla de Leibniz: {fh, g} =
h{f, g} + f{h, g}. Esto implica que para cada función suave H en M , el operador
lineal {H, ·} es una derivación del R−álgebra conmutativa C∞(M) y por lo tanto
existe un único campo vectorial VH en M , llamado el campo vectorial Hamiltoniano
de H, tal que {H, ·} coincide con la derivada de Lie LVH .

Los sistemas dinámicos asociados a los campos vectoriales Hamiltonianos VH
dan como resultado la dinámica Hamiltoniana en el espacio fase (una variedad
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2 Introducción

de Poisson) (M, {, }) de un tipo general. La condición de degeneración para el
corchete de Poisson significa que la distribución caracteŕıstica integrable m 7→ Dm =
Span{VF (m) | F ∈ C∞(M)} generada por los campos vectoriales Hamiltonianos
tiene dimensión menor que dimM en algunos puntos. En este caso, la variedad de
Poisson se representa como una unión disjunta de variedades simplécticas, llamadas
hojas simplécticas, (en general, de varias dimensiones), las cuales se unen de manera
suave [24],[37],[38]. Las funciones suaves en M que son constantes a lo largo de las
hojas simplécticas (i.e. el corchete de Poisson conmuta con cualquier función) son
llamadas funciones de Casimir y presentan las integrales primeras intŕınsecas de los
sistemas Hamiltonianos.

La primera situación interesante donde se encuentran corchetes de Poisson de-
generados es en el espacio 3−dimensional M = R3. Cada corchete de Poisson en R3

es de la forma
{F,G}ψ = 〈ψ,∇F ×∇G〉, (3)

donde la función vectorial ψ en R3 se llama vector de Poisson y satisface la ecuación

〈ψ, rotψ〉 = 0, (4)

la cual es equivalente a la identidad de Jacobi para (3). Para corchetes de Poisson
degenerados en general, la identidad de Jacobi escrita en términos del corchete de
Schouten [24],[37], presenta un sistema complicado de ecuaciones diferenciales par-
ciales no lineales. Una propiedad especial de los corchetes de Poisson en R3 es la
invarianza conforme la cual establece que la ecuación (4) es invariante con respecto
a la multiplicación ψ 7→ gψ por un factor escalar arbitrario g ∈ C∞(R3). Como
consecuencia, en el conjunto regular N reg = {x ∈ R3 | ψ(x) 6= 0}, la distribución
caracteŕıstica del corchete (3) se define como la distribución de planos ortogonal a
las rectas generadas por el vector de Poisson en cada punto,

x 7→ Dx := 〈ψ(x)〉⊥ ⊂ R3. (5)

Esta distribución de planos es integrable, pues la identidad de Jacobi (4) se
reconoce como la condición de integrabilidad de Frobenius [15],

dαψ ∧ αψ = 0,

donde αψ = ψ1dx1 +ψ2dx2 +ψ3dx3 es la correspondiente 1−forma de Poisson. Las
superficies integrales S de D son simplemente las hojas simplécticas del corchete
de Poisson degenerado (3). Cada sistema dinámico en R3 el cual es relativo al
corchete (3), deja invariante la distribución de planos D y su restricción a cada
superficie simpléctica S da lugar a un sistema Hamiltoniano con un grado de libertad.
Por lo tanto, podemos pensar en un sistema dinámico en R3 como una “familia
uno-paramétrica” de sistemas Hamiltonianos 1−dimensionales en espacios fase con
diferente estructura topológica. En general, podemos tener algún tipo de bifurcación:
El retrato fase de un sistema Hamiltoniano 1−dimensional vaŕıa dependiendo en la
hoja donde se encuentre.

En este trabajo, en el contexto de la geometŕıa de Poisson y dinámica Hamilto-
niana en R3, estamos interesados en los siguientes problemas.



Introducción 3

(I) La Existencia de Funciones de Casimir Globales y Factores Integrantes. Para
un corchete de Poisson dado (3), asociado a un vector de Poisson ψ, una
función de Casimir K se define por la condición ψ × ∇K = 0 y ésta da
lugar a una integral primera común para todos los sistemas Hamiltonianos.
Como el subconjunto regular N reg es invariante con respecto a la dinámica
Hamiltoniana, es natural buscar una función de Casimir no trivial K que
esté bien definida en todo el dominio N reg. La existencia de tal función
de Casimir global no está garantizada. Como es conocido [11],[15],[33], los
correspondientes contraejemplos son dados por algunos corchetes de Poisson
lineales.

Un enfoque algebraico para encontrar funciones de Casimir cuando se tienen
corchetes de Poisson homogéneos fué propuesto en [27],[28],[35]. En este tra-
bajo reformulamos algunas condiciones para la existencia de funciones de
Casimir global las cuales se basan en la noción de factores integrantes de
Poisson [12],[15],[28]. Un factor integrante (global) del corchete Poisson (3),
es una función m ∈ C∞(R3), no nula, tal que la 1−forma de Poisson 1

mαψ
es cerrada en N reg. Si tal m existe, entonces por la propiedad de invarianza
conforme, la cuestión sobre la existencia de una función de Casimir global se
reduce a la condición de la trivialidad de la clase de cohomoloǵıa de de Rham
de la 1−forma 1

mαψ (por ejemplo, esta condición se satisface si el dominio N reg

es simplemente conexo). Por lo tanto, el siguiente punto es estudiar la exis-
tencia de un factor integrante global de Poisson m. Esta cuestión no es trivial
y nos lleva al estudio de las clases caracteŕısticas de la foliación simpléctica
en N reg. Mostramos que las correspondientes condiciones necesarias y sufi-
cientes para la existencia de m están relacionadas con el hecho de que la clase
de cohomoloǵıa de de Rham foliada [8],[11],[38] de una 1−forma ηψ asociada
al corchete de Poisson se anula. Estos resultados se ilustran mediante algunos
ejemplos.

(II) Automorfismos Infinitesimales de Poisson y Sistemas Localmente Hamiltoni-
anos. Un campo vectorial en R3 se dice ser un automorfismo infinitesimal
de Poisson si su flujo preserva el corchete de Poisson. El espacio de tales
campos vectoriales forman un álgebra de Lie, la cual contiene el álgebra de
campos vectoriales Hamiltonianos. El espacio cociente formado por los auto-
morfismos infinitesimales de Poisson y los campos vectoriales Hamiltonianos
genera la primera cohomoloǵıa de Poisson [11],[38], siendo ésta una carac-
teŕıstica importante del corchete de Poisson. Aún en el caso 3 dimensional,
el cálculo de la cohomoloǵıa de Poisson no es un problema estudiado a fondo
[11],[38]. Utilizando las ventajas del cálculo vectorial en R3, derivamos algu-
nas propiedades especiales del álgebra de Lie de automorfismos infinitesimales
de Poisson del corchete de Poisson (3) y su subálgebra de campos localmente
Hamiltonianos, la cual juega un papel importante en el contexto del problema
de Hamiltonización.

(III) El Problema de Hamiltonización Global. Empezando con un sistema 3−dimensional

ẋ = V (x), x ∈ R3, (6)



4 Introducción

asociado a un campo vectorial V cuyo conjunto regular Reg(V ) es denso en R3,
buscamos una estructura Hamiltoniana, esto es, un par (ψ, F ) que consiste
de un vector de Poisson ψ y una función suave F definidos, al menos, en
un subconjunto abierto denso N en el conjunto regular Reg(V ), y tal que V
es Hamiltoniano relativo al corchete de Poisson correspondiente {, }ψ y a la
función F ,

V = VF = ψ ×∇F.

Es claro que en este caso, el Hamiltoniano F es una integral primera de V y la
distribución caracteŕıstica de planos Dψ es invariante bajo el flujo de V . Lo-
calmente, por el teorema de rectificación, en un entorno de cada punto regular
en Reg(V ), siempre existe una estructura Hamiltoniana (en ocasiones este he-
cho se conoce como el teorema de Lie-Koenings). Pero, la formulación de un
criterio universal para la existencia de una estructura Hamiltoniana global es
una tarea complicada. Para algunas clases particulares de sistemas dinámicos
en R3 (la mayoŕıa cuadráticas), este problema ha sido estudiado en varios
art́ıculos (por ejemplo, [1],[3],[6],[13],[14],[15],[16],[17],[21]). Una estrategia
general es estudiar el problema de Hamiltonización en dos pasos (indepen-
dientes): Primero, buscamos una integral primera y después, una foliación
orientable invariante. Formulamos la siguiente versión del criterio de Hoj-
man [3],[15],[21]: Si el sistema (6) admite una integral primera no trivial F y
una distribución invariante de planos D que son compatibles en el sentido de
que dF 6= 0 sobre D, entonces V admite una estructura Hamiltoniana global
(ψ, F ). Si, además, el corchete de Poisson definido por el vector de Poisson ψ
admite una función de Casimir global K, entonces el sistema (6) es integrable,
es decir, tiene dos integrales primeras F y K.

(IV) La Clasificación de Corchetes de Poisson Afines. La clasificación de corchetes
de Poisson lineales en R3 se deriva, usualmente, de la clasificación de Bianchi
de álgebras de Lie 3−dimensionales [9],[33],[34]. En este trabajo, presentamos
una clasificación de corchetes de Poisson afines 3−dimensionales y estudiamos
la geometŕıa de la foliación simpléctica correspondiente, además de la existen-
cia de funciones globales de Casimir. En particular, obtenemos el siguiente
resultado: cada corchete de Poisson af́ın en R3 admite un factor integrante
global.

El texto está organizado como se descrie a continuación. En el Caṕıtulo 1, se
introduce el concepto general del corchete de Poisson y sistemas Hamiltonianos en
espacios fase de dimensión arbitraria e introducimos nociones principales, además
de formular hechos básicos. Después, en el Caṕıtulo 2, estudiamos la geometŕıa de
Poisson y sistemas Hamiltonianos en R3. En la Sección 2.1, analizamos a detalle la
ecuación de integrabilidad (4) y formulamos criterios necesarios y suficientes para
la existencia de factores integrantes de Poisson, globales (Teorema (2.6)). Estos
resultados son aplicados en el caso importante de corchetes de Poisson homogéneos
en R3. En la Sección 2.2, discutimos una relación entre el Teorema de Frobenius
y foliaciones simplécticas de corchetes de Poisson en R3. Concretamente, en esta
sección se introducen nociones importantes, prećısamente, la de primera y segunda
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clase caracteŕıstica de foliaciones simplécticas como foliaciones de clases de coho-
moloǵıa de de Rham. Mostramos que la existencia de un factor integrante global
es equivalente a que la primera clase caracteŕıstica de la 1−forma ηψ se anule (Teo-
rema (2.18)). La segunda clase caracteŕıstica se define como la clase de cohomoloǵıa
foliada de de Rham de la 2−forma Ωψ en N reg la cual induce la forma simpléctica
en cada hoja. La restricción de Ωψ a cada superficie simpléctica S coincide con la
forma de área σS multiplicada por el factor 1

‖ψ‖ (Teorema (2.20)). En las Secciones
2.3 y 2.4, describimos las funciones de Poisson y algunas propiedades del álgebra de
Lie Poiss(R3;ψ) de automorfismos infinitesimales de Poisson del corchete de Poisson
(3) (Teorema (2.29)). Más aún, formulamos algunos criterios importantes para cam-
pos localmente Hamiltonianos relativos al corchete de Poisson (3)(Teorema (2.32) y
Proposición (2.33)). En la Sección 2.5 abordamos el problema de Hamiltonización
para sistemas dinámicos en R3. Aqúı, el criterio principal se basa en la noción de
campos vectoriales compatibles, el cual nos permite construir estructuras Hamiltoni-
anas mediante foliaciones orientables invariantes (Teorema (2.36)). Combinando este
criterio con resultados sobre la existencia de factores integrantes globales, derivamos
algunas condiciones que establecen la integrabilidad de un sistema dinámico dado
(Teorema (2.39)). Estos resultados se ilustran con algunos ejemplos de sistemas
homogéneos. En el Caṕıtulo 3 estudiamos la geometŕıa y la dinámica Hamiltoniana
en espacios de Poisson afines. En la Sección 3.1 describimos algunas propiedades
del conjunto de todos los corchetes de Poisson afines en R3. En la Sección 3.2 for-
mulamos resultados sobre la clasificación de corchetes de Poisson afines (Teorema
(3.4)). En la sección 3.3, presentamos un estudio detallado sobre la existencia de
funciones de Casimir para corchetes de Poisson afines (Teorema (3.10)). Finalmente,
en la sección 3.4, se presentan resultados sobre sistemas localmente Hamiltonianos
relativos a corchetes de Poisson afines (Proposición (3.11) y Teorema (3.13)).
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Caṕıtulo 1

Concepto General del Formalismo

Hamiltoniano

1.1 Definiciones algebraica y geométrica de corchetes
de Poisson en Rn.

Empezamos dando una definición meramente algebraica de la noción de corchete
de Poisson, para ello, consideremos el espacio Rm = {x = (x1, . . . , xm)} y el espa-
cio vectorial de funciones diferenciables en Rm con valores en R, C∞(Rm). Luego
tenemos la siguiente

Definición 1.1 Sean f, g ∈ C∞(Rm). El corchete de Poisson es una función
R−bilineal

{, } : C∞(Rm)× C∞(Rm)→ C∞(Rm)
f, g 7→ {f, g},

tal que

1. Es antisimétrica, {f, g} = −{g, f}.

2. Satisface la identidad de Jacobi

S
(f,g,h)

{f, {g, h}} = 0,

es decir, (C∞(Rm), {, }) es un álgebra de Lie. Aqúı el śımbolo S denota la
suma ćıclica.

3. Satisface la regla de Leibniz

{f, gh} = g{f, h}+ h{f, g}.

El par (Rm, {, }) se conoce como variedad de Poisson, y a (C∞(Rm), {, }) junto
con la propiedad 3 se le conoce como álgebra de Poisson.

A continuación procedemos a establecer una correspondencia entre campos vec-
toriales y funciones diferenciables mediante el uso de el corchete de Poisson. Para
ello tenemos la siguiente

7



8 Concepto General del Formalismo Hamiltoniano

Proposición 1.1 Para cada función f ∈ C∞(Rm) existe un único campo vectorial
X(Rm) 3 V = Vf tal que

LVf (g) = {f, g}, (1.1)

para toda g ∈ C∞(Rm).

Demostración. De la regla de Leibniz tenemos que D(·) = {f, ·}, D : C∞(Rm) →
C∞(Rm) es una derivación. Luego, existe un campo vectorial V ∈ X(Rm) tal que

D = LV =

m∑
i=1

vi(x)
∂

∂xi
,

donde vi(x) = D(xi).

Estos campos vectoriales son de gran importancia y se conocen con cierto nombre,
lo cual enunciamos como sigue en forma de

Definición 1.2 El campo vectorial Vf definido por (1.1) se llama campo vectorial
Hamiltoniano de la función f .

Notemos que la aplicación

C∞(Rm) 3 f 7→ Vf ∈ X(Rm),

es lineal, esto es,

Vc1f1+c2f2 = c1Vf1 + c2Vf2 ,

donde c1, c2 ∈ R y f1, f2 ∈ C∞(Rm). Esto es consecuencia de la linealidad del
corchete de Poisson. De aqúı tenemos entonces que el conjunto

Ham(Rm, {, }) def
= {Vf | f ∈ C∞(Rm)},

tiene estructura de espacio vectorial. Aún más, este conjunto tiene estructura de
álgebra de Lie. Para justificar esta afirmación, nos basamos en el siguiente resultado

Proposición 1.2 Sean f1, f2 ∈ C∞(Rm). Entonces

[Vf1 , Vf2 ] = V{f1,f2}.

Demostración. Para probar este resultado procedemos como sigue. Primero, por
propiedades de la derivada de Lie, se tiene

L[Vf1 ,Vf2 ](g) = [LVf1 , LVf2 ](g) = LVf1 (LVf2 (g))− LVf2 (LVf1 (g)) =

= {f1, {f2, g}} − {f2, {f1, g}}.

Por otro lado,

LV{f1,f2}g = {{f1, f2}, g},
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y por la identidad de Jacobi, el resultado es válido.

De aqúı tenemos que, en efecto, el conjunto Ham(Rm) tiene estructura de álgebra
de Lie.

Tensor de Poisson.

Continuamos con otro concepto cuyo papel es fundamental para nuestros propósitos.
Consideremos de nuevo el espacio Rm. Para un corchete de Poisson dado {, }, defin-
imos un 2−tensor Π por medio de la siguiente regla

Πij = {xi, xj} = −{xj , xi}, (1.2)

es decir, Π es antisimétrico,
Π

T
(x) = −Π(x). (1.3)

Lema 1.3 La identidad de Jacobi para el corchete de Poisson {, } es equivalente a
la siguiente ecuación para Π:

m∑
s=1

S
(i,j,k)

Πis(x)
∂

∂xs
Πjk(x) = 0, (1.4)

donde i, j, k = 1, 2, . . . ,m.

Demostración. Para justificar esta afirmación procedemos como sigue. Considere-
mos las funciones coordenadas xi, xj , xk, luego

{xi, {xj , xk}} = {xi,Πjk(x)} = Lvxi (Πjk).

Por otra parte, sabemos también que

Lvxi =
m∑
s=1

Πis
∂

∂xs
,

de esta manera

{xi, {xj , xk}} =
∑

Πis
∂

∂xs
Πjk,

por lo que concluimos
S

(i,j,k)
{xi, {xj , xk}} = 0.

Un 2−tensor antisimétrico Π(x) en Rm que satisface (1.4) se llama tensor de
Poisson.

El rango del corchete {, } en el punto x se define como el rango del tensor Π
en tal punto x, denotado rank Π(x). Sea Ux una vecindad de x. Luego, x es un
punto regular si rank Π(y) = const, para toda y ∈ Ux; por otro lado, x es un punto
singular si rankΠ 6= const en cada vecindad de x, esto es, existe y ∈ Ux tal que

rankΠ(x) 6= rankΠ(y).
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Además, el corchete {, } se llama regular si cada punto x ∈ Ux es regular, y se llama
singular si existe un punto x ∈ Ux tal que x es singular.

A continuación presentamos un resultado muy útil cuando se realizan cálculos,
el cual relaciona campos Hamiltonianos, corchetes de Poisson y el tensor de Poisson.

Lema 1.4 Para cualesquiera f, g ∈ C∞(Rm) se tiene

Vf = −
m∑

i,j=1

Πij(x)
∂f

∂xj
ei = −Π(x)∇f(x),

{f, g} =

m∑
i,j=1

Πij(x)
∂f

∂xi

∂g

∂xj
= 〈∇f,Π(x)∇g〉.

Demostración. Consideremos f = xi, luego

Vxi =
∑

vj(x)ej ,

donde
vj(x) = Lvxi (xj) = {xi, xj} = Πij(x).

Ahora, sea f una función arbitraria. Aśı

Vf =
∑

vi(x)ei,

donde
vi(x) = LVf (xi) = {f, xi} = −{xi, f} = −Lvxi (f)

= −
∑m

i,j=1 Πij(x) ∂f∂xj .

Para la segunda parte, calculamos la derivada de Lie de la función g a lo largo del
campo Vf . De esta manera

LVf (g) = 〈−Π(x)∇f,∇g〉
= 〈∇f,−ΠT (x)∇g〉
= 〈∇f,Π(x)∇g〉,

de donde concluimos {f, g} = 〈∇f,Π(x)∇g〉.

Ejemplo 1.1 Consideremos el espacio R2 = {x = (x1, x2)}. Para funciones f, g ∈
C∞(R2) su corchete de Poisson está dado por

{f, g} = m(x)
( ∂f
∂x1

∂g

∂x2
− ∂g

∂x1

∂f

∂x2

)
,

donde m ∈ C∞(R2) es una función arbitraria. Como sabemos, el tensor de Poisson
es antisimétrico, de esta manera

Π(x) = m(x)J,

donde

J =

(
0 −1
1 0

)
.
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Continuamos ahora con otro concepto asociado al corchete de Poisson. Para ello,
consideremos la variedad de Poisson (Rm, {, }) y sean x ∈ Rm y N ⊆ Rm. Luego,
tenemos la siguiente

Definición 1.3 La distribución caracteŕıstica de N 3 x 7→ Dx ∈ Rm de {, } es una
distribución suave definida por

Px := Im(Π(x)).

Notemos que Px = Span{XF (x) F ∈ C∞(Rm)}. Además, es claro que

dimPx = rankΠ(x).

Decimos que Px es regular si cada x ∈ N es regular, es decir, dimPx = rankΠ(x) =
const en N . En caso contrario, decimos que Px es singular.

Procedemos a introducir otro concepto importante para nuestros propósitos.

Una función K ∈ C∞(Rm) se llama función de Casimir si

{K,F} = 0,

para toda F ∈ C∞(Rm).

Observemos que esta definición es equivalente a decir que el campo Hamiltoniano
asociado a la función K es VK = 0 pues {K,F} = LVK (F ). Aún más, también es
equivalente a decir que ∇K ∈ KerΠ(x), pues VK = −Π(x)∇K(x).

Procedemos ahora a estudiar otra clase de campos vectoriales, la cual juega un
papel fundamental en el estudio de sistemas dinámicos.

Definición 1.4 Sea Z ∈ X(Rm) y φt su flujo. Decimos que Z es un campo vectorial
de Poisson (o automorfismo de Poisson infinitesimal) si su flujo preserva el corchete
de Poisson, es decir,

{F ◦ φt, G ◦ φt} = {F,G} ◦ φt, (1.5)

para cualesquiera F,G ∈ C∞(Rm) y para todo t ∈ R.

En la práctica, no siempre resulta útil utilizar esta definición para verificar si
un campo es de Poisson, pues en muchas ocasiones el cálculo del flujo de un campo
vectorial no es una tarea sencilla. Por esta razón, es más fácil trabajar con una car-
acterización de estos campos, la cual relaciona los conceptos de corchete de Poisson
y derivada de Lie, y que presentamos a continuación.

Lema 1.5 Un campo vectorial Z ∈ X(Rm) es un automorfismo infinitesimal de
Poisson si y sólo si

{LZ(F ), G}+ {F,LZ(G)} − LZ({F,G}) = 0. (1.6)
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Demostración. Recordemos que si Z ∈ X(Rm) y φt es su flujo se tiene que

d

dt
(F ◦ φt) = (LZF ) ◦ φt,

para toda F ∈ C∞(Rm). Ahora para verificar este resultado simplemente calculamos
la derivada en t = 0 en ambos lados de la ecuación (1.5). Por un lado

d

dt
({F ◦ φt, G ◦ φt})

∣∣
t=0

= ({(LZ) ◦ φt, G ◦ φt}+ {F ◦ φt, LZ(G ◦ φt)})
∣∣
t=0

,

de donde concluimos

d

dt
({F ◦ φt, G ◦ φt})

∣∣
t=0

= {LZ(F ), G}+ {F,LZ(G)}.

Por otro lado
d

dt
({F,G} ◦ φt)

∣∣
t=0

= ((LZ({F,G})) ◦ φt)
∣∣
t=0

,

aśı
d

dt
({F,G} ◦ φt)

∣∣
t=0

= (LZ({F,G}).

Por lo tanto
{LZ(F ), G}+ {F,LZ(G)} − LZ({F,G}) = 0,

En ocasiones es conveniente tener fórmulas en coordenadas para poder realizar
cálculos de una manera más práctica. A continuación presentamos una fórmula
equivalente al resultado anterior.

Lema 1.6 La ecuación (1.6) es equivalente a∑
s

(
Πjs

∂Zi
∂xs
−Πis

∂Zj
∂xs
− Zs

∂Πij

∂xs

)
= 0, (1.7)

donde Π es el tensor de Poisson.

Demostración. Sean

Z =

n∑
s=1

Zs(x)
∂

∂xs
, F = xi, G = xj .

Luego, tenemos que
L∑n

s=1 Zs
∂
∂xs

xi = Zi,

y
L∑n

s=1 Zs
∂
∂xs

xj = Zj .

Además, puesto que

{xi, xj} = (Πij(x)), {f, g} = 〈∇f,Π∇g〉,
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se tiene
{Zi, xj} = 〈∇Zi,Π∇xj〉 = 〈∇Zi,Πej〉

= 〈−Π∇Zi, ej〉 =
∑

s Πjs
∂Zi
∂xs

.

Finalmente, al sustituir tanto Z,F y G en la ecuación (1.6) obtenemos (1.7)

Consideremos el conjunto de todos los campos vectoriales de Poisson, esto es,

Poiss(Rm) = {Z ∈ X(Rm) | Z es de Poisson}.

Este conjunto tiene propiedades interesantes y guarda una relación especial con el
conjunto de todos los campos Hamiltonianos, es decir, el conjunto Ham(Rm), como
se establece en el resultado siguiente

Proposición 1.7 El par (Poiss(Rm), [, ]) es un álgebra de Lie. Además, se cumplen
las siguientes propiedades

1. Ham(Rm) ⊆ Poiss(Rm) y

2. [Z,XF ] = XLZF para todo Z ∈ Poiss(Rm) y F ∈ C∞(Rm),

esto es, el conjunto Ham(Rm) es un ideal del conjunto Poiss(Rm).

Demostración. Para verificar que el conjunto Poiss(Rm) tiene estructura de álgebra
de Lie, sólo basta con checar si el corchete de dos campos de Poisson, es de nuevo
un campo de Poisson. En efecto, sean Z1, Z2 ∈ Poiss(Rm), por demostrar que
[Z1, Z2] ∈ Poiss(Rm), es decir, el campo [Z1, Z2] satisface

{L[Z1,Z2](F ), G}+ {F,L[Z1,Z2](G)} = L[Z1,Z2]({F,G}).

Procedemos a calcular el lado derecho de la expresión anterior. Dado que Z1, Z2 ∈
Poiss(Rm) tenemos

L[Z1,Z2]({F,G}) = [LZ1 , LZ2 ]({F,G})
= LZ1(LZ2({F,G}))− LZ2(LZ1({F,G}))
= {LZ1(LZ2F ), G}+ {LZ2F,LZ1G}+ {LZ1F,LZ2G}+ {F,LZ1LZ2G}
−{LZ2LZ1F,G} − {LZ1F,LZ2G} − {LZ2F,LZ1G} − {F,LZ2LZ1G}

= {[LZ1 , LZ2 ]F,G}+ {F, [LZ1 , LZ2 ]G}
= {L[Z1,Z2]F,G}+ {F,L[Z1,Z2]G}.

De esto se concluye que

L[Z1,Z2]({F,G}) = {L[Z1,Z2](F ), G}+ {F,L[Z1,Z2](G)},

es decir, [Z1, Z2] ∈ Poiss(Rm). Procedemos ahora a verificar la segunda parte de
este resultado. Para ello, sea Z = XH ∈ Ham(Rm), para alguna H ∈ C∞(Rm). Por
demostrar que XH satisface (1.6). Primero, notemos que

{LXHF,G} = {{H,F}, G},
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luego
{F,LXHG} = {F, {H,G}},

y además,
LXH ({F,G}) = {H, {F,G}}.

Ahora, utilizando la propiedad de antisimetŕıa del corchete de Poisson, obtenemos

{LXHF,G}+{F,LXHG}−LXH ({F,G}) = {{H,F}, G}+{{G,H}, F}+{{F,G}, H},

para finalmente concluir, por la idenditad de Jacobi, que

{LXHF,G}+ {F,LXHG} − LXH ({F,G}) = 0,

como queŕıamos. Procedemos a probar la última parte. Por demostrar que [Z,XF ] =
XLZF . Esto es equivalente a

L[Z,XF ] = LXLZF .

Por un lado, si G ∈ C∞(Rm) tenemos

L[Z,XF ]G = [LZ , XF ]G = LZ(XFG)−XF (LZG) =

= LZ({F,G})− {F,LZG},

además
LXLZFG = {LZF,G}.

Finalmente, como Z ∈ Poiss(Rm), se cumple

{LZF,G} = LZ({F,G})− {F,LZG},

y, por lo tanto,
[Z,XF ] = XLZF .

Sistemas Hamiltonianos.

Procedemos ahora a estudiar un tipo especial de sistemas, llamados sistemas Hamil-
tonianos. Dichos sistemas aparecen en el contexto de la f́ısica matemática, ya que
modelan algunos fenómenos que surgen en la naturaleza.

Sea (Rm, {, }). Un sistema Hamiltoniano es un sistema de la forma

ẋ = VH(x), x ∈ Rm, (1.8)

donde

VH(x) =

m∑
i=1

vi(x)
∂

∂xi
,

vi(x) = {H,xi},

es un campo Hamiltoniano con respecto al corchete de Poisson {, } y una función
H ∈ C∞(Rm).
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De la misma definición, notemos que estos sistemas también se pueden represen-
tar como

ẋi = {H,xi},
donde i = 1, 2, . . . ,m. Aún más, podemos también hacer uso del tensor de Poisson
para obtener otra forma equivalente de estos sistemas:

ẋ = −Π(x)∇H.

Consideremos el sistema Hamiltoniano (1.8). A continuación presentamos algu-
nas propiedades interesantes de este tipo de sistemas. Para ello tenemos el siguiente
resultado.

Proposición 1.8 1. Sea F ∈ C∞(Rm). La función F es una integral primera
de (1.8) si y sólo si

{H,F} = 0.

Además, el Hamiltoniano H es siempre una integral primera (ley de conser-
vación).

2. El par (AH(Rm), {, }) donde

AH(Rm) = {F ∈ C∞(Rm) | {H,F} = 0},

esto es, el conjunto de todas las integrales primeras de VH , tiene estructura de
álgebra de Lie. Este conjunto se conoce como álgebra de simetŕıas del campo
vectorial VH .

Demostración. Para verificar la primera parte, recordemos que una función F ∈
C∞(Rm) es integral primera del campo vectorial VH si su derivada de Lie a lo largo
de este campo se anula, esto es,

LVHF = 0.

Dado que
LVHF = {H,F},

se tiene que
{H,F} = 0,

como queŕıamos. Ahora, como el corchete de Poisson es antisimétrico, tenemos que

{H,H} = 0,

esto es, la función H es integral primera del campo vectorial VH .

Procedemos ahora con la segunda parte de la demostración. Sean F1, F2 ∈
AH(Rm). Vamos a probar que {F1, F2} ∈ AH(Rm). De la identidad de Jacobi, se
tiene

{H, {F1, F2}} = −{F1, {F2, H}} − {F2, {H,F1}} = 0,

luego {F1, F2} ∈ AH(Rm).

Sean N ⊆ Rm un conjunto abierto y {, } corchete de Poisson en Rm. Luego
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Proposición 1.9 Si el corchete de Poisson es no−degenerado en N , esto es

det Π(x) 6= 0,

para toda x ∈ N , entonces m = 2n para algún n ∈ Z y existe una 2−forma ω en N
que satisface las siguientes

1. ω es no−degenerada en N .

2. ω es cerrada, dω = 0 en N .

3. ω(VF1 , VF2) = {F1, F2} para cualesquiera F1, F2 ∈ C∞(Rm).

Demostración. Por hipótesis, el tensor de Poisson es no−degenerado; además es
antisimétrico, tenemos que

det Π = det Π
T

= (−1)m det Π.

De esta manera,
det Π = (−1)m det Π,

y esta igualdad sólo es válida cuando m = 2n para algún entero n ∈ Z. Definimos
ω por

ω(VF1 , VF2) = {F1, F2},

para cualesquiera F1, F2 ∈ C∞(Rm). Ahora, sean f, g, h ∈ C∞(N), aśı,

(dω)(Vf , Vg, Vh) = S
(f,g,h)

(
LVfω(Vg, Vh)− ω([Vf , Vg], Vh)

)
= S

(f,g,h)

(
{f, {g, h}}

)
− S

(f,g,h)

(
{{f, g}, h}

)
= 0,

de donde concluimos
dω = 0,

esto es, ω es cerrada.

Recordemos que k−forma α es no−degenerada si la igualdad

ivα = 0

implica que v = 0.

Por otro lado,

(ivα)(u1, . . . , uk−1)
def
= α(v, u1, . . . , uk−1),

de esta manera
(iVF1ω)(VF2) = ω(VF1 , VF2) = {F1, F2}.

Por lo tanto,
iVfω = 0

en N si y sólo si {f, g} = 0 para toda g, esto es Vf = 0. Pero

0 = Vf = −Π(x)∇f,
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y como Π es no−degenerado concluimos que f es constante. De esta manera ω es
no degenerada.

Si una forma diferencial ω satisface

1. ω es no−degenerada en N .

2. ω es cerrada, dω = 0 en N .

se llama forma simpléctica.

Consideremos el espacio R2n. Sea Π(x) =
(
Πij(x)

)
no degenerado, esto es

det Π(x) 6= 0.

Luego, sea

ω =
1

2

2n∑
i=1

ωij(x)dxi ∧ dxj ,

y definimos

Ω(x)
def
=
(
ωij(x)

)
.

Notemos que la matriz Ω es antisimétrica, esto es

Ω(x) = −Ω
T
(x).

En el resultado siguiente presentamos una relación muy interesante entre la matriz
Ω y el tensor de Poisson Π.

Lema 1.10 La matriz Ω(x) satisface

Ω(x) = −Π−1(x).

Demostración. Sea {e1, . . . , e2n} la base usual de R2n. Observemos que ieidxj = δij .
De esta manera, ωij = ω(ei, ej), y además Vxi =

∑2n
i=1 Πis(x)es, con i = 1, 2, . . . , 2n.

Aśı
ω(Vxi , Vxj ) =

∑2n
s,k=1 Πisω(es, ek)Πjk

= −
∑2n

s,k=1 Πisω(es, ek)Πkj

= −
∑2n

s,k=1 Πisωs,kΠkj .

Por otro lado, Πij(x) = ω(Vxi , Vxj ), por lo que Π = −ΠΩΠ, o equivalentemente,
I = −ΩΠ. Finalmente, Ω = −Π−1.

En el caso cuando Π(x) = const, tenemos∑
s

S
(i,j,k)

Πis
∂

∂xs
Πjk = 0.

Aśı, Π define un corchete de Poisson.
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Caṕıtulo 2

Geometŕıa de Poisson y Sistemas

Hamiltonianos en R3

2.1 Vectores de Poisson y la ecuación de integrabilidad.

Aqúı presentamos propiedades generales de los corchetes de Poisson en R3. Durante
la sección utilizaremos los isomorfismos

X(U) 3 w 7→ αw ∈ Λ1(U),
X(U) 3 w 7→ Ωw ∈ Λ2(U),

y algunas identidades del cálculo vectorial introducidas en el apéndice.

Consideremos el espacio (R3, {, }) donde {, } es el corchete de Poisson, esto es,
para funciones f, g ∈ C∞(R3)

{f, g} = 〈∇f,Π(x)∇g〉.

Aqúı, Π(x) es el tensor de Poisson, es decir, Π(x) es antisimétrico,

Π(x) = −Π
T
(x).

Recordemos que, una matriz antisimétrica A, A = −AT , se puede escribir como

A = Λ ◦ ψ,

donde Λ ◦ ψ es la matriz de producto cruz en R3, esto es, si a ∈ R3

(Λ ◦ ψ)a = ψ × a.

Si tenemos en cuenta estas consideraciones, entonces tenemos que el tensor de Pois-
son Π(x) en R3 se puede expresar como

Π(x) = −Λ ◦ ψ(x),

donde ψ(x) = (ψ1(x), ψ2(x), ψ3(x)) es una función vectorial suave en R3. Luego
tenemos el siguiente resultado

Proposición 2.1 La identidad de Jacobi para el tensor de Poisson Π(x) es equiv-
alente a la ecuación para ψ

〈ψ(x), rotψ(x)〉 = 0, (2.1)

19
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o, de manera más precisa,

ψ1

(∂ψ3

∂x2
− ∂ψ2

∂x3

)
+ ψ2

(∂ψ1

∂x3
− ∂ψ3

∂x1

)
+ ψ3

(∂ψ2

∂x1
− ∂ψ1

∂x2

)
= 0 (2.2)

Demostración. Sean f, g ∈ C∞(R3). Notemos que

{f, g} = −〈∇f, ψ ×∇g〉 = −〈∇f × ψ,∇g〉 = 〈ψ,∇f ×∇g〉,

de esta manera
{f, g} = 〈ψ,∇f ×∇g〉.

Ahora, sea x = (x1, x2, x3); aśı,

{x1, x2} = 〈ψ, e1 × e2〉 = 〈ψ, e3〉 = ψ3(x).

Análogamente
{x2, x3} = ψ1(x),
{x3, x1} = ψ2(x).

Luego, por la identidad de Jacobi, tenemos

{x2, {x3, x1}} = {x2, ψ2(x)}
= {x2, x1}∂ψ2

∂x1
+ {x2, x3}∂ψ2

∂x3

= −ψ3
∂ψ2

∂x1
+ ψ1

∂ψ2

∂x3
.

De manera similar, obtenemos

{x3, {x1, x2}} = {x3, ψ3(x)} = ψ2
∂ψ3

∂x1
− ψ1

∂ψ3

∂x2
,

y

{x1, {x2, x3}} = {x1, ψ1(x)} = ψ3
∂ψ1

∂x2
− ψ2

∂ψ1

∂x3
.

Por lo tanto

{x2, {x3, x1}}+ {x3, {x1, x2}}+ {x1, {x2, x3}} = 0

si y sólo si

−ψ3
∂ψ2

∂x1
+ ψ1

∂ψ2

∂x3
+ ψ2

∂ψ3

∂x1
− ψ1

∂ψ3

∂x2
+ ψ3

∂ψ1

∂x2
− ψ2

∂ψ1

∂x3
= 0,

es decir, si la ecuación (2.2) se satisface.

A continuación presentamos una consecuencia inmediata a este resultado

Corolario 2.2 La identidad de Jacobi para el tensor de Poisson Π es equivalente a
la ecuación

dαψ ∧ αψ = 0, (2.3)

donde
αψ = ψ1dx1 + ψ2dx2 + ψ3dx3,

es la 1−forma asociada al vector ψ
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Demostración. Sea w = (w1, w2, w3). Luego, podemos asociar a este campo la
2−forma

ωw = w1dx2 ∧ dx3 + w2dx3 ∧ dx1 + w3dx1 ∧ x2,

y la 1−forma
αw = w1dx1 + w2dx2 + w3dx3.

Además
dαw = ωrotw,

por lo que

αw ∧ dαw = αw ∧ ωrotw = 〈w, rotw〉dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = 0,

lo cual, es válido, si y sólo si
〈w, rotw〉 = 0.

A la ecuación (2.3) se le conoce como ecuación de integrabilidad.

Una función vectorial ψ (1−forma αψ) en R3 que satisface (2.1) ( o (2.3)) se
llama vector de Poisson (1−forma de Poisson) y define un corchete de Poisson en
R3:

{F,G}ψ = 〈ψ,∇F ×∇G〉, (2.4)

ó, en coordenadas,

{x1, x2}ψ = ψ3(x), {x2, x3}ψ = ψ1(x), {x3, x1}ψ = ψ2(x). (2.5)

El campo vectorial Hamiltoniano de F ∈ C∞(R3) relativo a (2.5) se representa como

VF = ψ ×∇F.

Las funciones de Casimir correspondientes quedan determinadas por la ecuación
ψ ×∇K = 0 o equivalentemente

αψ ∧ dK = 0. (2.6)

La ecuación (2.1) (o (2.3)) representa la identidad de Jacobi para el corchete
de Poisson {, }ψ y se llama ecuación de integrabilidad. (Una motivación para este
nombre proviene del teorema de Frobenius, véase la sección siguiente). La siguiente
observación hace posible una representación alternativa de la ecuación de integra-
bilidad.

Proposición 2.3 Sea ψ : R3 → R3 una función vectorial suave y

N reg = {x ∈ R3 | ψ(x) 6= 0} (2.7)

el conjunto de puntos regulares. La ecuación de integrabilidad para la 1−forma αψ
en N reg

dαψ ∧ αψ = 0 (2.8)
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es equivalente a la siguiente ecuación

dαψ = ηψ ∧ αψ, (2.9)

donde la 1−forma ηψ en N reg está dada por

ηψ =
1

‖ψ‖2
〈ψ × rotψ,dx〉. (2.10)

Demostración. La implicación (2.9)⇒ (2.8) es evidente, dαψ∧αψ = ηψ∧αψ∧αψ = 0.
Para el rećıproco, supongamos que αψ satisface (2.8). Consideremos la función
vectorial

ϕ
def
=

1

‖ψ‖2
ψ × rotψ,

luego, tenemos

ϕ× ψ = − 1
‖ψ‖2ψ × (ψ × rotψ)

= rotψ − 1
‖ψ‖2 〈ψ, rotψ〉ψ,

de esta manera

rotψ = ϕ× ψ.

Utilizando esta propiedad, y el hecho de que ηψ = αϕ, obtenemos

ηψ ∧ αψ = αϕ ∧ αψ = Ωϕ×ψ = Ωrotψ = dαψ.

Corolario 2.4 La diferencial de la 1−forma ηψ satisface

dηψ = −div

(
ψ

‖ψ‖2

)
ηψ ∧ αψ − ζ ∧ αψ,

donde ζ es una 1−forma en N reg.

En la siguiente proposición, destacamos algunas propiedades de simetŕıa de la
escuación de integrabilidad.

Proposición 2.5 Sea ψ un vector de Poisson. Entonces, para cualquier función
suave g ∈ C∞(R3) y cualquier operador lineal invertible L : R3 → R3, las siguientes
funciones vectoriales

ψ̃ = gψ, (2.11)

ψ̃ =
1

detL
L

T
ψ(Lx), (2.12)

son también vectores de Poisson.
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Demostración. Tenemos que verificar que ψ̃ satisface la ecuación de integrabilidad.
Primero

〈ψ̃, rotψ̃〉 = 〈gψ, rot(gψ)〉 = 〈gψ,∇g × ψ + grotψ〉

= g〈ψ,∇g × ψ〉+ g2〈ψ, rotψ〉 = 0.

Sea φ(x) = Lx. Luego, recordemos que si L es una matriz invertible, se tiene la
relación

L(Λ ◦ a)L
T

= Λ ◦ ((detL)L−
T
)a

con a ∈ R3. De esta manera

LΠ(x)L−
T

= (detL)L−
T
ψ(x),

esto es
ψ̃(Lx) = (detL)L−

T
ψ(x),

de donde concluimos (2.12).

La invarianza de la ecuación de integrabilidad con respecto a la transformación
(2.11) es una caracteŕıstica especial de los corchetes de Poisson tres dimensionales
la cual se llama invarianza conforme.

Es importante notar que una combinación lineal de dos vectores de Poisson no
es un vector de Poisson en general, debido a la no linealidad de la ecuación de
integrabilidad. Dos vectores se dicen ser compatibles si existe una función g tal que
ψ + gψ̃ es de nuevo un vector de Poisson. Es fácil verificar que la condición de
compatibilidad es

g(αψ ∧ dαψ̃ + αψ̃ ∧ dαψ) = dg ∧ αψ ∧ αψ̃. (2.13)

Factores Integrantes. Una clase importante de corchetes de Poisson en R3

está dada por los vectores de Poisson que satisfacen la condicion

rotψ = 0, (2.14)

la cual significa que la correspondiente 1−forma αψ es cerrada,

dαψ = 0. (2.15)

Este último hecho es consecuencia de la identidad dαψ = Ωrotψ. Si la condición
(2.15) se cumple en todo el espacio R3, entonces αψ = dK para alguna primitiva,
suave, K : R3 → R. Por otro lado, para K arbitraria, el gradiente ψ = ∇K es un
vector de Poisson y el correspondiente corchete de Poisson

{F,G}∇K = 〈∇K,∇F ×∇G〉

se conoce como corchete de cuerpo ŕıgido. Resulta claro que K es una función
de Casimir de este corchete. Un ejemplo clásico es el corchete de Poisson ćıclico
asociado al álgebra de Lie so(3)

{x1, x2} = x3, {x2, x3} = x1, {x3, x1} = x2, (2.16)
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el cual corresponde a K = ‖x‖2
2 .

De manera más general, de las relaciones (2.13) y (2.15) concluimos que para
dadas algunas funciones K, K̃ ∈ C∞(R3), la fórmula

ψ = ∇K + h(K, K̃)∇K̃

define un corchete de Poisson para una función arbitraria suave h : R2 → R.

La siguiente observación importante se sigue de la proposición (2.5) y establece
que para una función arbitraria m ∈ C∞(R3), la función vectorial

ψ = m∇K (2.17)

es un vector de Poisson. La 1−forma correspondiente es

αψ = mdK, (2.18)

la cual no necesariamente es cerrada. Localmente, en un entorno de un punto
regular, cada solución ψ de la ecuación de integrabilidad (2.1) es de la forma (2.17).
Geométricamente, esto es precisamente el teorema de Frobenius (Local)(Véase la
siguiente sección).

De esta manera, es posible formular el siguiente criterio global.

Si para una función vectorial dada ψ, existe una función m ∈ C∞(R3) tal que
m 6= 0 y

d

(
1

m
αψ

)
= 0 en R3, (2.19)

entonces ψ es un vector de Poisson de la forma (2.17) con K ∈ C∞(R3) dada por

K(x) =

∫ 1

0

1

m(tx)
〈x, ψ(tx)〉dt. (2.20)

En términos vectoriales, la ecuación (2.19) es equivalente a

rot

(
1

m
ψ

)
= 0, (2.21)

o lo que es lo mismo
∇m× rotψ = 0,

la cual se puede tratar como una ecuación para m. De forma aún más general, si
la condición (2.19) se satisface en un dominio abierto simplemente conexo N ⊂ R3,
entonces una función de Casimir en N está dada por

K(x) =

∫
γx

1

m
αψ.

Definición 2.1 Si un vector de Poisson ψ satisface la condición (2.19) en un do-
minio abierto N en R3 para cierta m ∈ C∞(N), entonces m se dice ser un factor
integrate de ψ.
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Por lo tanto, para un vector de Poisson no nulo ψ, la existencia de un factor
integrante definido en todo R3 implica que el corchete de Poisson {, }ψ admite una
función de Casimir global no trivial K ∈ C∞(R3) dada por (2.20). Por el contrario,
si K ∈ C∞(R3) es una función de Casimir y Reg(K) = {x ∈ R3 | ∇K(x) 6= 0} 6= ∅,
entonces es posible garantizar la existencia de un factor integrante en el conjunto
abierto N reg ∩ Reg(K).

El problema de encontrar factores integrantes no es trivial y juega un papel
muy importante en la teoŕıa de integrabilidad de sistemas dinámicos de dimensión
tres. En general, globalmente, la interpretación (2.17) no siempre es cierta. Algunas
obstrucciones globales a la existencia de factores integrantes se relacionan con el
hecho de que la clase de cohomoloǵıa de la 1−forma ηψ en (2.10) se anula.

Teorema 2.6 Existe un factor integrante m ∈ C∞(N reg) de un vector de Poisson
ψ si y sólo si la 1−forma asociada ηψ (2.10) admite una representación

ηψ = df + cαψ, (2.22)

para algunas f, c ∈ C∞(N reg).

Para verificar este resultado, necesitamos la siguiente propiedad fundamental.

Lema 2.7 Sea ψ un vector de Poisson y ηψ la 1−forma asociada (2.10). Entonces,
para cada g ∈ C∞(N reg), con g 6= 0, bajo la transformación conforme ψ 7→ gψ,
tenemos la siguiente regla de transición

ηgψ = ηψ +
dg

g
+ hαψ, (2.23)

donde

h = −〈∇g, ψ〉
g‖ψ‖2

.

Demostración. Procedemos mediante cálculo directo

ηgψ = 1
‖gψ‖2 〈(gψ)× rot(gψ), dx〉

= 1
g‖ψ‖2 〈ψ × (∇g × ψ) + gψ × rotψ,dx〉

= 1
g‖ψ‖2 〈‖ψ‖

2∇g − 〈ψ,∇g〉ψ,dx〉+ ηψ

= dg
g −

〈ψ,∇g〉
g‖ψ‖2 αψ + ηψ

Corolario 2.8 En el caso cuando ψ = m∇K, tenemos

ηm∇K =
dm

m
− 〈∇m,∇K〉

m‖∇K‖2
dK (2.24)
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Demostración. (Del teorema (2.6)). Supongamos que existe un factor integrante m
y de esta manera la 1−forma 1

mαψ es cerrada. Aśı, por (2.9) tenemos

η ψ
m
∧ αψ = 0.

Como αψ 6= 0, de la última igualdad concluimos η ψ
m

= c̃αψ para una cierta c̃ ∈
C∞(R3). Al sustituir esta última en (2.23) y al tomar g = 1

m , obtenemos

ηψ = d(lnm) + (c̃− h)αψ.

Por el contrario, supongamos que se cumple (2.22). Entonces, utilizando (2.9),
derivamos

d(e−fαψ) = −e−fdf ∧ αψ + e−fdαψ

= −e−fdf ∧ αψ + e−fηψ ∧ αψ
= −e−fdf ∧ αψ + e−fdf ∧ αψ + e−fcαψ ∧ αψ = 0.

Por lo tanto, m = e−f es un factor integrante de ψ.

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es el siguiente

Corolario 2.9 Existe un factor integrante, para αψ, m = e−f śı y sólo si

dαψ = df ∧ αψ. (2.25)

Demostración. Para verificar la parte de necesidad, simplemente calculamos

ηψ ∧ αψ = df ∧ αψ,

pero ηψ ∧ αψ = dαψ. Ahora, para verificar la parte de suficiencia, calculamos

d(e−fαψ) = −e−fdf ∧ αψ + e−fdαψ = −e−fdf ∧ α+−e−fdf ∧ αψ = 0.

Proposición 2.10 La condición (2.22) es invariante bajo la transformación con-
forme.

Demostración. Supongamos que se cumple (2.22) para cierto vector de Poisson
ψ. Entonces, para una función arbitraria no nula g ∈ C∞(R3), es posible mostrar
utilizando (2.23), que la 1−forma ηψ̃ asociada al vector de Poisson ψ̃ = gψ admite
la misma representación

ηψ̃ = df̃ + c̃αψ̃,

donde
f̃ = f + d(ln g), c̃ = h+ c.
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Como mostramos en la sección siguiente, la condición (2.22) es equivalente a que una
clase de cohomoloǵıa asociada a la distribución caracteŕıstica de planos del tensor
de Poisson ψ se anule.

Campos Vectoriales Compatibles. Otra mecanismo importante para la con-
strucción de vectores de Poisson está dado por la siguiente observación.

Proposición 2.11 Sean W1 y W2 dos campos vectoriales en R3 compatibles en el
siguiente sentido

[W1,W2] = c1W1 + c2W2,

para algunas c1, c2 ∈ C∞(R3). Entonces, la función vectorial

ψ = W1 ×W2 (2.26)

es un vector de Poisson.

Demostración. El hecho de que ψ satisface la ecuación de integrabilidad (2.1) se
sigue de la identidad

rot(W1 ×W2) = div(W2)W1 − div(W1)W2 − [W1,W2].

Es importante notar que la 1−forma de Poisson αψ asociada a (2.26) se puede
expresar en términos de la 3−forma de volumen Υ = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 en R3 como
sigue

αψ = iW2iW1Υ.

Ejemplo 2.1 Sean M1 y M2 dos matrices de 3 × 3 que conmutan. Entonces, al
tomar

W1 = 〈M1x,
∂

∂x
〉, W2 = 〈M2x,

∂

∂x
〉,

obtenemos

[W1,W2] = 〈[M1,M2]x,
∂

∂x
〉 = 0,

de esta manera
ψ = M1x×M2x

es un vector de Poisson.

Aún más, el criterio en la proposición (2.11) se puede aplicar a la siguiente clase
importante de campos vectoriales

El caso Homogéneo. Una función f ∈ C∞(R3) se dice ser homogénea de orden
k si f(λx) = λkf(x), para cada λ > 0 y x ∈ R3. El teorema de Euler precisa el
siguiente criterio: una función f ∈ C∞(R3) es homogénea de orden k si y sólo si

LEf = kf,
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donde

E = x1
∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
,

es llamado el campo vectorial de Euler. Un campo vectorial V se dice ser homogéneo
de orden k, si sus coeficientes fon funciones homogéneas de orden k.

Lema 2.12 El campo vectorial V es homogéneo de orden k si y sólo si

[V,E] = −(k − 1)V.

Demostración. Primero, tenemos la descomposición

V =
∑

Vi
∂

∂xi
,

E =
∑

xj
∂

∂xj
,

de esta manera
[V,E] = − (LEVi)

∂
∂xi

+
∑
Vj

∂
∂xj

=

= −(kVi)
∂
∂xj

+
∑
Vj

∂
∂xj

=

= −kV + V = −(k − 1)V.

Por lo tanto, es posible aplicar la proposición (2.11) a este caso, tomando W1 = V
y W2 = E.

Decimos que un corchete de Poisson {f, g}ψ en R3 es homogéneo de orden k si
su correspondiente vector de Poisson ψ es un vector homogéneo de orden k. Como
consecuencia de la proposición (2.11), tenemos el siguiente hecho importante:

Proposición 2.13 Cada campo vectorial homogéneo de orden k induce el siguiente
vector de Poisson homogéneo de orden k + 1:

ψ(x) = V (x)× x. (2.27)

Notemos que el campo vectorial de Euler E = 1
2∇‖x‖

2 es precisamente el vector
de Poisson del corchete ćıclico (2.16). Por lo tanto, para cualquier función m ∈
C∞(R3), ψ = mE es también un vector de Poisson. Ahora, analicemos la 1−forma
de Poisson αψ y la 1−forma ηψ (2.10) asociadas a (2.27). Primero, notemos que es
posible asociar a cada campo vectorial de orden k, el siguiente campo vectorial

V 0 def
= V − divV

2 + k
E. (2.28)

Es claro que V 0 es también homogéneo de orden k. Más aún, div(V 0) = 0. Esta
propiedad se sigue de la identidad div(fE) = (2 + k)f , para cualquier función f
homogénea de orden k.
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Por lo tanto, el vector de Poisson (2.27) se puede reescribir como ψ = V 0 × x y
tenemos

αψ = 〈V 0 × x, dx〉.

El conjunto regular es

N reg = {x ∈ R3 | V 0 × x 6= 0}.

Ahora, calculamos

rotψ = rot(V 0 × E) = div(E)V 0 − div(V 0)E − [V 0, E]

= (2 + k)V 0,

aśı
ηψ = 2+k

(‖V 0‖2‖x‖2−〈V 0,x〉2)
(‖V 0‖2〈x,dx〉 − 〈V 0, x〉〈V 0,dx〉)

= 2+k
2‖V 0×x‖2

[
d(‖V 0 × x‖2) + 〈x× (x× V 0),dV 0〉

]
.

De esta manera, si existen h, c ∈ C∞(N reg) tales que

〈(∂V 0

∂x

)T

(x× (x× V 0)),dx
〉

=
2‖V 0 × x‖2

2 + k

(
∇h+ cV 0 × x,dx

)
, (2.29)

o equivalentemente(
∂V 0

∂x

)T

(x× (x× V 0)) =
2‖V 0 × x‖2

2 + k

(
∇h+ cV 0 × x

)
, (2.30)

entonces el vector de Poisson ψ = V 0 × x admite un factor integrante en N reg de la
forma

m = ‖V 0 × x‖2+k. (2.31)

Si la 1−forma cerrada

1

m
αψ =

1

‖V 0 × x‖2+k
〈V 0 × x,dx〉 (2.32)

es exacta en N reg, entonces el vector de Poisson es de la forma (2.17). En particular,
esto es verdadero en el caso cuando N reg es simplemente conexo.

Ejemplo 2.2 Consideremos el caso cuando V es un campo vectorial constante.
Luego, este campo induce el corchete de Poisson ψ = V × x cuyo conjunto regu-
lar es N reg = R3\{recta}, y la 1−forma asociada ηψ es de la forma

ηψ = d(ln(‖V × x‖2)),

la cual es exacta en N reg. De esta manera, el corchete de Poisson admite un factor
integrante de la forma

m = ‖V × x‖2.
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Ejemplo 2.3 Sea A ∈ gl(3) una matriz constante y consideremos el campo vectorial
lineal V (x) = Ax. Luego, éste induce un corchete de Poisson cuadrático ψ(x) =
Ax × x, cuyo conjunto regular es N reg = R3\{3 rectas}. Notemos que tales rectas
que no están en el dominio, son aquellas generadas por los vectores propios de la
matriz A. Ahora, una función g = e−f , se dice ser un factor integrante para ψ si
satisface

rot(e−fψ) = 0.

Al desarrollar el lado izquierdo en la ecuación anterior obtenemos

rot(e−fψ) = −e−f∇f × ψ + e−f rotψ,

de esta manera, g es un factor integrante si f satisface

−∇f × ψ + rotψ = 0.

Pero
−∇f × ψ = −∇f × (Ax× x) = −〈∇f, x〉Ax+ 〈∇f,Ax〉x.

Por otro lado
rotψ = 3Ax− traza(A)x.

Por lo tanto, la función g = e−f es un factor integrante para ψ si la función f
satisface el siguiente sistema

〈∇f, x〉 = 3, 〈∇f,Ax〉 = traza(A)

Una manera altarnativa para construir factores integrantes en el caso homogéneo
está dado por las siguientes observaciones. Para ello, reformulamos el lema (2.12)
para 1−formas, como sigue,

Lema 2.14 Una 1−forma β ∈ Λ1(R3) en R3 es homogénea de orden k si y sólo si

LEβ = (k + 1)β.

Demostración. Primero, tenemos la descomposición β =
∑

i βi(x)dxi. De esta
manera

LEβ =
∑

i LEβidxi

= (
∑

i LEβi) dxi +
∑

i βiLEdxi

=
∑

i kβidxi +
∑

i βidxi

=
∑

i(k + 1)βidxi = (k + 1)β.

Sea αψ una 1−forma de Poisson cuadrática homogénea polinomial. Definimos

ω
def
= dαψ,

una 2−forma con coeficientes lineales, y

P
def
= iEαψ,

una función cúbica. Luego, tenemos la siguiente
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Proposición 2.15 Sea αψ una 1−forma de Poisson. Entonces

• Si P no es idénticamente cero, entonces m = 1
P es un factor integrante para

la 1−forma αψ en el dominio R3\{P (x) = 0}.

• Si P ≡ 0, entonces cualquier polinomio cúbico homogéneo Q que satisface

dQ ∧ dαψ = 0, (2.33)

define un factor integrante m = 1
Q en el dominio R3\{Q(x) = 0} para la

1−forma αψ.

Demostración. Primero, como αψ es una 1−forma de Poisson se tiene que

αψ ∧ dαψ = 0,

luego, aplicando producto interior en la igualdad anterior obtenemos

(iEαψ)dαψ − αψ ∧ iEdαψ = 0,

o equivalentemente
Pdαψ + iEdαψ ∧ αψ = 0. (2.34)

Por otro lado, de la fórmula de Cartan LE = iE ◦ d + d ◦ iE , y el hecho de que la 1−
forma de Poisson αψ es cuadrática homogénea, obtenemos

(iEdαψ) ∧ αψ + dP ∧ αψ = 0,

aśı
(iEdαψ) ∧ αψ = −dP ∧ αψ. (2.35)

Al introducir (2.35) en (2.34) obtenemos

Pdαψ − dP ∧ αψ = 0,

esto es d
(

1
P αψ

)
= 0.

Para la segunda parte, si P ≡ 0, de la condición (2.33) y el hecho de que αψ es
una 1−forma de Poisson, obtenemos

3[Qdαψ − dQαψ] = 0,

esto es d
(

1
Qαψ

)
= 0.

Observaciones 2.1 Si existe un polinomio cúbico homogéneo Q tal que

dQ ∧ dαψ = 0,

entonces se puede probar que la 1−forma cerrada 1
Qαψ es exacta en cada componente

conexa del dominio
N = {x ∈ R3 | Q(x) 6= 0}.

(ver [27]).
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Ejemplo 2.4 Consideremos el campo vectorial lineal V = (0, x3,−x2). Luego,
éste define un vector de Poisson cuadrático ψ(x) = (x2

2 + x2
3,−x1x2,−x1x3), cuya

1−forma asociada αψ es

αψ = (x2
2 + x2

3)dx1 − (x1x2)dx2 − (x1x3)dx3,

además
dαψ = −3x2dx1 ∧ dx2 − 3x3dx1 ∧ dx3

= −3
2dx1 ∧ d(x2

2 + x2
3),

y el conjunto regular N reg = {x2
2 + x2

3 6= 0}. En este caso P = 0. Aśı, las funciones
cúbicas

Q(x) = x3
1,

ó

Q(x) = (x2
2 + x2

3)x1,

definen factores integrantes para αψ en el conjunto N reg\{plano x1 = 0}.

2.2 Teorema de Frobenius y Foliación Simpléctica

En esta sección estudiamos la relación existente entre el teorema de Frobenius y
foliaciones simplécticas y corchetes de Poisson en R3.

Teorema de Frobenius. La geometŕıa de Poisson en R3 se basa en el teorema
de Frobenius el cual establece la condición de integrabilidad para distribuciones de
planos. En esta sección, presentamos una demostración de este teorema.

Recordemos que una distribución (suave) en un dominio abierto N ⊂ R3 es una
asignación D de un subespacio Dx ∈ R3 a cada x ∈ N tal que para cada p ∈ N
existen campos vectoriales W1, . . . ,Wk definidos en un entorno abierto de p ∈ N
tales que Dx = Span{W1(x), . . . ,Wk(x)} en cada x. Una distribución es regular si
x 7→ dimDx es constante. En el caso cuando dimDx = 2, tenemos una distribución
de planos cuyo complemento ortogonal 〈Dx〉⊥ en R3 es una recta. La distribución
de planos D se dice ser orientable si la recta 〈Dx〉⊥ es trivial, esto es, 〈D〉⊥ está
generada por un campo vectorial en N no nulo.

Sea ψ : R3 → R3 una función vectorial suave. Denotemos por N reg ≡ Reg(ψ) =
{x ∈ R3 | ψ(x) 6= 0} el subconjunto regular y consideremos la distribución orientada
de planos

Reg(ψ) 3 x 7→ Dψx
def
= 〈ψ(x)〉⊥ ⊂ R3.

En términos de la 1−forma αψ, la distribución de planos se representa mediante las
ecuaciones de Pfaffian:

Dψx = {u ∈ R3 | αψ(u) = 0}.

A continuación tenemos la siguiente versión del teorema de Frobenius (local).

Teorema 2.16 Los siguientes enunciados son equivalentes:



2.2 Teorema de Frobenius y Foliación Simpléctica 33

(a) Para cada punto p ∈ N reg, existen un entorno abierto U en N reg y campos
vectoriales linealmente independientes W1,W2 ∈ X(U) tales que

[W1,W2] = c1W1 + c2W2, (2.36)

para algunas c1, c2 ∈ C∞(U), y

Dψx = Span{W1(x),W2(x)}, ∀x ∈ U. (2.37)

(b) Para cada punto p ∈ N reg, existen un entorno abierto U , campos vectoriales
W1,W2 ∈ X(U) y una función K ∈ C∞(U) tales que

∇K(x) 6= 0 ∀x ∈ U, (2.38)

la distribución caracteŕıstica Dψ está generada por W1,W2 (condición (2.37)) y
K es una integral primera común de W1 y W2,

〈W1,∇K〉 = 〈W2,∇K〉 = 0. (2.39)

(c) La 1−forma αψ satisface la condición de integrabilidad en N reg:

dαψ ∧ αψ = 0. (2.40)

Demostración. (a) ⇒ (b) Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los
campos vectoriales W1,W2 conmutan, [W1,W2] = 0. Luego existen entornos V de 0
y U de p tales que la aplicación φ : V → U

φ(x1, x2, x3) = Flx1W1
◦ Flx2W2

(p+ x3W1(p)×W2(p))

es un difeomorfismo. Es posible verificar que éste es un difeomorfismo de rectifi-
cación,

φ∗W1 = e1, y φ∗W2 = e2.

De esta manera K = x3 ◦ φ es una integral primera común para W1 y W2.

(b) ⇒ (c) De la condición (2.37), se tiene que αψ = mdK, aśı la ecuación (2.8)
se cumple.

(c) ⇒ (a) Si se cumple (2.40), entonces tenemos el corchete de Poisson {, }ψ.
Luego para campos Hamiltonianos se tiene la siguiente

[VF1 , VF2 ] = V{F1,F2}ψ .

Consideremos los campos vectoriales Hamiltonianos Vxi = ψ(x)× ei asociados a las
funciones coordenadas x1, x2 y x3

Vx1 =

 0
ψ3

−ψ2

 , Vx2 =

−ψ3

0
ψ1

 , Vx3 =

 ψ2

−ψ1

0

 .

De esta forma, obtenemos

Dψx = Span{Vxi(x), i = 1, 2, 3}.
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Como ψ(p) 6= 0, al menos una de las componentes ψ1(p), ψ2(p) o ψ3(p) no es cero,
digamos ψ3(p) 6= 0. Entonces, existe un entorno U de p tal que ψ3(x) 6= 0 para
toda x ∈ U . Esto significa que los campos vectoriales Vx1 y Vx2 son linealmente
independientes en U . Más aún, Vx1 y Vx2 son compatibles,

[Vx1 , Vx2 ] = c1Vx1 + c2Vx2 ,

donde

c1 =
∂ψ3

∂x1
− ψ1

ψ3
, c2 =

∂ψ3

∂x2
− ψ2

ψ3
.

Por lo tanto, al tomar W1 = Vx1 y W2 = Vx2 se satisfacen (2.36) y (2.37).

Corolario 2.17 Si ψ es un vector de Poisson en R3, entonces para cada punto
regular p ∈ N reg, existe un entorno abierto U 3 p tal que

ψ = m∇K, en U (2.41)

para alguna m,K ∈ C∞(U).

Demostración. Por el teorema de Frobenius, en un entorno abierto U de p, exis-
ten campos vectoriales W1,W2 ∈ X(U) que satisfacen (2.36),(2.37) y que admiten
una integral primera común K. De esta forma, se sigue que ψ = λ1W1 × W2 y
λ2∇K = W1 ×W2 para algunas funciones no nulas λ1, λ2 en U . Luego, al tomar
m = λ1

λ2
se cumple (2.41).

Si las condiciones (2.36) y (2.37) se cumplen, entonces la distribución de planos
Dψ se dice ser involutiva. Una distribución de planos D en N se llama (comple-
tamente) integrable si para cada punto p ∈ N existe una superficie integral (local)
Sp en N que contiene a p, Dx = TxSp para toda x ∈ Sp. La hipótesis en el caso
(b) del teorema (2.16) establece que la distribución de planos Dψ es integrable y
que una superficie integral que contiene a p se define como el conjunto de nivel
Sp = {x ∈ U | K(x) = K(p)} de la integral primera común K en (2.39). Por lo
tanto, el teorema de Frobenius establece que la involutividad es equivalente a la
integrabilidad.

Ahora, una variedad maximal integral de una distribución integrable de planos D
en N es una superficie integral conexa la cual contiene cada superficie integral conexa
que tiene un punto en común con ella. El teorema de Froenius global establece que
existe una superficie integral maximal de D en cada punto de N , aśı N es la unión
disjunta de superficies integrales maximales la cual forma una foliación regular. En
general, una superficie integral maximal de S de D es una superficie parametrizada
(inmersa) en R3. Pero si S es cerrada en R3, entonces es una superficie regular
(encajada).

Clase cD de primera caracteŕıstica. Sea ψ un vector de Poisson en R3 y αψ la
correspondiente 1−forma de Poisson. Como consecuencia del teorema de Frobenius,
es posible asociar a ψ la distribución de planos integral orientable D = Dψ y la
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correspondiente foliación regular S en N reg dada por superficies parametrizadas. Sea
Λk(N reg) el espacio de las k−formas en N reg y denotemos por Ik(S)(k = 0, 1, 2, 3)
al conjunto de las k−formas que se anulan sobre la foliación,

Ik(S)
def
= {β ∈ Λk(N reg) | β(u1, . . . , uk) = 0,∀u1, . . . , uk ∈ Dψx , x ∈ N reg}.

Es claro que Ik(S) es un subespacio de Λk(N reg) e I0(S) = Λ0(N reg) = C∞(N reg).
Más aún, tenemos

I1(S) = {fαψ | f ∈ C∞(N reg)},

I2(S) = {β ∧ αψ | β ∈ Λ1(N reg)},

I3(S) = Λ3(N reg).

De esta manera, debido a la ecuación de integrabilidad (2.40), se sigue que la difer-
encial exterior d : Λk(N reg)→ Λk+1(N reg) preserva los subespacios Ik(S),

β ∈ Ik(S)⇒ dβ ∈ Ik+1(S).

Sea Λk(S) = Λk(Nreg)
Ik(S)

el espacio cociente y q : Λk(N reg) → Ik(S) la proyección

natural. Aśı, la diferencial exterior d induce un operador diferencial, el cual es un
morfismo entre espacios vectoriales, dS : Λk(S)→ Λk+1(S) definido por dS(q(θ)) =
q(dθ). Es fácil verificar que dS es un operador diferencial, dS ◦ dS = 0, y la cor-
respondiente cohomoloǵıa, llamada la cohomoloǵıa de de Rham foliada, se denota
por

Hk(S) =
Ker dS
Im dS

.

Una k−forma θ en N reg se dice dS−cerrada si dS(q(θ)) = 0, esto es, la restricción
de θ a cada hoja de la foliación S es cerrada. Más aún, una k−forma θ en N reg es
llamada dS−exacta si q(θ) = dS(q(β)) para cierta (k − 1)−forma β en N reg. Esto
implica que θ se restringe a una forma cerrada en cada hoja de S. Por ejemplo,
una 1−forma θ ∈ Λ1(N reg) es dS−exacta si y sólo si θ = df + cαψ, para algunas
f, c ∈ C∞(N reg).

Luego, tenemos el siguiente

Teorema 2.18 Sea ψ un vector de Poisson en R3. Entonces, las siguientes afirma-
ciones se cumplen:

(a) la 1−forma asociada ηψ (2.10) es dS−cerrada;

(b) la clase de cohomoloǵıa de de Rham de q(ηψ) depende solamente de la dis-
tribución integrable de planos D = Dψ.

(c) Existe un factor integrante m ∈ C∞(N reg) para ψ si y sólo si ηψ es dS−exacta.

Demostración. El hecho de que ηψ es dS−cerrada se sigue de la representación local
(2.41) y la fórmula (2.24). Los enunciados en los casos (a), (b) son precisamente el
contexto de los teoremas (2.6) y (2.16).
Con estos resultados es posible definir la siguiente noción.
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Definición 2.2 Sean D una distribución orientable e integrable de planos en un
dominio abierto N ⊆ R3 y S la foliación correspondiente. La clase de primera
caracteŕıstica de D (de S) se denota por c1D = c1S y se define como la clase de
cohomoloǵıa de de Rham foliada del elemento q(ηψ) asociado al vector de Poisson
ψ que genera a la distribución D,

c1D
def
= [q(ηψ)] ∈ H1(S).

Por lo tanto, la no trivialidad de c1D es una obstrucción para la existencia de un
factor integrante en N reg para un vector de Poisson dado ψ.

Corolario 2.19 Si c1D = 0 y N es simplemente conexo, entonces un tensor de
Poisson ψ que genera a la distribución D es de la forma

ψ = m∇K, en N.

Hojas simplécticas. Procedemos ahora, al estudio de foliaciones. Para ello,
formulamos el siguiente resultado importante

Teorema 2.20 Sean ψ un vector de Poisson y N reg ⊆ R3 el conjunto regular. Cada
superficie integral maximal S de la distribución caracteŕıstica Dψ en N reg está dotada
con la forma simpléctica

ωS =
1

‖ψ‖
σS (2.42)

donde

σS =
1

‖ψ‖
(ψ1dx2 ∧ dx3 + ψ2dx3 ∧ dx1 + ψ3dx1 ∧ dx2)

∣∣
S

(2.43)

es la forma de área en S asociada a la orientación dada por el campo vectorial
normal ψ

‖ψ‖ . Más aún, para cada F ∈ C∞(R3), el campo vectorial Hamiltoniano
VF = ψ×∇F es tangente a S y su restricción a S es el campo vectorial Hamiltoniano
relativo a ωS y f = F |S,

vf = VF
∣∣
S

(2.44)

ivfωS = −df. (2.45)

Demostración. Es claro que la dos forma ωS es no degenerada y como S es de
dimensión dos, también es cerrada. De esta manera, tenemos que probar (2.45).
Consideremos la siguiente dos forma en R3

Ωψ = ψ1dx2 ∧ dx3 + ψ2dx3 ∧ dx1 + ψ3dx1 ∧ dx2. (2.46)

Aśı, ωS se puede representar como

ωS =

(
1

‖ψ‖2
Ωψ

) ∣∣
S
. (2.47)
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Al utilizar la igualdad

ψ × VF = ψ × (ψ ×∇F )

= −‖ψ‖2∇F + 〈ψ,∇F 〉ψ,

y algunas identidades introducidas en el apéndice, calculamos

iVFΩψ = αψ×VF

= −‖ψ‖2α∇F + 〈ψ,∇F 〉αψ
= −‖ψ‖2dF + 〈ψ,∇F 〉αψ,

aśı, la igualdad (2.45) es consecuencia del cálculo anterior y el hecho de que αψ se
anula en el vector tangente a S

Corolario 2.21 La forma simpléctica (2.42) está definida de manera única por la
condición de compatibilidad con corchete de Poisson

{F1, F2}ψ
∣∣
S

= ωS(vf1 , vf2),

para cualesquiera F1, F2 ∈ C∞(R3).

También es importante notar que la forma simpléctica ωS coincide con la forma
de área σS en una hoja simpléctica módulo una constante multiplicativa si y sólo si
el vector de Poisson satisface la relación

ψ ×
(
∂ψ

∂x

)T

ψ = 0,

donde
(
∂ψ
∂x

)
ij

=
(
∂ψi
∂xj

)
es la matriz de Jacobi. Esta condición significa que ‖ψ‖2 es

una función de Casimir.

El par (S, ωS) se conoce como hoja simpléctica del vector de Poisson ψ (el
corchete de Poisson {F1, F2}ψ). Como la distribución caracteŕıstica de un vector
de Poisson dado ψ está generada por el álgebra de campos vectoriales Hamiltoni-
anos,

Dψ = Span{VF | F ∈ C∞(R3)},

las hojas simplécticas se pueden caracterizar de la siguiente manera. Introducimos
una relación de equivalencia en R3, diciendo que dos puntos x y y son equivalentes,
x ∼ y, si se pueden conectar mediante una curva suave por pedazos la cual consiste de
trayectorias de campos vectoriales Hamiltonianos (locales), x = FltkVFk

◦ . . .◦Flt1VF1
(y).

Entonces, la hoja simpléctica Sx que pasa por x ∈ N reg es precisamente la clase de
equivalencia de x, Sx = [x]. Como mencionamos antes, Sx es una superficie regular
si Sx es un subconjunto cerrado en R3. De acuerdo con esta definición, cada punto
singular p, ψ(p) = 0 es una hoja simpléctica de dimensión cero. Por lo tanto, R3

es una unión de hojas simplécticas 0−dimensionales y 2−dimensionales las cuales
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definen una foliación simpléctica (singular). Una caracteŕıstica importante de dicha
foliación es que el espacio de hojas está definido como el espacio topológico cociente
R3/ ∼.

En el caso cuando un vector de Poisson es de la forma ψ = m∇K el conjunto
regulat es

N reg = {m(x) 6= 0} ∩ {∇K(x) 6= 0}.

La hoja simpléctica Sp que pasa por p ∈ N reg se define como una componente conexa
del conjunto de nivel regular de la función de Casimir,

Sp = {m(x) 6= 0} ∩ {K(x) = K(p)}.

Si un vector de Poisson no admite una función de Casimir global pero la distribución
caracteŕıstica Dψ en N reg está generada por campos vectoriales completos W1,W2,
entonces es posible dar una parametrización de la hoja simpléctica Sp que pasa por
p mediante la aplicación

(τ1, τ2) 7→ FLτ1W1
◦ FLτ2W2

(p)

Notemos que la 2−forma 1
‖ψ‖2 Ωψ en (2.47) satisface las siguientes identidades

Υ =
1

‖ψ‖2
Ωψ ∧ αψ,

d

(
1

‖ψ‖2
Ωψ

)
= div

(
ψ

‖ψ‖2

)
Υ,

por lo tanto, es dS−cerrada. Más aún, esta forma es cerrada en N reg śı y sólo si

div

(
ψ

‖ψ‖2

)
= 0.

De esta manera, hemos establecido las condiciones para la siguiente

Definición 2.3 La segunda clase caracteŕıstica de la distribución caracteŕıstica D
(ó, la foliación simpléctica S) se denota por c2D = c2S y se define como la clase de

cohomoloǵıa de de Rham foliada del elemento q
(

1
‖ψ‖2 Ωψ

)
,

c2D :=

[
q

(
1

‖ψ‖2
Ωψ

)]
∈ H2(S).

Si la segunda clase caracteŕıstica se anula c2D = 0, entonces existen 1−formas γ y ζ
en N reg tales que

1

‖ψ‖2
Ωψ = dγ + ζ ∧ αψ.

En particular, esto significa que para cada hoja simpléctica S, la forma simpléctica
ωS es exacta.
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2.3 Funciones de Poisson y Equivalencia

Para cualquier matriz de 3× 3 L utilizaremos la siguiente notación

detL · L−T
=

(L33L22 − L32L23) (L31L23 − L33L21) (L32L21 − L31L22)
(L32L13 − L33L12) (L33L11 − L31L13) (L31L12 − L32L11)
(L23L12 − L22L13) (L21L13 − L23L11) (L22L11 − L21L12)


Proposición 2.22 Sean ψ y ψ̃ dos vectores de Poisson definidos en dos dominios
abiertos N y Ñ en R3. Sean {, }ψ y {, }ψ̃ los corchetes de Poisson asociados a ψ y

ψ̃ respectivamente. Entonces, una aplicación suave f : N → Ñ es un morfismo de
Poisson,

{F ◦ f , G ◦ f}ψ = {F,G}ψ̃ ◦ f ,

si y sólo si los vectores de Poisson están relacionados por la igualdad

ψ̃(f(x)) = det

(
∂f(x)

∂x

)(
∂f(x)

∂x

)−T

ψ(x), (2.48)

donde
(
∂f(x)
∂x

)
=
(
∂fi(x)
∂xj

)
es la matriz de Jacobi.

Demostración. Sean

Π(x) = −Λ ◦ ψ(x), y Π̃(x) = −Λ ◦ ψ̃ (2.49)

los tensores de Poisson asociados a los corchetes de Poisson {, }ψ y {, }ψ̃ respectiva-
mente. Aśı, la condición para que una aplicación suave sea un morfismo de Poisson
es

Π̃(f(x)) =

(
∂f(x)

∂x

)
·Π(x) ·

(
∂f(x)

∂x

)T

. (2.50)

Al introducir las representaciones (2.49) en esta igualdad, y utilizando la identidad

L · (Λ ◦ a) · LT
= Λ ◦ ((detL)L−

T
a),

derivamos la condición (2.48)

Corolario 2.23 Un difeomorfismo f : N → Ñ es un isomorfismo de Poisson entre
los corchetes de Poisson {, }ψ y {, }ψ̃ si y sólo si se satisface (2.48). La transfor-
mación inversa está dada por

ψ(x) =
1

det
(
∂f(x)
∂x

) (∂f(x)

∂x

)T

ψ̃(f(x)). (2.51)
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En términos de 1−formas de Poisson, la condición (2.51) es equivalente a

αψ =
1

det
(
∂f(x)
∂x

) f∗αψ̃. (2.52)

Como consecuencia, también obtenemos el siguiente criterio para que un difeo-
morfismo f : R3 → R3 sea un automorfismo de un corchete de Poisson {, }ψ:

ψ(x) =
1

det
(
∂f(x)
∂x

) (∂f(x)

∂x

)T

ψ(f(x)). (2.53)

Todos los automorfismos de Poisson forman un grupo el cual se denota por
Aut(R3, ψ). Por ejemplo, es posible deducir de (2.53) que el grupo de automorfis-
mode lineales del corchete ćıclico (2.16) es precisamente el grupo ortogonal O(3).

2.4 Automorfismos infinitesimales de Poisson

Sea {, }ψ el corchete de Poisson definido por el vector de Poisson ψ. Entonces, es
posible asociar a ψ las siguientes dos álgebras de Lie de campos vectoriales

• el álgebra de Lie de campos vectoriales Hamiltonianos Ham(R3, ψ),

• el álgebra de Lie de automorfismos infinitesimales de Poisson Poiss(R3, ψ).

Luego, tenemos la inclusión

Ham(R3, ψ) ⊆ Poiss(R3, ψ),

y para cualquier Z ∈ Poiss(R3, ψ) y F ∈ C∞(R3), de la identidad

[Z, VF ] = V〈Z,∇F 〉

obtenemos que Ham(R3, ψ) es un ideal de Poiss(R3, ψ). Notemos que el flujo (local)
de cada campo vectorial Z ∈ Poiss(R3, ψ) es un automorfismo del corchete de Poisson
{, }ψ.

El espacio cociente

H1
ψ(R3) =

Poiss(R3, ψ)

Ham(R3, ψ)

tiene estructura de álgebra de Lie y se llama la primera cohomoloǵıa de Poisson del
corchete de Poisson {, }ψ(citar bibliograf́ıa).

La siguiente proposición presenta información más precisa acerca de Poiss(R3, ψ).

Proposición 2.24 Un campo vectorial Z en R3 es un automorfismo infinitesimal
de Poisson del corchete de Poisson {, }ψ si y sólo si se satisface la ecuación

div(Z)ψ + Z × rotψ −∇(Z · ψ) = 0, (2.54)
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Demostración. Recordemos que

[XF , Z] +XLZF = 0,

donde XF = ψ ×∇F , además, si v,w ∈ X(R3), se cumple la siguiente

rot(v ×w) = div(w)v − div(v)w − [v,w],

de esta manera, la ecuación

[ψ ×∇F,Z] +XLZF = 0

es equivalente a la ecuación

div(Z)ψ ×∇F − div(ψ ×∇F )Z − rot((ψ ×∇F )× Z)) + ψ ×∇(LZF ) = 0,

al seguir desarrollando el lado izquierdo obtenemos

div(Z)ψ×∇F−div(ψ×∇F )Z−∇(Z·ψ)×∇F+∇(Z·∇F )×ψ+(Z·∇F )rotψ+ψ×∇(LZF ) = 0,

de donde se llega a

div(Z)ψ×∇F−(∇F ·rotψ)Z−∇(Z·ψ)×∇F+∇(Z·∇F )×ψ+(Z·∇F )rotψ+ψ×∇(Z·∇F ) = 0,

al utilizar la propiedad de triple producto cruz en R3 se concluye

div(Z)ψ ×∇F − [rotψ,Z]×∇F −∇(Z · ψ)× F = 0,

o equivalentemente

[div(Z)ψ + Z × rotψ −∇(Z · ψ)]×∇F = 0,

para toda F , por lo tanto

div(Z)ψ + Z × rotψ −∇(Z · ψ) = 0.

Es de gran utilidad presentar una versión covariante de la ecuación (2.54)

Proposición 2.25 En términos de la 1−forma de Poisson αψ, la ecuación (2.54)
para automorfismos infinitesimales de Poisson Z adopta la forma

LZαψ − div(Z)αψ = 0. (2.55)

Más aún, para una función no nula g ∈ C∞(R3), la ecuación (2.55) es invariante
bajo la transformación

ψ 7→ gψ, Z 7→ gZ. (2.56)
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Demostración. Primero, al utilizar las identidades

α∇〈Z,ψ〉 = d(iZαψ),

αZ×rotψ = −iZΩrotψ = −iZdαψ,

es posible reescribir la ecuación (2.54) en la forma

divZαψ − iZdαψ − d(iZαψ) = 0.

Por la fórmula de Cartan LZ = iZ ◦ d + d ◦ iZ , esta última ecuación es equivalente
a (2.55). La invarianza de (2.55) bajo la transformación conforme (2.56) se sigue de
las identidades

LgZαgψ = g(LZg)αψ + g2LZαψ,

div(gZ) = LZg + gdiv(Z).

De esta manera

Ham(R3, gψ) = g ·Ham(R3, ψ),

Poiss(R3, gψ) = g · Poiss(R3, ψ).

Corolario 2.26 La primera cohomoloǵıa de Poisson H1
ψ(R3) del corchete de Pois-

son {, }ψ depende solamente de distribución caracteŕıstica x 7→ Lψx := 〈ψ(x)〉.

Campos Vectoriales que Preservan la Foliación. Un campo vectorial Z
preserva la foliación S del corchete de Poisson {, }ψ si su flujo manda hojas en hojas,
o equivalentemente, la distribución caracteŕıstica Dψ es invariante bajo el flujo,

dFltZ(Dψx ) = Dψ
FltZ(x)

, ∀x ∈ N reg. (2.57)

Como la distribución caracteŕıstica Dψ está generada por los campos Hamiltonianos
VF , la condición (2.57) significa que el corchete de Lie [Z, VF ] es un vector tangente
a Dψ

i[Z,VF ]αψ = 0, ∀F. (2.58)

Al utilizar la identidad i[Z,VF ] = [LZ , iVF ], obtenemos

0 = i[Z,VF ] = LZ(iVF )αψ − iVF (LZαψ) = −iVF (LZαψ).

De esta manera, tenemos el siguiente criterio.

Proposición 2.27 Un campo vectorial Z ∈ X(N reg) preserva la foliación S si y
sólo si

(LZαψ) ∧ αψ = 0. (2.59)
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De la ecuación (2.55), concluimos que cada campo vectorial Z ∈ Poiss(R3, ψ)
satisface (2.59), aśı, Z preserva la foliación S.

Campos Vectoriales que Preservan el Volumen. Recordemos que una
forma de volumen en R3 es una 3−forma arbitraria no degenerada en R3 la cual
puede ser presentada como

Υg = gΥ,

donde Υ = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 es la forma canónica de volumen en R3 y la densidad
g ∈ C∞(R3) es una función que no se anula nunca. Se dice que un campo vecto-
rial Z preserva el volumen si su flujo (local) deja invariante la forma de volumen,
(FltZ)∗Υg = Υg.

En términos infinitesimales, esta condición es equivalente a LZΥg = 0.

Proposición 2.28 Un campo vectorial Z es un automorfismo infinitesimal de Pois-
son que preserva el volumen si y sólo si

LZ(gαψ) = 0,

y
LZg

g
+ div(Z) = 0.

Demostración. La prueba se sigue de la ecuación (2.55) y la identidad

LZΥg = (LZg + div(Z)g)Υg.

En el caso particular cuando g = 1, un campo vectorial Z es un automorfismo
infinitesimal de Poisson del corchete {, }ψ que preserva la forma canónica de volumen
Υ si y sólo si tiene divergencia cero y su flujo preserva la 1−forma de Poisson,

LZαψ = 0,

div(Z) = 0.

Campos Vectoriales Localmente Hamiltonianos. Sea ψ un vector de Pois-
son, N reg el conjunto regular y Dψ la distribución caracteŕıstica de planos en N reg.
Consideremos la foliacion simpléctica S de Dψ y denotemos por

XS(N reg) = {Z ∈ X(N reg) | Z(x) ∈ Dψx ∀x ∈ N reg}

al espacio de todos los campos vectoriales en N reg que son tangentes a S. El con-
junto de automorfismos infinitesimales de Poisson de {, }ψ tangentes a la foliación
simpléctica se denota por

PoissS(N reg, ψ) := Poiss(N reg, ψ) ∩ XS(N reg).

Es claro que PoissS(N reg, ψ) es un álgebra de Lie. Además, tenemos las inclusiones

Ham(R3, ψ) ⊆ PoissS(N reg, ψ) ⊆ Poiss(R3, ψ).



44 Geometŕıa de Poisson y Sistemas Hamiltonianos en R3

Teorema 2.29 Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) Z ∈ PoissS(N reg, ψ);

(b) Z ∈ X(N reg) satisface las relaciones

div(Z)‖ψ‖2 + 〈ψ × Z, rotψ〉 = 0, (2.60)

〈Z,ψ〉 = 0, (2.61)

(c) Z admite una representación
Z = ψ × Y, (2.62)

donde Y ∈ XS(N reg) es un campo vectorial tal que

〈rotY, ψ〉 = 0. (2.63)

Demostración. Se sigue directamente de la proposición (2.24) que Z ∈ PoissS(N reg, ψ)
si y sólo si Z satisface las ecuaciones

div(Z)ψ + Z × rotψ = 0, (2.64)

〈Z,ψ〉 = 0. (2.65)

De la condición de integrabilidad, rotψ es tangente a S, por lo tanto de (2.65) obten-
emos que el producto cruz Z × rotψ coincide con ψ salvo un factor multiplicativo.
Al tomar el producto interior con ψ en ambos lados de la ecuación (2.64), probamos
la equivalencia de (a) y (b). Ahora, procedemos a probar la implicación (b) ⇒ (c).
Sea Z un campo vectorial que satisface (2.60),(2.65). Entonces, al escoger

Y
def
= − 1

‖ψ‖2
ψ × Z, (2.66)

notamos que se satisface (2.62). Ahora, al introducir la representación (2.62) en
(2.60) obtenemos

‖ψ‖2div(ψ × Y )− ‖ψ‖2〈Y, rotψ〉 = 0.

Esta igualdad junto con la identidad

div(ψ × Y ) = 〈Y, rotψ〉 − 〈ψ, rotY 〉

implican (2.63). La implicación (c)⇒ (b), es de manera análoga.

Denotemos por

P(N reg) = {Y ∈ XS(N reg) | 〈Y, rotψ〉 = 0}.

Corolario 2.30 Existe un isomorfismo entre espacios vectoriales

P(N reg) ≈ PoissS(N reg, ψ) (2.67)

definido por la correspondencia

Y 7→ Z = ψ × Y

cuya inversa está dada por la fórmula (2.66).
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Es posible hacer una descripción alternativa del espacio de automorfismos in-
finitesimales de Poisson tangentes a S en términos del espacio de las 1−formas
dS−cerradas en N reg, el cual denotamos por

Z1
S(N reg) := {α ∈ Λ1(N reg) | q(dα) = 0}.

Proposición 2.31 Para cada Y ∈ P(N reg) la 1−forma αY = 〈Y,dx〉 es dS−cerrada.
La correspondencia

P(N reg) 3 Y 7→ αY

define un isomorfismo entre los espacios P(N reg) y Z1
S(N reg).

Demostración. Por definición, αY es dS−cerrada si su restricción a cada hoja de
S es cerrada. De esta manera, tenemos que probar que para cualesquiera campos
vectoriales u1, u2 tangentes a S, tenemos

(dαY )(u1, u2) = 0.

Al utilizar dαY = ΩrotY , además de u1 × u2 = gψ, obtenemos

(dαY )(u1, u2) = ΩrotY (u1, u2) = 〈rotY, u1 × u2〉

= g〈rotY, ψ〉 = 0.

Como consecuencia de (2.67), tenemos el siguiente hecho.

Teorema 2.32 Existe un isomorfismo canónico

Z1
S(N reg) ≈ PoissS(N reg, ψ).

Finalmente, formulamos el siguiente criterio bastante útil. Sea 1
‖ψ‖2 Ωψ la 2−forma

dS−cerrada en Nreg, donde Ωψ está dada por (2.46).

Proposición 2.33 Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) Z ∈ PoissS(N reg, ψ);

(b) Z ∈ XS(N reg) y la 1−forma
1

‖ψ‖2
(iZΩψ), (2.68)

es dS−cerrada.

Demostración. Supongamos que Z ∈ PoissS(N reg, ψ). Entonces, tenemos ψ × Z =
−‖ψ‖2Y , donde Y ∈ XS(N reg) satisface (2.64). Luego,

d

(
1

‖ψ‖2
(iZΩψ)

)
= d

(
1

‖ψ‖2
αψ×Z

)
= −dαY = −ΩrotY . (2.69)
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Aśı, ΩrotY ∧ αψ = 〈rotY, ψ〉Υ = 0, de esta manera la condición (2.68) se satisface.
Por el contrario, si se cumple (2.68), entonces por (2.69) deducimos que el campo
vectorial Y en (2.66) satisface (2.64). Esto prueba la implicación (b)⇒ (a).

Corolario 2.34 Un automorfismo infinitesimal de Poisson Z ∈ PoissS(N reg, ψ)
tangente a S es un campo vectorial Hamiltoniano en (N reg, ψ) si y sólo si la clase
de cohomoloǵıa foliada de la 1−forma en (2.68) es trivial,

1

‖ψ‖2
(iZΩψ) (2.70)

es dS−exacta.

Demostración. La condición (2.70) significa que

1

‖ψ‖2
(iZΩψ) = −dF + cαψ

para algunas c, F ∈ C∞(N reg). Por otro lado, iZΩψ = αψ×Z , de esta manera

1

‖ψ‖2
ψ × Z = −∇F + cψ.

Al tomar producto cruz con ψ en ambos lados de la ecuación anterior, obtenemos
Z = VF .

Proposición 2.35 Cada Z ∈ PoissS(N reg, ψ) es un campo localmente Hamiltoni-
ano, esto es, para cada p ∈ N reg existen un entorno abierto U 3 p en N reg y una
función F ∈ C∞(U) tales que

Z = ψ ×∇F

en U .

La prueba de este resuldado se sigue del corolario (2.34) y la forma parametrizada
del lema de Poincare: cada forma dS−cerrada es localmente dS−exacta.

2.5 Problema de Hamiltonización

.

En esta sección estudiamos el problema de Hamiltonización, cuya formulación es
como sigue. Supongamos que empezamos con un sistema dinámico tres dimensional

ẋ = V (x), x ∈ R3. (2.71)
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Definición 2.4 Decimos que este sistema admite una estructura Hamiltoniana en
un subconjunto abierto N en R3 si existe un par (ψ,F ) que consiste de un vector de
Poisson en N ,

〈ψ, rotψ〉 = 0 (2.72)

y una función F ∈ C∞(N), tal que V es Hamiltoniano con respecto al corchete de
Poisson {, }ψ y F,

V = ψ ×∇F. (2.73)

En el caso cuando un dominio abierto N es denso en R3, N̄ = R3, nos referiremos
a (ψ, F ) como una estructura Hamiltoniana global para V . Por lo tanto, el problema
de Hamiltonización es encontrar una estructura Hamiltoniana (global) (ψ,F ) para
un sistema dinámico dado.

Mostraremos que este problema se puede resolver si

• existe una distribución integrable de planos (foliación) que es invariante bajo
el flujo del sistema;

• el sistema admite una integral primera que no es constante a lo largo de fo-
liación invariante.

Teorema 2.36 Sea V un campo vectorial en R3. Supongamos que existe un con-
junto abierto N ⊂ R3, una función F ∈ C∞(N) y un campo vectorial W ∈ X(N)
tales que las siguientes condiciones se satisfacen en N :

(a) los campos vectoriales V y W son linealmente independientes,

V ×W 6= 0

y compatibles,

[V,W ] = aV + bW ;

(b) F es integral primera de V y

〈W,∇F 〉 6= 0.

Entonces,

ψ = − 1

〈W,∇F 〉
V ×W, (2.74)

es un vector de Poisson que junto con F definen una estructura Hamiltoniana para
V en N .

Demostración. Es claro que ψ satisface la ecuación de integrabilidad. Esto se sigue
del hecho de que V y W son compatibles, y de la identidad

rot(V ×W ) = div(W )V − div(V )W − [V,W ].
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De esta manera, sólo resta verificar la igualdad (2.73). Para cada x ∈ N , los vec-
tores V (x),W (x), V (x)×W (x) forman una base para R3, aśı, tenemos la siguiente
descomposición

∇F = c1V + c2W + c3V ×W. (2.75)

Por hipótesis, F es integral primera de V , 〈V,∇F 〉 = 0. Luego, se sigue de (2.75)
que

c1‖V ‖2 + c2〈W,V 〉 = 0 (2.76)

〈∇F,W 〉 = c1〈V,W 〉+ c2‖W‖2. (2.77)

De las relaciones (2.75)-(2.77), obtenemos

(V ×W )×∇F = −c1V × (V ×W ) + c2W × (W × V )

= (c1‖V ‖2 + c2〈W,V 〉)W − (c1〈W,V 〉+ c2‖W‖2)V

= −〈∇F,W 〉V

El caso Homogéneo. Sea V un campo vectorial homogéneo de orden k,
[V,E] = −(k − 1)V . Consideremos el campo vectorial de divergencia cero

V 0 = V − div(V )

k + 2
E. (2.78)

Luego, tenemos el siguiente criterio

Proposición 2.37 Si V admite una integral primera F , entonces en el dominio

N := {x ∈ R3 | x× V 0(x) 6= 0 y 〈x,∇F 〉 6= 0},

el campo vectorial V es Hamiltoniano con respecto al vector de Poisson

ψ = − 1

〈x,∇F 〉
V 0 × x (2.79)

y la función F . En particular, en el caso cuando la integral primera F es una
función homogénea de orden s > 0, la fórmula (psiv0) es equivalente a

ψ = − 1

sF
V 0 × x.

Sistemas Completamente Integrables. En este apartado, procedemos a es-
tudiar una clase de sistemas, más precisamente, sistemas completamente integrables.
Para ello, recordamos la siguiente

Definición 2.5 El sistema (2.71) se dice ser completamente integrable si admite
dos integrales primeras F1, F2 ∈ C∞(R3) tal que el dominio

N = {x ∈ R3 | rank
∂F
∂x

= 2}, F = F(F1, F2),

es denso en R3 y los gradientes ∇F1,∇F2 son linealmente independientes.
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Es claro que el dominio N es invariante bajo el flujo de un sistema completamente
integrable y sus trayectorias en N están definidas como las componentes conexas de
los conjuntos de nivel comunes de las integrales primeras F1 y F2.

Proposición 2.38 Cada sistema completamente integrable (2.71) en N es un sis-
tema bi-Hamiltoniano en el sentido

V = m∇F1 ×∇F2, (2.80)

para una cierta m ∈ C∞(N).

Demostración. La representación (2.80) es consecuencia de las igualdades 〈V,∇F1〉 =
〈V,∇F2〉 = 0 y la hipótesis de que ∇F1,∇F2 son linealmente independientes en N .

Por lo tanto, un sistema completamente integrable admite dos estructuras Hamil-
tonianas: (ψ = m∇F1, F = F2) y (ψ̃ = m∇F2, F̃ = −F1). De hecho, tenemos una
familia de estructuras Hamiltonianas. En efecto, sean

K = c11F1 + c12F2, (2.81)

H = c21F1 + c22F2, (2.82)

para algunas constantes cij ∈ R. Si

c11c22 − c12c21 = 0,

entonces
V = m∇K ×∇H. (2.83)

Aqúı, la función K juega el papel de función de Casimir y H es el Hamiltoniano.
De manera más general, es posible tomar K = k(F1, F2) y H = h(F1, F2), donde

k : R2 → R y h : R2 → R son funciones suaves tales que det ∂(k,h)
∂x 6= 0 en F−1(N).

Entonces, es posible tomar m 7→ det ∂(k,h)
∂x m en la representación (2.83). Se se

escogen distintas K y H en (2.81) y (2.82) surgen distintas maneras de organizar las
trayectorias del sistema en una familia de superficies invariantes (hojas simplécticas).

Ejemplo 2.5 Consideremos el sistema de Euler

ẋ = x×Ax,

donde A ∈ Sym3(R). La elección estándar para H y K están dadas por

K =
1

2
‖x‖2,

H =
1

2
〈Ax, x〉.

Teorema 2.39 Sea V el campo vectorial del sistema dinámico (2.71). Supongamos
que existen un dominio denso abierto N en R3 y una distribución de planos D
orientable e integrable en N tales que
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(a) V es tangente a D,
V (x) ∈ Dx, (2.84)

(b) V admite una integral primera F ∈ C∞(N) que satisface

(V ×∇F )⊥ 6= 0, en N, (2.85)

donde (V × ∇F )⊥ es la componente normal de V × ∇F con respecto a la de-
scomposición ortogonal

R3 = Dx ⊕D⊥x , x ∈ N (2.86)

(c) La clase de primera caracteŕıstica c1D de la distribución de planos D es trivial,

c1D = 0, (2.87)

(d) N es simplemente conexo.

Entonces, el sistema (2.71) es completamente integrable en N .

Demostración. Por el teorema de Frobenius, la distribución de planos está generada
por un vector de Poisson. Escogemos una función vectorial suave ψ̃ : N → R3 tal
que Dx = 〈ψ̃〉⊥. La condición (2.85) implica que V no se anula en N y podemos
definir el campo vectorial

W = − 1

‖V ‖2
V × ψ̃. (2.88)

Es claro que W es tangente a D, de esta manera los campos V y W son compatibles.
Más aún, tenemos

〈W,∇F 〉 = − 1
‖V ‖2 〈V × ψ̃,∇F 〉

= 1
‖V ‖2 〈ψ̃, V ×∇F 〉 6= 0. (2.89)

Luego, por el teorema (2.36), el campo vectorial V es Hamiltoniano con respecto al
vector de Poisson

ψ = − 1
〈W,∇F 〉V ×W

= ‖V ‖2
〈ψ̃,V×∇F 〉 ψ̃,

(2.90)

y la función F ,
V = ψ ×∇F.

Luego, la condición (2.87) significa que el vector de Poisson admite un factor inte-
grante m, esto es, 1

mαψ es cerrada en N . Pero, por la condición (d), esta 1−forma
es exacta, 1

mαψ = dK para cierta K ∈ C∞(N). La condición (2.85) garantiza que
∇F y ∇K son linealmente independientes en N , aśı, el vampo vectorial V admite
dos integrales primeras funcionalmente independientes F y K en N .

Es importante notar que la condición (c) se puede relajar a la condición (d). Una
consecuencia inmediata del resultado anterior es el siguiente
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Corolario 2.40 Supongamos que se cumplen las condicones (a) y (c) de (2.39).
Entonces, existe factor integrante m para D, por tanto la 1−forma 1

mαψ es cer-
rada en N reg. Además, si 1

mαψ es exacta, esto es, c1D = 0, entonces el sistema es
completamente integrable.
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Caṕıtulo 3

Espacios de Poisson Afines

En esta sección estudiaremos los corchetes de Poisson afines en R3.

3.1 Parametrización

Un corchete de Poisson {, }ψ en R3 se dice af́ın, si preserva el subespacio de funciones
afines C∞aff (R3). En este caso, el vector de Poisson correspondiente ψ es una función
vectorial af́ın

ψ(x) = Ψx+ n, (3.1)

donde Ψ ∈ gl(3;R) y n ∈ R3.

Proposición 3.1 (Parametrización) Cada vector de Poisson af́ın ψ en R3 es de la
forma

ψ(x) = Ax+ l × x+ n, (3.2)

donde A, una matriz de 3× 3, l, n ∈ R3 satisfacen las condiciones

A = A
T
, (3.3)

Al = 0, (3.4)

〈n, l〉 = 0. (3.5)

La estructura de Poisson af́ın correspondiente está dada por las relaciones del
corchete

{xi, xj} = εijkAksxs + (lixj − ljxi) + εijknk (3.6)

Demostración. Primero, ψ(x) = Ψx+ n. Luego,

rotψ = (Ψ32 −Ψ23,Ψ13 −Ψ31,Ψ21 −Ψ12).

Sea l = rotψ. Notemos que

Λ ◦ rotψ = Ψ−Ψ
T
.

Además, recordemos que

Ψ =
1

2
(Ψ + Ψ

T
) +

1

2
(Ψ−Ψ

T
).

53



54 Espacios de Poisson Afines

Denotemos por A = 1
2(Ψ + ΨT ). Ahora, como ψ es un vector de Poisson, satisface

〈ψ, rotψ〉 = 0,

esto es equivalente a

〈Ax, l〉+
1

2
〈(Λ ◦ l)x, l〉+ 〈n, l〉 = 0.

Observemos que A satisface (3.3), aśı

〈x,Al〉+ 〈n, l〉 = 0,

lo cual se cumple cuando se satisfacen las condiciones (3.4) y (3.5).

Por lo tanto, la matriz Ψ en (3.1) tiene la descomposición

Ψ = A+ Λ ◦ l,

en parte simétrica y antisimétrica respectivamente. A cada corchete de Poisson af́ın
dado por los parámetros (A, l, n) podemos asociarle el álgebra de Lie tres dimensional
gA,l con corchete de Lie

[ei, ej ] = εijkΨkses.

Proposición 3.2 (Equivalencia) Dos corchetes de Poisson afines asociados a los
triples (A, l, n) y (Ã, l̃, ñ) son isomorfos bajo una transformación af́ın

x 7→ Lx+ b,

para alguna L ∈ GL(3;R) y b ∈ R3 si y sólo si

Ã = (detL)L−
T
AL−1, (3.7)

l̃ = Ll, (3.8)

ñ = (detL)L−
T
n− (Ã+ Λ ◦ l̃)b. (3.9)

Demostración. Sean φ(x) = Lx+b, ψ(x) = Ax+(Λ◦l)x+n y ψ̃(x) = Ã+(Λ◦ l̃)x+ñ.
Luego, al utilizar el lema (??) obtenemos

1

detL

[
L

T
ÃLx+ L

T
l̃ × Lx+ L

T
(Ãb+ l̃ × b+ ñ)

]
= Ax+ l × x+ n,

de donde obtenemos las siguientes ecuaciones

1

detL
L

T
ÃL = A, (3.10)

1

detL
L

T
(Λ ◦ l̃)L = Λ ◦ l, (3.11)

1

detL
L

T
(Ãb+ l̃ × b+ ñ) = n, (3.12)
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nótese que la ecuación (3.10) es precisamente la condición (3.7). Luego, obtenemos
la relación

l = L−1 l̃,

es decir, la condición (3.8). Además se tiene que la ecuación (3.11) es equivalente a

1

detL
L

T
(Λ ◦ l̃)L = Λ ◦ (L−

T
l̃).

Al realizar un análisis más detallado en la ecuación (3.12) obtenemos las siguientes
relaciones

1

detL
(L

T
ÃL)L−1b = AL−1b,

1

detL
L

T
l̃ × b =

1

detL
L

T
(Λ ◦ l̃)b = l × (L−1b),

y con estas conclúımos que la ecuación (3.12) es equivalente a

AL−1b+ l × ( L−1b) +
1

detL
L

T
ñ = n,

o, de otra manera

(A+ Λ ◦ l)L−1b = n− 1

detL
L

T
ñ.

de donde es posible concluir la condición (3.9).

Es importante notar que las álgebras de Lie gA,l y gÃ,l̃ de las estructuras de Pois-

son afines isomorfas ψ y ψ̃ son también isomorfas, pero el rećıproco no es verdadero.

Denotemos por P al subconjunto en el espacio vectorial 12−dimensional Sym3(R)×
R3 × R3 ≈ R12 de todos los triples (A, l, n) que satisfacen (3.3)-(3.5). Este subcon-
junto de parámetros está definido como el conjunto de ceros

P = {F (A, l, n) = 0}

de una aplicación C∞ F : R12 → R4 = R3 × R dada por

F (A, l, n) := (Al, 〈n, l〉).

Lema 3.3 Para cualquier (L, b) la transformación

TL,b : (A, l, n) 7→ (Ã, l̃, ñ) (3.13)

dada por (3.7)-(3.9) preserva el subconjunto de parámetros P ⊂ R12.

Demostración. Sea (A, l, n) ∈ P. Es claro que Ã en (3.7) es también simétrica y
Ãl̃ = 0. Más aún,

〈l̃, ñ〉 = (detL)〈Ll, L−Tn〉 − 〈l̃, (Ã+ Λ ◦ l̃)b〉
= −〈Ãl̃, b〉 − 〈l̃, (Λ ◦ l̃)b〉 = 0.
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Denotemos el grupo de transformaciones (3.13) por

T = {TL,b | L ∈ GL(3;R), b ∈ R3}.

Decimos que dos elementos (A, l, n), (Ã, l̃, ñ) ∈ P son equivalentes (o, conjugados)
y escribimos (A, l, n) ∼ (Ã, l̃, ñ), si están relacionados por una transformación TL,b.
Por lo tanto, el problema de clasificación de estructuras de Poisson afines se reduce
al estudio de las órbitas (clases de equivalencia) de la acción T sobre P.

3.2 Teorema de Clasificación

Aqúı probamos el siguiente resultado sobre la clasificación de estructuras de Poisson
afines el cual generaliza la clasificación de Bianchi [33].

Teorema 3.4 Cada corchete de Poisson af́ın en R3 es isomorfo a uno de los corchetes
de Poisson

{x1, x2} = ψ3(x),

{x2, x3} = ψ1(x),

{x3, x1} = ψ2(x),

donde el vector de Poisson ψ = (ψ1, ψ2, ψ3) está dado por

Tipo ψ1 ψ2 ψ3

(I) x1 x2 x3

(II) x1 x2 −x3

(III)(α ≥ 0) 0 x2 − αx3 αx2 + x3

(IV) 1 x2 ±x3

(V)(α ≥ 0) 0 x2 − αx3 αx2 − x3

(VI) 0 x2 − x3 ± 1 x2 − x3 ± 1

(VII) 0 0 x3

(VIII) 1 0 x3

(IX) 0 −x3 x2 + x3

(X) 0 −x3 x2

(XI) 1 0 0

Tabla 3.1: Clasificación de vectores de Poisson

Observaciones 3.1 Las álgebras de Lie gA,l asociadas a las estructuras de Poisson
lineales (I), (II), (III), (V ), (V II), (IX), (X) corresponden, respectivamente, a las
álgebras (V ), (V I), (III), (IV ), (II), (V III), (V II) en la clasificación de Bianchi.
Otra observación importante es la siguiente. La estructura de Poisson del tipo (III)
en la tabla (3.1) tiene asociadas otras dos álgebras de Lie en la clasificación de
Bianchi. Más precisamente, cuando α > 0, es equivalente al álgebra numerada
como (IX) en dicha clasificación, y cuando α = 0 es equivalente también al tipo
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(X) en tal clasificación. De manera análoga, la estructura de Poisson del tipo (V )
en la tabla (3.1) tiene asociadas otras tres álgebras más. Concretamente, si α = 0
es equivalente al álgebra numerada como tipo (XIII) en la clasificación de Bianchi.
Cuando α = 1 es equivalente al tipo (XI) y finalmente cuando α > 0 es equivalente
al tipo (XII) en dicha clasificación.

La verificación de este resultado se basa en algunos hechos algebraicos. Asociemos
a cada matriz simétrica A ∈ Sym3(R) el número

s(A) := |s+(A)− s−(A)|

donde s+(A) y s−(A) son los ı́ndices de inercia positivo y negativo, respectivamente,
de la forma cuadrática QA(x) = 1

2〈Ax, x〉. Es claro que s(A) toma cualquier valor
entre 0, 1, 2, 3.

Lema 3.5 Dos matrices simétricas A y Ã están relacionadas mediante (3.7) si y
sólo si

rankA = rankÃ, (3.14)

y,

s(A) = s(Ã). (3.15)

Demostración. Recordemos, de la teoŕıa de álgebra lineal, que dos formas cuadráticas
q y q̃ son equivalente si y sólo si rankq = rankq̃ y s+(q) = s+(q̃). Al sustituir
L =

√
| detL|G en (3.7), obtenemos

Ã = sgn(detL)G−
T
AG−1. (3.16)

De aqúı concluimos que la forma cuadrática QÃ es equivalente a QA o −QA. Esto

pasa si se satisface la condición (3.14) y s+(Ã) = s+(A) o s+(Ã) = s−(A). Pero la
última propiedad es equivalente a (3.15).
Es posible concluir de (3.16) lo siguiente. Al tomar L = G

| detG| y teniendo en cuenta

la igualdad detL = detG
|detG|3 , es fácil ver que la relación (3.7) se puede reescribir en

la forma

A = sgn(detG)G
T
ÃG, (3.17)

para una cierta G ∈ GL(3;R). Más aún, en términos de G, las relaciones (3.8),(3.9)
se representan como sigue

l = | detG|G−1 l̃, (3.18)

y

(A+ Λ ◦ l)c = n− (detG)G
T
ñ, (3.19)

donde c = 1
|detG|Gb.

Como consecuencia, derivamos el siguiente criterio necesario para la equivalencia
entre elementos de P.
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Corolario 3.6 Sean (A, l, n), (Ã, l̃, ñ) ∈ P. Si (A, l, n) ∼ (Ã, l̃, ñ), entonces las
condiciones (3.14),(3.15) se satisfacen y

l 6= 0 y l̃ 6= 0,

o

l = 0 y l̃ = 0.

Sean (A, l, n) ∈ P y Ψ = A + Λ ◦ l. De las condiciones (3.3),(3.4) tenemos que
Al = 0, Ψl = 0 e Im A ⊂ 〈l〉⊥. Denotemos por A0 = A

∣∣
〈l〉⊥ y Ψ0 = Ψ

∣∣
〈l〉⊥ las

restricciones de A y Ψ al complemento ortogonal de la recta generada por el vector
l, 〈l〉⊥. Nótese que si rank A = 3, entonces l = 0 y Ψ = A.

Lema 3.7 Si rank A ≤ 2, entonces

det Ψ0 = detA0 + ‖l‖2. (3.20)

Demostración. Como A es real y simétrica, existe una base ortonormal {ν1, ν2, ν3}
en R3 tal que

Aνi = λiνi,

νi × νj = εijkνk,

l = ‖l‖ν1.

Entonces, la identidad (3.20) se sigue de las relaciones

(A+ Λ ◦ l)ν2 = λ2ν2 + ‖l‖ν3,

(A+ Λ ◦ l)ν3 = −‖l‖ν2 + λ2ν2,

donde

detA0 = λ2λ3.

Corolario 3.8 Supongamos que (A, l, n), (Ã, l̃, ñ) ∈ P satisfacen (3.17) y (3.18)
para cierta G. Entonces, la ecuación (3.19) es soluble para c en los siguientes casos

• rank A = 3 (l = 0),

• rank A ≤ 2 y

detA0 + ‖l‖2 6= 0

La demostración se sigue la relación (3.20) y el hecho de que el lado derecho de la
ecuación Ψc = n− (detG)GT ñ es ortogonal a l,

〈n− (detG)G
T
ñ, l〉 = −(detG)〈ñ, Gl〉 = −(detG)〈ñ, l̃〉 = 0.
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Ahora, podemos clasificar las matrices simétricas utilizando la siguiente consecuencia
del lema (3.3): cada matriz simétrica no trivial A ∈ Sym3(R) se puede reducir
mediante una transformación

A 7→ (detL)L−
T
AL−1 = sgn(detG)G−

T
AG−1 (3.21)

a una de las siguientes formas:

• tipo (I), rank A = 3, s(A) = 3:

I3,3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


• tipo (II), rank A = 3, s(A) = 1:

I3,1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1


• tipo (III), rank A = 2, s(A) = 2:

I2,2 =

0 0 0
0 1 0
0 0 1


• tipo (IV ), rank A = 2, s(A) = 1:

I2,0 =

0 0 0
0 1 0
0 0 −1


• tipo (V ), rank A = 1, s(A) = 1:

I1,1 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1


• tipo (V I), rank A = 0.

La siguiente cuestión es describir los grupos de matrices G para los cuales la
transformación (3.21) deja invariante a las formas canónicas Ii,j . Denotemos por

Mi,j = {G ∈ GL(3;R) | sgn(detG)G
T Ii,jG = Ii,j},

donde (i, j) = (2, 2), (2, 1), (1, 1). La rotación en el plano por un ángulo ϕ se denota
por

R(ϕ) =

(
cosϕ − senϕ
senϕ cosϕ

)
.
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Consideremos también las rotaciones hiperbólicas

H(ϕ) =

(
chϕ shϕ
shϕ chϕ

)
,

y las matrices

%
(1)
± =

(
1 0
0 ±1

)
, %

(2)
± =

(
0 1
±1 0

)
.

Lema 3.9 Los grupos de Lie de matrices M2,2,M2,0 y M1,1 son descritos como
sigue

(i) G ∈M2,2 si

G =

(
G11 ∗
0 g

)
(3.22)

donde
g = %

(1)
± R(ϕ) (det g = ±1), (3.23)

sgnG11 = sgn(det g). (3.24)

(ii) G ∈M2,0 si G es de la forma (3.22), donde

g = %
(1)
± H(ϕ) (det g = ±1), (3.25)

sgnG11 = sgn(det g), (3.26)

o
g = %

(2)
± H(ϕ) (det g = ∓1), (3.27)

sgnG11 = −sgn(det g), (3.28)

(iii) G ∈M1,1 si

G =

(
g ∗
0 G33

)
, (3.29)

donde g ∈ GL(2;R) y
G2

33 = 1, (3.30)

sgnG33 = sgn(det g), (3.31)

Demostración.

(i) Al representar a G como

G =

(
G11 zT

w g

)
,

obtenemos

G
T I2,2G =

(
wTw wTg
gTw gTg

)
.

Entonces, G ∈M2,2 si

G
T I2,2G = εI2,2, ε = sgn(detG),
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de donde concluimos
g
T

= 0, g
T
g = εI.

Aśı, ε = +, por lo tanto gTg = I y w = 0. De esta manera, detG = G11 det g >
0, la matriz G es de la forma (3.22) y G11 satisface la condición (3.24).

(ii) Utilizando los mismos argumentos que en el caso anterior, mostramos que cada
matriz G ∈ M2,0 es de la forma (3.22), donde detG = G11 det g y g satisface
la relación

sgn(G11 det g)

(
1 0
0 −1

)
= g

T

(
1 0
0 −1

)
g.

Si sgn G11 = sgn(det g), entonces g está determinada por (3.25) y (3.26). En
el caso cuando se satisface (3.28), obtenemos la condición (3.27).

(iii) Mediante cálculo directo derivamos que G satisface la ecuación

sgn(detG)G
T I1,1G = I1,1

si y sólo si G es de la forma (3.29), donde g ∈ GL(2;R) y G33 6= 0 tal que

sgn(detG)G2
33 = 1.

Aśı, detG = G33 det g > 0 y la última condición es exactamente equivalente a
las condiciones (3.30),(3.31).

Ahora, suponemos que A = Ã = Ii,j y utilizamos la libertad en la elección de
una matriz G ∈Mi,j para estudiar las relaciones (3.18),(3.19) en los casos anteriores
(I) − (V ). En cada caso, describimos los elementos en P que definen las clases
de equivalencia. En lo siguiente, denotamos por e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) y
e3 = (0, 0, 1) la base ortonormal positiva usual en R3.

Demostración. Del teorema (3.4)

(i) Caso A = Ã = I3,3 = I o A = Ã = I3,1. Entonces l = l̃ = 0 y n, ñ ∈ R3

son arbitrarios. Tomamos G = I en (3.17), de esta forma obtenemos que para
cualesquiera n y ñ la ecuación (3.19) tiene solución b = n− ñ o b = I3,1(n− ñ).
Por lo tanto

(A, 0, n) ∼ (I, 0, 0)

si rank A = 3 y s(A) = 3, n ∈ R3, y

(A, 0, n) ∼ (I3,1, 0, 0)

si rank A = 3 y s(A) = 1, n ∈ R3.

(ii) Caso A = Ã = I2,2. Sea G ∈M2,2. Supongamos

l 6= 0 y l̃ 6= 0. (3.32)
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Como Ker I2,2 = 〈e1〉, de la propiedad (3.4) obtenemos

l = αe1 y l̃ = α̃e1, (3.33)

para algunos α, α̃ ∈ R distintos de cero. Ahora, tomando en cuenta que
| detG| = |G11||det g|, concluimos que la condición (3.18) se escribe como
sigue

α̃ =
G11

|G11|
1

| det g|
α = sgnG11α.

Esto significa que las condiciones (3.17),(3.18) se satisfacen sólo si α̃ = α o
α̃ = −α. En estos casos, podemos escoger

G = I o G =

−1 0 0
0 1 0
0 0 −1


respectivamente. Luego, tenemos que A0 = I y

Ψ0 = sgnG11 = sgn(det g).

Por lo tanto, det Ψ0 = 1 + α2 6= 0 y la ecuación (3.19) es soluble para una
elección arbitraria de vectores n y ñ ortogonales a e1.

Ahora, supongamos que
l = 0 y l̃ = 0. (3.34)

Aśı, la ecuación (3.19) se escribe como sigue

I2,2c = n− (detG)G
T
ñ,

donde n, ñ ∈ R3. La condición de solubilidad para esta ecuación es

n1 = G2
11(det g)ñ1.

Esto significa que n1 = ñ1 = 0 o n1 6= 0 y ñ1 6= 0. Finalmente, concluimos que
las clases de equivalencia son generadas por los elementos

(I2,2, αe1, 0), α ≥ 0,

(I2,2, 0, e1).

(iii) Caso A = Ã = I2,0. Sea G ∈ M2,0. Se sigue de (3.22) que si se satisface
la condición (3.32) los vectores l y l̃ son de la forma (3.33). De las rela-
ciones (3.25)-(3.28) y utilizando los mismos argumentos que en el caso anterior,
mostramos que la condición (3.18) se reduce a la relación α̃ = sgnG11α. Por
lo tanto, si α̃ = α o α̃ = −α escogemos G = I, o de la forma (??), donde
G11 = −1 y g = %2

−. Luego, la restricción del operador Ψ = A+ Λ ◦ l al plano
〈e2, e3〉 está dada por

Ψ0 =

(
1 α
−α −1

)
,
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de esta manera det Ψ0 = −1 +α2. Bajo la condición α2 6= 1, la ecuación (3.19)
tiene solución para una elección arbitraria de vectores n y ñ ortogonales a e1.

En el caso cuando α2 = 1, el problema en (3.19) se reduce a encontrar G11 y
g tal que la ecuación

Ψ±0

(
c1

c2

)
=

(
n1

n2

)
−G11(det g)g

T

(
ñ1

ñ2

)
(3.35)

es soluble. Aqúı

Ψ±0 =

(
1 ±α
∓α −1

)
, α = ±1.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir α̃ = α = 1. Entonces, G11 > 0
y de las relaciones (3.25)-(3.28) se sigue que tenemos dos opciones para la
elección de g:

g = %1
+H(ϕ) o g = %2

+H(ϕ). (3.36)

Sea 〈w, z〉1,1 = w1z1 − w2z2 la pseudométrica en el plano y η± =

(
1
±1

)
.

Entonces, tenemos

Ψ+
0 η
− = 0, Ψ+

0 η
+ = 2η−, (3.37)

y

〈η±, η±〉1,1 = 0 〈η+, η−〉1,1 = 2. (3.38)

Al tomar la siguiente descomposición(
n2

n3

)
= n+η

+ + n−η
−,

(
ñ2

ñ3

)
= ñ+η

+ + ñ−η
−,

de las propiedades (3.37),(3.38), deducimos que la solubilidad de la ecuación
(3.35) está dada por

2n+ = G11 det g(ñ+〈η+, gη−〉1,1 + ñ−〈η−, gη−〉1,1). (3.39)

Por otro lado, tomando en cuenta la libertad en la elección de g, (3.36), y las
identidades %1

+η
± = η± y %2

+η
± = ±η±, obtenemos que (3.39) es equivalente a

la condición n+ = e−ϕG11ñ+. Para que esta relación se cumpla, tenemos las
siguientes tres opciones

• n+ > 0 y ñ+ > 0;

• n+ < 0 y ñ+ < 0;

• n = ñ = 0.

Ahora, supongamos que l = l̃ = 0. Entonces, la ecuación (3.19) es de la forma

I2,0c = n− (detG)G
T
ñ,

la cual es soluble sólo si n1 = ñ1 = 0 o n1 6= 0 y ñ1 6= 0.
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Finalmente, obtenemos que las clases de equivalencia están generadas por los
elementos

(I2,0, αe1, 0), α ≥ 0,

(I2,0, e1, e2 + e3),

(I2,0, e1,−(e2 + e3)),

(I2,0, 0, e1).

(iv) Caso A = Ã = I1,1. Sea G ∈M1,1. Supongamos que l 6= 0 y l̃ 6= 0. Entonces,
como ker I1,1 = 〈e1, e2〉, obtenemos

l = α1e1 + α2e2,

l̃ = α̃1e1 + α̃2e2.

De las relaciones (3.29)-(3.31) obtenemos |detG| = | det g|, de esta manera la
condición (3.18) se puede reescribir como sigue(

α̃1

α̃2

)
=

1

| det g|
g

(
α1

α2

)
, (3.40)

por lo tanto, bajo una elección apropiada de una matriz no singular g ∈
GL(2;R), siempre es posible resolver (3.40). Supongamos ahora, que l = l̃ = e1.
Aśı,

Ψ = I1,1 + Λ ◦ e1 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 1


de esta forma, la ecuación (3.19) es soluble cuando G = I y los vectores n y
ñ son ortogonales a e1. Consideremos el caso cuando l = l̃ = 0. Luego, la
ecuación (3.19) es equivalente a

I1,1c = n− (detG)G
T
ñ.

La condición de solubilidad de esta ecuaćıon es como sigue(
n1

n2

)
= (G33 det g)g

T

(
ñ1

ñ2

)
.

Es claro que esta ecuación es soluble para cierta elección de g ∈ GL(2;R)
cuando n 6= 0 y ñ 6= 0, o cuando n = ñ = 0. Resumiendo, concluimos que las
clases de equivalencia están determinadas por los elementos

(I1,1, e1, 0),

(I1,1, 0, 0),

(I1,1, 0, e1).
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(v) Caso A = Ã = 0. Como la condición (3.17) no impone restricción alguna sobre
la elección de una matriz no singular G, es posible resolver (3.18) para vectores
arbitrarios no nulos l y l̃. Supongamos l = l̃ = e1, aśı, la relación (3.19) es
equivalente a la ecuación

e1 × c = n− ñ,
la cual es soluble siempre que n y ñ sean ortogonales a e1. Si l = l̃ = 0, entonces
para cualesquiera n, ñ ∈ R3, distintos de cero, existe G tal que n = (detG)GT ñ.
Por lo tanto, tenemos dos clases de equivalencia asociadas a los elementos

(0, e1, 0),

(0, 0, e1)

Finalmente, recogiendo los resultados anteriores, concluimos que las clases de
equivalencia están determinadas por los siguientes elementos de P:

Tipo A l n

(I) I3,3 0 0

(II) I3,1 0 0

(III)(α ≥ 0) I2,2 αe1 0

(IV)
I2,2 0 e1

I2,0 0 e1

(V)(α ≥ 0) I2,0 αe1 0

(VI) I2,0 e1 ±(e2 + e3)

(VII) I1,1 0 0

(VIII) I1,1 0 e1

(IX) I1,1 e1 0

(X) 0 e1 0

(XI) 0 0 e1

Tabla 3.2: Clases de equivalencia de elementos de P

Con esto terminamos la demostración del teorema (3.4)

3.3 Funciones de Casimir y Foliaciones Simplécticas

Sea ψ(x) = Ax+l×x+n un vector de Poisson af́ın asociado a un elemento (A, l, n) ∈
P. Consideremos el subconjunto de puntos regulares Nreg = {x ∈ R3 | ψ(x) 6=
0}. Nuestra meta es estudiar la foliación de Nreg mediante superficies simplécticas
(hojas), (S, ωS), las cuales son variedades integrales de la distribución caracteŕıstica
x 7→ Dx = 〈ψ(x)〉⊥, esto es, S es una subvariedad conexa (inmersa) en R3, la cual
es tangente a Dx, TxS = Dx. Por el teorema (2.20), la forma simpléctica ωS está
definida por

ωS =
1

‖Ax+ l × x+ n‖
σS ,
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donde
σS = (ν1dx2 ∧ dx3 + ν2dx3 ∧ dx1 + ν3dx1 ∧ dx2)

∣∣
S

es la forma de área en S asociada a la orientación dada por el campo vectorial normal

ν(x) =
Ax+ l × x+ n

‖Ax+ l × x+ n‖
.

De esta manera, podemos distinguir dos situaciones, si la hoja simpléctica S es una
subvariedad cerrada en R3 o no. Si la estructura de Poisson af́ın admite una función
de Casimir global, no trivial, K ∈ C∞(R3),

(Ax+ l × x+ n)×∇K = 0, (3.41)

entonces las componentes conexas del conjunto de nivel regular {K = const} ⊂ Nreg

de K generan las hojas simplécticas cerradas. Las hojas simplécticas que no son
cerradas aparecen normalmente en los conjuntos de nivel singulares de K o en el
caso cuando no hay funciones de Casimir globales.

Teorema 3.10 Cada corchete de Poisson af́ın admite un factor integrante en N reg(c1D =
0). Más aún, se cumplen las siguientes afirmaciones

(i) Existe una función de Casimir global K para las estructuras de Poisson afines
tipo (I), (II), (III)(α = 0), (IV ), (V )(α = 0, 1), (V I), (V II), (V III), (XI);
más aún, para los tipos (I), (II), (III)(α = 0), (IV ), (V )(α = 0, 1), (V II), (V III), (XI),
el vector de Poisson es

ψ = ∇K,

N reg = {x ∈ R3 | ∇K(x) 6= 0}.

Para los tipos (V )(α = 1), (V I), tenemos

ψ = m∇K, (3.42)

N reg = {x ∈ R3 | m(x) 6= 0},

donde el factor integrante m es una función lineal. Las hojas simplécticas no-
cerradas aparecen solamente en los corchetes de Poisson lineales de los tipos
(II), (V )(α = 0, 1) y (V I).

(ii) Los corchetes de Poisson lineales del tipo (III)(α > 0), (V )(α > 0, α 6=
1), (IX) y (X) no admiten función de Casimir global. En estos casos, no
es posible representar el vector de Poisson ψ en la forma (3.42).

Para probar este resultado, separamos las estructuras de Poisson afines en tres
clases, y de acuerdo con el teorema de clasificación, estudiamos cada una por sepa-
rado.

Primero, empezamos con el caso cuando

rotψ = 0. (3.43)
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Como, en general, rotψ = l, esta condición significa l = 0 y el vector de Poisson
es de la forma ψ(x) = Ax+ n, el cual define el corchete de Poisson af́ın

{f, g} = 〈Ax+ n,∇f ×∇g〉,

para arbitrarios A ∈ Sym3(R) y n ∈ R3. Es claro que este corchete admite una
función de Casimir global de la forma

K =
1

2
〈Ax, x〉+ 〈n, x〉,

aśı ψ = ∇K. Por lo tanto, la 1-forma es exacta, αψ = dK. El conjunto regular
Nreg puede tener una estructura topológica distinta, la cual depende del rango de
la matriz A:

• Si rank A = 3, entonces Nreg = R3\{un punto} es conexo y simplemente
conexo;

• Si rank A = 2, entonces Nreg = R3\{una recta} es conexo pero no simplemente
conexo;

• Si rank A = 1, entonces Nreg = R3\{un plano} no es conexo pero si es simple-
mente conexo.

De acuerdo con el teorema de clasificación, tenemos los siguientes tipos de es-
tructuras de Poisson afines no isomorfas que satisfacen (3.43).

Tipo (I). (ψ = x) En este caso, tenemos el corchete de Poisson lineal asociado
al álgebra de Lie so(3)

{x1, x2} = x3, {x3, x1} = x2, {x2, x3} = x1.

La función de Casimir correspondiente es

K =
1

2
(x2

1 + x2
2 + x2

3)

y la foliación simpléctica del conjunto regular Nreg está dada por las 2−esferas
S2
r = {‖x‖ = r > 0},
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cuya forma simpléctica está dada por

ωS =
1

‖x‖2
(x1dx2 ∧ dx3 + x2dx3 ∧ dx1 + x3dx1 ∧ dx2)

∣∣
S2r
.

Tipo (II). (ψ = (x1, x2,−x3)) En este caso, tenemos el corchete de Poisson
lineal asociado al álgebra de Lie sl(2)

{x1, x2} = −x3, {x3, x1} = x2, {x2, x3} = x1.

Existe una función de Casimir global K = 1
2(x2

1 + x2
2 − x2

3). El conjunto regular
Nreg = R3\{0} está foliado por las componentes conexas del conjunto de nivel

S±r = {K(x) = ±r
2
, r > 0}

de la función de Casimir. Hay tres tipos de superficies simplécticas de dimensión 2:

1. S−r = S+
−r ∪ S−−r es un hiperboloide de dos hojas;

2. S+r es un cilindro hiperbólico de una hoja;

3. S0 = S+
0 ∪ S

−
0 es el cono centrado en el origen.
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Aqúı, S+
−r y S−−r son las componentes conexas determinadas por la elección de ± =

sgnx3. El cono S0 está en un conjunto de nivel singular de K y no es una subvariedad
cerrada. La forma simpléctica es

ωS =
1

‖x‖2
(x1dx2 ∧ dx3 + x2dx3 ∧ dx1 − x3dx1 ∧ dx2)

∣∣
S±r .

Tipo (III). (α = 0, ψ = (0, x2, x3)). El corchete de Poisson lineal corresponde
al álgebra de Lie exponencial e(2)

{x1, x2} = x3, {x2, x3} = 0, {x3, x1} = x2,

el cual admite una función de Casimir global

K =
1

2
(x2

2 + x2
3).

El conjunto regular Nreg = R3\{x2 = 0, x3 = 0} está foliado por los 2−cilindros
S = Cr = {x2

2 + x2
3 = r2, | r > 0},

equipado con la forma simpléctica

ωS =
1

(x2
2 + x2

3)
(x2dx3 ∧ dx1 + x3dx1 ∧ dx2)

∣∣
Cr .
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Tipo (IV ). (ψ = (1, x2,±x3)). El corchete de Poisson af́ın está dado por

{x1, x2} = ±x3, {x2, x3} = 1, {x3, x1} = x2,

y admite una función de Casimir global

K = x1 +
1

2
(x2

2 ± x2
3).

El conjunto regular Nreg = R3 está foliado por las superficies de revolución Sc =
{x1 = c− 1

2(x2
2 + x2

3)},

o por las superficies de revolución Sc = {x1 = c− 1
2(x2

2 − x2
3)},

con forma simpléctica dada por

ωS =
1

(1 + x2
2 + x2

3)
(dx2 ∧ dx3 + x2dx3 ∧ dx1 ± x3dx1 ∧ dx2)

∣∣
Sr .

Tipo (V ). (α = 0, ψ = (0, x2,−x3)). El corchete de Poisson lineal está dado por

{x1, x2} = −x3, {x2, x3} = 0, {x3, x1} = x2.

La función de Casimir y el conjunto regular son

K =
1

2
(x2

2 − x2
3)

y N reg = R3\{x2 = 0, x3 = 0}, el cual está foliado por las superficies 1
2(x2

2 − x2
3) =

const.
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La forma simpléctica está dada por

ωS =
1

(x2
2 + x2

3)
(x2dx3 ∧ dx1 − x3dx1 ∧ dx2)

∣∣
S .

Tipo (V ). (α = 1, ψ = (0, x2 − x3, x2 − x3)). El corchete de Poisson lineal está
dado por

{x1, x2} = x2 − x3, {x2, x3} = 0, {x3, x1} = x2 − x3.

Los conjuntos de nivel de la función de Casimir K = x2 + x3,

dan lugar a la foliación del conjunto regular Nreg = R3\{x2 = x3}. La forma
simpléctica está dada por

ωS =
1

2(x2 − x3)
(dx3 ∧ dx1 + dx1 ∧ dx2)

∣∣
S .

Tipo (V II). (ψ = (0, 0, x3)). El corchete de Poisson lineal está asociado al
álgebra de Lie de Heisenberg

{x1, x2} = x3, {x2, x3} = 0, {x3, x1} = 0

cuya función de Casimir global es K = 1
2x

2
3. El conjunto regular Nreg = R3\{x3 = 0}

es la unión de los planos paralelos S = {x3 = r 6= 0},
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con estructura simpléctica

ωS =
1

r
(dx1 ∧ dx2)

∣∣
S .

Tipo (V III). (ψ = (1, 0, x3)). El corchete de Poisson af́ın está determinado por

{x1, x2} = x3, {x2, x3} = 1, {x3, x1} = 0,

cuya función de Casimir global es K = x1 + 1
2x

2
3. El conjunto regular Nreg = R3

está foliado por las superficies de revolución Sc = {x1 = c− 1
2x

2
3},

dotado con la forma simpléctica

ωSc =
1

(1 + x2
3)

(dx2 ∧ dx3 + x3dx1 ∧ dx2)
∣∣
Sc .

Consideremos ahora el otro caso particular, cuandoA = 0. Entonces ψ = l×x+n,
con 〈l, n〉 = 0. Si l 6= 0, el conjunto de nivel

Nreg = {x ∈ R3 | ‖l × x+ n‖ 6= 0} ≈ S1 × R× R+

no es simplemente conexo. La 1−forma de Poisson

αψ = 〈l × x+ n,dx〉
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no es cerrada,

dαψ = l1dx2 ∧ dx3 + l2dx3 ∧ dx1 + l3dx1 ∧ dx2 6= 0,

y la 1−forma ηψ (2.10) es exacta

ηψ = d ln(‖l × x+ n‖).

Esto implica la trivialidad de la clase de primera caracteŕıstica, c1D = 0. Luego, por
el teorema (2.18), existe un factor integrante m para ψ, el cual está dado por

m = ‖l × x+ n‖.

Por lo tanto, la 1−forma

1

m
αψ =

1

‖l × x+ n‖
〈l × x+ n, dx〉

es cerrada, pero no exacta en N reg. Esto significa que no existe una función de
Casimir global (no trivial) en N reg. Por el teorema de clasificación tenemos los
siguientes dos casos no isomorfos.

Tipo (X). (ψ = (0,−x3, x2)). El corchete de Poisson lineal está dado por

{x1, x2} = x2, {x2, x3} = 0, {x3, x1} = −x3.

El conjunto regular es Nreg = R3\{x2 = 0, x3 = 0}. La relación (3.41) es equivalente
a

x2
∂K

∂x2
+ x3

∂K

∂x3
= 0,

∂K

∂x1
= 0,

de donde concluimos

K = κ

(
x2

x3

)
,

donde κ : R→ R debe ser una función de manera que K sea suave. Por lo tanto, en
este caso no existe función de Casimir global. Luego, tenemos que la distribución
caracteŕıstica es

Nreg 3 x 7→ Dx = Span{e1, x2e2 + x3e3}

y la forma simpléctica

ωS =
1

(x2
2 + x2

3)
(−x3dx3 ∧ dx1 + x2dx1 ∧ dx2)

∣∣
S .

Paramétricamente, la hoja simpléctica que pasa por p ∈ N reg está dada por

Sp = {(p1 + τ1, p2e
τ2 , p3e

τ2) | (τ1, τ2) ∈ R2},

y es cohomológicamente trivial.

Tipo (XI). (ψ = (1, 0, 0)). El corchete de Poisson af́ın está dado por

{x1, x2} = 0, {x2, x3} = 1, {x3, x1} = 0.

La función de Casimir es K = x1, el conjunto regular es Nreg = R3 y está foliado
por los planos S = {x1 = c},
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y la forma simpléctica es
ωS = dx2 ∧ dx3.

Finalmente, consederemos el caso cuando A 6= 0 y l 6= 0. En este caso, la
1−forma de Poisson

αψ =
1

2
d(〈Ax, x〉) + (〈l × x+ n, dx〉)

no es cerrada
dαψ = Ωl 6= 0.

Aqúı, de acuerdo nuevamente con el teorema de clasificación, tenemos 4 casos
no isomorfos.

Tipo (III). (α > 0, ψ = (0, x2 − αx3, αx2 + x3)). El corchete de Poisson lineal
está dado por

{x1, x2} = αx2 + x3, {x2, x3} = 0, {x3, x1} = x2 − αx3.

En el conjunto regular

N reg = {x ∈ R3 | x2
2 + x2

3 6= 0} ≈ S1 × R× R+

la 1−forma de Poisson tiene la representación

αψ = −α(x3dx2 − x2dx3) +
1

2
d(x2

2 + x2
3)

y no es cerrada
dαψ = 2αdx2 ∧ dx3.

La 1−forma asociada ηψ es dS−exacta,

ηψ = d
(
ln(x2

2 + x2
3)
)
− 2

(1 + α2)(x2
2 + x2

3)
αψ,

de esta manera, el corchete de Poisson admite un factor integrante dado por

m = x2
2 + x2

3.
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Luego, la 1−forma

1

m
αψ =

−α
(x2

2 + x2
3)

(x3dx2 − x2dx3) +
1

2(x2
2 + x2

3)
d(x2

2 + x2
3)

es cerrada, pero no exacta en N reg. Esto significa que no existe función de Casimir
global (no trivial) en N reg.

La función de Casimir “local” está definida por las relaciones

(αx2 + x3)
∂K

∂x2
− (x2 − αx3)

∂K

∂x3
= 0,

∂K

∂x1
= 0.

Con esto obtenemos

K = κ

(
α arctan

x3

x2
+

1

2
ln(x2

2 + x2
3)

)
.

La distribución caracteŕıstica en el conjunto regular Nreg = R3\{x2 = 0, x3 = 0}
está generada por dos campos vectoriales que conmutan

W1 =
∂

∂x1
, y ,W2 = (αx2 + x3)

∂

∂x2
− (x2 − αx3)

∂

∂x3
.

Al calcular los flujos de estos campos vectoriales obtenemos la representación paramétrica
de la hoja simpléctica que pasa por p ∈ N reg

Sp = {(p1 + τ1, e
ατ2(p2 cos τ2 + p3 sen τ2), eατ2(−p2 sen τ2 + p3 cos τ2) | (τ1, τ2) ∈ R2}.

La correspondiente forma simpléctica es

ωSp =
1

(1 + α2)(x2
2 + x2

3)
((x2 − αx3)dx3 ∧ dx1 + (αx2 + x3)dx1 ∧ dx2)

∣∣
Sp
.

Tipo (V ). (α > 0, α 6= 1, ψ = (0, x2 − αx3, αx2 − x3)). El corchete de Poisson
lineal está dado por

{x1, x2} = αx2 − x3, {x2, x3} = 0, {x3, x1} = x2 − αx3,

es regular en N reg = {x ∈ R3 | x2
2 +x2

3 6= 0} ≈ Ss×R×R+. La 1−forma de Poisson

αψ = (x2 − αx3)dx2 + (αx2 − x3)dx3,

no es cerrada
dαψ = 2αdx2 ∧ dx3.

La 1−forma asociada ηψ está dada por

ηψ = α
(αx2 − x3)dx2 − (x2 − αx3)dx3

((x2 − αx3)2 + (αx2 − x3)2)

y es dS−exacta, y el correspondiente factor integrante está dado por

m =?.
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La 1−forma 1
mαψ no es exacta en N reg, por lo tanto no existe función de Casimir

global para α 6= 0, 1. Ahora, la función de Casimir “local” está definida por las
relaciones

(αx2 − x3)
∂K

∂x2
− (x2 − αx3)

∂K

∂x3
= 0,

∂K

∂x1
= 0.

Con esto obtenemos

K = κ

(
|x2 − x3|α−1

|x2 + x3|α+1

)
,

La distribución caracteŕıstica Dψ está generada por los campos vectoriales que
conmutan

W1 =
∂

∂x1
, y W2 = (αx2 − x3)

∂

∂x2
− (x2 − αx3)

∂

∂x3
,

cuyos flujos permiten dar una parametrización para la hoja simpléctica que pasa por
p ∈ N reg

Sp = {(τ1 + p1,
p2

2
(eατ2 + ch(τ2))− p3

2
sh(τ2),

p3

2
(eατ2 + ch(τ2))− p2

2
sh(τ2))}.

equipada con la forma simpléctica

ωSp =
1

((1 + α2)(x2
2 + x2

3)− 4αx2x3)
((x2 − αx3)dx3 ∧ dx1 + (αx2 − x3)dx1 ∧ dx2)

∣∣
Sp
.

Tipo (V I). (ψ = (0, x2 − x3 ± 1, x2 − x3 ± 1)). El corchete de Poisson af́ın está
dado por

{x1, x2} = x2 − x3 ± 1, {x2, x3} = 0, {x3, x1} = x2 − x3 ± 1.

La función de Casimir K = x2 + x3 define la foliación del conjunto regular Nreg =
R3\{x2 − x3 ± 1 = 0}, la cual consta de planos paralelos Sc = {x2 + x3 = c},

con la forma simpléctica

ωS =
1

(x2 − x3 ± 1)2
((x2 − x3 ± 1)dx3 ∧ dx1 + (x2 − x3 ± 1)dx1 ∧ dx2)

∣∣
Sc .
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Tipo (IX). (ψ = (0,−x3, x2 +x3)). El corchete de Poisson lineal está dado por

{x1, x2} = x2 + x3, {x2, x3} = 0, {x3, x1} = −x3.

Las ecuaciones para una función de Casimir son

(x2 + x3)
∂K

∂x2
+ x3

∂K

∂x3
= 0,

∂K

∂x1
= 0,

de lo cual concluimos

K = κ

(
x2

x3
− ln(x3)

)
,

de esta forma, no existe función de Casimir global. El conjunto regular es Nreg =
R3\{x2 = 0, x3 = 0}. Consideremos la 1−forma de Poisson correspondiente

αψ = −x3dx2 + (x2 + x3)dx3

y la 1−forma

ηψ =
1

x2
3 + (x2 + x3)2

((x2 + x3)dx2 + x3dx3).

Observemos que la distribución caracteŕıstica Dψ está generada por los campos
vectoriales que conmutan

W1 =
∂

∂x1
, y W2 = (x2 + x3)

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
.

Estos campos vectoriales son completos y la hoja simpléctica de Dψ que pasa por
p ∈ N reg está definida paramétricamente por

Sp = {(p1 + τ1, (p2 + τ2p3)eτ2 , p3e
τ2) | (τ1, τ2) ∈ R2}

y es cohomológicamente trivial. En este caso, c1D = 0, existe un factor integrante m,
pero la 1−forma cerrada 1

mαψ no es exacta.

3.4 Sistemas Localmente Hamiltonianos

En esta sección, estudiamos sistemas localmente Hamiltonianos en espacios de Pois-
son afines. Consideremos la clase de sistemas dinámicos tres dimensionales

ẋ = V (x), x ∈ R3,

tal que el campo vectorial V satisface una de las siguientes condiciones en R3:

supp(divV ) = R3 (3.44)

ó
divV ≡ 0. (3.45)

Supongamos que ψ(x) = Ax+ l × x+ n es un vector de Poisson af́ın asociado a un
elemento no trivial (A, l, n) ∈ P.
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Proposición 3.11 (Necesidad) Si un campo vectorial V es localmente Hamiltoni-
ano relativo a un corchete de Poisson af́ın {, }ψ, entonces

V × l + div(V )(Ax+ l × x+ n) = 0. (3.46)

Si, además, V satisface la condición (3.44), entonces

l 6= 0

y la condición (3.46) es equivalente a las relaciones

V2 =
divV

‖l‖
υ2, V3 =

divV

‖l‖
υ3, (3.47)

υ2 = 〈Ax, i3〉+ ‖l‖x2 + n3, (3.48)

υ3 = 〈Ax, i2〉 − ‖l‖x3 + n2, (3.49)

donde

V = V1(x)i1 + V2(x)i2 + V3(x)i3, (3.50)

n = n2i2 + n3i3

y el conjunto {i1, i2, i3} es una base ortonormal orientada positivamente en R3 tal
que

l = ‖l‖i1. (3.51)

Demostración. Recordemos que rotψ = l. Luego, por la proposición (2.24), con-
cluimos que si V es un campo localmente Hamiltoniano con respecto a un corchete
de Poisson af́ın ψ, entonces la condición (3.46) se satisface. Ahora, si l = 0 y la
condición (3.44) se satisface, entonces divV = 0, dado que se cumplen (3.46) y
supp(ψ) = R3. Pero esto contradice (3.44). Al tomar la descomposición para V
y n, y al sustituirlos en (3.46), derivamos mediante cálculo directo las relaciones
(3.47)-(3.49).
La siguiente consecuencia de la proposición (3.11) afirma que, en la clase de los cam-
pos vectoriales que satisfacen (3.44), la ecuación (3.46) es también una condición
suficiente para que el campo vectorial V sea localmente Hamiltoniano.

Corolario 3.12 Un campo vectorial V es localmente Hamiltoniano con respecto al
corchete de Poisson af́ın {, }ψ, si V satisface la condición (3.44) y la ecuación (3.46).

Demostración. Al tomar el producto interior con V en ambos lados de la ecuación
(3.46), concluimos que divV 〈ψ, V 〉 = 0. Entonces, por la condición (3.44) obtenemos
〈ψ, V 〉 = 0 en R3.

Ahora tenemos el siguiente resultado
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Teorema 3.13 Sea ψ el vector de Poisson af́ın asociado a un elemento (A, l, n) ∈ P
con l 6= 0. Entonces, cada campo vectorial localmente Hamiltoniano asociado al
corchete de Poisson {, }ψ que satisface la condición (3.44) es de la forma (3.50) con

V1 =
1

‖l‖

∫ (
υ3

∂ρ

∂x3
− υ2

∂ρ

∂x2

)
dx1 −

∫
ρdx1 + µ, (3.52)

V2 =
ρ

‖l‖
υ2, (3.53)

V3 = − ρ

‖l‖
υ3, (3.54)

donde µ = µ(x2, x3) es una función arbitraria suave en las variables x2, x3, las
funciones υ2, υ3 están dadas por (3.48),(3.49) y ρ = ρ(x1, x2, x3) es una función
arbitraria suave con

supp(ρ) = R3.

Demostración. Sea ρ = divV . Aśı, por la proposición (3.11) obtenemos las relaciones
(3.53),(3.54). Continuando, como

divV =
∂V1

∂x1
+
∂V2

∂x2
+
∂V3

∂x3
,

obtenemos

ρ =
∂V1

∂x1
+

∂

∂x2

(
ρ

‖l‖
υ2

)
− ∂

∂x3

(
ρ

‖l‖
υ3

)
,

y tomando en cuenta que

∂υ2

∂x2
= A32 + ‖l‖, ∂υ3

∂x3
= A23 − ‖l‖,

además del hecho de que A = AT obtenemos

ρ =
∂V1

∂x1
+

1

‖l‖

(
∂ρ

∂x2
υ2 −

∂ρ

∂x3
υ3

)
+ 2ρ,

finalmente, integrando la última expresión con respecto a x1 obtenemos la relación
(3.52).

Consideremos ahora, la clase de sistemas que satisfacen la condición (3.45).
Luego, tenemos el siguiente

Teorema 3.14 Sea ψ el vector de Poisson af́ın asociado a un elemento (A, l, n) ∈ P.
Entonces, cada campo vectorial localmente Hamiltoniano con respecto al corchete de
Poisson {, }ψ que satisface (3.45) es descrito como sigue

(a) si l 6= 0, entonces V = fl, donde f ∈ C∞(R3) es una función tal que

〈l,∇f〉 = 0;
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(b) si l = 0, entonces V es un campo vectorial arbitrario con divergencia cero para
el cual

KA,n =
1

2
〈Ax, x〉+ 〈n, x〉,

es una integral primera
LVKA,n = 0.

Demostración.

(a) Como V es localmente Hamiltoniano, satisface

V × l + div(V )(Ax+ l × x+ n) = 0,

luego, como div(V ) ≡ 0, se tiene que V × l = 0, esto es, V es proporcional a l,
es decir,

V = fl,

para alguna f ∈ C∞(R3).

(b) Si l = 0, entonces ψ(x) = Ax+n. Además, como V es localmente Hamiltoniano,
se cumple

〈ψ, V 〉 = 0,

de esta manera
〈Ax+ n, V 〉 = 0,

pero esto es equivalente a

LV

(
1

2
〈Ax, x〉+ 〈n, x〉

)
= 0.

Sistemas cuadráticos. Consideremos el caso cuadrático, esto es, un campo
vectorial de la forma

Vi(x) =
1

2

3∑
j,k=1

V jk
i xjxk +

3∑
j=1

V j
i xj + V 0

i , (i = 1, 2, 3),

para algunas constantes V jk
i , V j

i , V
0
i . Entonces, div(V ) es una función lineal en R3,

de esta manera satisface (3.44) ó (3.45).

A continuación formulamos el teorema (3.13) para el caso cuadrático.

Proposición 3.15 Sea ψ el vector de Poisson af́ın asociado a un elemento (A, l, n) ∈
P con l 6= 0. Entonces, cada campo localmente Hamiltoniano con respecto al corchete
de Poisson {, }ψ que satisface (3.44) está parametrizado por un par (ρ, µ) el cual
consiste de una función lineal arbitraria

ρ = ρ0 +

3∑
i=1

ρixi,
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con
(ρ0, ρ1, ρ2, ρ3) 6= 0,

y un polinomio cuadrático

µ =
1

2

3∑
j,k=2

µijxjxk +

3∑
j=2

µjxj + µ0,

dado por

V1 = 1
2‖l‖(ρ3A12 − ρ2A13 − ‖l‖ρ1)x2

1 + 1
‖l‖(ρ3A22 − ρ2A23 − 2ρ2‖l‖)x1x2+

1
‖l‖(ρ3A23 − ρ2A33 − 2ρ3‖l‖)x1x3+

(n2ρ3 − ρ2n3 − ρ0)x1 + µ(x2, x3),

(3.55)

V2 =
ρ

‖l‖
(A13x1 + (A23 + ‖l‖)x2 +A33x3 + n3) , (3.56)

V3 = − ρ

‖l‖
(A12x1 +A22x2 + (A23 − ‖l‖)x3 + n2) . (3.57)

Demostración. Por el teorema (3.13), V2 y V3 son inmediatos. Luego, teniendo en
cuenta que

∂ρ

∂x3
= ρ3,

∂ρ

∂x2
= ρ2,

además del hecho de que

υ2 = A13x1 + (A23 + ‖l‖)x2 +A33x3 + n3,

υ3 = A12x1 +A22x2 + (A23 − ‖l‖)x3 + n2,

de la relación (3.52) obtenemos (3.55).

Una consecuencia inmediata a este resultado es el siguiente

Corolario 3.16 Cada estructura de Poisson af́ın ψ asociada a un elemento (A, l, n) ∈
P con l 6= 0 tiene una familia 10−paramétrica de campos vectoriales cuadráticos lo-
calmente Hamiltonianos que satisfacen (3.44).

Ejemplo 3.1 (Campos vectoriales lineales) De las relaciones (3.55)-(3.57), se sigue
que los campos vectoriales lineales localmente Hamiltonianos forman una familia
4−paramétrica, la cual está dada por

V1 = µ0 + (n2ρ3 − ρ2n3 − ρ0)x1 + µ2x2 + µ3x3,

V2 =
ρ0

‖l‖
(A13x1 + (A23 + ‖l‖)x2 +A33x3 + n3) ,

V3 = − ρ0

‖l‖
(A12x1 +A22x2 + (A23 − ‖l‖)x3 + n2) .
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Finalmente, formulamos el siguiente resultado, el cual se basa en la proposición
(3.15) y el teorema de clasificación.

Teorema 3.17 Cada campo vectorial cuadrático

V = V1(x)
∂

∂x1
+ V2(x)

∂

∂x2
+ V3(x)

∂

∂x3

localmente Hamiltoniano relativo a un corchete de Poisson af́ın {, }ψ que satisface
(3.44) puede ser reducido mediante una transformación af́ın a una de las siguientes
formas normales:

(I)

V1 = −ρ1

2
x2

1 +
1

α
(ρ3 − 2αρ2)x1x2 −

1

α
(ρ2 + 2αρ3)x1x3 − ρ0x1 + µ(x2, x3)

V2 =
ρ

α
(αx2 + x3)

V3 = − ρ
α

(x2 − αx3)

(II)

V1 = −ρ1

2
x2

1 +
1

α
(ρ3 − 2αρ2)x1x2 +

1

α
(ρ2 − 2αρ3)x1x3 − ρ0x1 + µ(x2, x3)

V2 =
ρ

α
(αx2 − x3)

V3 = − ρ
α

(x2 − αx3)

(III)

V1 = −ρ1

2
x2

1 + (ρ3 − 2ρ2)x1x2 + (ρ2 − 2ρ3)x1x3 + (ρ3 − ρ2 − ρ0)x1 + µ(x2, x3)

V2 = ρ(x2 − x3 + 1)

V3 = −ρ(x2 − x3 + 1)

(IV)

V1 = −ρ1

2
x2

1 + (ρ3−2ρ2)x1x2 + (ρ2−2ρ3)x1x3 + (−ρ3 +ρ2−ρ0)x1 +µ(x2, x3)

V2 = ρ(x2 − x3 − 1)

V3 = −ρ(x2 − x3 − 1)

(V)

V1 = −ρ1

2
x2

1 − 2ρ2x1x2 − (ρ2 + 2ρ3)x1x3 − ρ0x1 + µ(x2, x3)

V2 = ρ(x2 + x3)

V3 = ρx3
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(VI)

V1 = −ρ1

2
x2

1 − 2ρ2x1x2 − 2ρ3x1x3 − ρ0x1 + µ(x2, x3)

V2 = ρx2

V3 = ρx3

Para verificar este resultado, por el teorema de clasificación tenemos 6 casos
cuando l 6= 0. Al introducir A, l y n en cada uno de esos casos en las relaciones (3.55)-
(3.57) se obtienen las 6 clases de campos vectoriales enunciados con anterioridad.
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Apéndice 1

Sea R3 el espacio vectorial Euclidiano y sea N un dominio abierto en R3. Denote-
mos por X(N) y Λk(N) a los espacios de campos vectoriales y k−formas en N ,
respectivamente. Entones, existen isomorfismos C∞(N) lineales

X(N) 3 w 7→ αw ∈ Λ1(N)
X(N) 3 w 7→ Ωw ∈ Λ2(N)

definidos por
αw = w1dx1 + w2dx2 + w3dx3,

Ωw = w1dx2 ∧ dx3 + w2dx3 ∧ dx1.

Denotemos por Υ = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 a la forma canónica de volumen en el espacio.
En las siguientes tablas, presentamos algunas identitades importantes del cálculo
diferencial y vectorial.

Formas Diferenciales

dg = α∇g
dαw = Ωrotw

αw×w̃ = iw̃Ωw

dΩw = div(w)Υ

iwΥ = Ωw

Ωw×w̃ = αw ∧ αw̃
αw̃ ∧ Ωw = 〈w̃, w〉Υ
αw×rotw̃ = −iwdαw̃

Lw(gΥ) = (Lwg + div(w)g)Υ

Tabla 3.3: Identidades de formas diferenciales

Campos Vectoriales

div(rotw) = 0

rot(∇g) = 0

rot(gw) = ∇g × w + grot(w)

div(w × w̃) = 〈rot(w), w̃〉 − 〈rot(w̃), w〉
rot(w × w̃) = div(w̃)w − div(w)w̃ − [w, w̃]

Tabla 3.4: Identidades de campos vectoriales

aqúı, g ∈ C∞(N) y w, w̃ ∈ X(N).
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Sean a, b ∈ R3. Consideremos la matriz de producto cruz en R3

(Λ ◦ a) =

 0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0

 ,

de esta manera
(Λ ◦ a)b = a× b.

Sea L : R3 → R3 un operador lineal. Luego, se cumplen las siguientes

(Λ ◦ a)2b = 〈a, b〉a− ‖a‖2b,

‖a× b‖2 = ‖a‖2‖b‖2 − 〈a, b〉2,

L · (Λ ◦ a) · LT
= Λ ◦ b,

donde
b = detL(L−1)

T
a.
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