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Introducciéon

Las cuestiones de existencia y construccién de estructuras Hamiltonianas para sis-
temas dindmicos en R3 dieron como resultado el surgimiento de un campo activo
de investigacién estimulado por un gran niimero de modelos dindmicos conocidos en
fisica matemaética, los cuales admiten una formulacién Hamiltoniana (ver, por ejem-
plo, [1],[2],[4],]6],[13],[14],[15],[16],[17],[20],[23],[30],[31],[32]). Este trabajo se enfoca
en algunos aspectos geométricos del formalismo Hamiltoniano no canénico para sis-
temas dindmicos en R? relacionados a la teorfa de corchetes de Poisson degenerados,
métodos de integrabilidad para ecuaciones diferenciales y la teoria de foliaciones.

En mecanica clasica, un sistema Hamiltoniano canénico

OH OH
) = —— 7 = — 1

describe la dindmica de una particula, donde la funcién (llamada Hamiltoniano) H es
la energia total y p,q denotan las variables de momento y posicién, respectivamente.

Utilizando el corchete de Poisson canénico no degenerado

e R T~ @

para F,G € C*™(R?), podemos reescribir las ecuaciones Hamiltonianas (1) como
sigue
p={H,p}, ¢={H,q}.

La ventaja principal de esta representacion es que se pueden derivar muchas
caracteristicas de la dindmica Hamiltoniana de las siguientes propiedades béasicas
del corchete de Poisson: (i) bilinealidad y antisimetria; (ii) la identidad de Jacobi
y (iii) la regla de Leibniz. Por ejemplo, la conservacién de la energia H es una
consecuencia de la propiedad de antisimetria de {,}. Al tomar estas propiedades
como axiomas, podemos extender la nocién de corchete de Poisson a un espacio
fase arbitrario (una C'°°—variedad) M, el cual no necesariamente es de dimensién
par. Por lo tanto, un corchete de Poisson en M se define como un corchete de Lie
{,} : C®(M) x C®°(M) — C°°(M) en el espacio de funciones suaves el cual es
compatible con el producto (en cada punto) mediante la regla de Leibniz: {fh, g} =
h{f,g} + f{h,g}. Esto implica que para cada funcién suave H en M, el operador
lineal {H,-} es una derivacién del R—algebra conmutativa C°°(M) y por lo tanto
existe un tinico campo vectorial Vi en M, llamado el campo vectorial Hamiltoniano
de H, tal que {H, -} coincide con la derivada de Lie Ly, .

Los sistemas dinamicos asociados a los campos vectoriales Hamiltonianos Vi
dan como resultado la dindmica Hamiltoniana en el espacio fase (una wvariedad
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de Poisson) (M,{,}) de un tipo general. La condicién de degeneracién para el
corchete de Poisson significa que la distribucion caracteristica integrable m — D,,, =
Span{Vp(m) | F € C*(M)} generada por los campos vectoriales Hamiltonianos
tiene dimensién menor que dimM en algunos puntos. En este caso, la variedad de
Poisson se representa como una unién disjunta de variedades simplécticas, llamadas
hojas simplécticas, (en general, de varias dimensiones), las cuales se unen de manera
suave [24],[37],[38]. Las funciones suaves en M que son constantes a lo largo de las
hojas simplécticas (i.e. el corchete de Poisson conmuta con cualquier funcién) son
llamadas funciones de Casimir y presentan las integrales primeras intrinsecas de los
sistemas Hamiltonianos.

La primera situacién interesante donde se encuentran corchetes de Poisson de-
generados es en el espacio 3—dimensional M = R3. Cada corchete de Poisson en R3
es de la forma

{F.G}, = (&, VF x V@), 3)
donde la funcién vectorial 1) en R? se llama vector de Poisson y satisface la ecuacién
(¢, roty)) =0, (4)

la cual es equivalente a la identidad de Jacobi para (3). Para corchetes de Poisson
degenerados en general, la identidad de Jacobi escrita en términos del corchete de
Schouten [24],[37], presenta un sistema complicado de ecuaciones diferenciales par-
ciales no lineales. Una propiedad especial de los corchetes de Poisson en R? es la
invarianza conforme la cual establece que la ecuacién (4) es invariante con respecto
a la multiplicacién 1 ~ g1 por un factor escalar arbitrario g € C*(R?). Como
consecuencia, en el conjunto regular N™ = {z € R? | ¢(z) # 0}, la distribucién
caracteristica del corchete (3) se define como la distribucién de planos ortogonal a
las rectas generadas por el vector de Poisson en cada punto,

z+— Dy = (Y(z))t C R3, (5)

Esta distribucién de planos es integrable, pues la identidad de Jacobi (4) se
reconoce como la condicién de integrabilidad de Frobenius [15],

day, A ay, = 0,

donde o = 1dx1 + Padxs + Y3da3 es la correspondiente 1—forma de Poisson. Las
superficies integrales S de D son simplemente las hojas simplécticas del corchete
de Poisson degenerado (3). Cada sistema dindmico en R? el cual es relativo al
corchete (3), deja invariante la distribucién de planos D y su restriccién a cada
superficie simpléctica S da lugar a un sistema Hamiltoniano con un grado de libertad.
Por lo tanto, podemos pensar en un sistema dindmico en R? como una “familia
uno-paramétrica”’ de sistemas Hamiltonianos 1—dimensionales en espacios fase con
diferente estructura topoldgica. En general, podemos tener algun tipo de bifurcacion:
El retrato fase de un sistema Hamiltoniano 1—dimensional varia dependiendo en la
hoja donde se encuentre.

En este trabajo, en el contexto de la geometria de Poisson y dindmica Hamilto-
niana en R?, estamos interesados en los siguientes problemas.
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(I) La Existencia de Funciones de Casimir Globales y Factores Integrantes. Para
un corchete de Poisson dado (3), asociado a un vector de Poisson 1, una
funcién de Casimir K se define por la condicién ¥ x VK = 0 y ésta da
lugar a una integral primera comun para todos los sistemas Hamiltonianos.
Como el subconjunto regular N8 es invariante con respecto a la dindmica
Hamiltoniana, es natural buscar una funcién de Casimir no trivial K que
esté bien definida en todo el dominio N'8. La existencia de tal funcién
de Casimir global no esta garantizada. Como es conocido [11],[15],[33], los
correspondientes contraejemplos son dados por algunos corchetes de Poisson
lineales.

Un enfoque algebraico para encontrar funciones de Casimir cuando se tienen
corchetes de Poisson homogéneos fué propuesto en [27],[28],[35]. En este tra-
bajo reformulamos algunas condiciones para la existencia de funciones de
Casimir global las cuales se basan en la nocién de factores integrantes de
Poisson [12],[15],[28]. Un factor integrante (global) del corchete Poisson (3),
es una funcion m € C*°(R3), no nula, tal que la 1—forma de Poisson %ad,
es cerrada en N8, Si tal m existe, entonces por la propiedad de invarianza
conforme, la cuestién sobre la existencia de una funcién de Casimir global se
reduce a la condicién de la trivialidad de la clase de cohomologia de de Rham
de la 1—forma %0‘1/} (por ejemplo, esta condicién se satisface si el dominio N8
es simplemente conexo). Por lo tanto, el siguiente punto es estudiar la exis-
tencia de un factor integrante global de Poisson m. Esta cuestion no es trivial
y nos lleva al estudio de las clases caracteristicas de la foliacién simpléctica
en N™&, Mostramos que las correspondientes condiciones necesarias y sufi-
cientes para la existencia de m estdn relacionadas con el hecho de que la clase
de cohomologia de de Rham foliada [8],[11],[38] de una 1—forma 7y, asociada
al corchete de Poisson se anula. Estos resultados se ilustran mediante algunos
ejemplos.

(IT) Automorfismos Infinitesimales de Poisson y Sistemas Localmente Hamiltoni-
anos. Un campo vectorial en R? se dice ser un automorfismo infinitesimal
de Poisson si su flujo preserva el corchete de Poisson. El espacio de tales
campos vectoriales forman un dlgebra de Lie, la cual contiene el algebra de
campos vectoriales Hamiltonianos. El espacio cociente formado por los auto-
morfismos infinitesimales de Poisson y los campos vectoriales Hamiltonianos
genera la primera cohomologia de Poisson [11],[38], siendo ésta una carac-
teristica importante del corchete de Poisson. Aun en el caso 3 dimensional,
el calculo de la cohomologia de Poisson no es un problema estudiado a fondo
[11],[38]. Utilizando las ventajas del célculo vectorial en R3, derivamos algu-
nas propiedades especiales del dlgebra de Lie de automorfismos infinitesimales
de Poisson del corchete de Poisson (3) y su subdlgebra de campos localmente
Hamiltonianos, la cual juega un papel importante en el contexto del problema
de Hamiltonizacién.

(IIT) El Problema de Hamiltonizacion Global. Empezando con un sistema 3—dimensional

i=V(z), veR3, (6)
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asociado a un campo vectorial V cuyo conjunto regular Reg(V) es denso en R?,
buscamos una estructura Hamiltoniana, esto es, un par (¢, F') que consiste
de un vector de Poisson ¢ y una funcién suave F' definidos, al menos, en
un subconjunto abierto denso N en el conjunto regular Reg(V), y tal que V/
es Hamiltoniano relativo al corchete de Poisson correspondiente {, }, y a la
funcién F,

V=Vp=14 xVF.

Es claro que en este caso, el Hamiltoniano F' es una integral primera de V' y la
distribucién caracteristica de planos D¥ es invariante bajo el flujo de V. Lo-
calmente, por el teorema de rectificacion, en un entorno de cada punto regular
en Reg(V), siempre existe una estructura Hamiltoniana (en ocasiones este he-
cho se conoce como el teorema de Lie-Koenings). Pero, la formulacién de un
criterio universal para la existencia de una estructura Hamiltoniana global es
una tarea complicada. Para algunas clases particulares de sistemas dindmicos
en R? (la mayorfa cuadréticas), este problema ha sido estudiado en varios
articulos (por ejemplo, [1],[3],[6],[13],[14],[15],[16],[17],[21]). Una estrategia
general es estudiar el problema de Hamiltonizacién en dos pasos (indepen-
dientes): Primero, buscamos una integral primera y después, una foliacién
orientable invariante. Formulamos la siguiente versién del criterio de Hoj-
man [3],[15],[21]: Si el sistema (6) admite una integral primera no trivial F'y
una distribucién invariante de planos D que son compatibles en el sentido de
que dF # 0 sobre D, entonces V admite una estructura Hamiltoniana global
(¢, F). Si, ademads, el corchete de Poisson definido por el vector de Poisson
admite una funcién de Casimir global K, entonces el sistema (6) es integrable,
es decir, tiene dos integrales primeras F'y K.

(IV) La Clasificacion de Corchetes de Poisson Afines. La clasificacién de corchetes
de Poisson lineales en R? se deriva, usualmente, de la clasificacién de Bianchi
de algebras de Lie 3—dimensionales [9],[33],[34]. En este trabajo, presentamos
una clasificacién de corchetes de Poisson afines 3—dimensionales y estudiamos
la geometria de la foliacion simpléctica correspondiente, ademas de la existen-
cia de funciones globales de Casimir. En particular, obtenemos el siguiente
resultado: cada corchete de Poisson affn en R? admite un factor integrante
global.

El texto estd organizado como se descrie a continuacién. En el Capitulo 1, se
introduce el concepto general del corchete de Poisson y sistemas Hamiltonianos en
espacios fase de dimensién arbitraria e introducimos nociones principales, ademas
de formular hechos basicos. Después, en el Capitulo 2, estudiamos la geometria de
Poisson y sistemas Hamiltonianos en R3. En la Seccién 2.1, analizamos a detalle la
ecuacién de integrabilidad (4) y formulamos criterios necesarios y suficientes para
la existencia de factores integrantes de Poisson, globales (Teorema (2.6)). Estos
resultados son aplicados en el caso importante de corchetes de Poisson homogéneos
en R?. En la Seccién 2.2, discutimos una relacién entre el Teorema de Frobenius
y foliaciones simplécticas de corchetes de Poisson en R3. Concretamente, en esta
seccion se introducen nociones importantes, precisamente, la de primera y segunda
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clase caracteristica de foliaciones simplécticas como foliaciones de clases de coho-
mologia de de Rham. Mostramos que la existencia de un factor integrante global
es equivalente a que la primera clase caracteristica de la 1—forma 7y, se anule (Teo-
rema (2.18)). La segunda clase caracteristica se define como la clase de cohomologia
foliada de de Rham de la 2—forma 2, en N la cual induce la forma simpléctica
en cada hoja. La restricciéon de € a cada superficie simpléctica S coincide con la
forma de area og multiplicada por el factor m (Teorema (2.20)). En las Secciones
2.3 y 2.4, describimos las funciones de Poisson y algunas propiedades del dlgebra de
Lie Poiss(R?;¢) de automorfismos infinitesimales de Poisson del corchete de Poisson
(3) (Teorema (2.29)). M&s atn, formulamos algunos criterios importantes para cam-
pos localmente Hamiltonianos relativos al corchete de Poisson (3)(Teorema (2.32) y
Proposicién (2.33)). En la Seccién 2.5 abordamos el problema de Hamiltonizacién
para sistemas dindmicos en R3. Aqui, el criterio principal se basa en la nocién de
campos vectoriales compatibles, el cual nos permite construir estructuras Hamiltoni-
anas mediante foliaciones orientables invariantes (Teorema (2.36)). Combinando este
criterio con resultados sobre la existencia de factores integrantes globales, derivamos
algunas condiciones que establecen la integrabilidad de un sistema dinamico dado
(Teorema (2.39)). Estos resultados se ilustran con algunos ejemplos de sistemas
homogéneos. En el Capitulo 3 estudiamos la geometria y la dindmica Hamiltoniana
en espacios de Poisson afines. En la Seccién 3.1 describimos algunas propiedades
del conjunto de todos los corchetes de Poisson afines en R3. En la Seccién 3.2 for-
mulamos resultados sobre la clasificaciéon de corchetes de Poisson afines (Teorema
(3.4)). En la seccién 3.3, presentamos un estudio detallado sobre la existencia de
funciones de Casimir para corchetes de Poisson afines (Teorema (3.10)). Finalmente,
en la seccién 3.4, se presentan resultados sobre sistemas localmente Hamiltonianos
relativos a corchetes de Poisson afines (Proposicién (3.11) y Teorema (3.13)).



Introduccidén




Capitulo 1

Concepto General del Formalismo
Hamiltoniano

1.1 Definiciones algebraica y geométrica de corchetes
de Poisson en R".

Empezamos dando una definicién meramente algebraica de la nocién de corchete
de Poisson, para ello, consideremos el espacio R™ = {x = (z1,...,2,)} y el espa-
cio vectorial de funciones diferenciables en R™ con valores en R, C*°(R™). Luego
tenemos la siguiente

Definicién 1.1 Sean f,g € C®(R™). El corchete de Poisson es una funcion
R—bilineal
{,} : C®R™) x C®R™) - C®(R™)
fr9= {19},

tal que
1. Es antisimétrica, {f,g9} = —{g, [}

2. Satisface la identidad de Jacobi

(fgh){f, {g,h}} =0,

es decir, (C*(R™),{,}) es un dlgebra de Lie. Aqui el simbolo & denota la
suma ciclica.

3. Satisface la regla de Leibniz
{f.gh} = g{f.h} + h{f, g}

El par (R™,{,}) se conoce como variedad de Poisson, y a (C*°(R™),{,}) junto
con la propiedad 3 se le conoce como &dlgebra de Poisson.

A continuacién procedemos a establecer una correspondencia entre campos vec-
toriales y funciones diferenciables mediante el uso de el corchete de Poisson. Para
ello tenemos la siguiente
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Proposicién 1.1 Para cada funcion f € C*(R™) existe un unico campo vectorial
XR™) >V =V} tal que

va(g) :{f7g}7 (11)
para toda g € C*°(R™).

Demostracion. De la regla de Leibniz tenemos que D(-) = {f,-}, D : C®(R™) —
C>°(R™) es una derivacién. Luego, existe un campo vectorial V' € X(R™) tal que

“ 0
D = LV = ;UZ(x)axz,
donde v;(z) = D(x;). [

Estos campos vectoriales son de gran importancia y se conocen con cierto nombre,
lo cual enunciamos como sigue en forma de

Definicién 1.2 El campo vectorial Vi definido por (1.1) se llama campo vectorial
Hamiltoniano de la funcion f.

Notemos que la aplicacién
C®(R™) > fr—=Vy e X(R™),
es lineal, esto es,
V61f1+02f2 = Clvf1 + CQsza

donde ci,c0 € Ry fi,fa € C®°(R™). Esto es consecuencia de la linealidad del
corchete de Poisson. De aqui tenemos entonces que el conjunto

Ham(R™, {,}) < {V} | f € C®(R™)},

tiene estructura de espacio vectorial. Aun mads, este conjunto tiene estructura de
algebra de Lie. Para justificar esta afirmacion, nos basamos en el siguiente resultado

Proposicién 1.2 Sean f1, fo € C*°(R™). Entonces
Vi, V] = Visfoy-

Demostracion. Para probar este resultado procedemos como sigue. Primero, por
propiedades de la derivada de Lie, se tiene

Ly, v, )(9) = [Lvy s Ly, 1(9) = Lvy, (Lvy, (9)) — Ly, (Lvy, (9)) =
= {fi.{f29}} —{fo. {f1,9}}

Por otro lado,

LV{flny}g = {{fl, f2}7.g}7
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y por la identidad de Jacobi, el resultado es valido. [

De aqui tenemos que, en efecto, el conjunto Ham(R™) tiene estructura de algebra
de Lie.

Tensor de Poisson.

Continuamos con otro concepto cuyo papel es fundamental para nuestros propdsitos.
Consideremos de nuevo el espacio R™. Para un corchete de Poisson dado {, }, defin-
imos un 2—tensor II por medio de la siguiente regla

Iij = {wi, x5} = —{zj, @}, (1.2)
es decir, II es antisimétrico,

7 (z) = — (). (1.3)

Lema 1.3 La identidad de Jacobi para el corchete de Poisson {,} es equivalente a
la siguiente ecuacion para 11:

Ui 0
11, —1I; = 1.4
21 (ig?k) is(2) 9z, Jk(x) 0, (1.4)

donde 1,5,k =1,2,...,m.

Demostracion. Para justificar esta afirmacién procedemos como sigue. Considere-
mos las funciones coordenadas x;, x, T, luego

{i,{zj, i}t = {2, W(2)} = Lo, ().

Por otra parte, sabemos también que

de esta manera 3
{xi7 {xja xk}} = Z staixs]:[jk7

por lo que concluimos

G {x;,{x;,x =0.
CRENERR)

Un 2—tensor antisimétrico II(xz) en R™ que satisface (1.4) se llama tensor de
Poisson.

El rango del corchete {,} en el punto z se define como el rango del tensor II
en tal punto x, denotado rank II(x). Sea U, una vecindad de x. Luego, x es un
punto regular si rank II(y) = const, para toda y € U,; por otro lado, x es un punto
singular si rankIl # const en cada vecindad de z, esto es, existe y € U, tal que

rankII(x) # rankII(y).
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Ademas, el corchete {, } se llama regular si cada punto x € U, es regular, y se llama
singular si existe un punto x € U, tal que z es singular.

A continuacién presentamos un resultado muy ttil cuando se realizan calculos,
el cual relaciona campos Hamiltonianos, corchetes de Poisson y el tensor de Poisson.

Lema 1.4 Para cualesquiera f,g € C*°(R™) se tiene

V== Y. Myfe)ges = @)V f(a).

ij=1
u of 0
(fap = Yo My 5128 = (91,11 v).
ij=1 v

Demostracion. Consideremos f = x;, luego

Ve =Y _vj(@)ej,
donde
vj(z) = Lu,, (zj) = {zi, z;} = I (2).

Ahora, sea f una funcién arbitraria. Asi

Vi = Zvi(m‘)ei,
donde
vi(z) = Ly, (%) ={f, SU%: —{zi, f} = —Ly, (f)
- Z%:l Hij(l’)an;'
Para la segunda parte, calculamos la derivada de Lie de la funcién g a lo largo del
campo Vy. De esta manera

Lv,(9) = (-1l(z)Vf,Vg)
= (V/f,-1I"(z)Vg)
= (V[ 1l(z)Vg),
de donde concluimos {f, g} = (Vf,1I(x)Vg). [

Ejemplo 1.1 Consideremos el espacio R? = {x = (x1,x9)}. Para funciones f,g €
C>(R?) su corchete de Poisson estd dado por

B af g dg Of

donde m € C*®(R?) es una funcion arbitraria. Como sabemos, el tensor de Poisson
es antisimétrico, de esta manera

donde
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Continuamos ahora con otro concepto asociado al corchete de Poisson. Para ello,
consideremos la variedad de Poisson (R™,{,}) y sean x € R™ y N C R™. Luego,
tenemos la siguiente

Definicién 1.3 La distribucion caracteristica de N 5 x +— Dy € R™ de {,} es una
distribucion suave definida por

P, = Im(II(z)).

Notemos que P, = Span{Xp(z) F € C*°(R™)}. Ademds, es claro que
dimP, = ranklI(x).

Decimos que P, es regular si cada x € N es regular, es decir, dimP, = ranklII(z) =
const en N. En caso contrario, decimos que P, es singular.

Procedemos a introducir otro concepto importante para nuestros propositos.

Una funcién K € C*°(R™) se llama funcién de Casimir si
{K,F} =0,

para toda F' € C>®(R™).

Observemos que esta definicién es equivalente a decir que el campo Hamiltoniano
asociado a la funciéon K es Vi = 0 pues {K, F'} = Ly, (F). Aun mds, también es
equivalente a decir que VK € Kerll(z), pues Vi = —II(z)VK (x).

Procedemos ahora a estudiar otra clase de campos vectoriales, la cual juega un
papel fundamental en el estudio de sistemas dindmicos.

Definicién 1.4 Sea Z € X(R™) y ¢' su flujo. Decimos que Z es un campo vectorial
de Poisson (o automorfismo de Poisson infinitesimal) si su flujo preserva el corchete
de Poisson, es decir,

{Fo¢',Gog'y ={F,G}o ¢, (1.5)
para cualesquiera F,G € C*°(R™) y para todo t € R.

En la practica, no siempre resulta util utilizar esta definicién para verificar si
un campo es de Poisson, pues en muchas ocasiones el cdlculo del flujo de un campo
vectorial no es una tarea sencilla. Por esta razon, es mas facil trabajar con una car-
acterizacién de estos campos, la cual relaciona los conceptos de corchete de Poisson
y derivada de Lie, y que presentamos a continuacion.

Lema 1.5 Un campo vectorial Z € X(R™) es un automorfismo infinitesimal de
Poisson si y solo si

{Lz(F),G} +{F,Lz(G)} — Lz({F,G}) = 0. (1.6)
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Demostracién. Recordemos que si Z € X(R™) y ¢! es su flujo se tiene que
d ¢ ¢
S(Fodh) = (LzF)od,

para toda F' € C°°(R™). Ahora para verificar este resultado simplemente calculamos
la derivada en t = 0 en ambos lados de la ecuacién (1.5). Por un lado

S 0d',CodD],_y = ((12) 08, G0 d'} + {Fod, La(G o 6],y

de donde concluimos

CUF o ¢, God)|,_y = (La(F),G) +{FLoG)).
Por otro lado d
CURGYod),_o = (L2(UFGN) 0],y

%({R Glo¢")|,_, = (Lz({F,G}).

Por lo tanto
{Lz(F), G} +{F,Lz(G)} — Lz({F,G}) =0,

En ocasiones es conveniente tener férmulas en coordenadas para poder realizar
A continuacién presentamos una férmula

calculos de una manera més practica.
equivalente al resultado anterior.

Lema 1.6 La ecuacion (1.6) es equivalente a

6Z¢ 8Zj 7 8HU) —0, (17)

zs: (Hjsail_s - staiws s (’31‘8

donde Il es el tensor de Poisson.

Demostracion. Sean

Z = ZZAQU)%, F=u, G=u,
s=1 s

Luego, tenemos que
L o Xi = Z;
1 Zs o Iz

y
L o T = ;.
22T T A
Ademids, puesto que

{zi, 25} = (W(2)), {f, g} = (Vf,1IVg),
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se tiene
{Zi,l'j} = <VZ¢,HV{BJ'> = <VZi,H€j>
= (-IVZi,e;) = 3, s g
Finalmente, al sustituir tanto Z, F' y G en la ecuacién (1.6) obtenemos (1.7) [

Consideremos el conjunto de todos los campos vectoriales de Poisson, esto es,
Poiss(R™) = {Z € X(R™) | Z es de Poisson}.

Este conjunto tiene propiedades interesantes y guarda una relacién especial con el
conjunto de todos los campos Hamiltonianos, es decir, el conjunto Ham(R"), como
se establece en el resultado siguiente

Proposicién 1.7 El par (Poiss(R™),[,]) es un dlgebra de Lie. Ademds, se cumplen
las siguientes propiedades

1. Ham(R™) C Poiss(R™) y
2. [Z,Xp| = Xr,r para todo Z € Poiss(R™) y F' € C*°(R™),
esto es, el conjunto Ham(R™) es un ideal del conjunto Poiss(R™).

Demostracion. Para verificar que el conjunto Poiss(R™) tiene estructura de dlgebra
de Lie, sélo basta con checar si el corchete de dos campos de Poisson, es de nuevo
un campo de Poisson. En efecto, sean Z;,Zs € Poiss(R™), por demostrar que
[Z1, Z5] € Poiss(R™), es decir, el campo [Z7, Z5] satisface

{L[Zl,Zﬂ(F)? G} + {Fv L[ZLZZ](G)} = L[Zl,Z2]({F7 G})

Procedemos a calcular el lado derecho de la expresién anterior. Dado que Z1, Zs €
Poiss(R™) tenemos

L[Zl,Zz]({Fv G}) = [LZNLzz]({Fa G})

LZl (LZQ({F7 G})) - LZ2 (Lzl({F’ G}))

= {Lz(Lz,F), G} +{Lz,F, Lz, G} +{Lz F,Lz,G} +{F, Lz, L2,G}
f{LZ2Lle, G} — {Lle, LZQG} — {LZ2F, LZ1G} —{F, LZQLzlG}

= {[LZNLZz]Fa G} + {Fv [LZNLZz]G}

= {L[Zl,Zz]F’ G} + {FvL[Zl,ZQ]G}‘

De esto se concluye que

L[Zl,Zg]({Fv G}) = {L[Z1,Z2](F)’ G} + {F’ L[Zl,Zz}(G)}W

es decir, [Z1,Z2] € Poiss(R™). Procedemos ahora a verificar la segunda parte de
este resultado. Para ello, sea Z = Xy € Ham(R™), para alguna H € C*°(R™). Por
demostrar que Xy satisface (1.6). Primero, notemos que

{LXHF7 G} = {{Hv F}’G}a



14 Concepto General del Formalismo Hamiltoniano

luego
{F, LXHG} = {F7 {H7 G}}7

y ademas,

Lxy({F,G}) = {H ,{F,G}}.
Ahora, utilizando la propiedad de antisimetria del corchete de Poisson, obtenemos
{LXHF7 G}+{F7 LXHG}_LXH({F7 G}) = {{H, F}7 G}+{{G, H}7 F}+{{F, G}, H}7
para finalmente concluir, por la idenditad de Jacobi, que

{LXHF7 G} + {Fa LXHG} - LXH({F7 G}) =0,

como querfamos. Procedemos a probar la iltima parte. Por demostrar que [Z, Xr] =
X1, r. Esto es equivalente a

L[Z,XF] = LXLZF'
Por un lado, si G € C*°(R™) tenemos

Lizx G = [Lz,XplG =Lz(XpG) - Xp(LzG) =
Lz({F,G}) —{F,L2G},

ademas

Lx,,.G={LzF,G}.

Finalmente, como Z € Poiss(R™), se cumple
{LzF,G} = L;({F,G}) — {F, LG},

y, por lo tanto,
Z,Xr] =X1,F.

Sistemas Hamiltonianos.

Procedemos ahora a estudiar un tipo especial de sistemas, llamados sistemas Hamil-
tonianos. Dichos sistemas aparecen en el contexto de la fisica matemadtica, ya que
modelan algunos fenémenos que surgen en la naturaleza.

Sea (R™,{,}). Un sistema Hamiltoniano es un sistema de la forma
& =Vy(z),z e R™, (1.8)

donde

es un campo Hamiltoniano con respecto al corchete de Poisson {, } y una funcién
H e C*(R™).
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De la misma definicién, notemos que estos sistemas también se pueden represen-
tar como

T = {H7 xi}v
donde ¢ = 1,2,...,m. Aun més, podemos también hacer uso del tensor de Poisson
para obtener otra forma equivalente de estos sistemas:
&= —II(x)VH.

Consideremos el sistema Hamiltoniano (1.8). A continuacién presentamos algu-
nas propiedades interesantes de este tipo de sistemas. Para ello tenemos el siguiente
resultado.

Proposicién 1.8 1. Sea F € C®(R™). La funcién F es una integral primera
de (1.8) si y sdlo si
{H,F} =0.

Ademds, el Hamiltoniano H es siempre una integral primera (ley de conser-
vacion).
2. El par (Ag(R™),{,}) donde
Ag(R™) ={F € C®([R™) | {H,F} =0},

esto es, el conjunto de todas las integrales primeras de Vi, tiene estructura de
algebra de Lie. Este conjunto se conoce como dlgebra de simetrias del campo
vectorial V.

Demostracion. Para verificar la primera parte, recordemos que una funciéon F €
C>°(R™) es integral primera del campo vectorial Vi si su derivada de Lie a lo largo
de este campo se anula, esto es,

Ly, F =0.
Dado que
LVHF = {H> F}a
se tiene que
{Hv F} =0,
como queriamos. Ahora, como el corchete de Poisson es antisimétrico, tenemos que
{H,H} =0,

esto es, la funcién H es integral primera del campo vectorial V.

Procedemos ahora con la segunda parte de la demostracién. Sean Fi, Fy €
Ap(R™). Vamos a probar que {Fy, Fb} € Ay (R™). De la identidad de Jacobi, se
tiene

{H AR, B2y} = —{F, {2}y = {2, {H, 1} =0,
luego {F1, Fo} € Ag(R™). [

Sean N C R™ un conjunto abierto y {, } corchete de Poisson en R™. Luego
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Proposicion 1.9 Si el corchete de Poisson es no—degenerado en N, esto es
detII(x) # 0,

para toda x € N, entonces m = 2n para algin n € Z y existe una 2—forma w en N
que satisface las siguientes

1. w es no—degenerada en N.
2. w es cerrada, dw =0 en N.

3. w(Vr,, Vg,) = {F1, F2} para cualesquiera Fy, Fy € C°(R™).

Demostracion. Por hipotesis, el tensor de Poisson es no—degenerado; ademas es
antisimétrico, tenemos que

detTT = detTT" = (—1)™ det II.
De esta manera,
detII = (—1)™ det I,

y esta igualdad sdlo es valida cuando m = 2n para algin entero n € Z. Definimos
w por
W(VFU VFQ) = {Fh F2}7

para cualesquiera Fy, F» € C*°(R™). Ahora, sean f,g,h € C*(N), asi,

(dw)(va V:fh Vh) = (f,ég?’,h) (LVfw(Vga Vh) - w([vf7 VQ]7 Vh))
= (f,?,h)({f’ {ga h}}) - (f,?,h)({{f,g}’ h’}) =0,

de donde concluimos
dw =0,

esto es, w es cerrada.

Recordemos que k—forma « es no—degenerada si la igualdad
o =0
implica que v = 0.
Por otro lado,
(ipa)(ugy ..., up—1) def a(v,u, ..., up-1),

de esta manera

(iVFlw)(VFQ) =w(Vp, Vi) = {F1, F2}.

Por lo tanto,
lyw = 0

en N siy sélo si {f,g} =0 para toda g, esto es Vy = 0. Pero

0=V = —I(x)V/,
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y como IT es no—degenerado concluimos que f es constante. De esta manera w es
no degenerada. ]

Si una forma diferencial w satisface

1. w es no—degenerada en .

2. w es cerrada, dw =0 en N.

se llama forma simpléctica.

Consideremos el espacio R*". Sea II(z) = (I;;(x)) no degenerado, esto es
det II(x) # 0.

Luego, sea

&
|

1 2n
5 Z Wij (ac)dxz A d.l‘j,
=1

y definimos
def
Qz) = (wij(2)).

Notemos que la matriz (2 es antisimétrica, esto es
Q(z) = -Q" (2).

En el resultado siguiente presentamos una relacién muy interesante entre la matriz
Q y el tensor de Poisson II.

Lema 1.10 La matriz Q(z) satisface

Demostracion. Sea {e1,...,ea,} la base usual de R?". Observemos que te;dxj = ;5.
. 2 .

De esta manera, w;; = w(e;, e;), y ademds Vy, = > 7" Is(x)es, coni =1,2,...,2n.

Asi

W(Vxla Vx]) - Zi?]l;;zl Hisw(687 ek)ij‘
= - Egﬁg:l isw(es, ex)i;
= - Zif}gzl Isws g ;-

Por otro lado, Ijj(z) = w(Va,;, Vi), por lo que IT = —TIQII, o equivalentemente,
I = —QII. Finalmente, Q = —II"1. n

En el caso cuando II(z) = const, tenemos

o
-2 1T, = 0.
(S T i,

s

Asi, II define un corchete de Poisson.
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Capitulo 2

Geometria de Poisson y Sistemas
Hamiltonianos en R?

2.1 Vectores de Poisson y la ecuacién de integrabilidad.

Aqui presentamos propiedades generales de los corchetes de Poisson en R3. Durante
la seccién utilizaremos los isomorfismos

XU)sw = < AY(U),
XU)sw — Q€ AU),

y algunas identidades del calculo vectorial introducidas en el apéndice.

Consideremos el espacio (R?,{,}) donde {,} es el corchete de Poisson, esto es,
para funciones f, g € C>(R?)

{f,9} = (Vf,1l(z)Vg).

Aqui, TI(z) es el tensor de Poisson, es decir, II(z) es antisimétrico,

(z) = -0 (x).
Recordemos que, una matriz antisimétrica A, A = —A", se puede escribir como
A=Aou,

donde A o1 es la matriz de producto cruz en R3, esto es, si a € R?

(Ao)a =1 X a.

Si tenemos en cuenta estas consideraciones, entonces tenemos que el tensor de Pois-
son II(z) en R? se puede expresar como

[(z) = —A o (a),

donde () = (1(x),1ba(x),v3(x)) es una funcién vectorial suave en R3. Luego
tenemos el siguiente resultado

Proposicién 2.1 La identidad de Jacobi para el tensor de Poisson Il(x) es equiv-
alente a la ecuacion para

(¢ (), rotep(x)) =0, (2.1)

19
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0, de manera mds precisa,

O3 0o Oy O3 Oy OYn
@0(572—873)+ (%—871)+ (871_872) 0 (2.2)

Demostracion. Sean f,g € C*°(R?). Notemos que

{fi9t ==V, xVg) = (V[ xy,Vg) =, VfxVyg),
de esta manera
{f.9} = (¥, Vf xVg).

Ahora, sea x = (1, z2, x3); asi,

{z1, 22} = (P, e1 X e2) = (P, e3) = YP3(x).

Analogamente
{1:2,:83} = 1/}1(.%),
{zs, 21} = oz

Luego, por la identidad de Jacobi, tenemos

{zo, {z3,21}} = {@2,92(x )}
= {‘T2a$1}8$2 + {‘77273:3}8903
—y 31#}2 + 1 O

8I1 8:133 :

~—

De manera similar, obtenemos

{ws,{z1, 22} } = {23, 93(2)} = ¢2a¢3 — 1 gﬁ
y 31/} o
{z1, {22, 231} = {71, ¢1(2)} = ¢3 L iy 8:6;

Por lo tanto

{z2,{zs, 21} + {23, {21, 221} + {21, {22,231} =0

si y solo si

Oy Oy O3 O3 Oy o
3 01 + 1 Os + 12 . (0} Dy + 3 o o O 0,
es decir, si la ecuacién (2.2) se satisface. [

A continuacién presentamos una consecuencia inmediata a este resultado

Corolario 2.2 La identidad de Jacobi para el tensor de Poisson 11 es equivalente a
la ecuacion
da¢ Ny = 0, (23)

donde
oy = YPrday + Podan + tP3das,

es la 1—forma asociada al vector v
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Demostracion. Sea w = (w1, wq,ws). Luego, podemos asociar a este campo la
2—forma
ww = widxe A dzs + wodxs A dzr + wydxy A 9,

y la 1—forma
Qw = widxy + wedzy + wsdxs.

Ademsis

dow = Wrotw,
por lo que
aw A doyy = aw A Wrotw = (W, rotw)dz; A dag A das =0,

lo cual, es valido, si y sélo si
(w,rotw) = 0.

A la ecuacién (2.3) se le conoce como ecuacién de integrabilidad. |
Una funcién vectorial 1 (1—forma ay) en R? que satisface (2.1) ( o (2.3)) se
llama vector de Poisson (1—forma de Poisson) y define un corchete de Poisson en

R3:
{F,G}y = (¥, VF x VG), (2.4)

0, en coordenadas,
{z1, 22ty = ¥s(z), {2, 23}y = vi(2), {23, 21}y = Y2(). (2.5)
El campo vectorial Hamiltoniano de F' € C*°(R?) relativo a (2.5) se representa como
Ve =1 x VFE.

Las funciones de Casimir correspondientes quedan determinadas por la ecuacion
¥ x VK = 0 o equivalentemente

Qy N\ dK =0. (2.6)

La ecuacién (2.1) (o (2.3)) representa la identidad de Jacobi para el corchete
de Poisson {, }, v se llama ecuacion de integrabilidad. (Una motivacién para este
nombre proviene del teorema de Frobenius, véase la seccién siguiente). La siguiente
observacién hace posible una representacion alternativa de la ecuacion de integra-
bilidad.

Proposicién 2.3 Sea 1 : R? — R? una funcion vectorial suave y
Nt — {2 € R® | () £ 0} 2.7

el conjunto de puntos requlares. La ecuacién de integrabilidad para la 1—forma o
en N8
da¢ Aoy = 0 (2.8)
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es equivalente a la siguiente ecuacion
da¢ =Ny N Qyp, (2.9)
donde la 1—forma 1y en N™® estd dada por

1
’,’] fr
(e

(1 X rote), dz). (2.10)

Demostracidon. La implicacién (2.9) = (2.8) es evidente, doy Acwy = Ny Acg Ay, = 0.
Para el reciproco, supongamos que ay, satisface (2.8). Consideremos la funcién

vectorial
def 1

e

1 X roty,

luego, tenemos
px Y = —phmtx (1 x roty)
= roty — ||1le2 <¢a rOt?l))?/),

de esta manera
roty) = ¢ X Y.

Utilizando esta propiedad, y el hecho de que 7y = a,, obtenemos

Moy N Qp = Qtp N\ Qy = Q@Xw = thw = dOzw.

Corolario 2.4 La diferencial de la 1—forma ny, satisface

dny = —div <”$”2> Ny A 0y — C A Qs
donde ¢ es una 1—forma en N'8.

En la siguiente proposiciéon, destacamos algunas propiedades de simetria de la
escuacion de integrabilidad.

Proposicion 2.5 Sea @ un vector de Poisson. FEntonces, para cualquier funcion
suave g € C®(R3) y cualquier operador lineal invertible L : R — R3, las siguientes
funciones vectoriales

Y = gy, (2.11)
- 1 .
¥ =7 LY(La), (2.12)

son también vectores de Poisson.
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Demostracion. Tenemos que verificar que v satisface la ecuacion de integrabilidad.
Primero

(W,rot) = (g9, 0t(g¥)) = (g, Vg x ¢ + groty))
= g(1, Vg x ¥) + g*(, roty)) = 0.
Sea ¢(z) = Lx. Luego, recordemos que si L es una matriz invertible, se tiene la

relacion

L(Aoa)L" =Ao((det L)L Na
con a € R3. De esta manera
LI(z)L™" = (det L)L~ "(x),
esto es ~
(L) = (det L)L~ "9(x),

de donde concluimos (2.12). [

La invarianza de la ecuacién de integrabilidad con respecto a la transformacién
(2.11) es una caracteristica especial de los corchetes de Poisson tres dimensionales
la cual se llama invarianza conforme.

Es importante notar que una combinacién lineal de dos vectores de Poisson no
es un vector de Poisson en general, debido a la no linealidad de la ecuaciéon de
integrabilidad. Dos vectores se dicen ser compatibles si existe una funcién g tal que
¥ + g1 es de nuevo un vector de Poisson. Es fécil verificar que la condicién de
compatibilidad es

glay Nday + oy Aday) =dg Aay Aay. (2.13)
Factores Integrantes. Una clase importante de corchetes de Poisson en R3
esta dada por los vectores de Poisson que satisfacen la condicion
roty = 0, (2.14)
la cual significa que la correspondiente 1—forma «,, es cerrada,
day, = 0. (2.15)

Este tltimo hecho es consecuencia de la identidad day, = Q1. Si la condicién
(2.15) se cumple en todo el espacio R?, entonces oy = dK para alguna primitiva,
suave, K : R? — R. Por otro lado, para K arbitraria, el gradiente ¢» = VK es un
vector de Poisson y el correspondiente corchete de Poisson

{F, G}VK = <VK, VFE x VG>

se conoce como corchete de cuerpo rigido. Resulta claro que K es una funcion
de Casimir de este corchete. Un ejemplo clasico es el corchete de Poisson ciclico
asociado al dlgebra de Lie s0(3)

{1,220} = 23, {w2, 23} = 21, {23,271} = 22, (2.16)
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[Ed[s
2

De manera més general, de las relaciones (2.13) y (2.15) concluimos que para
dadas algunas funciones K, K € C*°(R?), la férmula

el cual corresponde a K =

Y =VK + h(K,K)VK

define un corchete de Poisson para una funcién arbitraria suave h : R> — R.

La siguiente observacién importante se sigue de la proposicién (2.5) y establece
que para una funcién arbitraria m € C°°(R3), la funcién vectorial

v =mVK (2.17)
es un vector de Poisson. La 1—forma correspondiente es
ay = mdK, (2.18)

la cual no necesariamente es cerrada. Localmente, en un entorno de un punto
regular, cada solucién v de la ecuacién de integrabilidad (2.1) es de la forma (2.17).
Geométricamente, esto es precisamente el teorema de Frobenius (Local)(Véase la
siguiente seccion).

De esta manera, es posible formular el siguiente criterio global.

Si para una funcién vectorial dada 1), existe una funcién m € C*°(R?) tal que
m#0y

1
d = =0en R3 2.19
(o) —ven .19

entonces 1) es un vector de Poisson de la forma (2.17) con K € C*°(R3?) dada por

1
K(z) = /0 m(lm)(x,@b(tx»dt. (2.20)

En términos vectoriales, la ecuacién (2.19) es equivalente a

rot <;¢> =0, (2.21)

o lo que es lo mismo

Vm x roty =0,

la cual se puede tratar como una ecuacién para m. De forma ain méas general, si
la condicién (2.19) se satisface en un dominio abierto simplemente conexo N C R3,
entonces una funcién de Casimir en N esta dada por

K(z) = /z %aw.

Definicién 2.1 Si un vector de Poisson v satisface la condicion (2.19) en un do-
minio abierto N en R3 para cierta m € C*°(N), entonces m se dice ser un factor
integrate de 1.
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Por lo tanto, para un vector de Poisson no nulo v, la existencia de un factor
integrante definido en todo R® implica que el corchete de Poisson {, }y admite una
funcién de Casimir global no trivial K € C*°(R3) dada por (2.20). Por el contrario,
si K € C°°(R?) es una funcién de Casimir y Reg(K) = {x € R? | VK (z) # 0} # 0,
entonces es posible garantizar la existencia de un factor integrante en el conjunto
abierto N N Reg(K).

El problema de encontrar factores integrantes no es trivial y juega un papel
muy importante en la teoria de integrabilidad de sistemas dindmicos de dimension
tres. En general, globalmente, la interpretacién (2.17) no siempre es cierta. Algunas
obstrucciones globales a la existencia de factores integrantes se relacionan con el
hecho de que la clase de cohomologia de la 1—forma 7, en (2.10) se anula.

Teorema 2.6 Existe un factor integrante m € C°°(N'®®) de un vector de Poisson
Y si y sélo si la 1—forma asociada ny (2.10) admite una representacion

ny = df + cay, (2.22)
para algunas f,c € C°(N*8).
Para verificar este resultado, necesitamos la siguiente propiedad fundamental.
Lema 2.7 Sea 1 un vector de Poisson y 1y la 1—forma asociada (2.10). Entonces,

para cada g € C®(N™8), con g # 0, bajo la transformacion conforme v — gib,
tenemos la siguiente regla de transicion

dg
Ngy = My + r + how, (2.23)
donde

_ (Vg ¥)
gllvll*

Demostracion. Procedemos mediante célculo directo
gy = w o7z {(gw) x rot(gy), dx)
= g x (Vg x ¢) + g¢ x rotp, dz)
= T <H¢H2Vg — (1, V)i, dz) +ny

g
d
= ¥ eyt
]
Corolario 2.8 En el caso cuando v = mVK, tenemos
dm Vm,VK

m m||VK]?
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Demostracion. (Del teorema (2.6)). Supongamos que existe un factor integrante m
y de esta manera la 1—forma %ad, es cerrada. Asi, por (2.9) tenemos

Ny Aoy = 0.

Como oy # 0, de la tltima igualdad concluimos 74 = ¢ay, para una cierta ¢ €

C>(R?). Al sustituir esta tltima en (2.23) y al tomar g = -1, obtenemos

Ny = d(Inm) + (¢ — h)ay.

Por el contrario, supongamos que se cumple (2.22). Entonces, utilizando (2.9),
derivamos

dleay) = —efdf Nay +eday
= —e‘fdf/\oz¢+e_f77¢/\aw
= —e_fdf/\ozd,—{—e_fdf/\aw—i—e_fcozw/\ozd,:0.

Por lo tanto, m = e~/ es un factor integrante de 1. ]

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es el siguiente
Corolario 2.9 FEzxiste un factor integrante, para oy, m = e~ siy sdlo si
doy = df A oy (2.25)
Demostracion. Para verificar la parte de necesidad, simplemente calculamos
Ny Aoy = df A ay,
pero 7y A oy, = day,. Ahora, para verificar la parte de suficiencia, calculamos

d(e*faw) = —e*fdf/\aw%—e*fdaw = —e*fdf/\oz—i——e*fdf/\aw =0.

Proposicién 2.10 La condicion (2.22) es invariante bajo la transformacion con-
forme.

Demostracion. Supongamos que se cumple (2.22) para cierto vector de Poisson
1. Entonces, para una funcién arbitraria no nula g € C*(R?), es posible mostrar
utilizando (2.23), que la 1—forma 7 § asociada al vector de Poisson 1[1 = gy admite
la misma representacién

donde
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]
Como mostramos en la seccion siguiente, la condicién (2.22) es equivalente a que una
clase de cohomologia asociada a la distribucién caracteristica de planos del tensor
de Poisson 1 se anule.
Campos Vectoriales Compatibles. Otra mecanismo importante para la con-
struccion de vectores de Poisson esta dado por la siguiente observacion.

Proposicién 2.11 Sean Wy y Wy dos campos vectoriales en R? compatibles en el

siquiente sentido
(W1, Wa] = c1 W1 + coWo,

para algunas c1,ca € C(R3). Entonces, la funcién vectorial
Y =Wi x W (2.26)

es un vector de Poisson.

Demostracion. El hecho de que v satisface la ecuacién de integrabilidad (2.1) se
sigue de la identidad

I"Ot(Wl X Wz) = diV(Wg)Wl — diV(Wl)WQ — [Wl, WQ].

Es importante notar que la 1—forma de Poisson o, asociada a (2.26) se puede
expresar en términos de la 3—forma de volumen Y = dz; A dzs A dzs en R? como
sigue

oy = i, in, 1.

Ejemplo 2.1 Sean M, y Ms dos matrices de 3 X 3 que conmutan. Entonces, al
tomar

0 0
Wy = (M, %% Wa = (Max, %%
obtenemos 9
[Wlu WQ] = <[M15M2}$7 %> = 07

de esta manera
w = Mlac X ng

es un vector de Poisson.

Adn mas, el criterio en la proposicién (2.11) se puede aplicar a la siguiente clase
importante de campos vectoriales

El caso Homogéneo. Una funcién f € C°°(R3) se dice ser homogénea de orden
ksi f(Ax) = M f(x), para cada A > 0y x € R3. El teorema de Euler precisa el
siguiente criterio: una funcién f € C*°(R3) es homogénea de orden k si y sélo si

LEf = kfa
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donde

N 18.%’1 261:2 38%37

es llamado el campo vectorial de Euler. Un campo vectorial V' se dice ser homogéneo
de orden k, si sus coeficientes fon funciones homogéneas de orden k.

Lema 2.12 El campo vectorial V' es homogéneo de orden k si y sélo si

[V, E] = ~(k— )V,

Demostracion. Primero, tenemos la descomposicién

0
V= V;, 3
0
de esta manera 5 5
V.El = —(LeVi) o; + 2 Vige; =

AN 9
—kV +V =—(k—-1)V.

Por lo tanto, es posible aplicar la proposicién (2.11) a este caso, tomando W7 =V
y Wy =FE.

Decimos que un corchete de Poisson {f, g}, en R3 es homogéneo de orden k si
su correspondiente vector de Poisson 9 es un vector homogéneo de orden k. Como
consecuencia de la proposicién (2.11), tenemos el siguiente hecho importante:

Proposicion 2.13 Cada campo vectorial homogéneo de orden k induce el siguiente
vector de Poisson homogéneo de orden k + 1:

Y(z) =V(x) x . (2.27)

Notemos que el campo vectorial de Euler E = 1V||z||? es precisamente el vector
de Poisson del corchete ciclico (2.16). Por lo tanto, para cualquier funcién m €
C>(R3), ¢ = mE es también un vector de Poisson. Ahora, analicemos la 1—forma
de Poisson oy, y la 1—forma 7, (2.10) asociadas a (2.27). Primero, notemos que es
posible asociar a cada campo vectorial de orden k, el siguiente campo vectorial

yodefy

divV

E. 2.28
2+k (2:28)
Es claro que V? es también homogéneo de orden k. Més atin, div(V?) = 0. Esta
propiedad se sigue de la identidad div(fE) = (2 + k) f, para cualquier funcién f
homogénea de orden k.
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Por lo tanto, el vector de Poisson (2.27) se puede reescribir como ¢ = VO x z y
tenemos

ay = (VY x 2,dz).
El conjunto regular es
Nt = {z ¢ R® | V" x z # 0}
Ahora, calculamos

roty = r1ot(V? x E) = div(E)V? — div(VOE — [V°, E]

= (2+k)VY,
asi
1 = 2k (VO3 (x, dz) — (VO,2)(VO, dx))
W (VORTlZ—(V0,2)%) , , :
- m [d(HVO X HUHZ) + (z x (z x Vo),dv(])] )

De esta manera, si existen h,c € C°°(IN™8) tales que

o\ T 0 2
2
< (i;;) (z x (z x Vo))vd@ = W (Vh + eV x x,dx) , (2.29)
0 equivalentemente
avoN’ 2|V x ||
((%> (z % (z x V) = ”2;;” (Vh+ eV x z) (2.30)

entonces el vector de Poisson 1) = V? x z admite un factor integrante en N'& de la
forma

m = ||VO x z|>F. (2.31)
Si la 1—forma cerrada

1 1 0

—y = —————— (V" x z,dx 2.32
m P Hvo < 1:||2+k< > ( )
es exacta en N8 entonces el vector de Poisson es de la forma (2.17). En particular,
esto es verdadero en el caso cuando N™® es simplemente conexo.

Ejemplo 2.2 Consideremos el caso cuando V es un campo vectorial constante.
Luego, este campo induce el corchete de Poisson v = V X x cuyo conjunto regu-
lar es N™8 = R3\{recta}, y la 1—forma asociada n, es de la forma

ny = d(In([[V > %)),

la cual es exacta en N™8. De esta manera, el corchete de Poisson admite un factor
integrante de la forma
m=|V x z|?
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Ejemplo 2.3 Sea A € gl(3) una matriz constante y consideremos el campo vectorial
lineal V(x) = Ax. Luego, éste induce un corchete de Poisson cuadrdtico ¥(x) =
Az x x, cuyo conjunto reqular es N8 = R3\{3 rectas}. Notemos que tales rectas
que no estan en el dominio, son aquellas generadas por los vectores propios de la
matriz A. Ahora, una funcién g = e~ se dice ser un factor integrante para v si
satisface

rot(e /1)) = 0.

Al desarrollar el lado izquierdo en la ecuacion anterior obtenemos
rot(e /) = —e IV f x ¢ + e Trotap,
de esta manera, g es un factor integrante si f satisface
—Vf x ¢ +roty =0.

Pero
—Vfxp==-Vfx(Az xz)=—(Vf x)Az + (Vf, Az)z.
Por otro lado
roty) = 3Ax — traza(A4)x.

Por lo tanto, la funcidn g = e~ es un factor integrante para v si la funcion f
satisface el siguiente sistema

(Vf,z) =3, (Vf, Ax) = traza(A)
Una manera altarnativa para construir factores integrantes en el caso homogéneo

estd dado por las siguientes observaciones. Para ello, reformulamos el lema (2.12)
para 1—formas, como sigue,

Lema 2.14 Una 1—forma 3 € A*(R3) en R® es homogénea de orden k si y sélo si
Lpp=(k+1)5.
Demostracién. Primero, tenemos la descomposicién f = Y . Bi(z)dz;. De esta

manera
Lgp = ) ;LpBidx;
= (X2 LeBi)dz; + _; BiLpdz;
= > kBidx; + ), fidx;
= > (k+1)pidr; = (k+1)B.

Sea o, una 1—forma de Poisson cuadratica homogénea polinomial. Definimos

def
wédaw,

una 2—forma con coeficientes lineales, y

def .
Pélan,

una funcién cubica. Luego, tenemos la siguiente
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Proposicién 2.15 Sea oy, una 1—forma de Poisson. Entonces

e Si P no es idénticamente cero, entonces m = % es un factor integrante para

la 1—forma vy en el dominio R3\{P(z) = 0}.
e 5i P =0, entonces cualquier polinomio cibico homogéneo Q que satisface
d@Q Aday =0, (2.33)

define un factor integrante m = é en el dominio R3\{Q(x) = 0} para la

1—forma a.
Demostracion. Primero, como ay, es una 1—forma de Poisson se tiene que
ay N day, =0,
luego, aplicando producto interior en la igualdad anterior obtenemos
(ipay)day — oy Aipday, =0,

0 equivalentemente
PdOz¢ + iEdaw A Qypy = 0. (2.34)

Por otro lado, de la férmula de Cartan Ly =igod+doig, y el hecho de que la 1—
forma de Poisson ay, es cuadratica homogénea, obtenemos

(iEdOéw) Aoy +dP Aoy =0,

(iEdOéw) Aoy = —dP A Q. (2.35)
Al introducir (2.35) en (2.34) obtenemos
Pday, —dP A ay, =0,

estoes d (%o%) =0.

Para la segunda parte, si P = 0, de la condicién (2.33) y el hecho de que ay, es
una 1—forma de Poisson, obtenemos

3[Qday, — dQay] =0,

estoes d (%aw) =0. [

Observaciones 2.1 5i existe un polinomio cibico homogéneo @ tal que
dQ A day, =0,

entonces se puede probar que la 1—forma cerrada éaw es exacta en cada componente
conezxa del dominio

N = {z € B Q) £0}.
(ver [27]).
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Ejemplo 2.4 Consideremos el campo vectorial lineal V- = (0,3, —x2). Luego,
éste define un vector de Poisson cuadrdtico ¥(x) = (x3 + 23, —x129, —2123), cuya
1—forma asociada vy, es

oy = (23 + 23)dwy — (z129)d2s — (7123)ds3,
ademds

da¢ = —3z9dz1 Adzo — 3xzdry Adxs
—%dml Ad(x3 + 22),

y el conjunto regular N*& = {3 + x?,} # 0}. En este caso P = 0. Asi, las funciones
ciubicas

Q(z) = 7,

Q.

Qx) = (x% + x%)xl,

definen factores integrantes para oy, en el conjunto N*#\{plano 1 = 0}.

2.2 Teorema de Frobenius y Foliaciéon Simpléctica

En esta secciéon estudiamos la relacion existente entre el teorema de Frobenius y
foliaciones simplécticas y corchetes de Poisson en R3.

Teorema de Frobenius. La geometria de Poisson en R3 se basa en el teorema
de Frobenius el cual establece la condicién de integrabilidad para distribuciones de
planos. En esta seccion, presentamos una demostraciéon de este teorema.

Recordemos que una distribucién (suave) en un dominio abierto N C R? es una
asignacién D de un subespacio D, € R? a cada 2 € N tal que para cada p € N
existen campos vectoriales W7, ..., W} definidos en un entorno abierto de p € N
tales que D, = Span{Wi(x),...,Wi(z)} en cada z. Una distribucién es regular si
r — dimD, es constante. En el caso cuando dimD, = 2, tenemos una distribucién
de planos cuyo complemento ortogonal (D,)" en R? es una recta. La distribucién
de planos D se dice ser orientable si la recta (D,)* es trivial, esto es, (D)* est4
generada por un campo vectorial en N no nulo.

Sea v : R — R3 una funcién vectorial suave. Denotemos por N*& = Reg(v)) =
{x € R3 | ¢(x) # 0} el subconjunto regular y consideremos la distribucién orientada
de planos
Reg(t) 3 ¢ = DY < ()" C R
En términos de la 1—forma ay, la distribucién de planos se representa mediante las
ecuaciones de Pfaffian:

DY = {u € R* | ay(u) = 0}.

A continuacién tenemos la siguiente versién del teorema de Frobenius (local).

Teorema 2.16 Los siguientes enunciados son equivalentes:
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(a) Para cada punto p € N'™8, existen un entorno abierto U en N'™& y campos
vectoriales linealmente independientes Wi, Wy € X(U) tales que

(W1, Wa] = 1 W1 + coWo, (2.36)
para algunas c1,co € C®(U), y
DY = Span{W,(z), Wa(z)}, Yz e U. (2.37)
(b) Para cada punto p € N8, existen un entorno abierto U, campos vectoriales
Wi, We € X(U) y una funcion K € C®(U) tales que
VK(x)#0 Vz e U, (2.38)

la distribucion caracteristica DV estd generada por Wi, Wa (condicion (2.37)) y
K es una integral primera comin de Wy y Wa,

(W1, VK) = (W, VK) = 0. (2.39)

(¢) La 1—forma oy, satisface la condicion de integrabilidad en N'&:

dozd, A Qyy = 0. (2.40)

Demostracion. (a) = (b) Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los
campos vectoriales Wy, Wy conmutan, [W7, Wa] = 0. Luego existen entornos V' de 0
y U de p tales que la aplicacion ¢ : V — U

¢(x1, 2, 23) = Flyp o FI}E (p + 23W1(p) x Wa(p))
es un difeomorfismo. Es posible verificar que éste es un difeomorfismo de rectifi-
cacién,
PWi=e1, v ¢"Wa=es.
De esta manera K = x3 o ¢ es una integral primera comun para Wy y Wa.

(b) = (c) De la condicion (2.37), se tiene que oy = mdK, asi la ecuacién (2.8)
se cumple.

(¢) = (a) Si se cumple (2.40), entonces tenemos el corchete de Poisson {, }.
Luego para campos Hamiltonianos se tiene la siguiente

[VFD VF2] = V{F1,F2}w'

Consideremos los campos vectoriales Hamiltonianos V,, = 1(z) X e; asociados a las
funciones coordenadas x1,x2 v x3

0 —3 P2
V:C1 = ¢3 y VSEQ = 0 ) VSEg = _1/}1
—2 (31 0

De esta forma, obtenemos

DY = Span{V,, (z),i = 1,2,3}.
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Como v(p) # 0, al menos una de las componentes 11 (p), 12(p) o ¥3(p) no es cero,
digamos ¥3(p) # 0. Entonces, existe un entorno U de p tal que ¥s3(x) # 0 para
toda x € U. Esto significa que los campos vectoriales V,, y V;, son linealmente
independientes en U. Maés ain, V., y V, son compatibles,

[V$1 ) V$2] - clvxl + CQV(IJQ)

donde
R R T
dr1 s’ Oz 3
Por lo tanto, al tomar Wy = V,,, y Wy =V, se satisfacen (2.36) y (2.37). [

Corolario 2.17 Si v es un vector de Poisson en R3, entonces para cada punto
reqular p € N8, existe un entorno abierto U > p tal que

Y =mVK, enU (2.41)

para alguna m, K € C*(U).

Demostracion. Por el teorema de Frobenius, en un entorno abierto U de p, exis-
ten campos vectoriales Wi, Wy € X(U) que satisfacen (2.36),(2.37) y que admiten
una integral primera comtin K. De esta forma, se sigue que ¢ = \{W7 x Ws y
M VK = Wy x Wy para algunas funciones no nulas A, A2 en U. Luego, al tomar

m = % se cumple (2.41). [

Si las condiciones (2.36) y (2.37) se cumplen, entonces la distribucién de planos
DY se dice ser involutiva. Una distribucién de planos D en N se llama (comple-
tamente) integrable si para cada punto p € N existe una superficie integral (local)
S, en N que contiene a p, D, = TS, para toda = € Sp,. La hipétesis en el caso
(b) del teorema (2.16) establece que la distribucién de planos DY es integrable y
que una superficie integral que contiene a p se define como el conjunto de nivel
Sp ={x € U | K(z) = K(p)} de la integral primera comtin K en (2.39). Por lo
tanto, el teorema de Frobenius establece que la involutividad es equivalente a la
integrabilidad.

Ahora, una variedad maximal integral de una distribucién integrable de planos D
en N es una superficie integral conexa la cual contiene cada superficie integral conexa
que tiene un punto en comun con ella. El teorema de Froenius global establece que
existe una superficie integral maximal de D en cada punto de N, asi N es la unién
disjunta de superficies integrales maximales la cual forma una foliacién regular. En
general, una superficie integral maximal de S de D es una superficie parametrizada
(inmersa) en R3. Pero si S es cerrada en R3, entonces es una superficie regular
(encajada).

Clase ¢p de primera caracteristica. Sea 1) un vector de Poisson en R3 y ay la
correspondiente 1—forma de Poisson. Como consecuencia del teorema de Frobenius,
es posible asociar a 1 la distribucién de planos integral orientable D = DY y la
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correspondiente foliacion regular S en N8 dada por superficies parametrizadas. Sea
A¥(NTe8) el espacio de las k—formas en N*8 y denotemos por I*(S)(k = 0,1,2,3)
al conjunto de las k—formas que se anulan sobre la foliacion,

I%(S) o (B € A*(N™8) | B(uy,...,up) = 0,Yuy,...,up € DY,z € N™8},
Es claro que I*(S) es un subespacio de A¥(N™8) e [°(S) = AO(N™8) = C°(N*e8).
Maés atn, tenemos

INS) = {fay | [ € C=(N™8)},
P(S)={8Nay | B A (N"®)},
I3(S) = A3(N™e#).

De esta manera, debido a la ecuacién de integrabilidad (2.40), se sigue que la difer-
encial exterior d : A¥(N8) — AF+1(NT8) preserva los subespacios I*(S),

B e I¥(S) = dp e I"(S).

Sea AF(S) = % el espacio cociente y q : AF(N'™8) — I*(S) la proyeccién
natural. Asi, la diferencial exterior d induce un operador diferencial, el cual es un
morfismo entre espacios vectoriales, ds : A*(S) — A¥+1(S) definido por ds(q(f)) =
q(df). Es facil verificar que dg es un operador diferencial, ds o ds = 0, y la cor-
respondiente cohomologia, llamada la cohomologia de de Rham foliada, se denota
por

_ Kerds

H(S) = Imds

Una k—forma 6 en N™¢ se dice ds—cerrada si ds(q(6)) = 0, esto es, la restriccién
de 8 a cada hoja de la foliaciéon S es cerrada. Mas atn, una k—forma 6 en N™8 es
llamada ds—exacta si q(f) = ds(q(f)) para cierta (kK — 1)—forma § en N™&. Esto
implica que 6 se restringe a una forma cerrada en cada hoja de S. Por ejemplo,
una 1—forma 6 € A'(N™®8) es dg—exacta si y sélo si 6 = df + cay, para algunas
froc € C®(N™®).

Luego, tenemos el siguiente

Teorema 2.18 Sea 1) un vector de Poisson en R3. Entonces, las siquientes afirma-
ciones se cumplen:

(a) la 1—forma asociada ny (2.10) es ds—cerrada;

(b) la clase de cohomologia de de Rham de q(ny) depende solamente de la dis-
tribucion integrable de planos D = DY.

(¢) Eziste un factor integrante m € C°°(N*8) para 1) si y solo si 0y es ds—ezxacta.

Demostracién. El hecho de que 7, es ds—cerrada se sigue de la representacion local
(2.41) y la férmula (2.24). Los enunciados en los casos (a), (b) son precisamente el
contexto de los teoremas (2.6) y (2.16). [
Con estos resultados es posible definir la siguiente nocién.
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Definicion 2.2 Sean D una distribucion orientable e integrable de planos en un
dominio abierto N C R3 y S la foliacién correspondiente. La clase de primera
caracteristica de D (de S) se denota por c1D = c‘lg y se define como la clase de
cohomologia de de Rham foliada del elemento q(ny) asociado al vector de Poisson
Y que genera a la distribucion D,

o

ch & [q(ny)] € HY(S).

Por lo tanto, la no trivialidad de c%) es una obstrucciéon para la existencia de un
factor integrante en N™8 para un vector de Poisson dado .

Corolario 2.19 Si c1D = 0 y N es simplemente conero, entonces un tensor de
Poisson ¢ que genera a la distribucion D es de la forma

v =mVK, en N.

Hojas simplécticas. Procedemos ahora, al estudio de foliaciones. Para ello,
formulamos el siguiente resultado importante

Teorema 2.20 Sean 1) un vector de Poisson y N*& C R? el conjunto reqular. Cada
superficie integral mazimal S de la distribucion caracteristica DY en N8 estd dotada
con la forma simpléctica

1
wg = —0g (2.42)
I
donde )
og = m (1dxg A dzg + podas A day + sdey A das) ‘S (2.43)
es la forma de drea en S asociada a la orientacion dada por el campo vectorial

normal :@ Mis atin, para cada F € C®(R3), el campo vectorial Hamiltoniano
F

Vi =X es tangente a S y su restriccion a S es el campo vectorial Hamiltoniano
relativo a ws y f = Flg,

vp = VF’S (2.44)

iy, wg = —df. (2.45)

Demostracion. Es claro que la dos forma wg es no degenerada y como S es de
dimensién dos, también es cerrada. De esta manera, tenemos que probar (2.45).
Consideremos la siguiente dos forma en R3

sz = Y1dxo A dag + Podas A dzy + Y3dzy A das. (2.46)

Asi, wg se puede representar como

ws = <H1/11HQQ¢’> |g- (2.47)
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Al utilizar la igualdad

Yx Ve = ¢ x(xVF)
—[[IIPVF + (¢, VF),

y algunas identidades introducidas en el apéndice, calculamos

v,y = ayxvp
= —|¢Pavr + (b, VF)ay
= —|[¢|PdF + (¢, VF)ay,

asi, la igualdad (2.45) es consecuencia del calculo anterior y el hecho de que ay; se
anula en el vector tangente a S ]

Corolario 2.21 La forma simpléctica (2.42) estd definida de manera unica por la
condicion de compatibilidad con corchete de Poisson

{F17F2}w|s = WS(UfUUb)v

para cualesquiera Fy, Fy € C*®(R3).

También es importante notar que la forma simpléctica wg coincide con la forma
de drea og en una hoja simpléctica médulo una constante multiplicativa si y sélo si
el vector de Poisson satisface la relacion

A
1/1><<ax> =0,
oY

donde <%>ij = (%) es la matriz de Jacobi. Esta condicién significa que [|¢||? es
una funcién de Casimir.

El par (S,wg) se conoce como hoja simpléctica del vector de Poisson 9 (el
corchete de Poisson {Fi, Fy}y). Como la distribucién caracteristica de un vector
de Poisson dado v estd generada por el dlgebra de campos vectoriales Hamiltoni-
anos,

DY = Span{Vy | F € C*°(R®)},

las hojas simplécticas se pueden caracterizar de la siguiente manera. Introducimos
una relacién de equivalencia en R3, diciendo que dos puntos = y y son equivalentes,
x ~ 1y, si se pueden conectar mediante una curva suave por pedazos la cual consiste de
trayectorias de campos vectoriales Hamiltonianos (locales), x = Flﬁ}“Fk o.. .oFll‘t}F1 (y).
Entonces, la hoja simpléctica S, que pasa por x € N™® es precisamente la clase de
equivalencia de z, S; = [z]. Como mencionamos antes, S, es una superficie regular
si S, es un subconjunto cerrado en R3. De acuerdo con esta definicién, cada punto
singular p, 1(p) = 0 es una hoja simpléctica de dimensién cero. Por lo tanto, R3
es una unién de hojas simplécticas 0—dimensionales y 2—dimensionales las cuales
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definen una foliacién simpléctica (singular). Una caracteristica importante de dicha
foliacién es que el espacio de hojas esta definido como el espacio topoldgico cociente
R3/ ~.

En el caso cuando un vector de Poisson es de la forma ¢ = mVK el conjunto
regulat es

N™& = {m(z) # 0} N {VK(z) # 0}.

La hoja simpléctica S, que pasa por p € N8 se define como una componente conexa
del conjunto de nivel regular de la funcién de Casimir,

Sp = {m(z) # 0} N {K(z) = K(p)}.

Si un vector de Poisson no admite una funciéon de Casimir global pero la distribucién
caracteristica DY en N™8 estd generada por campos vectoriales completos Wy, W,
entonces es posible dar una parametrizacién de la hoja simpléctica S, que pasa por
p mediante la aplicacién

(11, 72) = FLy o FLi (p)

Notemos que la 2—forma 0y en (2.47) satisface las siguientes identidades

||w\|2

T=—50y Ay,
||w|r2 vty

1
dl —=Q di T,
<HwH2 1") v <uwu2>

por lo tanto, es ds—cerrada. Més atn, esta forma es cerrada en N™® si y sélo si

di =0.
v <ku2> !

De esta manera, hemos establecido las condiciones para la siguiente

Definicion 2.3 La sequnda clase caracteristica de la distribucion caracteristica D
(6, la foliacidn simpléctica S) se denota por ¢z = ci« y se define como la clase de

cohomologia de de Rham foliada del elemento q ( L Q¢>,

% = [q <”w1”29¢>] € H%(S).

Si la segunda clase caracteristica se anula ¢% = 0, entonces existen 1—formas vy y ¢
en N'8 tales que

1

En particular, esto significa que para cada hoja simpléctica S, la forma simpléctica
wg es exacta.
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2.3 Funciones de Poisson y Equivalencia

Para cualquier matriz de 3 x 3 L utilizaremos la siguiente notacién

(LsgLoa — LagLos) (Ls1Loz — LagLoi) (LsaLai — L1 Loo)

—T
det L- L™ = | (LsaL13 — L3sL12) (LssLi1 — LaiLiz) (Lg1Li2 — LsaL11)
(LosLio2 — LooL13) (Lo1L1s — LasLy1) (L2oLiy — LoiLi2)

Proposicién 2.22 Sean ¢ y 1[1 dos vectores de Poisson definidos en dos dominios
abiertos N y N en R3. Sean {,}, y {, }TZJ los corchetes de Poisson asociados a 1 y

¥ respectivamente. Entonces, una aplicacion suave £ : N — N es un morfismo de
Poisson,

{Fof,Gof}y ={F,G};of,

st y solo si los vectores de Poisson estan relacionados por la igualdad

$(f(x)) = det <8g(;)> (ag(;)>T¢(x), (2.48)

donde (62(;)) = (8235;:)) es la matriz de Jacobi.

Demostracion. Sean

(z) = —Aot(z), y I(z) = —Ao (2.49)

los tensores de Poisson asociados a los corchetes de Poisson {, }y y {, }; respectiva-
mente. Asi, la condicién para que una aplicacién suave sea un morfismo de Poisson

. fi(E(z)) = (8226)) Ti(x) - (ag(;)>T. (2.50)

Al introducir las representaciones (2.49) en esta igualdad, y utilizando la identidad

L-(Aoa)-L" =Ao((det L)L "a),
derivamos la condicién (2.48) [
Corolario 2.23 Un difeomorfismo £ : N — N es un isomorfismo de Poisson entre

los corchetes de Poisson {, }y y {,}; si y sdlo si se satisface (2.48). La transfor-
macion inversa estd dada por

of(x)\ " -
o) = — (ég@)( o) e (2.51)
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En términos de 1—formas de Poisson, la condicién (2.51) es equivalente a

L (2.52)

Como consecuencia, también obtenemos el siguiente criterio para que un difeo-
morfismo f : R? — R? sea un automorfismo de un corchete de Poisson {, },:

)
ox

B 1 of(z)\ "
VO o )( o)) it (25

Todos los automorfismos de Poisson forman un grupo el cual se denota por
Aut(R3,1). Por ejemplo, es posible deducir de (2.53) que el grupo de automorfis-
mode lineales del corchete ciclico (2.16) es precisamente el grupo ortogonal O(3).

2.4 Automorfismos infinitesimales de Poisson

Sea {, }y el corchete de Poisson definido por el vector de Poisson 1. Entonces, es
posible asociar a v las siguientes dos dlgebras de Lie de campos vectoriales

e el dlgebra de Lie de campos vectoriales Hamiltonianos Ham(R3, 1),

e cl dlgebra de Lie de automorfismos infinitesimales de Poisson Poiss(R3, 1).
Luego, tenemos la inclusion
Ham(R3, 1)) C Poiss(R?, 1)),
y para cualquier Z € Poiss(R3,v) y F € C*(R?), de la identidad
[Z,VF] = Vizvr)

obtenemos que Ham(R?, ) es un ideal de Poiss(R?, ). Notemos que el flujo (local)
de cada campo vectorial Z € Poiss(R3, ) es un automorfismo del corchete de Poisson

{ }o-

El espacio cociente
Poiss(R3, 1)
Hy(R?) = —— =
) = Ham(®3, )
tiene estructura de dlgebra de Lie y se llama la primera cohomologia de Poisson del
corchete de Poisson {, }(citar bibliografia).

La siguiente proposicién presenta informacién més precisa acerca de Poiss(R?, ).

Proposicién 2.24 Un campo vectorial Z en R3 es un automorfismo infinitesimal
de Poisson del corchete de Poisson {, }y si y sdlo si se satisface la ecuacion

div(Z)0 + Z x roth — V(Z - ) = 0, (2.54)
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Demostracion. Recordemos que
(Xp, Z)+ X1,r =0,

donde X =1 x VF, ademés, si v,w € X(R3), se cumple la siguiente

rot(v x w) = div(w)v — div(v)w — [v, w],
de esta manera, la ecuacion

Y x VF, Z]+ X1,rp =0
es equivalente a la ecuacion
div(Z)yY x VF —div(¢y) x VF)Z —rot((¢p x VF) x Z)) + ¢ x V(LzF) =0,
al seguir desarrollando el lado izquierdo obtenemos
div(2)YxVF—-div(yxVF)Z-N(Zp)xNF+N(Z-NVNF)xy+(Z-VF)rotp+yxV(LzF) = 0,
de donde se llega a
div(Z2)YxVF—(VF-rot) Z—N(Z-Y)xVF+V(Z -V F)xy+(Z-VF)roty+yxV(Z-VF) = 0,
al utilizar la propiedad de triple producto cruz en R3 se concluye
div(Z2)y x VF — [rot), Z]| x VF =N (Z -¢) x F =0,

0 equivalentemente

[div(Z)Y + Z x rotyp — V(Z - )] x VF =0,
para toda F', por lo tanto

div(Z)0 + Z x roth — V(Z - ) = 0.

Es de gran utilidad presentar una version covariante de la ecuacién (2.54)

Proposicién 2.25 En términos de la 1—forma de Poisson o, la ecuacion (2.54)
para automorfismos infinitesimales de Poisson Z adopta la forma

Lo, —div(Z)oy = 0. (2.55)

Mds atin, para una funcién no nula g € C*°(R3), la ecuacion (2.55) es invariante
bajo la transformacion

Y=gy, Z—gZ (2.56)
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Demostracion. Primero, al utilizar las identidades
ay(zy = dizay),

A7 xrotyp = _iZQI‘Ot’L/) = _iZdaz/n

es posible reescribir la ecuacién (2.54) en la forma
divZoy, —izday — d(izay) = 0.

Por la féormula de Cartan Ly =iz od 4+ d o iy, esta ultima ecuacién es equivalente
a (2.55). La invarianza de (2.55) bajo la transformacién conforme (2.56) se sigue de
las identidades

Lyzagy = g(Lzg)ow + g°Lzovy,
div(¢gZ) = Lzg + gdiv(Z).

De esta manera
Ham(R?, 1)) = g - Ham(R®, ¢)),

Poiss(R3, gb) = g - Poiss(R3, 1)).

Corolario 2.26 La primera cohomologia de Poisson Hi(RS) del corchete de Pois-

son {, }, depende solamente de distribucion caracteristica x — LY = (y(x)).

Campos Vectoriales que Preservan la Foliacién. Un campo vectorial Z
preserva la foliacién S del corchete de Poisson {, } si su flujo manda hojas en hojas,
o equivalentemente, la distribucién caracteristica DY es invariante bajo el flujo,

dF1, (DY) = DY

by VT ENTE. (2.57)

Como la distribucién caracteristica DY estd generada por los campos Hamiltonianos
Vr, la condicién (2.57) significa que el corchete de Lie [Z, V| es un vector tangente
a DY

i[Z,VF]Oéw = O, VF (258)

Al utilizar la identidad iz v, = [Lz,ivs], obtenemos
0 =1izvy = Lz(ivp)ay — ivp (Lzay) = —iv, (Lzoy).
De esta manera, tenemos el siguiente criterio.
Proposicién 2.27 Un campo vectorial Z € X(N'8) preserva la foliacion S si y

solo si
(Lza¢) N oy = 0. (2.59)
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De la ecuacién (2.55), concluimos que cada campo vectorial Z € Poiss(R?, )
satisface (2.59), asi, Z preserva la foliacién S.

Campos Vectoriales que Preservan el Volumen. Recordemos que una
forma de volumen en R? es una 3—forma arbitraria no degenerada en R? la cual
puede ser presentada como

Ty=gT,

donde Y = dzy A dzo A dzs es la forma canénica de volumen en R? y la densidad
g € C*®(R?) es una funcién que no se anula nunca. Se dice que un campo vecto-
rial Z preserva el volumen si su flujo (local) deja invariante la forma de volumen,
¢
(Flz)*Tg - Tg.
En términos infinitesimales, esta condicién es equivalente a Lz T, = 0.

Proposicion 2.28 Un campo vectorial Z es un automorfismo infinitesimal de Pois-
son que preserva el volumen si y solo si

LZ(QOQ#) = 07

L
—59 +div(Z) = 0.

Demostracion. La prueba se sigue de la ecuacion (2.55) y la identidad
LY, = (Lzg+div(Z)g)Y,.

|
En el caso particular cuando ¢ = 1, un campo vectorial Z es un automorfismo
infinitesimal de Poisson del corchete {, }, que preserva la forma canénica de volumen
T si y sélo si tiene divergencia cero y su flujo preserva la 1—forma de Poisson,

Lzaw = O,
div(Z) = 0.

Campos Vectoriales Localmente Hamiltonianos. Sea ¢ un vector de Pois-
son, N™ el conjunto regular y D¥ la distribucién caracteristica de planos en N8,
Consideremos la foliacion simpléctica S de D¥ y denotemos por

Xs(N™8) = {Z € X(N*™®) | Z(z) € D¥Vx € N8}

al espacio de todos los campos vectoriales en N™8 que son tangentes a S. El con-
junto de automorfismos infinitesimales de Poisson de {, }, tangentes a la foliacién
simpléctica se denota por

Poisss (N8, 1)) := Poiss(N"®, 1)) N Xs(N"®).
Es claro que Poissg(IN™®, 1)) es un algebra de Lie. Ademés, tenemos las inclusiones

Ham(R3,v) C Poisss(N™8, 1)) C Poiss(R3, v)).



44 Geometria de Poisson y Sistemas Hamiltonianos en R3

Teorema 2.29 Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) Z € Poissg(IN™8, 1);

(b) Z € X(N*™8) satisface las relaciones

div(2)||9]|? + (¢ x Z, rotah) = 0, (2.60)
(Z,4) =0, (2.61)
(¢) Z admite una representacion
Z=14xY, (2.62)
donde Y € Xs(N™8) es un campo vectorial tal que
(rotY, ) = 0. (2.63)

Demostracion. Se sigue directamente de la proposicién (2.24) que Z € Poissg(IN™8, 1))
si y s6lo si Z satisface las ecuaciones

div(Z) + Z x rotih = 0, (2.64)

(Z,4) = 0. (2.65)

De la condicién de integrabilidad, rott es tangente a S, por lo tanto de (2.65) obten-
emos que el producto cruz Z X roty coincide con @ salvo un factor multiplicativo.
Al tomar el producto interior con ¢ en ambos lados de la ecuacién (2.64), probamos
la equivalencia de (a) y (b). Ahora, procedemos a probar la implicacién (b) = (c).
Sea Z un campo vectorial que satisface (2.60),(2.65). Entonces, al escoger

def 1
vy ux2z, (2.66)
1912

notamos que se satisface (2.62). Ahora, al introducir la representacién (2.62) en
(2.60) obtenemos

[]*div(y x Y) — [[#]*(Y, roty) = 0.
Esta igualdad junto con la identidad

div(y) x Y) = (Y, roty)) — (¢, rotY)

implican (2.63). La implicacién (¢) = (b), es de manera ansloga. [

Denotemos por
P(N™8) ={Y € Xs(N™®) | (Y, roty)) = 0}.
Corolario 2.30 Eziste un isomorfismo entre espacios vectoriales
P(N™8) ~ Poissg (N, 1) (2.67)
definido por la correspondencia
Y—Z=9yxY

cuya inversa estd dada por la formula (2.66).
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Es posible hacer una descripcién alternativa del espacio de automorfismos in-
finitesimales de Poisson tangentes a S en términos del espacio de las 1—formas
ds—cerradas en N'%, el cual denotamos por

ZL(N™5) = {a € A'(N™*5) | q(da) = 0}.

Proposicién 2.31 Para cadaY € P(N™®) la 1—forma ay = (Y, dz) es ds—-cerrada.
La correspondencia
P(N™8)3Y — ay

define un isomorfismo entre los espacios P(N™8) y ZL(N™8).

Demostracion. Por definicidn, ay es ds—cerrada si su restriccién a cada hoja de
S es cerrada. De esta manera, tenemos que probar que para cualesquiera campos
vectoriales u1, us tangentes a S, tenemos

(day)(ul, UQ) =0.
Al utilizar day = Qyoty, ademads de u; X us = gy, obtenemos

(day)(ui,u2) = oty (u1,u2) = (rotY,u; x ug)

= g(rotY,¢) = 0.

Como consecuencia de (2.67), tenemos el siguiente hecho.

Teorema 2.32 FExiste un isomorfismo candnico

ZL(N™8) ~ Poisss(N™8, ).

Finalmente, formulamos el siguiente criterio bastante titil. Sea
ds—cerrada en N8, donde €, estd dada por (2.46).

”wHQ Qy la 2—forma

Proposicion 2.33 Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) Z € Poissg(N™8,1));

(b) Z € Xs(N™®) y la 1—forma
HJHQ(IZQw) (2.68)

es dsg—-cerrada.

Demostracion. Supongamos que Z € Poisss(N™ 1)). Entonces, tenemos ¢ x Z =
—[[%]]?Y, donde Y € Xs(IN™8) satisface (2.64). Luego,

d Q « = —d = —Qoty - 2.69
(pt200) = (ees) = —dor = 0. 60
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Asi, Quoty A ay = (rotY, )T = 0, de esta manera la condicién (2.68) se satisface.
Por el contrario, si se cumple (2.68), entonces por (2.69) deducimos que el campo
vectorial Y en (2.66) satisface (2.64). Esto prueba la implicacién (b) = (a). [

Corolario 2.34 Un automorfismo infinitesimal de Poisson Z € Poissg(IN™8, 1))
tangente a S es un campo vectorial Hamiltoniano en (N'®8,1) si y sdlo si la clase
de cohomologia foliada de la 1—forma en (2.68) es trivial,

es ds—exacta.
Demostracion. La condicién (2.70) significa que

||'¢||2(1ZQ¢) —dF + coy

para algunas ¢, ' € C*°(N"®). Por otro lado, izQy, = ayxz, de esta manera

/ = —VF
||¢||2¢ . o

Al tomar producto cruz con v en ambos lados de la ecuacién anterior, obtenemos
Z = VF. |

Proposicién 2.35 Cada Z € Poisss(N™8, 1) es un campo localmente Hamiltoni-

ano, esto es, para cada p € N'™8 existen un entorno abierto U > p en N™& y una
funcion F € C*(U) tales que
Z =y xVF

en U.

La prueba de este resuldado se sigue del corolario (2.34) y la forma parametrizada
del lema de Poincare: cada forma ds—cerrada es localmente ds—exacta.

2.5 Problema de Hamiltonizacion

En esta seccién estudiamos el problema de Hamiltonizacién, cuya formulacién es
como sigue. Supongamos que empezamos con un sistema dindmico tres dimensional

i=V(z), zcR> (2.71)
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Definicion 2.4 Decimos que este sistema admite una estructura Hamiltoniana en
un subconjunto abierto N en R3 si existe un par (¢, F) que consiste de un vector de
Poisson en N,

(1, roth) =0 (2.72)

y una funcion F € C°(N), tal que V' es Hamiltoniano con respecto al corchete de
Poisson {, }y y F,
V=9 x VF. (2.73)

En el caso cuando un dominio abierto IV es denso en R?, N = R3, nos referiremos
a (¢, F') como una estructura Hamiltoniana global para V. Por lo tanto, el problema
de Hamiltonizacién es encontrar una estructura Hamiltoniana (global) (¢, F') para
un sistema dindmico dado.

Mostraremos que este problema se puede resolver si

e existe una distribucién integrable de planos (foliacién) que es invariante bajo
el flujo del sistema;

e el sistema admite una integral primera que no es constante a lo largo de fo-
liacién invariante.

Teorema 2.36 Sea V un campo vectorial en R3. Supongamos que existe un con-
junto abierto N C R3, una funcion F € C®(N) y un campo vectorial W € X(N)
tales que las siguientes condiciones se satisfacen en N:

(a) los campos vectoriales V. y W son linealmente independientes,
VxW=#£0

y compatibles,
[V,W] =aV + bW,

(b) F es integral primera de 'V y

(W,VF) # 0.

Entonces,

b = —<W1VF>V x W, (2.74)

es un vector de Poisson que junto con F definen una estructura Hamiltoniana para
V en N.

Demostracion. Es claro que v satisface la ecuacién de integrabilidad. Esto se sigue
del hecho de que V' y W son compatibles, y de la identidad

rot(V x W) =div(W)V — div(V)W — [V, W].
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De esta manera, sélo resta verificar la igualdad (2.73). Para cada x € N, los vec-
tores V (), W(x),V(z) x W(x) forman una base para R3, asi, tenemos la siguiente
descomposicion

VF =1V + oW +c3V x W. (275)

Por hipétesis, F' es integral primera de V, (V,VF) = 0. Luego, se sigue de (2.75)
que
alVI? + (W, V) =0 (2.76)

(VE,W) = 1 (V, W) + 2| W2 (2.77)
De las relaciones (2.75)-(2.77), obtenemos
(VXW)xVF = —Vx(VxW)+cWx((WxV)
= (@llVIP+ (W, V)W — (c(W,V) + e[ W]*)V
= —(VE, W)V

El caso Homogéneo. Sea V un campo vectorial homogéneo de orden k,

[V,E] = —(k —1)V. Consideremos el campo vectorial de divergencia cero
div(V)
Vi=V-—2F 2.78
k+2 (2.78)

Luego, tenemos el siguiente criterio

Proposicion 2.37 Si V' admite una integral primera F, entonces en el dominio
N:={zeR¥|zxV%x)#0y (z,VF) £ 0},

el campo vectorial V' es Hamiltoniano con respecto al vector de Poisson

1
(x, VF)

Y =— VOx (2.79)

y la funcion F. En particular, en el caso cuando la integral primera F es una
funcién homogénea de orden s > 0, la formula (psiv0) es equivalente a

1 0
¢——S—FV X .

Sistemas Completamente Integrables. En este apartado, procedemos a es-
tudiar una clase de sistemas, méas precisamente, sistemas completamente integrables.
Para ello, recordamos la siguiente

Definicién 2.5 El sistema (2.71) se dice ser completamente integrable si admite
dos integrales primeras Fy, Fy € C®(R3) tal que el dominio

OF
% :2}7 F:]F(FDFZ)v

es denso en R3 y los gradientes VFy,VE, son linealmente independientes.

N = {z € R? | rank
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Es claro que el dominio N es invariante bajo el flujo de un sistema completamente
integrable y sus trayectorias en N estan definidas como las componentes conexas de
los conjuntos de nivel comunes de las integrales primeras F} y F5.

Proposicién 2.38 Cada sistema completamente integrable (2.71) en N es un sis-
tema bi-Hamiltoniano en el sentido

V= mVF1 X VFQ, (280)

para una cierta m € C>®(N).

Demostracion. La representacién (2.80) es consecuencia de las igualdades (V, VF}) =
(V,VFy) = 0y la hipdtesis de que VFi, VF; son linealmente independientes en N. m

Por lo tanto, un sistema completamente integrable admite dos estructuras Hamil-
tonianas: (¢ = mVF|,F = Fy) y (¢ = mVF,, F = —F;). De hecho, tenemos una
familia de estructuras Hamiltonianas. En efecto, sean

K = c11F1 + c19F3, (281)

H = co1 F| + co0Fh, (282)
para algunas constantes c;; € R. Si

c11¢22 — c12¢21 = 0,

entonces

V =mVK x VH. (2.83)

Aqui, la funcién K juega el papel de funcién de Casimir y H es el Hamiltoniano.
De manera més general, es posible tomar K = k(Fy, F») y H = h(F}, F»), donde
E:R?2 - Ry h:R? = R son funciones suaves tales que det a(akig’ch) #0en F7L(N).
Entonces, es posible tomar m +— det %m en la representacién (2.83). Se se
escogen distintas K y H en (2.81) y (2.82) surgen distintas maneras de organizar las

trayectorias del sistema en una familia de superficies invariantes (hojas simplécticas).

Ejemplo 2.5 Consideremos el sistema de Fuler
=z X Az,

donde A € Syms(R). La eleccion estandar para H y K estdn dadas por

1

K= Ll
1

H = §<Aa:,a:>.

Teorema 2.39 Sea V el campo vectorial del sistema dindmico (2.71). Supongamos
que existen un dominio denso abierto N en R® y una distribucion de planos D
orientable e integrable en N tales que
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(a) V es tangente a D,
V(z) € Dy, (2.84)

(b) V admite una integral primera F' € C*°(N) que satisface
(V x VE): #0, en N, (2.85)

donde (V x VF)* es la componente normal de V- x VF con respecto a la de-
scomposicion ortogonal
R*=D,®Dr, z€N (2.86)

(¢) La clase de primera caracteristica c%) de la distribucion de planos D es trivial,

ch =0, (2.87)
(d) N es simplemente conezo.

Entonces, el sistema (2.71) es completamente integrable en N .

Demostracion. Por el teorema de Frobenius, la distribucion de planos estd generada
por un vector de Poisson. Escogemos una funcién vectorial suave ¢ : N — R? tal
que D, = (). La condicién (2.85) implica que V no se anula en N y podemos

definir el campo vectorial
1

V1
Es claro que W es tangente a D, de esta manera los campos V' y W son compatibles.
Maés atn, tenemos

W= V x4 (2.88)

(W,VF) = - 1H2<VX1Z”VF>
(D, V x VF) #£0. (2.89)

v
_ 1
Vi

Luego, por el teorema (2.36), el campo vectorial V' es Hamiltoniano con respecto al
vector de Poisson )
v = —7<W7VF>V x W
||V||2 ~ (290)
(), VxVE) 7

y la funcion F,
V =149 x VF.

Luego, la condicién (2.87) significa que el vector de Poisson admite un factor inte-
grante m, esto es, %o% es cerrada en N. Pero, por la condicién (d), esta 1—forma
es exacta, %0‘1/) = dK para cierta K € C*°(N). La condicién (2.85) garantiza que
VF y VK son linealmente independientes en N, asi, el vampo vectorial V' admite
dos integrales primeras funcionalmente independientes F'y K en N. ]

Es importante notar que la condicién (c) se puede relajar a la condicién (d). Una
consecuencia inmediata del resultado anterior es el siguiente
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Corolario 2.40 Supongamos que se cumplen las condicones (a) y (c¢) de (2.39).
Entonces, existe factor integrante m para D, por tanto la 1—forma %O‘d) es cer-
rada en N8, Ademds, si %aw es exacta, esto es, c1D = 0, entonces el sistema es
completamente integrable.
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Capitulo 3
Espacios de Poisson Afines

En esta seccién estudiaremos los corchetes de Poisson afines en R3.

3.1 Parametrizacion

Un corchete de Poisson {, } en R3 se dice afin, si preserva el subespacio de funciones
afines 333 f (R?). En este caso, el vector de Poisson correspondiente v es una funcién
vectorial afin

Y(x) =Yz +n, (3.1)

donde ¥ € gl(3;R) y n € R3.
Proposicién 3.1 (Parametrizacion) Cada vector de Poisson afin 1) en R3 es de la

forma
Y(x) =Az+1 X x+n, (3.2)

donde A, una matriz de 3 x 3, I,n € R? satisfacen las condiciones

A=A, (3.3)
Al =0, (3.4)
(n,1) = 0. (3.5)

La estructura de Poisson afin correspondiente estd dada por las relaciones del
corchete
{l‘i, l‘j} = Ez‘jkAksl's + (liiL'j — ljﬂj'i) + €K1k (3.6)

Demostracion. Primero, ¥ (z) = Yz + n. Luego,
roty) = (V32 — Vo3, W13 — W31, Vo1 — Vya).

Sea [ = rotty. Notemos que
Aoroty) =0 — ',

Ademids, recordemos que
\1125(1114—\11 )—1—5(\1/—\1/ ).

53
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Denotemos por A = %(\II +¥"). Ahora, como v es un vector de Poisson, satisface

(1, rotp) =0,

esto es equivalente a
(Az,l) + %((A ol)x,l) + (n,l) = 0.
Observemos que A satisface (3.3), asi
(x, Al) + (n,l) =0,

lo cual se cumple cuando se satisfacen las condiciones (3.4) y (3.5). |

Por lo tanto, la matriz ¥ en (3.1) tiene la descomposicién
U=A+Aol,

en parte simétrica y antisimétrica respectivamente. A cada corchete de Poisson afin
dado por los parametros (A, [, n) podemos asociarle el dlgebra de Lie tres dimensional
g4, con corchete de Lie

[ei, ej] == Eijk;\pkses-

Proposicién 3.2 (E’Nquivalencia) Dos corchetes de Poisson afines asociados a los
triples (A,l,n) y (A,l,n) son isomorfos bajo una transformacion afin

x+— Lx+0b,

para alguna L € GL(3;R) y b € R3 si y sdlo si

A= (det L)L "TAL™!, (3.7)
=L, (3.8)
i = (det L)L "n — (A+ A ol)b. (3.9)

Demostracion. Sean ¢(z) = Lz+b, (x) = Az+(Aol)z+ny (z) = A+(Aol)z+7.
Luego, al utilizar el lema (??) obtenemos

1
det L

LTALz + LI x Le + L"(Ab+ 1 x b+ 7)| = Az 4+ 1 x © + n,

de donde obtenemos las siguientes ecuaciones

1

T A JE—
T LAL= A, (3.10)
1o
gL (oDl = Aol (3.11)
LLT(Abe b+n)=n, (3.12)

det L
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nétese que la ecuacién (3.10) es precisamente la condicién (3.7). Luego, obtenemos
la relacién .
1=L"",

es decir, la condicién (3.8). Ademas se tiene que la ecuacién (3.11) es equivalente a

1
det L

L'(Aol)L=Ao (L7").

Al realizar un anélisis més detallado en la ecuacién (3.12) obtenemos las siguientes
relaciones

1 TR —1p _ -1
o (LTAL)L™'b = AL™"0,
- 1 -
mLTz X b= MLT(A ol)b=1x (L™ '),

y con estas concluimos que la ecuacién (3.12) es equivalente a

AL 41 x (L71) +

T~
L' n=n,

det L
0, de otra manera

1
A+ Ao L YVb=n———L"a.
(A+Aol)L""b=n il

de donde es posible concluir la condicién (3.9). [

Es importante notar que las dlgebras de Lie g4, y g j de las estructuras de Pois-
son afines isomorfas ¥ y 1 son también isomorfas, pero el reciproco no es verdadero.

Denotemos por P al subconjunto en el espacio vectorial 12—dimensional Syms(R) x
R? x R3 ~ R!2 de todos los triples (4,1,n) que satisfacen (3.3)-(3.5). Este subcon-
junto de pardmetros estd definido como el conjunto de ceros

P ={F(A,l,n) =0}
de una aplicacién C* F : R!2 - R* = R3 x R dada por
F(A,l,n) = (Al,(n,l)).
Lema 3.3 Para cualquier (L,b) la transformacion
Try: (A l,n) — (A,1,7) (3.13)
dada por (3.7)-(3.9) preserva el subconjunto de pardmetros P C R2.

Demostracion. Sea (A,l,n) € P. Es claro que A en (3.7) es también simétrica y
Al = 0. Mas atn,

(I,n) = (detL)(LI, L~ "n) — (I, (A+ Aol)b)
= —(Alb) — (I,(Aol)b) = 0.
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Denotemos el grupo de transformaciones (3.13) por
T ={Tr, | L € GL(3;R),b € R*}.

Decimos que dos elementos (A,1,n), (A,[,72) € P son equivalentes (o, conjugados)
y escribimos (A,1,n) ~ (A,1,7), si estdn relacionados por una transformacién Trp-
Por lo tanto, el problema de clasificacién de estructuras de Poisson afines se reduce
al estudio de las érbitas (clases de equivalencia) de la accién ¥ sobre P.

3.2 Teorema de Clasificacion

Aqui probamos el siguiente resultado sobre la clasificacion de estructuras de Poisson
afines el cual generaliza la clasificacién de Bianchi [33].

Teorema 3.4 Cada corchete de Poisson afin en R? es isomorfo a uno de los corchetes
de Poisson

{z1, 22} = 3(2),
{2, 23} = 1 (x),
{z3,21} = ¥a(x),

donde el vector de Poisson 1 = ({1, 12,13) estd dado por

Tipo Ll o V3

( I xI9 T3
(H) I xI9 —XI3
(II)(«>0) | O 9 — o3 oy + T3
(Iv) 1 2 +x3
(V)(a>0) | 0 | x2—axs ary — T3
(VI) 0 CL’Q—Ig:tl CL’2—$3:|:1
(VII) 0 0 x3
(VIII) 1 0 x3
(IX) 0 —X3 T9 + T3
(X) 0 —XI3 )
(XI) 1 0 0

Tabla 3.1: Clasificacién de vectores de Poisson

Observaciones 3.1 Las dlgebras de Lie ga; asociadas a las estructuras de Poisson
lineales (I),(I1),(111),(V),(VII),(IX),(X) corresponden, respectivamente, a las
dalgebras (V),(VI),(II1),(IV),(II),(VIII),(VII) en la clasificacion de Bianchi.
Otra observacion importante es la siguiente. La estructura de Poisson del tipo (I111)
en la tabla (3.1) tiene asociadas otras dos dlgebras de Lie en la clasificacion de
Bianchi. Mads precisamente, cuando o > 0, es equivalente al dlgebra numerada
como (IX) en dicha clasificacion, y cuando o = 0 es equivalente también al tipo
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(X) en tal clasificacion. De manera andloga, la estructura de Poisson del tipo (V')
en la tabla (3.1) tiene asociadas otras tres dlgebras mds. Concretamente, si a = 0
es equivalente al dlgebra numerada como tipo (XIII) en la clasificacion de Bianchi.
Cuando o = 1 es equivalente al tipo (XI) y finalmente cuando o > 0 es equivalente
al tipo (XII) en dicha clasificacion.

La verificacién de este resultado se basa en algunos hechos algebraicos. Asociemos
a cada matriz simétrica A € Syms(R) el nimero

S(A) = [s+(A) — s_(A)]

donde s4(A) y s—(A) son los indices de inercia positivo y negativo, respectivamente,
de la forma cuadrética Qa(z) = 3(Az,z). Es claro que s(A) toma cualquier valor
entre 0,1, 2, 3.

Lema 3.5 Dos matrices simétricas A y A estdn relacionadas mediante (3.7) si y
solo si

rankA = rankA, (3.14)

y, ~
s(A) = s(A). (3.15)

Demostracion. Recordemos, de la teoria de dlgebra lineal, que dos formas cuadraticas
q y ¢ son equivalente si y sélo si rankg = rankG y s;(¢) = s4(G). Al sustituir

L =,/|det L|G en (3.7), obtenemos
A =sgn(det LYG™TAG™L. (3.16)

De aqui concluimos que la forma cuadratica @ ; es equivalente a Q4 0 —Qa. Esto

pasa si se satisface la condicién (3.14) y s4(A) = s4(A) o s4(A) = s_(A). Pero la

ultima propiedad es equivalente a (3.15). (]
Es posible concluir de (3.16) lo siguiente. Al tomar L = % y teniendo en cuenta
la igualdad det L = %, es facil ver que la relacién (3.7) se puede reescribir en
la forma

A = sgn(det G)G' AG, (3.17)

para una cierta G € GL(3;R). Mds ain, en términos de G, las relaciones (3.8),(3.9)
se representan como sigue
I =|det G|G71, (3.18)

(A+Aol)c=n— (det G)G 7, (3.19)

_ 1
donde ¢ = me

Como consecuencia, derivamos el siguiente criterio necesario para la equivalencia
entre elementos de P.
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Corolario 3.6 Sean (A,1,n),(A,l,7) € P. Si (A,l,n) ~ (A,1,7), entonces las
condiciones (3.14),(3.15) se satisfacen y

140 yl#0,

l=0yl=0.

Sean (A,l,n) € Py ¥ = A+ Aol. De las condiciones (3.3),(3.4) tenemos que
Al =0, U] =0eImA C (I)*. Denotemos por Ay = A‘(1>L y Uy = \IJ|<I>L las
restricciones de A y ¥ al complemento ortogonal de la recta generada por el vector
I, {I)*. Nétese que si rank A = 3, entonces [ =0y ¥ = A.

Lema 3.7 Sirank A <2, entonces

det Ty = det Ag + ||1]|. (3.20)

Demostracion. Como A es real y simétrica, existe una base ortonormal {vy,vs,v3}
en R? tal que
Av; = \ivi,

Vi X Vj = €ijkVk,
L= |l]jv.

Entonces, la identidad (3.20) se sigue de las relaciones
(A + Ao l)VQ = )\QVQ + ||l||l/3,

(A + Ao l)l/g = —HZHVQ + )\21/2,

donde
det A() = )\2/\3.

Corolario 3.8 Supongamos que (A,l,n),(A,1,7) € P satisfacen (3.17) y (3.18)
para cierta G. Entonces, la ecuacion (3.19) es soluble para ¢ en los siguientes casos

e rank A=3 (1=0),

e rank A <2y
det Ag + [1]* # 0

La demostracién se sigue la relacién (3.20) y el hecho de que el lado derecho de la
ecuacién We =n — (det G)G' 7 es ortogonal a [,

(n — (det G)G 7, 1) = —(det G) (i, GI) = —(det G){f, ) = 0.
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Ahora, podemos clasificar las matrices simétricas utilizando la siguiente consecuencia
del lema (3.3): cada matriz simétrica no trivial A € Syms(R) se puede reducir
mediante una transformacion

A (det L)L TAL™! = sgn(det G)G~TAG™! (3.21)
a una de las siguientes formas:

e tipo (I), rank A =3, s(A) = 3:

1 00
I33=(0 1 0
0 01
e tipo (II), rank A =3, s(4) = 1:
1 0 O
Ii= (01 0
00 -1
e tipo (1), rank A =2, s(A) =2:
0 00
L= {0 1 0
0 01
e tipo (IV), rank A =2, s(A) = 1:
00 O
Iho={0 1 0
0 0 -1
e tipo (V), rank A =1, s(A) =1:
000
Li={0 0 0
0 01

e tipo (VI), rank A = 0.

La siguiente cuestion es describir los grupos de matrices G para los cuales la
transformacion (3.21) deja invariante a las formas canénicas I; ;. Denotemos por

f)ﬁi’j = {G (S GL(3;R) ’ sgn(det G)GTL'JG = Hi’j},

donde (7,7) = (2,2),(2,1),(1,1). La rotacién en el plano por un dngulo ¢ se denota

por
_ [cosp —sengp
i) = (sencp Cos > '
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Consideremos también las rotaciones hiperbodlicas

_ (chy shyp
H(p) = <sh<p ch<p> ’

W _ (1 0 2 (0 1
o = \o +1) % T \+1 o)

Lema 3.9 Los grupos de Lie de matrices Moo, Moo y My 1 son descritos como
sigue

y las matrices

(i) G e mz,g St

G *
G ( i g) (3.22)
donde
g =0V R(p) (detg=+1), (3.23)
sgnG11 = sgn(det g). (3.24)

(1) G € Mo si G es de la forma (3.22), donde

g=0VH(p) (detg = +1), (3.25)
sgnG11 = sgn(det g), (3.26)

o 2
9=0PH(p) (detg = 1), (3.27)
sgnG1; = —sgn(det g), (3.28)

(iii) G e le St
_(9 *
o= (1 2). o
donde g € GL(2;R) y

G35 =1, (3.30)
sgnG'ss = sgn(det g), (3.31)

Demostracion.

(i) Al representar a G como
(&%)
G= ,
w g

T T
GTHZQG = <wTw ng> .
gw g9

obtenemos

Entonces, G € My o si

G'ly9G =¢lp, &=sgn(det@),
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de donde concluimos
T T
g =0, gg=cel.

Asi, e = +, por lo tanto g g = I y w = 0. De esta manera, det G = G11 det g >
0, la matriz G es de la forma (3.22) y G1; satisface la condicién (3.24).

(ii) Utilizando los mismos argumentos que en el caso anterior, mostramos que cada
matriz G € My es de la forma (3.22), donde det G = G1det g y g satisface

la relacién
1 0 1 0
sgn(G11 det g) (0 _1> =g <0 _1> 9.

Si sgn G11 = sgn(det g), entonces g estd determinada por (3.25) y (3.26). En
el caso cuando se satisface (3.28), obtenemos la condicién (3.27).

(iii) Mediante célculo directo derivamos que G satisface la ecuacion
sgn(det G)GT]IMG =D,
si y sélo si G es de la forma (3.29), donde g € GL(2;R) y G33 # 0 tal que
sgn(det G)G3g = 1.

Asi, det G = Gz det g > 0 y la ultima condicién es exactamente equivalente a
las condiciones (3.30),(3.31).

Ahora, suponemos que A = A = I; ; y utilizamos la libertad en la eleccién de
una matriz G € 9M; ; para estudiar las relaciones (3.18),(3.19) en los casos anteriores
(I) — (V). En cada caso, describimos los elementos en P que definen las clases
de equivalencia. En lo siguiente, denotamos por e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) y
e3 = (0,0, 1) la base ortonormal positiva usual en R3.

Demostracion. Del teorema (3.4)

(i) CaSOA:A:]Ig’g:IOA:AZH&L Entonces | =1 = 0y n,7n € R3
son arbitrarios. Tomamos G = I en (3.17), de esta forma obtenemos que para
cualesquiera n y 7 la ecuacioén (3.19) tiene solucion b=n—no b=1I31(n—n).
Por lo tanto

(A,0,n) ~ (1,0,0)

sirank A=3ys(A)=3,neR3y
(A,0,n) ~ (I31,0,0)
sirank A =3y s(A) =1,n€R3.
(ii) Caso A = A= Iy 2. Sea G € My 2. Supongamos

140y [#0. (3.32)
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(iii)

Como Ker Iz 3 = (e1), de la propiedad (3.4) obtenemos

l=oae, y = aey, (3.33)
para algunos «a,& € R distintos de cero. Ahora, tomando en cuenta que
|det G| = |G11||detg|, concluimos que la condicién (3.18) se escribe como
sigue

Qa Gu ! a = sgnGiia
pr— pr— 11 .

|G| | det g
Esto significa que las condiciones (3.17),(3.18) se satisfacen sélo si @ = « o
a = —a. En estos casos, podemos escoger

-1 0 O
G=IToG=|0 1 0
0 0 -1

respectivamente. Luego, tenemos que Ag =1 y
Uy = sgnGi; = sgn(det g).

Por lo tanto, det ¥g = 1 + a? # 0 y la ecuacién (3.19) es soluble para una
eleccién arbitraria de vectores n y n ortogonales a ej.

Ahora, supongamos que 3
=0y 1l=0. (3.34)

Asi, la ecuacién (3.19) se escribe como sigue
Iroc =n — (det G)G 'R,
donde n,n € R3. La condicién de solubilidad para esta ecuacién es
ny = G%, (det g)i;.

Esto significa que ny =n; =00 n; # 0y n1 # 0. Finalmente, concluimos que
las clases de equivalencia son generadas por los elementos

(]IQ,Qa aeq, 0)7 « 2 Oa

(I2,2,0,e1).

Caso A = A = Ipg. Sea G € Myyp. Se sigue de (3.22) que si se satisface
la condicién (3.32) los vectores [ y [ son de la forma (3.33). De las rela-
ciones (3.25)-(3.28) y utilizando los mismos argumentos que en el caso anterior,
mostramos que la condicién (3.18) se reduce a la relacién & = sgnG1a. Por
lo tanto, si @ = @ 0 & = —a escogemos G = I, o de la forma (??), donde
G11 = —17y g = 0%. Luego, la restriccién del operador ¥ = A + A ol al plano

(€9, e3) estd dada por
1 o}
\IJO - <—Oé _1> )
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de esta manera det Uy = —1+a?. Bajo la condicién a? # 1, la ecuacién (3.19)
tiene solucién para una eleccién arbitraria de vectores n y n ortogonales a eg.

En el caso cuando a? = 1, el problema en (3.19) se reduce a encontrar Gq1 y
g tal que la ecuacion

v (Z;) = (Z;) ~ Gu(detg)g” <Z;> (3.35)

es soluble. Aqui

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir @ = o = 1. Entonces, G113 > 0
y de las relaciones (3.25)-(3.28) se sigue que tenemos dos opciones para la
eleccion de g:

g=0LH(p) o g=0tH(p). (3.36)
Sea (w,z)11 = wiz1 — wazz la pseudométrica en el plano y ni = <i11>
Entonces, tenemos
Uin~ =0, ¥in" =297, (3.37)
y
i =0 ("0 )y =2. (3.38)

Al tomar la siguiente descomposicién

no o + _ fle o~ + ~ _
()= s (2) <

de las propiedades (3.37),(3.38), deducimos que la solubilidad de la ecuacién
(3.35) esta dada por

2n4 = Gridet g(fe (™, gn )11 +7—(n ", gn " )11). (3.39)

Por otro lado, tomando en cuenta la libertad en la eleccién de g, (3.36), y las
identidades ‘Q_l,'_ni =nty Qini = 4n*, obtenemos que (3.39) es equivalente a
la condicién ny = e~ ¥Gy1niy. Para que esta relacién se cumpla, tenemos las
siguientes tres opciones

e ny >0yny >0
e ny <0yny <0

e n=n=020.
Ahora, supongamos que [ = [=0. Entonces, la ecuacién (3.19) es de la forma
Iroc = n — (det G)G "7,

la cual es soluble s6lo siny =71 =00n1 #0y ny #0.
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Finalmente, obtenemos que las clases de equivalencia estan generadas por los
elementos
(]12,07 aeq, 0)7 «a Z Oa

(I2,0, €1, €2 + €3),
(]12,07 €1, _(62 + 63))7

(]IQ,Oa 07 61).

Caso A=A = I 1. Sea G € My 1. Supongamos que | # 0y l~7é 0. Entonces,
como ker I; 1 = (ej, e2), obtenemos

| = el + ases,

| = a1eq1 + ases.

De las relaciones (3.29)-(3.31) obtenemos |det G| = | det g|, de esta manera la
condicién (3.18) se puede reescribir como sigue

dl 1 (65}
- = 4
<a2> [det g]” <a2> ’ (340

por lo tanto, bajo una eleccién apropiada de una matriz no singular g €
GL(2;R), siempre es posible resolver (3.40). Supongamos ahora, quel =1 = e;.
Asi,

0 0 O
\If:]ILl—l-AOel: 0 0 -1
01 1

de esta forma, la ecuacién (3.19) es soluble cuando G = I y los vectores n y
7 son ortogonales a e;. Consideremos el caso cuando [ = | = 0. Luego, la
ecuacién (3.19) es equivalente a

]11716 =n — (det G)GT’FZ

La condicién de solubilidad de esta ecuacion es como sigue

<Z;> = (Gszdet g)g” (Z;) :

Es claro que esta ecuacién es soluble para cierta eleccién de g € GL(2;R)
cuando n # 0y i # 0, o cuando n = i = 0. Resumiendo, concluimos que las
clases de equivalencia estdn determinadas por los elementos

(I1,1, €1, 0),

(Hl,la 07 0)7
(]11,17 07 61)‘
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(v) Caso A = A = 0. Como la condicién (3.17) no impone restriccién alguna sobre
la eleccién de una matriz no singular G, es posible resolver (3.18) para vectores
arbitrarios no nulos [ y I. Supongamos | = [ = ey, asi, la relacién (3.19) es

equivalente a la ecuacién

el Xxc=n-—mn,

la cual es soluble siempre que n y 7 sean ortogonales a e;. Sil = [ = 0, entonces
para cualesquiera n, 7 € R3, distintos de cero, existe G tal que n = (det G)G 7.

Por lo tanto, tenemos dos clases de equivalencia asociadas a los elementos
(Oa €1, 0)7
(07 07 61)

Finalmente, recogiendo los resultados anteriores, concluimos que las clases de

equivalencia estan determinadas por los siguientes elementos de P:

Tipo A l n
) I33 | 0 0
(1I) I3,] 0 0
(III)(a Z 0) ]12,2 ael 0
]12,2 0 €1
(IV) ]12,0 0 €1
(V) (Oé Z 0) ]12,0 aeq 0
(VI) ]12,0 el :|:(€2 + 63)
(VII) I,| 0 0
(VHI) ]11,1 0 €1
(IX) ]11,1 el 0
(X) 0 €1 0
(XI) 0 0 €1

Tabla 3.2: Clases de equivalencia de elementos de P

Con esto terminamos la demostracién del teorema (3.4)

3.3 Funciones de Casimir y Foliaciones Simplécticas

Sea 1(x) = Ax+Ix xz+n un vector de Poisson afin asociado a un elemento (4,1, n) €
P. Consideremos el subconjunto de puntos regulares Nye; = {x € R3 | ¢)(z) #

0}. Nuestra meta es estudiar la foliacién de N,., mediante superficies simplécticas
(hojas), (S,ws), las cuales son variedades integrales de la distribucién caracteristica
x> D, = (1p(x))*, esto es, S es una subvariedad conexa (inmersa) en R3, la cual
es tangente a D;, T,§ = D,. Por el teorema (2.20), la forma simpléctica wgs estd

definida por

ws

- HAw—i—lxx—i—nHJS’
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donde
os = (r1dzg A dxs + vodas A dxy + vaday A dxz)‘s

es la forma de drea en S asociada a la orientaciéon dada por el campo vectorial normal

Az +Ilxz+n
|Az +1 x z +n|’

v(r) =

De esta manera, podemos distinguir dos situaciones, si la hoja simpléctica S es una
subvariedad cerrada en R3 o no. Si la estructura de Poisson afin admite una funcién
de Casimir global, no trivial, K € C*°(R3),

(Ax+1lxx+n)x VK =0, (3.41)

entonces las componentes conexas del conjunto de nivel regular { K = const} C Nyeq
de K generan las hojas simplécticas cerradas. Las hojas simplécticas que no son
cerradas aparecen normalmente en los conjuntos de nivel singulares de K o en el
caso cuando no hay funciones de Casimir globales.

Teorema 3.10 Cada corchete de Poisson afin admite un factor integrante en Nreg(c%) =
0). Mds aun, se cumplen las siguientes afirmaciones

(i) Eziste una funcion de Casimir global K para las estructuras de Poisson afines
tipo (I),(II),(II1I)(a = 0),(IV),(V)(a = 0,1),(VI),(VII),(VIII),(XI);
mds aun, para los tipos (I), (II),(I1I)(ac=0),(IV),(V)(a=0,1),(VII),(VIII),(XI),
el vector de Poisson es
Y = VK,
N8 = {z € R® | VK (x) # 0}.

Para los tipos (V)(a = 1), (VI), tenemos
Y =mVK, (3.42)

N™& = {z € R? | m(z) # 0},

donde el factor integrante m es una funcion lineal. Las hojas simplécticas no-
cerradas aparecen solamente en los corchetes de Poisson lineales de los tipos
(1), (V)(@=0,1) y (VI).

(i) Los corchetes de Poisson lineales del tipo (I11)(a > 0),(V)(a > 0, #
1),(IX) y (X) no admiten funcion de Casimir global. En estos casos, no
es posible representar el vector de Poisson v en la forma (3.42).

Para probar este resultado, separamos las estructuras de Poisson afines en tres
clases, y de acuerdo con el teorema de clasificacién, estudiamos cada una por sepa-
rado.

Primero, empezamos con el caso cuando

roty = 0. (3.43)
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Como, en general, roty) = [, esta condicién significa I = 0 y el vector de Poisson
es de la forma 1(z) = Ax + n, el cual define el corchete de Poisson afin

{f,9}y =(Az +n,Vf x Vg),

para arbitrarios A € Syms(R) y n € R3. Es claro que este corchete admite una
funcién de Casimir global de la forma

K= %(A:r,@ + (n,x),

asi ¢ = VK. Por lo tanto, la 1-forma es exacta, o, = dK. El conjunto regular
N;eg puede tener una estructura topoldgica distinta, la cual depende del rango de
la matriz A:

e Si rank A = 3, entonces N,o; = R3\{un punto} es conexo y simplemente
conexo;

e Sirank A = 2, entonces N,¢; = R?\{una recta} es conexo pero no simplemente
conexo;

e Sirank A = 1, entonces Ny¢; = R?\{un plano} no es conexo pero si es simple-
mente conexo.

De acuerdo con el teorema de clasificacién, tenemos los siguientes tipos de es-
tructuras de Poisson afines no isomorfas que satisfacen (3.43).

Tipo (I). (¢ = z) En este caso, tenemos el corchete de Poisson lineal asociado
al algebra de Lie s0(3)

{z1, 22} = 23, {73,721} = 22, {22, 73} = 21.
La funcion de Casimir correspondiente es
1
2 2 2
K = §($1 +172 +£U3)

y la foliacién simpléctica del conjunto regular NN,., estd dada por las 2—esferas
St = {ll=|l =r >0},

&
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cuya forma simpléctica esta dada por

1
ws = W(mld.Tg Adzz + zodag Adzy + z3dag A dzg)
i

S2Z*

Tipo (II). (v = (21,22, —x3)) En este caso, tenemos el corchete de Poisson
lineal asociado al dlgebra de Lie s[(2)

{1, 22} = —w3, {x3,21} = 22, {w2, 23} = 1.

Existe una funciéon de Casimir global K = %(:c% + 22 — 22). El conjunto regular
Nyeg = R3\{0} estd foliado por las componentes conexas del conjunto de nivel
r

St ={K(z) = :l:2

;7 >0}
de la funcién de Casimir. Hay tres tipos de superficies simplécticas de dimension 2:

1. S_, = 8%, US~, es un hiperboloide de dos hojas;

3. 5 = Sar US, es el cono centrado en el origen.
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Aqui, Sfr y S_, son las componentes conexas determinadas por la eleccién de + =
sgnzs. El cono Sy estd en un conjunto de nivel singular de K y no es una subvariedad
cerrada. La forma simpléctica es

1
ws = W(l’lde ANdzs + xodxs A day — xzday A dx2)|3ir'

Tipo (III). (o = 0,9 = (0,2, 23)). El corchete de Poisson lineal corresponde
al algebra de Lie exponencial ¢(2)

{z1,22} = 23, {22,723} =0, {23,721} = 22,
el cual admite una funcién de Casimir global

1
K= 5(50% +a3).

El conjunto regular Ny, = R3\{zy = 0,23 = 0} est4 foliado por los 2—cilindros
S=C={x3+23=r% |r>0},

equipado con la forma simpléctica

1

CL) = ———-
)

(zodzg A dxy + xzdxy A dx2)|cr.
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Tipo (IV). (¢ = (1,9, +x3)). El corchete de Poisson afin estd dado por
{xlaxQ} — :l:l‘g, {$27$3} = 1) {$3a$1} = T2,
y admite una funcién de Casimir global
1
K=+ 5(1:3 + 23).

El conjunto regular Ny, = R? estd foliado por las superficies de revolucién S, =
{w1=c—3(23 +23)},

o por las superficies de revolucién S, = {21 = ¢ — (23 — 23)},

con forma simpléctica dada por
1

w = —-—
ST 1+ a2+a2)

(dl’g Adzs + xodrs A dag = x3day A diL‘Q) }Sr'

Tipo (V). (&= 0,1 = (0,22, —x3)). El corchete de Poisson lineal estd dado por
{z1, 22} = —a3, {2, 23} =0, {z3,21} = 22.
La funcién de Casimir y el conjunto regular son
1
K= 5(33% )
y N'& = R3\{z5 = 0,23 = 0}, el cual estd foliado por las superficies $(23 — 23) =
const.
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La forma simpléctica esta dada por

1

m(fﬂzdl’z Adzy — zzday A das)|
2 T3

ws = s

Tipo (V). (¢ = 1,9 = (0,x2 — x3,x2 — x3)). El corchete de Poisson lineal esta
dado por
{z1,22} = 22 — w3, {m2,23} =0, {z3,21} =22 — 3.

Los conjuntos de nivel de la funcién de Casimir K = xo + x3,

dan lugar a la foliacién del conjunto regular N, = R3\{z2 = z3}. La forma
simpléctica esta dada por

ws = (dfl)g/\dl’l —i—d.’L‘l/\dﬂ:‘Q)}S.

2($2 — $3)

Tipo (VII). (¢ = (0,0,23)). El corchete de Poisson lineal estd asociado al
algebra de Lie de Heisenberg

{1‘1,1‘2} = 3, {$27$3} =0, {.’133,.’1)1} =0

cuya funcién de Casimir global es K = %az% El conjunto regular Nyeq = R3\{z3 = 0}
es la unién de los planos paralelos § = {z3 = r # 0},
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con estructura simpléctica

1
ws = ;(d:nl A dmg)‘s.
Tipo (VIII). (¢ = (1,0,z3)). El corchete de Poisson afin estd determinado por

{z1,22} = 23, {2,223} =1, {z3,21} =0,

cuya funcién de Casimir global es K = x1 + %x% El conjunto regular Ny.y, = R3

. . . sz - o 1.9
esta foliado por las superficies de revolucién S, = {z1 = ¢ — 523},

dotado con la forma simpléctica

1
= ——-(dza Ad dzi Ad .
ws, a —|—x§)( w2 N\ dxg + z3day m2)|sc

Consideremos ahora el otro caso particular, cuando A = 0. Entonces ¢ = I xz+n,
con (I,n) =0. Sil # 0, el conjunto de nivel

Npeg={z €R3| I xz+n| #0} ~S' xR x R,
no es simplemente conexo. La 1—forma de Poisson

ay = (I Xz +n,dz)
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no es cerrada,
day = lidzg Adaz + ladeg A dxy + [3d2z; Adag # 0,
y la 1—forma 7, (2.10) es exacta
ny = dIn(]|l x  + nl|).

Esto implica la trivialidad de la clase de primera caracteristica, c1D = 0. Luego, por
el teorema (2.18), existe un factor integrante m para v, el cual estd dado por

m= ||l x x+n].

Por lo tanto, la 1—forma

1 1

—

-1 d
= e X+ mdn)

es cerrada, pero no exacta en N'8. Esto significa que no existe una funcién de
Casimir global (no trivial) en N™8. Por el teorema de clasificacién tenemos los
siguientes dos casos no isomorfos.

Tipo (X). (¢ = (0, —z3,x2)). El corchete de Poisson lineal estd dado por

{1,229} = 22, {22,723} =0, {x3,21} = —us.

El conjunto regular es N,y = R¥\{z2 = 0,23 = 0}. La relacién (3.41) es equivalente

a
oK 0K oK
T9— +r3-— =0, — =0,
(9.%2 8903

e(2)
xs3

donde k : R — R debe ser una funcién de manera que K sea suave. Por lo tanto, en
este caso no existe funcién de Casimir global. Luego, tenemos que la distribucién
caracteristica es

de donde concluimos

Nyeg 2 x — D, = Span{ey, xoes + x3€3}

y la forma simpléctica

1
= —5——(—x3dzz A d dzi A d .
ws (m%+x§)( z3drz A dry + w2dry 962)}3

Paramétricamente, la hoja simpléctica que pasa por p € N8 estd dada por
Sp = {(p1 + 11, 2™, p3e™) | (11,72) € R},

y es cohomoldgicamente trivial.
Tipo (XI). (¢ = (1,0,0)). El corchete de Poisson afin estd dado por

{1,202} =0, {x2,23} =1, {x3,21}=0.

La funcién de Casimir es K = z1, el conjunto regular es N,.; = R3 y estd foliado
por los planos § = {x1 = ¢},
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y la forma simpléctica es

wg = dxy A dxs.

Finalmente, consederemos el caso cuando A # 0 y [ # 0. En este caso, la
1—forma de Poisson

= %d(<A£L‘,$>) + (I x x + n,dx))

no es cerrada

day, = Q; # 0.

Aqui, de acuerdo nuevamente con el teorema de clasificacién, tenemos 4 casos
no isomorfos.

Tipo (I1I). (o > 0,79 = (0,22 — aws, awa + x3)). El corchete de Poisson lineal
esta dado por

{z1,22} = awy + 23, {z2,23} =0, {23,721} = 22 — azs.
En el conjunto regular
N ={z cR3 |22+ 22 40} ~S' x Rx R}
la 1—forma de Poisson tiene la representacién
L. o 2

ay = —a(zzdry — zodas) + id(xQ + z3)

y no es cerrada
day, = 2adwzy A dxs.

La 1—forma asociada 7, es dg—exacta,

2
(1+ a?)(23 + 22

2 2
ny = d (In(z3 + 23)) — )a¢,
de esta manera, el corchete de Poisson admite un factor integrante dado por

m:x%—i—ajg.
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Luego, la 1—forma

1 -«

— Q) = 557 d(x3 + 23
m P (1:%—1—3:?3) ( 2 3)

dzo — zod _—
(x3dzy — zodx3) + 2@E+ )

es cerrada, pero no exacta en N™8. Esto significa que no existe funciéon de Casimir
global (no trivial) en N8,

La funcion de Casimir “local” estd definida por las relaciones

( + )aiK_( _ )aiK— aiK
axs + T3 To — QT3 oz 0 By

=0.
Oxo

Con esto obtenemos

1
K=k <a arctan —> + - In(z3 + $§)> .
T2 2

La distribucién caracterfstica en el conjunto regular Ny¢y = R3\{z2 = 0,25 = 0}
estd generada por dos campos vectoriales que conmutan

0 0 0
W1 = 875[317 y ,WQ = (OATQ +x3)87x2 — ($2 — Ozxg)a—m.

Al calcular los flujos de estos campos vectoriales obtenemos la representacién paramétrica
de la hoja simpléctica que pasa por p € N8

Sp = {(p1 + 71,e*™(p2 cos T2 + p3seny), e* (—pa sen Ty + p3 cos 2) | (11, 72) € R?}.

La correspondiente forma simpléctica es

1
wsp = (14 a2)(z3 + 23)

((z2 — azg)dzs A dzy + (e + z3)dzy A dzo) |Sp.

Tipo (V). (a > 0,a # 1,9 = (0,22 — ax3,axy — x3)). El corchete de Poisson
lineal esta dado por

{z1, 22} = aws — a3, {w2, 23} =0, {ws,21} =22 — aus,
es regular en N™8 = {z € R? | 22 + 22 # 0} ~ S* x R x R;. La 1—forma de Poisson
ay = (r2 — axz)dry + (axe — x3)dws,

no es cerrada
day, = 2adwo A ds.

La 1—forma asociada 7y, estd dada por

(axg — x3)dxy — (22 — awg)drs
(w2 — aw3)? + (awz — 23)?)

Ty = &
vy es dg—exacta, y el correspondiente factor integrante estd dado por

m =7,



76 Espacios de Poisson Afines

La 1—forma %aw no es exacta en IN'8&, por lo tanto no existe funcién de Casimir
global para o # 0,1. Ahora, la funcién de Casimir “local” estd definida por las
relaciones

(o —:r)a—K—(:U —aw)a—K— oK
2 — I3 2 e

81‘2

-1
vy — a3
K=« 1)
‘Z‘Q + $3’°‘
La distribucién caracteristica DY estd generada por los campos vectoriales que
conmutan

=0.

Con esto obtenemos

0 0 0
Wy = 20 Y Wy = (axy — 3173)8—362 — (a9 — ocxg)afm,

cuyos flujos permiten dar una parametrizacion para la hoja simpléctica que pasa por
pE N™s

Sp = {(m1 + P, (e + ch(r2)) — Dosh(ra), £ (e + ch(ry)) — Zsh(r2)) .

equipada con la forma simpléctica

1
- — dzz Ad —x3)dz; Ad .
S = (1T )2 1 1) — damarg) (02~ 0%a)dzs Adar + (azy —wg)dm Adaz) g,

Tipo (VI). (¢ = (0,29 — 23 £ 1,29 — 23 £ 1)). El corchete de Poisson afin esta
dado por

{.’El,.TQ} = T9 — I3 + 1, {562,563} == 0, {.Tg,l‘l} = T9 — I3 + 1.

La funcién de Casimir K = zo + 3 define la foliacién del conjunto regular Ny, =
R3\{zs — 23 + 1 = 0}, la cual consta de planos paralelos S. = {x3 + x3 = ¢},

con la forma simpléctica

1

(=23 £ 1)° ((z2 — 23 £ 1)dog Aday + (22 — 23 £ 1)day Adas) }SC.

ws =
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Tipo (IX). (¢ = (0,—x3,22+ x3)). El corchete de Poisson lineal esta dado por
{ﬂfl,fl‘g} =22 + x3, {SC27.’E3} = 07 {1;3’1;1} = —I3.

Las ecuaciones para una funcién de Casimir son

0K oK oK
(xQ + .Ig)i +x =0, —
8561

dry | COxs =0,

de lo cual concluimos

K=« (Z - ln(x3)> ,

de esta forma, no existe funcién de Casimir global. El conjunto regular es Ny, =
R3\{zy = 0,23 = 0}. Consideremos la 1—forma de Poisson correspondiente

Qyy = —xgdze + (z2 + z3)dws

y la 1—forma

|
prm— d d .
T2 (2 + a3)? (@2 + @3)dms + 25das)

Observemos que la distribucién caracteristica DY estd generada por los campos
vectoriales que conmutan

0 0 0
Txl’ y Wy = (x2+23) m— + 23—

Wl - ox i) 61‘3

Estos campos vectoriales son completos y la hoja simpléctica de D¥ que pasa por
p € N8 estd definida paramétricamente por

Sp = {(p1 + 11, (p2 + Top3)e™, p3e™) | (11,72) € R*}

y es cohomolégicamente trivial En este caso, c1D = 0, existe un factor integrante m,
pero la 1—forma cerrada - Oy NO es exacta.

3.4 Sistemas Localmente Hamiltonianos

En esta seccién, estudiamos sistemas localmente Hamiltonianos en espacios de Pois-
son afines. Consideremos la clase de sistemas dinamicos tres dimensionales

i=V(z), veR3
tal que el campo vectorial V satisface una de las siguientes condiciones en R3:

supp(divV) = R3 (3.44)

N

divV = 0. (3.45)

Supongamos que ¥ (z) = Az +1 X  + n es un vector de Poisson afin asociado a un
elemento no trivial (4,1,n) € P.
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Proposicién 3.11 (Necesidad) Si un campo vectorial V' es localmente Hamiltoni-
ano relativo a un corchete de Poisson afin {, }y, entonces

Vxi+div(V)(Az +1xx+n)=0. (3.46)
Si, ademds, V' satisface la condicion (3.44), entonces
140

y la condicion (3.46) es equivalente a las relaciones

di di
V2 = LVUQ, Vg = LVU?,, (3.47)
1] 1]
vz = (Az,ig) + |22 + s, (3.48)
v3 = (Az,iz) — [[ll|z3 + n2, (3.49)
donde
V= Vl(l‘)ll + VQ(l‘)iQ -+ V?g(l’)ig, (3.50)

n = nais + nais

y el conjunto {i,is,i3} es una base ortonormal orientada positivamente en R3 tal
que

I = ||l (3.51)

Demostracion. Recordemos que roty) = [. Luego, por la proposicién (2.24), con-
cluimos que si V' es un campo localmente Hamiltoniano con respecto a un corchete
de Poisson afin 1), entonces la condicién (3.46) se satisface. Ahora, si ] = 0 y la
condicién (3.44) se satisface, entonces divV” = 0, dado que se cumplen (3.46) y
supp(¢) = R3. Pero esto contradice (3.44). Al tomar la descomposicién para V
y m, y al sustituirlos en (3.46), derivamos mediante célculo directo las relaciones
(3.47)-(3.49). |
La siguiente consecuencia de la proposicién (3.11) afirma que, en la clase de los cam-
pos vectoriales que satisfacen (3.44), la ecuacién (3.46) es también una condicién
suficiente para que el campo vectorial V sea localmente Hamiltoniano.

Corolario 3.12 Un campo vectorial V' es localmente Hamiltoniano con respecto al
corchete de Poisson afin {, }, si V satisface la condicion (3.44) y la ecuacion (3.46).

Demostracion. Al tomar el producto interior con V en ambos lados de la ecuacién
(3.46), concluimos que divV (¢, V') = 0. Entonces, por la condicién (3.44) obtenemos
(1), V) =0 en R3. ]

Ahora tenemos el siguiente resultado
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Teorema 3.13 Sea v el vector de Poisson afin asociado a un elemento (A,l,n) € P
con | # 0. Entonces, cada campo vectorial localmente Hamiltoniano asociado al
corchete de Poisson {, }y que satisface la condicion (3.44) es de la forma (3.50) con

~ugl)an - |
dxi — dxy + p, 3.52
Vi= “H/< 3 8372 x1 pdry + p1 ( )

Vo = HTp”W, (3.53)
Vs = —HT’]’vg, (3.54)
donde p = p(ze,x3) es una funcion arbitraria suave en las variables xo,x3, las

funciones vy, vs estan dadas por (3.48),(3.49) y p = p(x1,x2,x3) es una funcion
arbitraria suave con
supp(p) = R,

Demostracion. Sea p = divV. Asi, por la proposicién (3.11) obtenemos las relaciones
(3.53),(3.54). Continuando, como

Vi Vs, 0Vy
81‘1 8(122 81’3 ’

_8‘4+8<ﬂv)_6<m>
dry Oz \ U ) 0wz \ Il °)°
y tomando en cuenta que

8’()2 (9’[)3
—Z2=A U, == = Ay — ||l
o = A 1, 5 = sy — i,

divV =

obtenemos

ademés del hecho de que A = A" obtenemos

oV 1 [ 9p ap
P= % T (a@ axgv?’) +2p,

finalmente, integrando la tltima expresiéon con respecto a x; obtenemos la relacién
(3.52). |

Consideremos ahora, la clase de sistemas que satisfacen la condicién (3.45).
Luego, tenemos el siguiente

Teorema 3.14 Sea ) el vector de Poisson afin asociado a un elemento (A,l,n) € P.
Entonces, cada campo vectorial localmente Hamiltoniano con respecto al corchete de
Poisson {, }y que satisface (3.45) es descrito como sigue

(a) sil#0, entonces V = fl, donde f € C°(R?) es una funcion tal que

<l,Vf> =0;
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(b) sil =0, entonces V' es un campo vectorial arbitrario con divergencia cero para
el cual

Kap=-(Az,z) + (n,x),

1
2
es una integral primera

LyKay, =0.

Demostracion.

(a) Como V es localmente Hamiltoniano, satisface
Vxil+div(V)(Az +Ixz+n)=0,

luego, como div(V) = 0, se tiene que V x [ = 0, esto es, V es proporcional a [,
es decir,
V=Tl

para alguna f € C®(RR?).

(b) Sil =0, entonces ¢(x) = Ax+n. Ademas, como V es localmente Hamiltoniano,
se cumple

(¥, V) =0,
de esta manera
(Az +n,V) =0,
pero esto es equivalente a

Ly <;<Ax,x> + <n,x>> 0.

Sistemas cuadraticos. Consideremos el caso cuadratico, esto es, un campo
vectorial de la forma

3 3
1 . .
Vi) = 5 D Vi ajae+ ) Viag +VP, (i=1,2,3),
Jk=1 J=1

para algunas constantes Vij k, Vij , V0. Entonces, div(V) es una funcién lineal en R3,
de esta manera satisface (3.44) 6 (3.45).

A continuacién formulamos el teorema (3.13) para el caso cuadrético.

Proposicién 3.15 Sea ) el vector de Poisson afin asociado a un elemento (A,l,n) €
P conl # 0. Entonces, cada campo localmente Hamiltoniano con respecto al corchete
de Poisson {, }y que satisface (3.44) estd parametrizado por un par (p,p) el cual
consiste de una funcion lineal arbitraria

3

p=po+ Z PiTi,
i=1
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con
(po, p1,p2,p3) # 0,

y un polinomio cuadrdtico
Z PigTiTh + Z M55+ o,
]k 2
dado por
i = ” H( p3Aiz — paAis — ||ll|p1)x? + ﬁ(p:&flm — p2Aaz — 2p2||l||)z122+
(p3A23 — p2Asz — 2ps]|l|))z123+

(n2p3 — pang — po)x1 + p(x2, 3),

(3.55)
Vo = Hl” (Algxl -+ (A23 + HlH)w‘Q + Aszxrs + ng) (3.56)
V= (A1271 + Aoz + (A2g — [|l|)) 23 + n2) . (3.57)

HlH

Demostracion. Por el teorema (3.13), Vo y V3 son inmediatos. Luego, teniendo en
cuenta que

o _ o _

al‘3 = P3, 8%2 = P2,

ademas del hecho de que

vy = Ajzx1 + (A23 + HlH)wQ + Aszxs + ngs,
vy = Ay + Agewe + (Ags — |[])z3 + n2,
de la relacién (3.52) obtenemos (3.55). [

Una consecuencia inmediata a este resultado es el siguiente

Corolario 3.16 Cada estructura de Poisson afin 1 asociada a un elemento (A,l,n) €
P conl # 0 tiene una familia 10— paramétrica de campos vectoriales cuadrdticos lo-
calmente Hamiltonianos que satisfacen (3.44).

Ejemplo 3.1 (Campos vectoriales lineales) De las relaciones (3.55)-(3.57), se sigue
que los campos vectoriales lineales localmente Hamiltonianos forman una familia
4—paramétrica, la cual estd dada por

Vi = po + (naps — pang — po)x1 + poxo + ps,

Vo = Hl” 0 (Aysay + (Ags + lLl)z2 + Azszs + ns),

Vi = (A12331 + Agoxo + (A2z — ||l]|)z3 + n2) .

HlH
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Finalmente, formulamos el siguiente resultado, el cual se basa en la proposicién
(3.15) y el teorema de clasificacion.

Teorema 3.17 Cada campo vectorial cuadrdtico

0 0 0
V=V(r)—+ Vg(gv)a—x2 + ‘/’3(%)({)—%3

localmente Hamiltoniano relativo a un corchete de Poisson afin {, }, que satisface
(8.44) puede ser reducido mediante una transformacion afin a una de las siguientes
formas normales:

(1)
_p1 oo, 1 1
Vi= —5 7 + 5(03 — 2ap2)T102 — &(m + 2ap3)x123 — poxr + p(x2, T3)
_p
Vo = —(axg + x3)
(0]
Vs = —B(UUQ — axs3)
(8]
(1)
Vi=-"rai+ a(ﬂs — 2apz)T172 + 5(92 — 2ap3)r1w3 — pox1 + (w2, T3)
Vo = B(amg — x3)
(0%
V3 = —B<I‘2 — ars)
o))
(I11)
Vi = —%ﬁ + (p3 — 2p2)m172 + (p2 — 2p3)T123 + (P3 — P2 — po) 1 + p1(T2, T3)
Va = p(ra — 23+ 1)
Vs = —p(xg — 23+ 1)
(1V)
Vi= —%x% + (p3 —2p2)x122 + (P2 — 2p3) 123+ (—p3 + p2 — po)x1 + p(z2, x3)
Va = p(ra — 23 — 1)
Vs = —p(xg — 23 — 1)
(V) P1
Vi= —5:13% — 2p2m172 — (p2 + 2p3)T173 — por1 + (w2, T3)

Vo = p(xg + x3)
V3 = px3
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(VI)
1
Vi = —%ZL‘% — 2p2:131$2 — 2p3(L‘1l’3 — Pox1 + ,UJ(l'Q, 1’3)
Vo = pxo
V3 = pxs3

Para verificar este resultado, por el teorema de clasificacién tenemos 6 casos
cuando [ # 0. Al introducir A, [y n en cada uno de esos casos en las relaciones (3.55)-
(3.57) se obtienen las 6 clases de campos vectoriales enunciados con anterioridad.
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Apéndice 1

Sea R? el espacio vectorial Euclidiano y sea N un dominio abierto en R?. Denote-
mos por X(N) y A¥(N) a los espacios de campos vectoriales y k—formas en N,
respectivamente. Entones, existen isomorfismos C°°(N) lineales

X(N)sw +— € AY(N)
X(N)sw +— Q€ A?(N)

definidos por
Qy = widx + wedxy + wsdrs,
QO = widxs A dzs + wodxg A dzy.

Denotemos por T = dz; A dxe A dxs a la forma candnica de volumen en el espacio.
En las siguientes tablas, presentamos algunas identitades importantes del calculo
diferencial y vectorial.

Formas Diferenciales

dg = ayy
day, = Qrotw

Qyxp = gy
dQy, = div(w)Y
i, T = Q
Quxw = aw N o
ag A Qy = (0, w) T
Ay xrot — _iwdau?

Ly (gY) = (Lwg + div(w)g)Y

Tabla 3.3: Identidades de formas diferenciales

Campos Vectoriales
div(rotw) =0
rot(Vg) =0

rot(gw) = Vg x w + grot(w)
div(w x w) = < t(w), w) — {rot(w), w)
rot(w x @) = div(w)w — div(w)w — [w, W)

Tabla 3.4: Identidades de campos vectoriales

aqui, g € C®(N) y w,w € X(N).
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Sean a,b € R3. Consideremos la matriz de producto cruz en R3

0 —as as
(Aoa)=| a3 0 —-a],
—a9 al 0
de esta manera
(Aoa)b=a xb.

Sea L : R?* — R3 un operador lineal. Luego, se cumplen las siguientes
(Aoa)’b = (a,b)a— [|a]?,
la < &) = llal?[[b]]* — (a. ),
L-(Aoa)-L" =Aob,

donde
b=det L(L™') a.
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