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Resumen

El estudio de ciclos limite es uno de los problemas mas importantes en la teoria cualitati-
va de las ecuaciones diferenciales ordinarias y existen varios mecanismos para encontrarlos.
Uno de ellos es cuando un segmento deslizante cambia de estabilidad, el cual se conoce ahora
como la bifurcacién pseudo-Hopf. En este trabajo, bajo condiciones genéricas, encontramos
un desdoblamiento para tal bifurcacién en sistemas lineales por pedazos discontinuos en dos
dimensiones y probamos la existencia y unicidad de un ciclo limite de cruce para esta fa-
milia. En tres dimensiones mostramos la ocurrencia de tal fenémeno en un caso de estudio,
aprovechando la presencia de planos invariantes los cuales funcionan de alguna forma como
el analogo de la variedad central para sistemas suaves. Mas atin, aprovechando el hecho de
que las formas normales de este trabajo permiten un andlisis mas sencillo, podemos hacer un
estudio de otras bifurcaciones que son propias de los sistemas discontinuos como las bifurca-
ciones deslizantes. Asi, podemos estudiar no sélo la generacion de ciclos limite mediante la
bifurcacion pseudo-Hopf, podemos estudiar otros mecanismos como las bifurcaciones globales.
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Abstract

The study of limit cycles is one of the most important problem in the qualitative theory of
ordinary diferential equations, and there are several mechanisms to find them. One of these is
when a sliding segment changes its stability, which is known as pseudo-Hopf bifurcation. In this
work, under generic conditions, we find an unfolding for such bifurcation in two-dimensional
discontinous piecewise linear systems, and we prove the existence and uniqueness of a crossing
limit cycle for this family. In three dimensions we show the occurrence of such phenomenon in
a study case, taking advantage of the presence of invariant planes which are in somehow the
analog of the central manifold for smooth systems. In addition, taking advantage of the fact
that the normal forms of this work allow a simpler analysis, we can make a study of other
inherent bifurcations of discontinuos systems such the case of sliding bifurcations. Thus, we
can not only study the generation of limit cycles by the pseudo-Hopf bifurcation, we can study
other mechanisms like global bifurcations.
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Introduccion

Los sistemas de ecuaciones diferenciales discontinuos aparecen de manera natural como mo-
delos de procesos en los cuales el comportamiento dindmico puede cambiar abriptamente
con el estado del sistema. Tales cambios abruptos se pueden modelar como discontinuidades.
Algunas de las preguntas mas importantes son ;qué sucede en la discontinuidad?, ;como se
relacionan las dindmicas en las distintas regiones?, si una 6rbita alcanza la discontinuidad,
i.como se puede continuar?. A pesar de que el estudio de sistemas discontinuos empezo a prin-
cipios de la década de 1930 con los trabajos de Andronov [4, 5], Kulebakin [60] y Nikolsky [84],
fué hasta finales de la década de 1980 cuando se pudieron responder tales preguntas de manera
sistematica por Aleksei Filippov [36], quién definié formalmente la dindmica de los sistemas
discontinuos y allané el camino para su posterior investigacion. Tales sistemas son ahora lla-
mados sistemas Filippov o sistemas suaves por pedazos (SSPP) discontinuos. Observemos que
las soluciones de los sistemas Filippov son atin continuas incluso cuando éstas alcanzan una
frontera de discontinuidad, donde los campos vectoriales se vuelven discontinuos. Ahora bien,
la pérdida de continuidad en el sistema de ecuaciones diferenciales nos agrega mas riqueza
en la geometria del espacio de fase, es decir, en los sistemas Filippov se puede presentar un
fendmeno que no puede ocurrir en los sistemas suaves, el llamado movimiento deslizante, el
cual ocurre en la frontera de discontinuidad.

Muchos investigadores han seguido a Filippov y han continuado el estudio sobre sistemas
discontinuos intentando comprender sus dindmicas, singularidades y bifurcaciones. En las
dltimas décadas se ha incrementado el interés en estudiar este tipo de sistemas y en parte es
por la gran cantidad de fenémenos fisicos y bioldgicos en los cuales se presentan, por ejemplo en
la ingenierfa, la ecologia y la teorfa de control, ver [10, 30, 32, 46, 61, 64, 78, 93, 96]. Desde un
punto de vista puramente matematico, hubo esfuerzos paralelos para clasificar adecuadamente
las singularidades y bifurcaciones en términos de sus propiedades cualitativas. Tales esfuerzos
fueron encabezados por M.A. Teixeira en [98, 99], y en los itimos afios se ha logrado tener un
mayor entendimiento y extender a dimensiones més altas, ver [23, 25, 53|. En éstos trabajos
podemos ver que la ocurrencia del movimiento deslizante en un SSPP discontinuo va de la
mano con la presencia de un punto en el cual se indetermina el sistema, la singularidad de
doble-tangencia (two-fold singularity en inglés).

En esta tesis nos limitaremos a estudiar los SSPP discontinuos en el caso més simple, esto
es, sistemas lineales por pedazos discontinuos (SLPPD) con dos zonas, separadas por una rec-
ta en el caso bidimensional y por un plano en el caso tridimensional. Nuestra motivacién para
investigar éste tipo de sistemas se basa en el hecho de que los SLPPD resultan ser suficientes
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para que ocurra todo tipo de dinamica, esto es, la linealidad por pedazos permite obtener
un comportamiento topolégicamente equivalente a los sistemas suaves no lineales (SSNL),
siendo capaces de presentar una amplia gama de fenémenos caracteristicos de los SSNL, ta-
les como ciclos limite, érbitas homoclinicas y heteroclinicas, e inclusive atractores extranos.
Ahora bien, como en los SLPPD se puede presentar movimiento deslizante en el segmento
(regién) de la recta (plano) de conmutacién, aunado a todos los fenémenos antes menciona-
dos, también se pueden presentar bifurcaciones propias de los SLPPD. Ejemplos de este tipo
de bifurcaciones son las llamadas bifurcaciones inducidas por la frontera de discontinuidad
(discontinuity-induced bifurcations en inglés).

En particular, el estudio de ciclos limite es uno de los problemas mas importantes en la
teoria cualitativa de los sistemas de ecuaciones diferenciales, sin embargo, la demostracién
de su existencia generalmente es muy complicada. En afios recientes, se puede encontrar un
gran numero de articulos en la literatura acerca del surgimiento de ciclos limite en SSPP en el
plano, y en éstos aparecen muchas técnicas para encontrarlos. En SSNL existe un mecanismo
muy conocido para buscar la ocurrencia de ciclos limite, el Teorema de la bifurcacién de Hopf,
ver [48, 63]. Existen resultados andlogos para SSPP, para el caso de los continuos ver por
ejemplo [37, 65, 91, 92, 105, 106], y para el caso de los discontinuos ver [3, 40, 43, 47, 49, 62].
En los SSPP discontinuos los ciclos limite se clasifican en ciclos limite de cruce y ciclos limite
deslizantes, dependiendo de si parte del ciclo es un segmento deslizante. En tres dimensiones
se puede presentar la situacién de que el ciclo limite quede totalmente contenido en el plano
de conmutacién. En tal caso, la aparicién del ciclo limite se puede buscar con la herramienta
existente para sistemas suaves, ya que el problema se vuelve bidimensional. En el caso de
los ciclos limite de cruce, su aparicién puede darse al menos de tres maneras: una debido
al cambio de estabilidad de un situado de un lado de la recta o plano de conmutacién (ver
[42, 88]), otra debido a la perturbacién de una 6rbita homoclinica de cruce (ver [75, 104]) y
la tercera y no menos trivial es la que se da debido al cambio de estabilidad de un segmento
deslizante (ver [62]). A nuestro juicio la tercera es la méas interesante, ya que la aparicién del
ciclo limite de cruce no depende de la existencia de equilibrios fuera de la conmutacion, sélo
se necesita la colisién de dos puntos de tangencia invisibles.

En los SSPP discontinuos podemos tener més de un ciclo limite, ya sea solo ciclos limite
de cruce o incluyendo un ciclo limite deslizante, y de hecho el determinar el niimero de ciclos
limite en SLPP en el plano ha sido el objeto de muchos trabajos recientes. Primeramente,
Lum y Chua [77] conjeturaron que un SLPP continuo en el plano con dos zonas tenfa a lo
mas un ciclo limite. Esta conjetura fué probada posteriormente por E. Freire et. al. en [38].
Han y Zhang [49] propusieron SLPPD en los escenarios foco-foco, foco-nodo, y nodo-nodo, y
conjeturaron que el maximo numero de ciclos limite para ésta clase de sistemas discontinuos
era exactamene dos. Artés et. al. [7] mostraron que el escenario silla-silla también podia exhibir
dos ciclos limite. J. Llibre et. al. [74] mostraron que en los casos foco-silla y nodo-silla habia
sistemas discontinuos presentando dos ciclos limite. Huan y Yang [50] proporcionaron una
fuerte evidencia numérica sobre la existencia de tres ciclos limite en el caso foco-foco. Llibre y
Ponce [72] dieron la demostracién de la existencia de los tres ciclos limite. Buzzi et. al. [12], con
diferentes técnicas, también obtuvieron tres ciclos limite. Freire et. al. [41] mostraron que la
existencia de un foco en una zona es suficiente para tener tres ciclo limite, independientemente
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de la dindmica en la otra zona. Finalmente Euzebio y Llibre en [34] demostraron que el niimero
maximo de ciclos limite en un SLPPD con dos zonas es cuatro. Hasta el momento ésa es la
cota maxima y el Unico requisito para la existencia de los cuatro ciclos limite es que el sistema
tenga un foco en la recta de discontinuidad. Para ver investigaciones paralelas e intermedias
al breve recuento anterior podemos citar también [51, 52, 73, 75, 79] y [68] a [71].

Cuando se considera la aparicion de mas de un ciclo limite, frecuentemente el mecanismo
para obtenerlo es como se mencioné anteriormente, mediante la colisién de dos puntos de
tangencia invisibles. Esto es, la creacion o destruccion de un ciclo limite de cruce ocurre cuando
un segmento deslizante cambia de estabilidad justo después de colapsar en la singularidad de
doble-tangencia, éste fendmeno se presenta sin demostracién en [62] y es llamado bifurcacion
pseudo-Hopf. En esta tesis consideramos una tnica forma normal para la bifurcacion pseudo-
Hopf, vy mostramos que es posible desdoblar la bifurcaciéon de tres tipos de puntos de doble-
tangencia. El primer escenario es el de la singularidad doble-tangencia invisible, al igual que
en [62], pero a diferencia de éste manuscrito, en el cual sélo se considera el caso con ambos
campos sin equilibrios, aqui probamos la existencia y unicidad del ciclo limite de cruce en
todas las configuraciones posibles de equilibrios: silla-silla, foco-foco, modo-nodo, silla-foco,
silla-nodo, foco-nodo y el caso sin equilibrios. El segundo escenario es aquel con un punto que
es de tangencia invisible de un lado de la recta de conmutacién y es un equilibrio frontera
tipo foco del otro lado, esto es, la singularidad tangencia-foco o singularidad foco-tangencia
(fold-focus o focus-fold en inglés) dependiendo del lado en el que esté definido el equilibrio,
ver [43, 47]. Finalmente, el tercer escenario es el de la singularidad foco-foco, esto es, de dos
equilibrios frontera tipo foco en el mismo punto de la recta de conmutacion, ver [85]. De
esta manera la forma normal que exhibimos permite unificar todas las formas en las que se
obtuvo un ciclo limite de cruce debido al cambio de estabilidad de un segmento deslizante.
A nuestro conocimiento, en éste trabajo es la primera vez que se presenta el desdoblamiento
de la bifurcacion pseudo-Hopf, ya que en la mayoria los articulos mencionados previamente el
objetivo siempre fué determinar el nimero de ciclos limite.

El problema de encontrar ciclos limite en SSPP en tres dimensiones se vuelve mucho maés
complicado. Existen pocos trabajos en los que se demuestra la existencia de ciclos limite, y
en ellos por lo regular se trata el caso de SSPP continuos o discontinuos pero con campos no-
lineales, ver [16, 17, 39, 89, 101, 102]. En [23, 24, 53] los autores hablan sobre la creacién de un
ciclo limite de cruce cuando un pseudo-equilibrio! atraviesa la singularidad de doble-tangencia.
En el transito a través de la singularidad, el pseudo-equilibrio pasa de ser un pseudo-nodo en
la regién de deslizamiento a ser una pseudo-silla en la regién de escape. De hecho en [24] los
autores dan una demostracion formal de la existencia de un ciclo limite de cruce inestable,
pero tanto en éste trabajo como en los otros no es el objetivo mostrar la ocurrencia de la
bifurcacion pseudo-Hopf. Como se vera en esta tesis, no es necesario pedir que la singularidad
de doble-tangencia sea del tipo invisible-invisible para que nazca el ciclo limite, sélo que los
campos sean antiparalelos en la singularidad al momento del transito del pseudo-equilibrio a
través de ella.

Otro problema interesante de abordar es el de las conexiones globales. Recientemente en
[18, 19, 70] se dieron demostraciones analiticas sobre la existencia de conexiones globales en

!Término introducido por M. Gatto et. al en [44]
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un SLPP continuo, sin embargo la mayoria de la evidencia existente en la Literatura sobre
conexiones globales es mediante métodos numéricos y casi siempre considerando SSPP conti-
nuos [6, 20, 26, 80, 81]. En esta tesis mostramos familias de SLPPD que presentan conexiones
globales, las cuales encontramos aprovechando las formas normales que obtenemos para este
tipo de sistemas. Vemos que a diferencia de los sistemas suaves, en los cuales es muy dificil
encontrar conexiones globales sobretodo porque existen muy pocos métodos, en los SLPPD
es muy facil construir érbitas homoclinicas y heteroclinicas con un tratamiento puramente
geométrico. Una pregunta natural es, jqué pasa si se perturba una érbita homoclinica?, jse
creard un ciclo limite de cruce?. En el caso tridimensional es muy complicado establecer la
ubicacion de la perturbacién tal que rompa la érbita homoclinica y provoque un ciclo limite de
cruce. Para tratar de facilitar éste problema consideraremos una familia con dos parametros y
un plano invariante, tal que la dindmica sobre él esté dada por un SLPP en dos dimensiones en
el cual es muy facil establecer el lugar de la perturbaciéon para obtener la bifurcacién desea-
da. Asi, estaremos dando otro mecanismo para obtener ciclos limite de cruce, en éste caso
serd debido al rompimiento de una érbita homoclinica. Dentro de la misma familia veremos
también que la creacién de un ciclo limite de cruce se da debido a la persistencia y transicién
de un ciclo limite deslizante. Los dos mecanismos previamente mencionados estan dentro de
las bifurcaciones globales que se proponen para el caso de dos dimensiones en [62].

No podemos dejar de mencionar el problema que més apasiona en la comunidad de siste-
mas dindmicos en las tltimas décadas, nos referimos a la generacién de caos. Recientemente
en [94] se demostré formalmente que un SLPP continuo en tres dimensiones es capaz de ge-
nerar un atractor extrano tipo Rossler, cuando un equilibrio estable colisiona con el plano de
conmutacién. En el caso de los SLPPD aun no se han mostrado mecanismos formales que
demuestren la generaciéon de caos, pero existe mucha evidencia numérica sobre la capacidad
que éstos tienen para desplegar atractores extranos mas complicados, tal es el caso de los
atractores multi-rollo, ver [13, 14, 15, 83]. Aunque en esta tesis no se abordard el tema de
los atractores extranos, el analisis que se realiza mediante formas normales nos puede dar luz
para en un futuro establecer un mecanismo que detone la generacién de éstos atractores.

El resto de la tesis se organiza como sigue. En el capitulo 1 se definen los conceptos y re-
sultados sobre sistemas por pedazos discontinuos en los cuales se guiara el analisis y desarrollo
del trabajo que presentamos en los capitulos subsecuentes. En el capitulo 2 presentamos las
formas normales que permiten simplificar el andlisis de los sistemas a tratar. En el capitulo 3
se desdobla la bifurcacién pseudo-Hopf para sistemas en el plano a partir de la forma normal
del capitulo previo, también se exhiben familias en tres dimensiones con la bifurcacién en
cuestion pero con la propiedad de poseer un plano invariante que captura la dindmica. En
el capitulo 4 se analiza la ocurrencia de la bifurcacién de Hopf para los campos deslizantes
regularizados en dos dimensiones y conjeturamos mediante evidencia numérica que al suceder
ésta bifurcacién provoca otra bifurcacién para el sistema tridimensional. En el capitulo 5 se
muestra la ocurrencia de bifurcaciones globales en una familia tridimensional con un tnico
punto de doble-tangencia. Finalmente en el capitulo 6 se dan las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1
Resultados Preliminares

Considere el sistema lineal por pedazos discontinuo (SLPPD) en R™(n > 2) con dos zonas
separadas por el hiperplano de conmutacién 3 = {:): ER|o(z)=cle —cy= O},

. [ @) =Ax+bi, sio(x) <0,
= flw)= { ft(x) = Asz + by, si o(z) >0, (1.1)

donde Ay, Ay € R™ "™, by,by,c, € R" y ¢g € R.

Distinguimos tres conjuntos abiertos en el hiperplano de conmutacion 3,
el conjunto deslizante: $y = {x € L: ¢l f~(z) >0 y ' fH(z) <0},
el conjunto de escape: X = {z € X : ! f(z) <0y ! f(z) >0},
y el conjunto de cruce: B, = {xz € ¥ : (' f~(2)) ("' fT(x)) > 0}.

Se pueden construir las soluciones sobre X5 U Y, mediante el método convexo de Filippov,
ver [36]. El método de Filippov toma la combinacién convexa fs(z) de los dos campos fT(z)
para cada punto deslizante x € 33 U X, es decir,

fs(@) = (L=~(@)f (@) + v(2)f T (2), (1.2)
donde la funcién v(x) se define como
' f(x)

v(z) = T (@) = @) €(0,1) VzeX,UX,,

y es tal que ¢! fy(z) = 0, ver Figura 1.1.
Por tanto, tenemos una expresién explicita para el campo deslizante fs(x) generado por

(1‘1)7
(o) = L) (1)

donde freq(x :£ ) (z) — (" fT(z)) f~ () es lamado el campo deslizante regulari-

zado y A(z) = C(f() f(z)) #0.

1.1. Clasificacion de equilibrios y singularidades

El primer paso para entender la dindmica de los SLPPD es la descripcion de sus puntos
singulares y de la dinamica local asociada a éstos. El conjunto de puntos singulares de un

1



2 Resultados Preliminares

fp)
A

; f(p) p
i

Y

Figura 1.1: Definicion del campo en ¥ siguiendo la construccion de Filippov en los conjuntos
de cruce, escape y deslizante.

SLPPD comprende a los puntos de equilibrio y puntos de tangencia, los cuales se describen
en esta seccién. Podemos identificar los siguientes tipos de equilibrios en el sistema (1.1), ver
[32].

Definicién 1. i) Un punto p € R™ es un equilibrio admisible de (1.1) si

J (p)=0y o(p) <0,

() =0y o(p) > 0.

it) p € R™ es un equilibrio virtual de (1.1) si

f~(p)=0y a(p) >0,

fT(p) =0y o(p) <0.

i11) Decimos que un punto T € ¥ es un pseudo-equilibrio de (1.1) si fs(Z) = 0. El pseudo-
equilibrio es admisible si & € X3 U ., o virtual st & € Y.

iv) Un punto & es llamado un equilibrio frontera de (1.1) si
fm@) (@) =0, y fu(@)=0.

Observacién 1. Note que un pseudo-equilibrio admisible se comporta de alguna manera como

un equilibrio admisible, esto es, en un pseudo-equilibrio admisible T se tiene que fs(Z) = 0,
T ~

con (' f=(2))(cT fH()) < 0; un simple cdlculo muestra que f* (&) = (C f+(x)> f= (&), por

Tf=(2)
tanto f~(z) y f1(Z) son antiparalelos.

Ya que lo tres tipos de conjuntos en X son relativamente abiertos, sus fronteras que deno-
tamos como 9%, 9., 0%, son llamadas conjuntos de tangencia: ¢ € ¥ tales que ¢ f~(¢q) = 0
o clft(q) = 0, ver [47, 62]. Esto es, puntos donde uno de los dos campos es tangente a X.



1.1 Clasificacién de equilibrios y singularidades 3

En particular, los equilibrios frontera son puntos de tangencia, ya que estan localizados en
la frontera de la regién de deslizamiento o escape, donde uno de los campos se anula. La
tangencia mas simple es la tangencia cuadratica con X, llamada fold singularity en inglés, la
cual se define como sigue.

Definicién 2 (ver [58, 59]). Un punto q € ¥ es una singularidad de tangencia (o punto con
tangencia cuadrdtica) de (1.1) si

fe)=0 y r=c"Af (9) #0,

Ff(q)=0 y ro=clAxf"(q) #0.

q € ¥ es una singularidad de tangencia invisible (visible) para f~ si
(@) =0y r >0(<0).
q € ¥ es una singularidad de tangencia invisible (visible) para f* si

@) =0 y ro <0(>0).

Luego, para los fines de ésta tesis, introducimos la siguiente definicién.

Definicién 3. Un punto q € ¥ serd un punto de tangencia de (1.1) si

i) q es una singularidad de tangencia, o

ii) q es un foco de f~ o fT.

Esto es, un punto de tangencia es un punto con tangencia cuadratica con X, o es un fo-
co frontera. El caso en el que el sistema (1.1) tiene una singularidad de tangencia para un
campo, y un foco frontera para el otro en el mismo punto del hiperplano de conmutacion, es
llamado equilibrio tangencia-foco (fold-focus en inglés), ver [43]. Cuando el sistema (1.1) tiene
un doble-foco frontera en el mismo punto del hiperplano de conmutacién, esto es, cuando hay
un foco frontera de ambos lados, a éste punto se llama equilibrio foco-foco, ver [85]. Finalmen-
te, una singularidad de doble-tangencia es cuando el sistema (1.1) tiene una doble-tangencia
cuadrética en el mismo punto sobre X, ver [22, 23, 24, 25, 35, 53, 97, 98, 99]. En las Figuras
1.2 y 1.3 se ilustran el equilibrio tangencia-foco, el equilibrio foco-foco y la singularidad de
doble-tangencia en el caso de dos dimensiones.

Para el caso de la singularidad doble-tangencia invisible, en [62] se hace la siguiente dis-
tincion:

= Cuando los vectores f~(qo) y f1(qo) son antiparalelos, con qg € 9., la singularidad es

llamada foco fundido (fused focus en inglés).

= Cuando los vectores f~(qo) v f1(qo) son paralelos, con gy € 90X NI, la singularidad
es llamada pseudo-foco fundido.
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En este trabajo llamaremos punto de doble-tangencia a la singularidad de doble-tangencia,
al equilibrio tangencia-foco y al equilibrio foco-foco. Finalmente, el punto de doble-tangencia
podra ser de tres tipos:

» Visible: Si la tangencia es visible en ambos campos.

= Invisible: Si la tangencia es invisible en ambos campos.

= Visible-invisible: Si la tangencia es visible en un campo e invisible en el otro.

a) b) c)

Figura 1.2: a) Equilibrio tangencia-foco: el caso invisible. b) Equilibrio foco-foco. ¢) Equilibrio
tangencia-foco: el caso visible. Las lineas punteadas y continuas indican cruce y deslizamiento
en X respectivamente.
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@R

a) b) c)

Figura 1.3: Tipos de singularidad doble-tangencia. a) Singularidad doble-tangencia visible.
b) Singularidad doble-tangencia invisible. Arriba: pseudo-foco fundido inestable. Abajo: fo-
co fundido inestable. ¢) Singularidad doble-tangencia visible-invisible. Las lineas punteadas y
continuas indican cruce y deslizamiento en ¥ respectivamente.

1.2. Equivalencia topolégica y bifurcaciones

En esta seccién presentamos dos diferentes definiciones de equivalencia topolégica, las cuales
nos conducen a comportamientos genéricos locales y a bifurcaciones de codimensiones 1 y 2.
Ambas definiciones son tomadas de [47]. Ver también [11] y [62].

Definicién 4. Dos campos f(x) y f(y) de la forma de (1.1), definidos en conjuntos abiertos
Uy U y con hiperplanos de conmutacion ¥ C U y YcU respectivamente, son X-equivalentes
si existe un homeomorfismo h : U — U el cual envia ¥ en Y y envia érbitas de f(x) en orbitas

de f( ).

Definicién 5. Dos campos f(z) y f(y) de la forma de (1.1), definidos en conjuntos abiertos U
y U y con hiperplanos de conmutacion ¥ C U y % C U respectivamente, son topoldgicamente
equivalentes si existe un homeomorfismo h : U — U el cual envia drbitas de f(x) en drbitas

de f(y).

De las definiciones anteriores es obvio que si dos campos son Y-equivalentes también son
topoldgicamente equivalentes, pero el reciproco en general no es cierto.
Ahora considere un SLPPD dependiente de un parametro

o _ (o) = Az + bi(p),  sioo(z,p) <O,
t=f@n) = { () = As(p)z + bap), i o(z.p) > 0. (14
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donde x € R", p € Ry o(z,u) = T () — colp).

El sistema (1.4) exhibe una bifurcacién en p = p si una pequena perturbacion del pardme-
tro produce un sistema topolégicamente no-equivalente al sistema sin perturbar. Todas las
bifurcaciones de (1.4) se clasifican como locales o globales. Una bifurcacion local se puede
detectar al buscar una pequena vecindad arbitraria de un punto en el espacio de estados.
Cualquier otra bifurcacién se clasifica como global.

1.2.1. Bifurcacién pseudo-Hopf

Considere el SLPPD (1.4) en dos dimensiones. La dindmica alrededor de un punto de tangen-
cia es persistente bajo pequenas perturbaciones o cambios de los parametros. En particular,
cuando el pardmetro del SLPPD provoca el movimiento de los puntos de tangencia a lo largo
de la recta de conmutacién y por tanto dos puntos de tangencia pueden collisionar. El tipo
de bifurcacién que ocurra cuando un punto de tangencia de f~ y un punto de tangencia de
fT collisionan en un punto gy € ¥ depende de la visibilidad de cada punto de tangencia y
de si los campos f~ y fT son paralelos o antiparalelos en gg. En [62] se da una descripcion
completa de los distintos escenarios de bifurcacién de puntos de doble-tangencia. La mayoria
de éstos escenarios de bifurcacién involucran cambios en la topologia del segmento deslizante
o de cruce, o cambios en la estabilidad del segmento deslizante. El caso excepcional se presen-
ta en la Figura 1.4, donde dos puntos de tangencia invisible colisionan cuando f~ y f* son
antiparalelos. Este caso no solo involucra cambios del segmento deslizante y de cruce, también
involucra la aparicién de un ciclo limite de cruce. Por tal razén, a ésta bifurcacion se le deno-
miné bifurcacion pseudo-Hopf en [62]. En dicho manuscrito se da una familia de sistemas que
presentan asta bifurcacion y le llaman erréneamente forma normal, ya que no todo sistema
que presente la bifurcacién pseudo-Hopf puede ser llevado bajo hipdtesis genéricas a la forma
normal presentada.

<

TN

< o = po H > fo

Figura 1.4: Colision de dos puntos de tangencia invisibles: Bifurcacion pseudo-Hopf. Para
W < pg se tiene un pseudo-nodo estable y un ciclo limite inestable, para p = po se tiene el
foco fundido inestable y para p > pg se tiene un pseudo-nodo inestable.
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1.2.2. Bifurcaciones globales

Bifurcacion bucle

Considere el SLPPD (1.4) en dos dimensiones. Supongamos que existe un ciclo deslizante para
w < po y que, para pu = po €l segmento estandar del ciclo retorna al segmento deslizante en
un punto de tangencia invisible. Si el punto de retorno del ciclo sobre ¥ pasa del segmento
deslizante al segmento de cruce con velocidad distinta de cero en p = g, entonces para p > pg
el ciclo permanece pero entra al lado o(z) > 0 antes de retornar al segmento deslizante, ver
Figura 1.5.

< Ho = Mo K> po

Figura 1.5: Bifurcacion bucle.

Bifurcacion ciclo limite de cruce critico

Ahora supongamos que para p < fio existe un ciclo deslizante con un tinico segmento deslizante
con un extremo visible. Este segmento deslizante se compacta cuando u — pg y el ciclo se
convierte para u = pg en un ciclo de cruce. Para p > g el ciclo de cruce persiste y se aleja del
segmento deslizante. Por tanto, esta bifurcacién involucra una transicién de un ciclo deslizante
a un ciclo de cruce, ver Figura 1.6.
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< Ho H= Ho M > o

Figura 1.6: Bifurcacion ciclo limite de cruce critico.

Ambas bifurcaciones se proponen en [62] sin mostrar alguna forma normal. Posteriormente
en [29] se muestra un ejemplo de aplicacién donde se presentan éstas bifurcaciones. Luego en
[47] se propone una familia la cual es demostrada después en [43]. Recientemente en [103] se
dan condiciones necesarias y suficientes para que un SLPPD en el plano presente éstas y otras
bifurcaciones.

1.2.3. Bifurcacién de Hopf

Considerando el hecho de que los SLPPD en tres dimensiones generan campos deslizantes
en dos dimensiones y que tales campos resultan ser de manera general no-lineales, podemos
considerar la herramienta que se conoce para sistemas suaves y hacer un analisis de bifurca-
ciones. Para los fines de ésta tesis sélo consideramos bifurcaciones de ciclos limite y en éste
caso podemos considerar el bien conocido Teorema de la bifurcacién de Hopf, ver [48].

Teorema 1 (Teorema de la bifurcacién de Hopf). Supongamos que el sistema no-lineal

iZf(%M)

con x € R", u € R tiene un equilibrio (xo, o) el cual satisface las siguientes propiedades:
(H1) D, f(zg, o) posee un unico par de valores propios puramente imaginarios y nigun otro
valor propio con parte real cero.

(H2) Sea A1), () los valores propios de Dy f(xo, 1) los cuales son imaginarios en = pio,

tales que

A= 2 (REN)) iy #0 (1.5)

Entonces existe una unica variedad central tridimensional, pasando por (zg, o) € R™ xR
y un sistema de coordenadas suave, cuya expansion en serie de Taylor, hasta grado tres sobre
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la variedad central, esta dado, en forma polar, por la siguiente expresion
= (dp + ar®)r

0 = wo + cu + br?

Si a # 0 entonces existe una superficie de orbitas periddicas en la variedad central, las
cuales tienen tangencia cuadrdtica con el eigenespacio generado por X(jo), Mpo) el cual coin-
cide en dimension dos, con el paraboloide p = —%7‘2. St a < 0, entonces, esas soluciones
periddicas son estables, mientras que st a > 0, son ciclos limite inestables.

Observacion 2. Sia < 0, se dice que la bifurcacion de Hopf es Supercritica, mientras que si
a > 0, se dice que la bifurcacion de Hopf es Subcritica. Los coeficientes de estabilidad d y a
son llamados velocidad de cruce y primer coeficiente de Lyapunov, respectivamente.

Para sistemas en el plano, existe una expresion para calcular el llamado primer coeficiente
de Lyapunov a.
Considere el sistema

&= Jr+ F(x),
_( 0 ~wo _( Fi(=) _ _
donde J = < v 0 ), F(z)= < Fy(z) ) F(0)=0y DF(0) =0. Entonces
0= —(Ri +woRs) (1.6)
= 16W0 1 0412 ), .
donde
Rl = (Flzle(Flzlml +F13:2m2)

_F22E1{L‘2 (F2£E1:L‘1 + F2:B2£E2)
_lelxl F211ml + legngQIng)’x:O
RZ — (Flz1x1x1 + Flzuczxg + F2x1361x2 + F2x212x2)’x:0-

En [100] se establece el siguiente teorema.

Teorema 2 (Velocidad de cruce). Considere el sistema no-lineal

T = f(xau)7

donde z € R", n € R™, y f es suficientemente suave. Suponga que existe un punto (g, o)
tal que
(C1) f(zo, po) =0,
(02) O‘(Df(l‘(],;to)) = {)\172 = :|:iOJ0, Re()\j) 7'5 0, j = 3, ce ,n}.

Siv=wv+ivy € C" yw = wy +iws € C" son los vectores propios derecho e izquierdo de
la matriz A = D f(xo, po) con valor propio iwy, respectivamente, tales que

0, 1=y
T ) Js
“’“”:{ 1, i#j
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entonces la velocidad de cruce d estd dada por
1
d= 5((1171 'S)Ug + (w2 '5)111)

S
donde § = : ,conSiz(Sil S - S{‘)GRWX”,
Sn
_ T
Y Si = fipa(@o, o) — (A7 fu(wo, o)) D2 fi(wo, o)
parat=1,...,n.

(1.7)

Observacién 3. Para el caso cuando n = 2, la formula (1.7) se escribe como sigue

d= (S} +83)

DN | =

(1.8)

En el siguiente capitulo haremos una distinciéon de los SLPPD en términos de la presencia
o no de los puntos de doble-tangencia. A partir de ésta distincién podremos construir formas
normales que nos permitirdan analizar las bifurcaciones de ciclos limite que se presentaron en

éste capitulo.



Capitulo 2

Formas normales para SLPPD

En este capitulo encontraremos formas normales para SLPPD en dos y tres dimensiones,
basdndonos en la presencia o no de los puntos de doble-tangencia. En [40] se presenté una
forma normal para SLPPD en el plano, la cual permite encontrar dindmicas de cruce sin
tomar mucho en cuenta lo que ocurra en la recta de conmutacién y a la fecha es la que se
ha estado empleando en la comunidad dedicada a encontrar ciclos limite en SLPPD. En el
caso de los SLPPD en tres dimensiones sélo podemos citar el trabajo de M.R. Jeffrey y A.
Colombo [53, 23], aunque en éste se hace un andlisis local alrededor de la singularidad de
doble-tangencia y para los casos genéricos de f~ y fT.

2.1. Existencia de puntos de doble-tangencia

Considere el SLPPD en R"™ con dos zonas separadas por el hiperplano de conmutacién
Y ={zeR"|o(z) =c'z—c=0},

f () =A1x+ by, sio(x)<O0,

t=fl@) = { fH(x) = Az + by, si o(x) >0, =y

donde A1, Ay € R™ "™ by, bg,c,€ R™ y ¢y € R. Definimos los hiperplanos
m={ze R | f~(2) = 0},

Ty = {xG]R”|ch+(:E):O}.

La peculiaridad de los hiperplanos m; y w2 es que estan conformados por puntos en los
cuales las érbitas de los campos f~(z) y fT(x) son paralelas al hiperplano . En particular,
los conjuntos de interseccion de cada uno de los hiperplanos con el hiperplano ¥ son los
conjuntos de tangencia, esto es [y = m NX y lo = m N X. Entonces, para tener puntos
de doble-tangencia, los conjuntos de tangencia se deben intersectar. Asi, si consideramos el
sistema lineal de ecuaciones algebraicas

Tz =5 (2.2)

11
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T

C Co
donde T = | A b= ="l ,y x € R" de acuerdo al Teorema de Rouché-
cr'A )
2/ 3xn 2/ 3x1

Frobenius? (ver Apéndice A), el sistema (2.2) es compatible determinado (solucién tinica) si se
cumple que rang(T) = rang(T|b) = n y compatible indeterminado (infinidad de soluciones)
si rang(T) = rang(T'|b) < n. De esta manera, la existencia de los puntos de doble-tangencia
en el sistema (2.1) estd determinada por la existencia de las soluciones del sistema (2.2).

Ahora bien, debido a que el sistema (2.2) estd formado por tres ecuaciones lineales con
n incognitas, la solucién unica podra presentarse en las dimensiones n = 2 y n = 3; para
dimensiones mayores sélo podra presentarse el caso de infinidad de soluciones.

2.1.1. Caso: rang(T) = rang(T|b) =3

Supongamos que el sistema (2.1) satisface la condicién rang(T") = rang(T'|b) = 3. Paran =3
se tiene solucién tdnica y para n > 3 se tiene una infinidad de soluciones, ver [25]. En esta
situacién, el hiperplano ¥ siempre quedara dividido en los tres tipos de conjuntos, X, ¥, 2,
siendo delimitados por el conjunto de puntos de doble-tangencia [ = [; N[y, ver Figura 2.1.

e

ol

e

Y%

s

Figura 2.1: Izquierda: En tres dimensiones las rectas de puntos de tangencia l1 y lo se inter-
sectan en un unico punto de doble-tangencia qy. Derecha: En cuatro dimensiones los planos
de puntos de tangencia Iy y lo se intersectan en la recta de puntos de doble-tangencia l.

2.1.2. Caso: rang(T) = rang(T|b) = 2

Supongamos que el sistema (2.1) satisface la condicién rang(T') = rang(T'|b) = 2. Para n = 2
se tiene solucién tnica y para n > 2 se tiene una infinidad de soluciones. En cualquiera de los
casos, podemos considerar sin pérdida de generalidad que existen escalares 71, 79, tales que,

ATe=~jc+pATe,

2También conocido como Teorema de Rouché-Capelli
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by = —y100 + 72T by
Proposicién 1. Si el sistema (2.1) satisface rang(T) = rang(T|b) = 2, entonces

= 51y <0 entonces ¥ = XUl U X, es decir, | € 0¥ N IX,.

m Si7v >0 entonces ¥ = .U, es decir, | € 0X..

Demostracion. Es suficiente con considerar el producto (¢! f=(z))(cf f*(z)) para x € 3,

(@) @) = (" f (@) Ag + Tby)
= (CTf (x))('chTx + ’72CTA1$ — Y10 + ’yzCTblx)
= (@)l —co) + (e f(2)))
= (" f(2))?

O]

Ahora, en el caso y2 < 0, como el deslizamiento ocurre en ¥ — {l} y [ € 035 N 0%, es
decir, el conjunto [ es la Unica frontera del conjunto de deslizamiento, por tanto, el valor de
~v(x) dada por (1.2) debe ser constante para cada punto deslizante. En efecto, se verifica que

c'(Ajz +by)
CT((A1 — AQ).’L' + (bl — bg))
cl'(Ajx +by)
cT'Ayx — vyl — yocT Ay + cT'by — vocT'hy + v1c g
cl'(Ayx +by)
T A1x(1 —y) + by (1 — 2)
1
L=

v(z) =

De aqui que el campo deslizante sea lineal, esto es, siguiendo (1.2),

fs(x) = Ajz+0b+
1
=1 ((Ag — v2A1)x 4 by — 72b1)
- 72

1 _ _
= Ax +b),
1—’)’2< )

donde A = AQ — 72141 y l_) = b2 — ’}/le.

T—— ((A2 — A1)z + (b2 — b1))

Observacién 4. Si y9 = 0 entonces fs(x) = fT(z), lo cual significa que el hiperplano o
colapsa al hiperplano 3, es decir, los hiperplanos mo y % son coplanares. En este caso ¥ =
Y Ul UX,, es decir, el movimiento deslizante existe solo a un lado de l. En contraste, si

v1 = 0 entonces los hiperplanos w1 y 7o son coplanares, y esto no contradice a la Proposicion
1.
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En la Figura 2.2 se muestra el caso para para n = 3, en ésta los planos X, 7, y mo se
intersectan en una recta compuesta de puntos de doble-tangencia.

Figura 2.2: En a) no hay deslizamiento, en b) ¥ — {l} es deslizante, y en ambos casos los
tres planos se intersectan en una recta de puntos de doble-tangencia. Cada una de los planos
estdn en posicion genérica con respecto al otro, implicando que ninguno es coplanar. Las lineas
punteadas denotan los pedazos virtuales de cada plano.

En Teoria de Control es frecuente encontrarnos con el caso descrito en esta seccion, ver

[1, 2, 95).

2.1.3. Caso: rang(T) = rang(T|b) =1

Ahora supongamos que el sistema (2.1) satisface la condicién rang(T) = rang(T|b) = 1, en-
tonces el par de vectores {c, AT ¢} y {c, Al'c} son linealmente dependientes. Segiin el Teorema
de Rouché-Frobenius los hiperplanos 7, mo y 3 son coplanares, y por lo tanto ¥ esta cons-
tituido enteramente de puntos de doble-tangencia. La siguiente proposicién muestra que no
hay deslizamiento para este caso.

Proposicién 2. Si el sistema (2.1) satisface rang(T) = rang(T|b) = 1 entonces no hay
deslizamiento en 3.

T T

c ¢, o
Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que T = [ vic! | yT)b= | 7, mco
Yac Y2c', y2c0
y consideremos el producto ¢! (A1x + by)cl (Agz + be), con z € 3,
(A + b)) (Ao +b2) = (mchz —ic0) (vac'w — 72c0)
2
Y172 (C T — Co)
0 YV 7,72

Por tanto no podemos construir un campo deslizante para este caso. ]
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Observacién 5. Observe que c es vector propio de las matrices A{ Y Ag, es decir, AZTC = ;cC.

En resumen estaremos interesados en los casos rang(T) = rang(T'|b) = 3 y rang(T) =
rang(T|b) = 2, ya que son los escenarios que permiten hacer una biisqueda de ciclos limite de
cruce. En tres dimensiones el caso rang(T) = rang(T|b) = 3 es el més estudiado hasta ahora
v es el mas interesante desde el punto de vista matematico ya que siempre existe un punto de
doble-tangencia, sin embargo, en las aplicaciones es mas factible que se nos presente el otro
caso. De cualquier manera, consideraremos ambos casos y encontraremos formas normales
para posteriormente hacer la busqueda de ciclos limite. En el caso rang(T) = rang(T|b) = 2
se vuelve determinante considerar 2 > 0 para poder crear un conjunto deslizante, esto es,
consideraremos SLPPD que de manera genérica tengan dos conjuntos de tangencia y que al
hacer tender a cero cierto pardmetro éstos conjuntos colapsen en un conjunto de puntos de
doble-tangencia.

2.2. Forma normal en R?

Considere el SLPPD con dos zonas separadas por la recta de conmutacién
S={zeR?|o(z)=c"z—cy=0},

: f () =A1x+ by, sio(x)<O0,
&= flz) = { fH(z) = Az + by, si o(z) >0, (2:3)
donde A, As € R2X2, bi,b2,c, € R? v cg € R.

La idea es desdoblar el punto de doble-tangencia ¢y de tal forma que dos puntos de
tangencia, q1 v g2, de f~ y fT, respectivamente, delimiten un segmento deslizante, y cuando
éstos cambien su posicion relativa en X, después de colapsar en qg, el segmento deslizante
cambie su estabilidad. Ver Figura 2.3.

< o M= po K> o

Figura 2.3: Cambio de estabilidad del segmento deslizante para el caso de dos puntos de tangencia invisible.

Con esta idea, asumimos que f(x) satisface la siguiente hipdtesis genérica:

(Hy) Los pares de vectores {c, Aipc} y {c, AQTC} son linealmente independientes.
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Bajo la hipdtesis (Hp), el SLPPD (2.3) tiene dos puntos de tangencia, qi,qs. Esto es
claro, ya que como el sistema es planar entonces los hiperplanos 7; representan rectas

e cT(Ai:E +b;) =0, entonces m; NY = {q;},

para i = 1, 2. Luego, existen escalares 71, 72, con 2 > 0, tales que,

A¥c = yic+ AT

El siguiente teorema nos da una forma normal para SLPPD que satisfacen la hipétesis
genérica (Hy).

Teorema 3. Bajo la hipdtesis (Hp), el cambio de coordenadas

YeQi(z —q1), si o(x) <0,
y=hiz) = (2.4)
Qa(r —q1), si o(x) >0,

T
donde Q1 = < cTCAl ), Q2 = ( cTCA2 >, transforma (2.3) en

f~(y)=Ay+b, si y<0,
g=1w =4 (2.5)

fHy) = Agy + b, si y1 >0,

~ 0 1 ~ 0 1 ~ 0 ~ b
onae 41 <01 c2 )’ 2 (dl do >’ ! <727“1>y 2 <T2+d2b>’

con
cl1 = —det(Al),
co = tr(Ap),
dy = —det(Ay),
d2 = tT‘(Az), (26)
o= c Ai(Aig + b)),
ro = cl Ay(Aago + bo),
b = (A1 +bo).
Observacién 6. a) Si go — q1 entonces b — 0, esto es, en b =0, los puntos de tangencia

colapsan en qq.
b) Siry > 0(<0) entonces q1 es un punto de tangencia invisible(visible).

c) Sire < 0(>0) entonces g2 es un punto de tangencia invisible(visible).
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Observacién 7. Si consideramos det(Ay) # 0 y det(As) # 0, entonces los equilibrios de los

- - _Jer _r2
campos f~ y f+ son p; = < 001 ) Y p2 = ( dbl ), respectivamente. Luego, se cumple

lo siguiente:
Caso:r1 >0 yro <0

= S det(flj) < 0 entonces p; es admisible, para j =1,2.

= 5 det(flj) > 0 entonces p; es virtual, para j = 1,2.
Caso:ry <0 yreg >0

n i det(flj) < 0 entonces p; es virtual, para j =1,2.

LI det(flj) > 0 entonces pj es admisible, para j =1,2.
Caso:ry >0 yre >0

= Sidet(A;) < 0(> 0) entonces p; es admisible(virtual).

s Sidet(Ay) < 0(> 0) entonces py es virtual(admisible).
Caso:ri <0 yreg <0

= Sidet(A;) < 0(>0) entonces py es virtual(admisible).

= Sidet(Ay) < 0(> 0) entonces py es admisible(virtual).
Caso: 1; =0

» En este caso q; es un equilibrio frontera, el cual debe ser un foco frontera, con valores
propios o; 15, con Bj >0, para j = 1,2.

El siguiente corolario establece la ¥-equivalencia del cambio de coordenadas (2.4), ver [47].

Corolario 1. Si~y; > 0 entonces h(X,) = X4, para a € {s,e,c}.

0 0
emostracion. Para x () < ’yzCTAl(ﬂU —q1) > < cTAQ(x - q) >
Entonces,

T
T B yoct Ar(x — q1)
dFue) = wo( A ees )
= vl Ai(z — q1) + y2ct by — y2cT by
= ycl Ai(z +b1) — e’ (A1 + br)
= ’YQCTf_(x)a
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~ T T —
e{f"'(h(x)) = (170) ( r2+d21?627§A2(51—)_q|;)l)+ b) >

= M As(x — q1) + ¢ (Aaqr + bo)
= I(Aoz +bo) + " Asqy — " Asqn
= Lff(x).

Y
y=h(x)
/2
q, T,
ﬁ1 51 y’l
)

Figura 2.4: Cambio de coordenadas (2.4)

La Figura 2.4 muestra el efecto de ortogonalizacién del cambio de coordenadas (2.4). De
la forma normal (2.5), para b = 0, tenemos nueve escenarios distintos en los cuales se puede
desdoblar el punto de doble-tangencia de tal forma que es posible observar un cambio de
estabilidad en un segmento deslizante. Ver Figura 2.5.

2.2.1. Demostracién del Teorema 3

Para x € ¥,

CT xr —
Y2Q1(r —q1) < fchQTA(l(x _<]1q)1) ) = ( CTA2(2 ) ) , si o(x) <0,

e—a) = (i Y = (g gy )e S o2
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Figura 2.5: Desdoblamientos del punto de doble-tangencia.

esto es, h envia 3 en y; = 0.
Para o(z) <0,

J=f"(y) = 7
= 712Q1(A17 +b1)

1
= 71 <A1 (WQlly + ql> + b1>
= Q1A1Q7'y +7Q1(A1q1 + b1)

= Aly“—i)l?
donde .
T —
i -1 C AlQl o O 1
A =Q1A1Q] = < T A2Q;! > = < e e )
ya que

1
CTQZ-

QiQi_l = < A0 > =1, parai=1,2,
(3



20 Formas normales para SLPPD

b1 = 72Q1(Aiq1 +b1) = < 0 ) :

V271
Para o(z) > 0,

g=F"y) = Qui

Q2(A2x + ba)

Q2 (A2(Q3 'y + @) + b2)
Q24205 "y + Q2(A2q1 + by)
= Aoy + b,

donde . .
o -1 _ C AQQQ_ o 0 1
A2 - Q2A2Q2 - < CTA%le ) - ( dl d2 )
Y T
7 c' (Aaqr + b2) ) ( b >
by = Q2(A2q1 + b2) = =+ .
2 QQ( 241 2) ( CTAQ(A2q1 + bg) b
T
Si Qy' = (w1 va) entonces Q2Q; " = C’I?A > (v1 v2) = I. Observe que es posible norma-
2
lizar ¢ de tal forma que ||va|| = 1. Definamos v = g2 — ¢1, entonces

b= cTAg(qul + bo) = CTAQ(AQ(QQ —v)+by) = CTAQ(AQQQ + bo) — CTA%U =19 — CTA%’U.

Luego, existen s1,s2 € R tales que v = s1v1 4 S2v9, pero 0 = v = s1clvy + saclvg = 81,
entonces
V = S909. (2.7)
Ahora bien, cTA%U = SQCTA%UQ = Soda, y T Aov = s9¢T Agvg = s9, esto es,
S9g = cl Aqv = cTAg(qg —q)+ by — by = —CT(A2q1 + b2) = —b, (2.8)
Esto termina la demostracion.
O

Observacion 8. De (2.7) y (2.8) se sigue que
g2 — a1]| = [b]-
2.2.2. Dinamica normalizada en las regiones de deslizamiento y escape

De (1.2), el campo deslizante se expresa como

fo(y) =+ < 0 )
=5\ (ea = do)y2 + ((ca — do)b + 721 — r2)y2 + 72r1b

Omitiendo la componente trivial, definimos el campo deslizante regularizado como sigue

2= freg(z) = (ca — d2)2’2 + ((ea — d2)b + vary — 12)2 + Y2r1b (2.9)
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Observacién 9. Los campos fs y freq(—freq) son topoldgicamente equivalentes en >e(3s).

Proposicién 3. Siriry < 0 entonces el campo freq(z) tiene un unico punto de equilibrio, el
cual serda un pseudo-nodo siry > 0 y ro <0, o una pseudo-silla si r1 <0 yre > 0.

Demostracion. Considere el caso invisible-invisible, esto es, r; > 0 y 79 < 0. Es suficiente con
evaluar (2.9) en las fronteras del segmento deslizante, es decir, en z =0y z = —b

Zlo = 7rib>0(<0) si b> 0(<0),
2‘_17 = "}/27“1() < 0(> O) sib> 0(< 0)

Ahora considere el caso visible-visible, esto es, 11 < 0 y ro > 0. Nuevamente evaluamos en
z=0yz=-b

Zlo = 72r1ib>0(<0) si b<0(>0),
Z",b = ’}/27"1[) < 0(> 0) sib< 0(> 0).

O

2.3. Forma normal en R? para el caso con tinico punto de doble-
tangencia

Considere el SLPPD con dos zonas separadas por el plano de conmutacién
S={zeR3:0(z)=clz—cy=0},

[ (x) =A1x+b, sio(z) <O,

¢ =fl@)= { FHa) = Agz+ by, si o(z) >0, (2.10)

donde Ay, As € RSX?’, bi,ba,c € R3 vy co € R.
SupongTamos que este sistema satisface la condicién rang(T) = rang(T|b) = 3, donde
c
T=| 4 . En esta situacién, el plano ¥ siempre quedara dividido en los tres tipos
A2 ) 5
de regiones alrededor del punto de doble-tangencia x = qg (ver Figura 2.6).
Enseguida, introduciremos un cambio de coordenadas para transformar al sistema (2.10)

en una forma normal. De hecho, usamos la matriz T aprovechando que es invertible.

Teorema 4. El cambio de coordenadas

y=h(z) =T(x — q),

CT

donde T = | cT'A4 , transforma al sistema (2.10) en
A ) 5

. f_(y):fily-i‘gl, sty <0,
- =3 7 i z . 2.11
§=10) { fT(y) = Asy+be, si y1 >0, ( )
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22
2e
2c
e
Zs
Figura 2.6: Regiones alrededor del punto de doble-tangencia.
3 0 1 0 ) 0 0 1 3 0 ) 0
donde Ay = | c1 ¢ ¢c3 |, Ae=| di do d3 |, b= r1 |,yba=| b2
c4 C5 Cp dy ds dg bis T2
Demostracion. Observe que
cI'rt el
T =T | TAT! | =| €&
T AT 1 eg
Aplicamos el cambio de variable al plano X
AT y+q)—c=0 <= T ly+clgg—co=0
— efy =0
— yr =20

Entonces ahora el nuevo plano de conmutacién es % = {y ER3:y = O}.

Ahora, al aplicar el cambio de variable a los campos

y = Tt
= T(Aiz+b;)
= TA(T 'y + qo) + Tb;
= TAT 'y+T(Aigo +b;)
donde
) AT eg
Ay =TAT ' = ATt | = ATt |,
CTAQAlT_l CTAQAlT_l
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CTAQTil 6%1
AQ = TAgTil = CTAlAQT_l = CTAlAQT_l ,
CTA%T_l CTA%T_l
N ’'(A1qo + br) 0
by =T(Aigo+b1) = | T A(Aigo+b1) | = 1 ;
¢l Ag(A1qo + b1) T As(Argo + br)
3 T (Azqo + bs) 0
by =T(Asqo +b2) = [ T A1(Aago+b2) | = TAi(Aago+b2) |. O
T As(Aago + b2) o
Y;

- Wi

(o]

/
§\ Y,
| —>

-

Figura 2.7: Flujos y regiones en forma normal. Podemos ver somo el flujo de cada lado golpéa
(Xs), jala(Xe) 6 cruza(X.) el plano de conmutacion 3.

v

Vi

Observacién 10. Observe que al aplicar este cambio de coordenadas a los planos m;, obtene-
mos los nuevos planos

71 = {yeR®:y =0},
T2 = {yeR’:y3 =0}

Ast, en el sistema normalizado, las regiones de deslizamiento, escape y cruce se identifican
facilmente. Ver Figura 2.7.

¥, = {yei:y2>0yy3<0}, (2.12)
Y. = {y€i¢y2<0993>0}7
ic = {yei:y2y3>0}.
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Las fronteras de la region de deslizamiento son las rectas
l~1 :Sﬂﬁ’l Y Zgziﬂﬁ’z,
y el punto de doble-tangencia es el origen.

El siguiente corolario establece la Y-equivalencia del cambio de coordenadas

Corolario 2. h(X,) = X,, para a € {s,e,c}.

0
Demostracion. Para z € ¥, h(z) = | T A1(x — qp) |, entonces
! Az (z — qo)
3 ' Ay(z — qo)
el [ (h(x)) = (1,0,0) [ cacmAr(x — qo) + 3" Aa(x — go) + 11

cscT A1 (z — qo) + coc” Aoz — qo) + bis
= Az —qo)+ b — 'y
= (A +b1) — " (Aiqo + b)
= (),

_ T As(z — qo)
ef fr(h(z)) = (1,0,0) | dac”Ai(z — qo) + dsc” Ag(z — qo) + bao
dscT Ay (z — qo) + dec” Az (x — qo) + 72
cTAg(x —qo) + by — by
CT(AQ.%' + bg) — CT(quO + bg)
= ).

O]

Siguiendo [22, 23, 24, 53, 54], el punto de doble-tangencia se puede clasificar para el caso
en que sea una singularidad, de acuerdo con la tangencia con las rectas [1 y la. Observe que
del lado {y1 < 0} se tiene que

efijlo = ef A f(0) =1,
y del lado {y; > 0} se tiene que
el ilo = ef A2f"(0) = 2.

Entonces el punto de doble-tangencia del sistema en forma normal (2.11) se clasifica de acuerdo
a las mismas cantidades que en el sistema original (2.10):

s Sirg <0< rq, el origen es una singularidad de doble-tangencia invisible.
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= Siry <0< ro, el origen es una singularidad de doble-tangencia visible.
= Siryre > 0, entonces el origen es una singularidad de doble-tangencia visible-invisible.

Observacién 11. Si consideramos det(A1) # 0 y det(As) # 0, entonces los equilibrios de los

ceT1—c3b13 dara—dsboo
_ _ det(Al) det(Az)
campos f~ y fT son p = 0 Y p2 = % , respectivamente. Luego, se
c1biz—cary 2
det(Ay) 0

cumple lo siguiente:

m Si cgrp — c3bi3 = 0 entonces p1 serd un equilibrio frontera, el cual debe ser un foco
frontera, con walores propios a; & i3;, con Bj > 0, para j = 1,2. En particular, py
serd un punto de doble-tangencia si r1 = byg = 0.

= 57 doro — dsbao = 0 entonces pa serd un equilibrio frontera, el cual debe ser un foco
frontera, con valores propios o; &+ if;, con B; > 0, para j = 1,2. En particular, p2
serd un punto de doble-tangencia si r9 = bao = 0.

2.3.1. Dinamica normalizada en las regiones de deslizamiento y escape
De (1.2), el campo deslizante se expresa como

0
1
fs(y) = — ; days + (d3 — c2)yays — c3y3 + baoya — T1y3 | - (2.13)
P20\ dsy3 + (do — e5)yays — c6Y3 + raya — bisys

Considerando z = ( ‘zQ > = < zl >, esto es, omitiendo la componente trivial de (2.13),
3 2

definimos el campo deslizante regularizado planar como sigue

_( doz} + (d3 — ca)z129 — 323 + bagz1 — 7122
fmg(z) B ( d52’% + (d@ — 05)2122 — C@Z% + roz1 — b1329 ) (2'14)

Observacién 12. Observe que fs() y freg(2)(— freg(2)) son topoldgicamente equivalentes en
Ys(Xe).

Podemos buscar los equilibrios de f; (y) en el plano 3, resolviendo el sistema freg(z) = 0.
Ahora, resolver este sistema es equivalente a encontrar el nimero de intersecciones entre dos
cénicas, el cual es a lo més cuatro si no consideramos casos degenerados, de otra forma es
posible tener una infinidad de intersecciones. Es claro que el origen es una de esas intersec-
ciones, sin embargo en este punto sabemos que el campo deslizante fs (y) estd indeterminado,
entonces podemos decir que el niimero de equilibrios de fs(y) es a lo mas tres para el caso
finito.
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Observacién 13. El campo deslizante fs(y) serd lineal si éste satisface las siguientes condi-

ciones
d3 —ca = c3—da,
dg —c5 = cg— ds,
rt = b,
biz = 1o,

Para ver ejemplos de sistemas que presentan ésta caracteristica se pueden revisar la citas
[21, 102].

2.4. Forma normal en R? para el caso sin puntos de doble-
tangencia

El sistema (2.1) no presentara puntos de doble-tangencia cuando rang(T") # rang(T|b), donde
o
T=| A4 . En tres dimensiones la condicién anterior se cumplira sélo de dos maneras:
Az [ 5
con rang(T) =1y rang(T|b) = 2, 6 con rang(T) = 2 y rang(T|b) = 3. Sélo consideraremos
el segundo caso, al final de la seccién se muestra el porqué se descarta el primer caso.
Considere entonces el SLPPD en tres dimensiones

. _f frl@)=A1z+ b1, sio(z) <O,
b= ={ Jo0) et S s (2.15)

satisfaciendo rang(T) = 2 y rang(T'|b) = 3. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Afc=yic+ 124 ¢, (2.16)

En este caso, de acuerdo al Teorema de Rouché-Frobenius para n = 3, los planos X, 71, v
o Nno se intersectan simultaneamente, ver Figura 2.8.

Observacién 14. Observe que siy; = 0 en (2.16), entonces los planos 1 y my son paralelos.

Enseguida, consideraremos un cambio de coordenadas para transformar al sistema (2.15)
en una forma normal, en la cual el andlisis sera mas sencillo. Siempre es posible encontrar un
o
vector r de tal forma que la matriz P = | ¢' A; sea invertible.

T

r 3%3

Teorema 5. El cambio de coordenadas

y=h(x)=Plx—q),
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\——————

Figura 2.8: ILquierda: Deslizamiento (6 escape) entre dos rectas. Derecha: Caso particular cuando 1 = 0.

Las lineas punteadas denotan los pedazos virtuales de cada plano.

T

c
donde P= | c'A; y q1 € ¥ N7y, transforma al SLPPD (2.15) en
T
r 3x3
. f_(y) =A1y+l~)1, sty <0,
— =4 L 2y +0 . 2.17
Y f(y) { er(y) = A23/ + b27 St Y1 > 07 ( )
N 0 1 0 B Y12 0 B 0 ~ 0
donde Ay = | c1 c2 ¢c3 |,Aa=| di do d3 |,bi=| b2 |,yba=| b
c4 C5 Cg dy ds dg b13 ba3

Demostracion. Observe que
CTP_l T

€
PP l=T< | 4P |=| €
rTp—1 e:{

Aplicamos el cambio de variable al plano X
CT(P_ly +q1)—c=0 — CTP_ly +clgr—cp=0
— ey =0
<= y1 =20
Entonces ahora el nuevo plano de conmutacién es 3 = {y ER3:y = 0}.
Ahora, al aplicar el cambio de variable a los campos
y = Pz,
= P(Aixz+b;)
= PA(P'y+q)+Pb
= PAP 'Y+ P(Aiqu + bi)
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donde
CTA1P_1 eér
Ay =PA P = AP | = AP,
T‘TAl.P_l ’I“TA1P_1
CTAQP_1 ’nelT + 726%
AQ = PAQP_l = CTA1A2P_1 = CTA1A2p_1 s
TTAQP_l TTA2P71
y cT'(Avqr + by) 0
by = P(Aiqi+b1) = | TA(Aiqi+b1) | = 1 ,
rT(Aiq1 + b1) rT(Aigr + by)
3 "' (A2q1 + ba) 6
by = P(Aaqi +b2) = | TAi(Asqi +b2) | = baa - O
rT(Asqy + bo) rT(Asqr + b2)

Observacién 15. Al aplicar este cambio de coordenadas a los planos 7;, obtenemos los nuevos
planos

71 = {yeR®:y, =0},
Fo = {y €R®:my1 +y2y2 + 6 = 0},

y el nuevo plano de conmutacion ¥ = {y € R® : y; = 0}. Las fronteras de la region de
deslizamiento (6 escape) son las rectas

leiﬂfﬁ ] l~2:iﬂ7~l’2.

Ast, en el sistema normalizado se identifican fdacilmente las regiones de deslizamiento,
escape y cruce.

¥, = {yei:y2>0y72yz+6<0},
Y = {yEi:y2<Oy’Yzyz+6>O},
Y. = {y€§31y2(72y2+5)>0}‘

El siguiente corolario establece la »-equivalencia del cambio de coordenadas

Corolario 3. h(X,) = X, para a € {s,e,c}.

0
Demostracion. Para x € X, h(z) = | ¢l Ai(x — q1) |, entonces
rT(x—qp)
3 clAy(z —q1)
el f7(h(x)) = (1,0,0) [ cacmAs(z —q1) + csrl(z — q1) + o

cscl Ay(z — q1) + cer” (x — qu) + bis
= A (r—q1) + by — oy
= Az +b)— (A + )
= [ (),
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B YocT Ay(x —q1) + 0
e{er(h(x)) = (17 07 O) dQCTAl(x - Q1) + d371T(x - ql) + b22
dscT Ay (z — q1) + der™ (z — q1) + b3

= yacl A(x — q1) + cF (Aaqn + bo)
= CTAQ(HZ' — q1) + CT(qul + bz)
= ().

De aqui, podemos establecer la siguiente

Proposicién 4. Para el SLPPD (2.17) se verifican las siguientes afirmaciones.

(i) Si~ye >0, la region de deslizamiento (6 escape) estd entre Iy yly. Si 6 < 0 habrd desli-
zamiento y si § > 0 habrd escape.

(ii) Siv2 <0, la region de cruce estd entre Iy yly. Si 6 <0 entonces Iy es la frontera de la
region de deslizamiento y ly es la frontera de la region de escape, si & > 0 tememos lo
contrario.

(iii) Si v2 = 0 entonces habra deslizamiento si 6 < 0 6 habrd escape si § > 0 y en ambos
casos se tendrd sélo a ly como frontera.

De esta manera, tenemos los distintos escenarios mostrados en la Figura 2.9. En ella pode-
mos ver como el flujo de cada lado golpea(X;), jala(Xe) 6 cruza(X,) el plano de conmutacién
3.

Observacion 16. Claramente los escenarios descritos en (ii) y (iil) de la proposicion 4 no
son factibles de tener alguna dindmica de cruce interesante.

Observacion 17. Note que si § =0 en la forma normal (2.17) entonces el SLPPD satisface
rang(T) =2 y rang(T|b) = 2. En este caso, de acuerdo al Teorema de Rouché-Frobenius para
n = 3, los planos E T, Y T2 Se intersectan en la recta l1, la cual estd ahora compuesta por
puntos de doble-tangencia. Aqui, la existencia del movimiento deslizante solo estard determi-
@ad0~p0r gl pardmetro 7y, esto es, si v < 0 entonces = i‘s U l~1 U ie, y st y2 > 0 entonces
=3 Ul.

0 0
Sean ¢ = 0 ely y G2 = —% € I, observe que del lado {y; < 0} se tiene que
Q13 q23

€1T??|0 = €1Tz‘~11f_((71) =71+ c3q13 =71,
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c ~

) - -
- = 2 -
/ 223 e /Ee 2 S ﬁ s

T
S " \$ v, — Y,

M Y M|

(i) 72>0,0<0 (ii) 12 <0, >0 (iii) %2 =0, <0

Figura 2.9: Escenarios de deslizamiento en la forma normal (2.17). v es el flujo en la mitad del espacio

{y1 < 0}, y ¢ es el flujo en la mitad del espacio {y1 > 0}.

y del lado {y; > 0} se tiene que
el iilo = el Ao f " (G2) = (boz + d3qas)y2 — dod = 7.
Entonces las rectas [; consistiran de puntos de tangencia visibles (invisibles) si
71 <0(>0) y 72 > 0(<0).

Observacién 18. Si consideramos det(A1) # 0 y det(As) # 0, entonces los equilibrios de los

e e
det(A1) N2
L. 72(dsb2s—deba2)+d(d1de—dsda)
campos f~ y ft sonp; = 0 Yyp2 = det(Ag)
cibiz—cary 71 (dsb2a—d2b23)+v2(d1baz —daboa)+6(d2dy—dids)
det(Ay) det(As)

respectivamente. Luego, se cumple lo siguiente:

m 51 cgr1 — c3bis = 0 entonces p1 serd un equilibrio frontera, el cual debe ser un foco
frontera, con walores propios o £ if8j, con B; > 0, para j = 1,2. En particular, p;
serd un punto de doble-tangencia si r1 = bz = 0.

v Siyo(dgbag — dsbas) + 6(dsds — dadg) = 0 entonces py serd un equilibrio frontera, el cual
debe ser un foco frontera, con valores propios o £ if3j, con B; > 0, para j = 1,2. En
particular, pa serd un punto de doble-tangencia si también se cumple que ~yo(dsbaz —

d6b22) + 5(d1d6 — d3d4).

2.4.1. Dinamica normalizada en las regiones de deslizamiento y escape

Y2
Y3

73 - freg(2)
S = G2 ’ygg)zl =5

Nuevamente, considerando z = ( ) = ( ? ), y siguiendo (1.2), el campo deslizante se
2

expresa como

(2.18)
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donde
Froolz) = < (do — coy2) 27 + (d3 — c372) 2122 + w121 — €3022 — b1l > (2.19)
"9 (ds — c572)2% + (ds — ceV2)z122 + waz1 — cedza — bi3d )’ '

con wi = baa — biay2 — €20 y wa = bz — b13y2 — ¢50.

Proposicién 5. El campo deslizante (2.18) no tiene singularidades.

Demostracion. La recta 21 = ﬁ € X, es decir,

) 1)
Al +9) = <1—’72> <1W—2’72+5>

52
_ ( 72 +1>
1=y \1-m7

52
= >0
(1 =72)?
O
Observacién 19. = Si v < 0 entonces Fs(2) Y freg(2)(—freg(2)) son topoldgicamente

equivalentes en Yg(Xe).
= Sty >01yd6 <0 entonces fs(z) Y freq(2) son topoldgicamente equivalentes en 3s.

= Sivye>0yd >0 entonces fs(z) Y —freqg(2) son topoldgicamente equivalentes en 3.

Podemos encontrar los puntos de equilibrio de fs(z) resolviendo el sistema freq(2) =0, y
concluimos que ellos tienen al menos cuatro puntos de equilibrio (si no consideramos casos
degenerados), ya que el sistema f,¢4(2) = 0 consiste de dos ecuaciones cuadraticas.

2.4.2. Caso excluido: rang(T) =1y rang(T|b) =2

Este es el caso més estudiado en la Literatura, especificamente en Teoria de Control. El
problema se enfoca frecuentemente en estabilizar sistemas en la forma de (2.15) mediante
modos deslizantes. Este tipo de sistemas son forzados a tener un dnico punto de equilibrio
en el campo deslizante, el cual se define en todo el plano de conmutacion. En este caso, de
acuerdo al Teorema de Rouché-Frobenius para n = 3, los planos X, 71, y 72 son paralelos.

Proposicién 6. Si el SLPPD (2.15) satisface |T| = 0, con rang(T) = 1 y rang(T|b) = 2
entonces no hay deslizamiento en 3 6 el plano X por completo presenta deslizamiento.

T T

c ¢
Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que T = | vic! | yTlb= | mcl, —c''by
T T _ Ty
Y€ Y2C", —C 02
y considere el producto ¢’ (A1z + by)c? (Asz + ba), con x € X,
CT(AllE + b1)CT(A2$ +by) = (’71ch3 + chl) (’}/QCTZ' + chz)

= (’7160 + CTbl) (’}/260 + CTbQ) .
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De esta manera

Y =3, si (7100 + CTb1) >0y (’ygco + chg) <0,
Y =2, si ('ylco + chl) <0y (’7260 + chg) > 0,
Y =3, si (’}/100 + CTbl) (’}/QCQ + Csz) > 0.

O

Claramente 0% U 0%, U 90X, = (), por tanto el sistema no presenta puntos de tangencia.

Observacion 20. Consideremos (’ylco + chl) (’)/QC() + chg) < 0, mediante el método conve-
zo de Filippov se verifica que el campo deslizante es lineal,

_ 1
n—n2

fs(x) ((m A2 — m A1)z +n1ba —n2b1) ,

donde m = vy1co + oy Y Yaco + T,

Observacién 21. Observe que ¢ es vector propio de las matrices A{ y AL es decir, Ach =
YiC.

Ahora que ya tenemos las formas normales para SLPPD en dos y tres dimensiones pode-
mos empezar la bisqueda de ciclos limite. Primeramente la haremos mediante la bifurcacién
pseudo-Hopf en el préximo capitulo.



Capitulo 3

Bifurcacion pseudo-Hopf

El presente capitulo representa la parte mas importante de esta tesis, ya que aqui se desdobla
la bifurcacién pseudo-Hopf para SLPPD en el plano y se exhiben familias en tres dimensiones
que hasta la fecha no se han reportado en la teoria de bifurcaciones para SLPPD. El desdobla-
miento en dos dimensiones permite unificar todos los resultados hechos hasta ahora mediante
casos de estudio y méds atn, la demostracion que presentaremos es mas sencilla y natural. En
tres dimensiones, en el caso rang(T") = rang(T|b) = 3, veremos que no es necesario pedirle
al sistema la presencia de dos rectas de tangencia invisible para que ocurra la bifurcacién

pseudo-Hopf.

3.1. Caso bidimensional

Considere el SLPPD

. f fT@)=Az+ b, sio(z) <O,
T=fl) = { fH(z) = Az + by, si o(x) >0,

satisfaciendo la hip6tesis (Hy). Consideremos también la forma normal

(01>+<°> S <0
1 ocr ) Yory )’ u ’

0 1 + b . >0
di dy )Y ooy )0 T

donde
cn = —det(4),
ca = tr(A),
di = —det(Ag),
dy = tr(As),
ri = ¢ Ai(Aiqr + by),
rg = " Ay(Azqa + by),

b = CT(qul+b2).

33

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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El siguiente teorema establece que la forma normal (3.2) presenta la bifurcacién pseudo-
Hopf sélo en cuatro casos (11 > 0y r2 < 0).

Teorema 6 (Teorema de la bifurcacién pseudo-Hopf). Suponga que el SLPPD (3.1)
satisface (Hp) con v > 0. Siry >0, yro <0, entonces para cada b suficientemente pequena,
con bAg < 0, el sistema (3.1) tiene un unico ciclo limite de cruce. Si Ay < 0, el ciclo limite
es estable, mientras que si Ag > 0, es inestable, donde

© _ 2 g >0, 7 <0, (foco-fundido)

Y2r1 T2

Qs si 11 >0, ro =0, (tangencia-foco)

Ay = i i
o si 11 =0, ro2 <0, (tangencia-foco)

% + % st r1 =0, ro =0, (foco-foco)

Observacién 22. No es necesario transformar el SLPPD original (3.1) en la forma normal
(3.2) para usar el Teorema 6, es suficiente con calcular las expresiones dadas en (3.3), las
cuales estdn escritas en términos del SLPPD original.

Observacion 23. Debemos aclarar que al decir que el ciclo limite es unico, nos referimos a
que es el unico creado mediante el mecanismo de la bifurcacion pseudo-Hopf.

3.1.1. Demostracién del Teorema 6

Llamemos ¢; y ¥y al flujo para y; < 0y y; > 0, respectivamente. Para probar la existencia de
. . . 0 . 0 .
un ciclo limite de cruce encontraremos §¢; = uw | Y=\, |conu > 0, v < 0 y tiempos

t1,t2, tales que el sistema

tenga solucién unica. Ver Figura 3.1.
Renombramos A; = < CO cl >, Ay = < 0 1 > y consideramos o(A1) = { A, 2} ¥
1 C2 1
o(Ag) = {01,062 }.

3.1.2. Singularidad foco-fundido: r; > 0 y ro < O0.

Caso: /\1)\2 75 0, /\1 7& )\2, 51(52 7é 0, 51 7& 52.

Para este caso,

(et —eA2t1) X\ Agvtyars (1—e 2t 1)\ +(er 1P —1)X2)

=0
S 0 o A1A2(A1—A2)
1 e MU (yar1+A10) =24 (yor1 +A0v)+ (A2 —A)u _ 0
A2 o
e)\ltl _ Y2ri+A1u — 1+):\1u

Y2r1+A1v 1+X\v

6)\2t1 _ yeritiou — 1+):\2u
Y2r1+A2v 1+Aov
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Figura 3.1: Ciclo limite de cruce.

donde \; = Ai
Yor1

Observe que, parau >0, v <0y 5\1 € R,

1+ X\ - N
+~Zu >0 < 14+Mu>0y 1+ X\v>0, para i =1,2,
14+ Ao
A S\ 5 (1)
Ait1 — 1+XNu t1 1+Xu i i °
por tanto que, e = 1w & el = (71+Xw) = (1+5\iv))‘% , entonces,
Mu)t (14 hw)
Sl — O PN Gl(u,v) _ ( ~1u) 11 . ( + ~1'U) 11 _ O
1+ dow)™ (14 Aov)%
Similarmente,
(912 —9212)51 65 (u+b) 7o ((1—e9282)81+ (9112 -1)85)
— 0102(01—0: -
52 o 0 < edita (r2+51(u+b)1)—2£5;t2 (il+52(u+b))+(62—51)u _
01—02 -
651t2 _ ro+01 (v+b) _ 1+(§1(—v—b)
ra+01(utd) T 1481 (—u—b)
4
oot r2t0a(vtb) _ 14da(—v—b)
ro+02(u+b) T 14d5(—u—b)
~ 1 ~ 1
146 (—v—0))% 1461 (—u—1>0))%
N GM’U):( +~1( v ))11 | +~1( u ))11 _o,
(14 62(—v—=10))%2 (14 d2(—u—10))%
donde 5, =%

T2
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Obse~rvacién~24. Al considerar u y v suficientemente pequenas se descarta que se cumpla
(1 + Xv)(1+6;(—u—10)) =0.

Observe que G1(0,0) = 0 y para b = 0, Go(0,0) = 0. Luego, si \; = §; y — = — L

- N Y271 r2’
entonces \; = §;, parai =1,2y

Ga(u,v) = Gi(—(v+0b),—(u+b)), (3.6)

esto es, la curva Ga(u,v) = 0 se puede obtener mediante la reflexién de la curva Gy (u,v) =0,
con respecto a la recta v = —u seguida de la traslacién (—b, —b)T. Ver Figura 3.2. Entonces,
es suficiente con resolver G (u,v) = 0.

V=-u

G4(u,v)=0

Figura 3.2: Curva de soluciones.

Lema 1. Existe una funcion suave hy : (—e1,0] — [0,e2) tal que

G1(h1(v),v) =0,

para cada v € (—e1,0]. Luego, h1(0) =0, R} (0) = =1 y A{(0) = 33§§1.

Demostracion. Primero, observe que

Gi(u,v) =0 & H(u) = H(v),

L
donde H(z) = %
(1+X22) X2
Distinguiremos dos casos.
Caso real: \1, \o € R. Para este caso, H : R — R, y después de algunos célculos, H(0) = 1,

H'(0) =0y H"(0) = (22;;312 > 0, entonces H tiene un minimo local en z = 0. Entonces,
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existen €1,e9 > 0 tales que, para cada v € (—e&1,0), existe una unica u € (0,62) tal que
) =

H(u) = H(v), esto es, existe una funcién hq : (—e1,0] — [0,e2), tal que hy(0
H(v) = H(hi(v)) < Gi(hi(v),u) =0,

para cada v € (—e1,0]. Ver Figura 3.3.

H(z)

Figura 3.3: u = hy(v)

De H'(v) = H'(h1(v))h)(v) obtenemos
_H'(v)
() ="

(
para cada v € (—¢1,0], ya que H'(v) <0y H'(h1(v)) >
Si asumimos que existe h}(0), entonces

m(v) =

/
S I

/ /(o) — Tfm CH'(v) m H"(v) _
m(0) = Uli%l—h 1(v) _vLo H'(hi(v)) _vho— H"(h1(v))R)(v)  h4(0)

Ahora bien, de H”(v) = H”(hy(v)) (K} (v))* + H'(h1(v))R} (v),

" H"(v) — H"(hi(v)) (I (v))?
1 (v) = H,(hll(v)) Lo

nuevo, si asumim ue exi nton
de nuevo, si as os que existe h{(0), entonces

H'(v) = H" (h(v)) (M} (v))*

MO) = lim k() = lim H/{h (v))
o H) = B (0) (9 (0)° — 2 (n (0)) B () (0)
v—0~ H”(hl(v))ha(v)
2H"(0)

= = H”(O) _thll(o)a
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pero H"(0) = 283;;‘;), entonces hf(0) = 3{%()\1 + A2).

Caso complejo: \; = A= a+ pi € C, con § > 0. Para este caso, H : R — C. Se sabe que,

1
para z1, 21 € C, 25* = 2. Por tanto, si w(z) = (1 + Az) * = 7(2)e?®), entonces

esto es,
Gi(u,v) =0 & H(u)=H(v) < 0(u) =0(v).

1
Y271

Encontraremos la funcién real 6(z). Si A = (A\) = & + f3i, entonces

1+ Az = (14 @z) +i(Bz) = ro(2)e ),

Por tanto

>

Ln(roe?) = ALn(re')
Ln(ro) + i6p = A(Ln(r) +i0)
(aLn(r) — Ln(rg) — 80) + i (af + BLn(r) —0y) =0

{ aln(r) — Ln(rg) — 8 =0
af + BLn(r) — 0y =0

0(a? + %) — abfy + BLn(rg) = 0

(1 + 5\,2) = r(z)ew(z)

t ¢ ¢

entonces,
aby — BLn(rg)
A2 ’

1
luego como tan 6y = lf&z y o= ((1 +az)? + (52)2> * se tiene que

0(z) = Ml‘g (a arctan (1 f;) - gLn (a+a2)?+ (Bz)2)> .

Después de algunos cdlculos, encontramos que 6(0) = 6'(0) = 0y 67(0) = _7257"1 <0
entonces 0 tiene un méaximo local en z = (. Siguiendo los mismos argumentos que en el caso

real, probamos que existe una funcién real u = hy(v) tal que G1(hi(v),v) = 0, para cada
v € (—¢,0], donde hi(0) =0, h;(0) = —1, y h{(0) = 52— (A + ). O

T 3y2m

0 =

)

Existencia y estabilidad. Del lema 1 y ecuacién (3.6) se sigue que las soluciones del sistema
(3.4-3.5), h1(v) y ha(u), estdn dadas por

U = h1(”)=—v+)\002—)\%u3+...7
v o= ho(u)=—2b—u—do(b+u)® —62(b+u)+---,
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donde \g = 3323«1 y 0o = —%, ver Figura 3.4. Para ¢ > 0, definamos el mapeo de Poincaré P :

(—€,0) = (—¢,0) dado por
P(v,b) = ha(hi(v)) = v — (X + d0)v* + O(|v]*) + go(b) + ng

2

k=1
donde go(b) = —2b+ O([b]?), gr(b) = O(|p]) y Ao = -2 — &,
v v=u
V=-u
('b!'b) u
h,(u)
h4(v)

Figura 3.4: Ezistencia del ciclo limite.

Observe que la funcién

2
G(v,b) = P(v,b) —v = —§A01)2 +0(b) + > ge(d)0" + O(|vf?),
k=1
satisface: 1) G(0,0) =0y 2) %(0, 0) = —2, entonces del Teorema de la Funcién Implicita,
es posible encontrar una funcién b = g(v) tal que G(v,g(v)) = 0 para cada v € (—¢,0).
Encontremos tal funcién,

dv (0,0) ov (0,0) ob (0,0)
entonces ¢'(0) = 0, luego
d (0G 0G , B 0’G  8°G oG , B
o (81} + 559 (v)) . =0 < (8 7+ Y g (v)+ 7 (v) 00 =0

& - ng —24"(0) =0,
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entonces g”(0) = —2Ag. Por tanto
Ly o 3
b= gfv) = g0 + O(Jof"),

ver Figura 3.5. En otras palabras, para cada b suficientemente pequena, con bAy < 0, existe
v € (—¢,0), tal que P(v,g(v)) = v, esto es, el desdoblamiento (3.2) tiene un ciclo limite de
cruce. Finalmente, para determinar la estabilidad del ciclo limite, observe que

0 4
- p —1—ZA k—1 2
5 (v,b) 3 ov + 321 kgr(b)v" " 4+ O(|v]?),

y para cada b = g(v), con v € (—¢,0)

<1l st Ag<O

>1 si Ag>0

S P(wa(0) = 1= 3800+ O(oP) = {

a)b>0y Ay <0 b)b<0yAg>0

Figura 3.5: b = g(v) en el dominio de interés.

Nodos impropios: A\; = Ay y 01 = da.

Para este caso,

€>\1t1 — u
v+t (y2ri+A1v)
S51=0 < R
e/\ltl — 2Tl
Y2r1—A1t1(y2r1+A1v)
_ Y2r1(u—v)
entonces t| = GariE ) (ar Far0) Esto es,

1 1

S1=0 & Gi(u,v) = (1+Mu)e e — (14 Aw)etre =0,
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Y
dondg ).\1 =
Similarmente,
etz — v+b
u+b+t2(7’2+51(u+b))
SQ — O ~ )
651t2 72
ro—01t2(r2+01(u+b))
—r2(u—v)

entonces ty =
Esto es,

(r2+01(u+b))(r2+01(v+b)) *

N 1 _ 1
So=0 & Ga(u,v) = (14 (—v—>b))eto-v=b) — (14 §;(—u —b))e+o-u=b) = (),

donde 61 = 01
Yar1

Como en el caso anterior,

G2(u7 U) = Gl(_(v + b)v _(u + b))
. 1 -
Definimos H(z) = (1+A12)e!+M1#, la cual cumple con H(0) = e, H'(0) = 0y H”(0) = A\2e > 0,
entonces H tiene un minimo local en z = 0. Por tanto se satisface el lema 1.

Caso: \; #0, Ao =0, 61 #0, do = 0.

Aqui
e/\ltl — l+§\1u
1+Av
Sl =0 & ,
e>\1t1 — 1+5\1v~+)\1t1
1+Xv
entonces t; = %2,
Yor1
Esto es
S1=0 & Gi(u,v) =1+ Mu)e ™" — (1+ X ov)e ¥ =0,
Y
donde A1 =

Y211’
De manera similar a los casos previos, S =0 < Ga(u,v) = 0, donde G satisface (3.6).

Definimos H(z) = (1—1—5\17;)6*5‘12, la cual cumple con H(0) =1, H'(0) =0y H"(0) = —X2 < 0,
entonces H tiene un maximo local en z = 0. Por tanto, nuevamente se satisface el lema 1.

Caso: )\1 :)\2 :O, (51 :52 = 0.

S =0 & u:hl(v):—v,cont1:—2” yS2=0 < v =hy(u) = —2b—u, con

7271
2(u+b)

t2 - _T
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3.1.3. Singularidad foco-foco: 11 =0y ro = 0.

Para este caso, A\12 = a1 £if81, y 01,2 = ag £ if5>. Entonces

6)\1t1 — ez\ztl7
Sl =0 &
U = 6)‘1“1},
o
esto es, t1 = - y u = hi(v) = —e 71 v. Luego
651t2 — 662t2,
SQ =0 <
v = eNtay (et — 1),

Esto es, ta = 5. vy v = ha(u) = —e Py u— b(eﬁ% +1).
Para cada € > 0, definimos el mapeo de Poincaré P : (—¢,0) — (—¢,0) dado por

P(v) = hy(hy(v)) = ety — b(eﬁ% +1),
%
el cual para cada b tal que bAy < 0 tiene el punto fijo v = %

Ao < 0 e inestable si Ag > 0.

< 0, el cual es estable si

3.1.4. Singularidad tangencia-foco
Caso: 71 >0y ro =0.

De los casos previos sabemos que,
agm agm
S1=0 & hiw)=-v+Av? =N+ -,y S2=0 & ha(u) = —eP2 u—bleP +1).
Entonces el mapeo de Poincaré esta dado por

P(0,b) = ha(h1(v)) = e 7 (0 — Agv? + O([o])) = be T2 + 1),

De nuevo, observe que la funcién

G(v,0) = P(v,b) —v = (e 2 — L+ O(juf) —ble % +1)

. oG oL -
satisface G(0,0) = 0y %(0,0) = —(e P2 +1) # 0, entonces del Teorema de la Funcién
Implicita existe una funcién

w1 0 s 0

_ _ 2 e -1 _ )< s1 o < U,

b= g(v) =mv+ O(|v|*) donde 771_6%_’_1 { >0 si ag >0,
tal que G(v, g(v)) = 0 para cada v < 0 suficientemente pequena. En otras palabras, para cada
b suficientemente pequena con bAy < 0, existe v < 0 tal que P(v, g(v)) = v. Esto es, la forma
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normal (3.2) tiene un ciclo limite de cruce.
Finalmente, para determinar la estabilidad del ciclo limite observe que

0 oL 9
a—P(v,b) =e P2 (1 =2 v+ O(v]?)) =
v

<1 si Ayp<O,
>1 si Ay >0.

En este caso, la estabilidad del ciclo limite solo depende de la estabilidad del foco frontera.

Caso: 11 =0y ro <O.

Aqui
S1=0 < hi(v) = ey yS2=0 & ha(u) = —2b—u—3(b+u)?—Bb+u)+--.
Entonces, el mapeo de Poincaré esta dado por

2

P(0,b) = ha(ha(v) = ¢ 51 (L+ O(B))o +e 7 (=8 + O(B)? + O(vf*) + go(b).

donde go(b) = —2b+ O(|b[?).
De nuevo, observe que la funcién

G(v,0) = P(0,b) —v = —v+e P (14 O(b])o + Ov[2) + go(b),

oG
satisface G(0,0) =0y %(0, 0) = —2, entonces del Teorema de la Funcién Implicita existe

una funcién

1 ar <0 si a1 <0
— = + 2 — B — 1 )
b g(’U) mo O(’U| ), donde m 2(6 1 ].) = { >0 si L > O,

tal que G (v, g(v)) = 0 para cada v < 0 suficientemente pequena. En otras palabras, para cada
b suficientemente pequena con bAy < 0, existe v < 0 tal que P(v, g(v)) = v. Esto es, la forma
normal (3.2) tiene un ciclo limite de cruce.

Finalmente, para determinar la estabilidad del ciclo limite observe que

2P(v,b)

~ ¢ (1+ O(p]) + O(Jv])

om <1 si Ap<O

= B — )

e (14 0(Je])) + O(lo]) {>18i vl
Como en el caso previo, la estabilidad del foco frontera determina la estabilidad del ciclo

limite. Esto completa la demostracién del Teorema 6.
O
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3.1.5. Ejemplos

Ejemplo 1 (Escenario silla-silla). Considere el siguiente SLPPD

1 -1 w )
o (_1 _3)x+<_1>, st X1+ a9 —1 <0,

o R P (e | 21+ 22— 1>0
1 -3 T 0 y ST X1 ) y

con > —3.

3,u+1 3
Los equilibrios del sistema son p; = ( > Yyp2 = ( 1 >, los cuales son sillas. Se satisface
2
la hipétesis (Hy) ya que Alc = yic+ ’yg Te | cony1 =2y~ = 1. Luego, el sistema tiene
5 S5—p
los puntos de tangencia invisibles q1 = ( ué > Yyq = ( ) ya que 11 =642 yro = —4.
4

,u+5

< 0, por lo tanto se satisface

el teorema 6. En la Figura 3.6(a) observamos el ciclo lzmzte de cruce estable para p = 1,

tomando las condiciones iniciales q1, q2 y (1, 160) . El segmento deslizante existente entre qi
y q2 cambia su estabilidad cuando el valor del pardmetro varia cerca de yu = 1, esto es, el
segmento deslizante es inestable para p < 1 siendo circundado por un ciclo limite de cruce

estable y para p > 1 el segmento deslizante es estable.

Ast, para —3 < pp < 1 tenemos queb=1—p >0y Ag = —

Ejemplo 2 (Escenario sin equilibrios). Considere el siguiente SLPPD

-1 -1 " )
<3 3 )93—1—(1), st x1 <0,

o -l + 11 >0

R ) si T ,
1
con p < 3.

Observe que cuando p = 0 tenemos el sistema dado en [76]. Nuevamente se satisface la
hipdtesis (Hp) ya que Agc = 2¢c + A{c. Luego, el sistema tiene los puntos de tangencia

o 0 0 ,
mvzmblesq1:<u> yq2:<_; ) ya que r1 =1 —3u yrgz—%.Asz,pam—%<,u<%

tenemos b = —pu — % <0y = ﬁ > 0, por lo tanto se satisface el teorema 6. En este
ejemplo el segmento deslizante cambia su estabilidad cuando el valor del pardametro varia de
w= —%, siendo inestable para p < —% y estable para p > —% pero acompanado por un ciclo
limite de cruce inestable. En la Figura 3.6(f) observamos, tomando el tiempo en reversa, un

ciclo limite de cruce estable para p = 0, tomando las condiciones iniciales q1, qo y (—i, %)T.

DO
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Figura 3.6: (a)-(c) Destruccion del ciclo limite de cruce estable en el Ejemplo 1: (a) Ciclo
limite de cruce estable y segmento de escape para j = %, (b) foco-fundido para p =1y (c)
segmento deslizante estable para = 3. (d)-(f) Creacion del ciclo limite de cruce estable en
el Ejemplo 2: (d) Segmento deslizante estable para p = —1, (e) foco-fundido para p = —% Yy
(f) ciclo limite de cruce estable y segmento de escape para p = 0.
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3.2. Caso tridimensional

Teniendo en cuenta que el problema en tres dimensiones se vuelve mucho mas complicado,
para demostrar la ocurrencia de la bifurcaciéon pseudo-Hopf en SLPPD tridimensionales, cons-
truiremos familias en ambas formas normales conteniendo un plano invariante. Para demostrar
la existencia de un plano invariante hacemos uso del siguiente resultado

Lema 2. Considere el SLPPD en R™ (n > 2) con dos zonas separadas por el hiperplano de
conmutacion ¥ = {z € R" |o(z) = cTw — ¢g = 0},

. | fTl@)=A1z+ b, sio(x) <0,
t=flo) = { [t (z) = Az + by,  si o(x) >0, (3.7)
donde A1, Ay € R™ ™ by, by, c,€ R™ y ¢y € R.
Supongamos que existen valores propios reales \ € o(A1) y v € o(As) tales que
ATw = \w,
ATw = ~yw,
entonces m = {x € R" |wlz = k} es un plano invariante del sistema (3.7) si y sdlo si
wlby + Nk = 0,
wl'by + vk = 0.
Demostracion. Consideremos = € 7 satisfaciendo o(z) < 0, entonces
wle=0 < wTAlx + wal =0
s \wlz+ wal =0
& Me+wb =0
De manera similar w’# = 0 < vk + w?'b; = 0 para x € 7 satisfaciendo o(z) > 0. O

A diferencia de lo presentado en las citas [36, 76], en las familias tridimensionales que ex-
hibiremos aparecen parametros similares a los involucrados en la bifurcacién de Hopf estandar
para sistemas suaves. Esto es, un parametro asociado con la velocidad de cruce y un parame-
tro asociado con la estabilidad del ciclo limite. Presentaremos dos familias de SLPPD, una
para el caso sin puntos de doble-tangencia y otra para el caso en que se tiene un tinico punto
de doble-tangencia. Para cada familia, daremos una demostracién de la existencia, unicidad y
estabilidad del ciclo limite asociado con la bifurcaciéon. Sélo consideraremos el caso en el que
los sistemas no presenten equilibrios, tal como se propuso inicialmente en [62] y se demostré en
[76].
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3.3. Bifurcacién pseudo-Hopf en sistemas en R? sin puntos
de doble-tangencia.

Considere el SLPPD en forma normal (2.17)

. Aly-f-i)l, si y1 <0,
= = - - 3.8
v=1) {A2y+b2, st y1 >0, (3:8)
. 010 . 010 . 0 . du
donde A= 0 a 0 |,4=| 0 0 0 |,b1=1| 1 J,ybe=| —1 ], conad# 0.
0 00 0 0 a 0 0

Como ya sabemos de la forma normal (2.17), si du > 0 el sistema (3.8) tiene una regién de
escape y si du < 0 el sistema tiene una region de deslizamiento, pero en ambos casos la regién

esta delimitada por las rectas L = {y EX iy = O} y Iy = {y EX iy = —du}. Siguiendo
(1.2), el campo deslizante definido en ¥, U, estd dado por

g = (o)

- @ —az1%2

donde z = (y2,y3)7, el cual tiene como tinico equilibrio el punto
T

po = <2la (—2 —adp+ 4+ (adu)2> ,0)

_ 2—+/44(adp)?

ya que poi(po1 + dp) —F—7——— < 0. Note que éste equilibrio no puede ser equilibrio
frontera de (3.8). Luego, la matriz Jacobiana estd dada por

4+ (adp)? 0
_ d
Dfs(po) = " 2+adp—/4+ (ady)? (3.9)
0 2dp

Lema 3. (i) Sidu <0, entonces py € 3s.
(i) Sidp > 0, entonces py € Xe.
(iii) Siadp < 0, entonces py es un punto silla.

La Tabla 3.1 nos muestra los cuatro diferentes escenarios para la bifurcacién pseudo-Hopf.

Observe que la primer componente del campo deslizante no depende de zs, entonces la recta
z1 = po1 es una variedad invariante del punto de equilibrio pg. Cuando pg es un punto silla, si
a <0 (a>0) larecta es la variedad estable (inestable) W (W ).
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Cuadro 3.1: Diferentes escenarios para la bifurcacién pseudo-Hopf.

©w<0 pw=0 w>0
a>0,d>0 Silla en pg € X Fuente en el origen | Nodo inestable en pg € X,
a<0,d<0 Silla en pg € X, Sumidero en el origen | Nodo estable en pg € 3
a > 0,d <0 | Nodo inestable en pg € X, Fuente en el origen Silla en pg € X

a<0,d>0

Nodo estable en py €

Sumidero en el origen

Silla en pg € X

Teorema 7. Considere el SLPPD

010 0
0 a 0 Jy+[ 1], sty <0,
0 00 0

y=1ry) =
010 du
00 0 Jy+| -1 |, siy >0.
0 0 a 0

Si ad # 0, entonces el sistema presenta la bifurcacion pseudo-Hopf cuando p = 0.

(i) Siadp <0, entonces el sistema tiene un unico ciclo limite “circundando”la pseudo-silla
po- Sia < 0, el ciclo limite es estable de forma asintotica, mientras que si a > 0 es
inestable de forma asintotica.

(ii) Siadp > 0, entonces el sistema tiene un pseudo-nodo en py. Para a < 0, el pseudo-nodo
es estable de forma asintdtica, mientras que si a > 0 es inestable de forma asintdtica.

Demostracién. (i). El flujo en la mitad del espacio {y; < 0} estd determinado por
L (e (1 + ayoz) — alyoz +t) + a’yor — 1)
s (e™(1+ayo) — 1) ;
Yo3

~ t
Pi(yo) = M <y0 +/ 68A1b1d8>
0

mientras que el flujo en la mitad del espacio {y1 > 0} estd determinado por

2
—5 +t(dp + yo2) + yo1
Yoz —t
Yyoze™

_ t
di(yo) = e (yo +/ €SAQb2dS>
0

Es importante observar que el plano y3 = 0 es invariante bajo el flujo global. Para demostrar la
0

q12
q13

existencia del ciclo limite es suficiente mostrar que existen puntos ¢; = , con qi2 >0
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0
Y G2 = q22 |, con gos < 0, y tiempos t1 > 0y t2 > 0, tales que el siguiente sistema tiene
q23
solucién A A
{ ¢>t1(qu) = G2 (3.10)
VY, (G2) = @1

No es dificil ver que el sistema (3.10) tiene solucién siy sélo si q13 = qa3 = 0, tg = t1 = to =
q12 — 422,y

iz, qo2) = e 92722 (1 4 aga) — (1 + agi2) = 0, (3.11)
9(q12,922) = qu2 +q22 +2dp = 0.

De la Proposicién 7 se sigue que el sistema (3.11) tiene una tdnica solucién si ady < 0 .

Entonces, el ciclo limite es la érbita por pedazos
_f @) =ée(dr),  site0to],
V(t) = — 4 ; 2
Y2(t) = e—1o(G2), si t € [to,2to],
Note que v(0) = v(2tg) = 1,y ¥(to) = ¢2. También note que (t) estd sobre el plano invariante
y3 = 0.

y y

Py2 P2z P32y

~

T .

7§z, |

12 | . ____ ™
z32
A2

- - - - - - = = = |
Qoos | S mf e SR e fxy)=0

(a) a<0 (b) a >0

Figura 3.7: (a) Para a < 0, pyas — q12 para k — +00. (b) Para a > 0, pxa — q12 para k — —o0.

Ahora probaremos la estabilidad del ciclo limite ~(¢) para el caso a < 0. El caso a > 0 es
similar. Es claro que v(t) no es globalmente estable debido a la variedad estable W, del punto
silla pg.

Definimos la seccién de Poincaré D = {y € ¥ |yo > 0} y el mapa de Poincaré P : D — D
dado por

piy1 = P(pi) = ¥s, (ér,(pi)) (3.12)
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donde t = 7; > 0 es tal que

0
¢Ti (pz) = Z; = 252 )
23
y t =s; > 0 satisface
0
Vs, (%) = Piv1 = | Dit1,2
Pi+1,3
Para i =1, 71 = p12 — 212, 51 = p22 — 212, P23 = €“"'p13, y
g(p12,212) = 0,

f(p22,212) =
Para i = 2, Ty = pao — 222, S2 = P32 — 292, P33 = 1T 25y

g(p22,222) = 0,
f(p32,222) =

. o o o Zl_c 5
En general, para i = k, 7 = pr2 — 212, Sk = Prt1.2 — 22, Pry1,3 = €*7=1Tip13, y

g(pk‘Qa Zk:?) = Oa
f(Pes12,202) =

Se sigue que, para k — +00, pra — qi2 (ver Figura 3.7(a)) y prs — 0, esto es, pr — q1. El
caso a > 0 se ilustra en la Figura 3.7(b).
(ii). Definimos el mismo mapeo de Poincaré (3.12); si a < 0, considere D_ = {y € X |y >
—dp }, mientras que si a > 0, considere Dy = {y € X |y2 > 0}. La Figura 3.9 illustra el
caso a < 0: cualquier punto p; € D_, después de un nimero finito de iteraciones del mapeo
de Poincaré P, llega a Y, esto es, existe k tal que 0 < pry < —du. concluimos que, si a < 0
(a > 0) entonces toda solucién converge a pg cuando t — 0o(—00). O

Corolario 4. Para ;1 = 0, el sistema (3.8) tiene la recta I, de puntos de doble-tangencia. Si
a < 0(a > 0), la solucion que empieza en y € R3\ Iy converge al origen, cuando t — 0o(—00).
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o1

p <0
¥
Z\ j/
Y,
R
p=20
¥,
®
Y,
M
w>0
Y

Figura 3.8: Escenario de la bifurcacion pseudo-Hopf supercritica para a < 0 y d > 0. Para u < 0 el pseudo-

nodo es estable de forma asintdtica, para p = 0 el origen (punto de doble-tangencia) es estable de forma

asintdtica en R3 \ l~1, y para p > 0 el pseudo-equilibrio cambia su estabilidad y nace el ciclo limite, el cual es
estable de forma asintdtica en R®* \ W*(po).
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Demostracion. Sélo considere el mismo mapeo de Poincaré (3.12). O

La Figura 3.8 ilustra la bifurcacién pseudo-Hopf supercritica para a < 0y d > 0.

N

-2dp

-du 2du Py P12

NN

Zyp |o-eeees

Zyg [-reeee e

Figura 3.9: Iteraciones del mapeo de Poincaré para a < 0.

3.4. Bifurcacién pseudo-Hopf en sistemas en R? con un tnico
punto de doble-tangencia.

Considere el SLPPD en forma normal (2.11)

Aly—i_ élv si n < Oa

= = 3.13
y=7I) { Aoy + b2, si y1 >0, (3.13)
) 0 10 . 0 01 . 0 . 0
donde Ay = 0 a 0 |,4=( 0 0 0 |,0=11 |, yb= -1 , con
0 a O 0 —a a 1 —adp — 1

ad # 0. Para cualquier valor del pardmetro u, el sistema tiene las regiones de deslizamiento y
escape X5 y 2, definidas por (2.12), respectivamente. El campo deslizante en YU, estd dado
por

f= fu(z) = 1 < 21+ 22 + az122 )
20— 21 \ (1+adp)zy + 2z +azf )’
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Cuadro 3.2: Dinamica para el campo deslizante regularizado.

adp < —1 —1<adp <0 | 0<ady
z =0 | Foco inestable | Nodo inestable Silla
zZ=po Silla Silla Nodo

donde z = (y2, yg)T, el cual tiene el tnico punto de equilibrio

po = (;a (‘2_adﬂ+\/m>,2la(—2+adu+\/m)>

T
)

2—+/4+(adp)? er e ey
ya que po1po2 = ———=—— < 0. Note que este equilibrio no puede ser equilibrio frontera de

(3.13). La matriz Jacobiana estd dada por,

adp++/4+(adp)?  —adu++/4+(adu)?

2dp 2du
Dfs(po) = : (3.14)
—14++/4+(adw)? 1
o dw dp

No es dificil ver que las matrices Jacobianas (3.9) y (3.14) son similares.
Lema 4. (i) Sidu <0, entonces py € 5.

(i) Sidp > 0, entonces py € Se.

(iii) Siadp < 0, entonces pg es un punto silla.

De nuevo, la Tabla 3.1 nos muestra los cuatro diferentes escenarios para la bifurcacion pseudo-
Hopf.

Para describir la dindmica alrededor de la singularidad de doble-tangencia, z = 0, analizare-
mos el campo deslizante regularizado en el plano freq(2) = (22 — 21) fs(2) ver [36, 98]. Observe
que éstos son topolégicamente equivalentes en ¥, y en tiempo hacia atrds en ¥,. En general,
el campo deslizante regularizado tiene tres equilibrios: z = 0, z = pg, y un tercer equilibrio en
la regién de cruce (es decir, el tercer equilibrio es un equilibrio virtual de fs(z) y por lo tanto
no serd discutido). Luego, los espectros de la Jacobiana en los equilibrios son:

(D freg(0)) = {1Fv/T + adp }, con vectores propios v1 2 = (1, F/1+ adp)?, y 0(D freq(po)) =
{3 (2 + adp — /4 + (adp)? F \/40 +dadp + 10(adp)? + /4 + (adp)?(12 + 6ad,u)> } con vec-

242 ,2
tores propios vf =(1,1)y UQT = (—1, 2(1/\/42I2d£1))'
+a?d?p?—adp

La Tabla 3.2 nos muestra la dinamica para el campo deslizante regularizado.

Siadp >0, z =0y z = pg se conectan por la variedad estable (inestable) Ws(eg Cﬁ]s U~i]e. Si

z=

—1 < adp <0, ahora z =0y z = pg se conectan por la variedad estable W3 C 35U Y. En
ambos casos, la curva invariante que pasa por el origen, zo = H(z1), y conecta los equilibrios,
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es tangente al espacio propio E,,, esto es, H'(0) = ay/1 + adp, para algin «. Finalmente, si
adp < —1, la solucién que conecta los equilibrios no estd totalmente contenida en g U 3.
Ver Figuras 3.10 y 3.11(b).

Lema 5. (i) Siadu > 0, entonces el origen es un punto regular del campo deslizante, esto
es, fs(0) = awv1, para algin . Ver Figura 3.10(a).

(ii) Si —1 <adu <0, entonces el origen es multivaluado. Ver Figura 3.10(b).

Demostracion. Sélo observe que

i A
lim fs(z1,H(z1)) = —)\—11)1.

z21—0 2
O

Observacién 25. Observe que si ;4 = 0 en el campo deslizante regularizado, el equilibrio pg
colapsa al origen, el cual es ahora un punto silla-nodo. La Figura 3.11(b) ilustra la dindmica
en s U X para a < 0.

(a) (b)

Figura 3.10: (a): Para adp > 0 el campo deslizante es reqular en el origen. (b): Para —1 < adp < 0 el campo

deslizante es multivaluado en el origen. Las lineas punteadas denotan la variedad estable W, . En ambos casos

el origen es una singularidad de doble-tangencia invisible.

Teorema 8. Considere el SLPPD

( 0 10
0 a O Jy+1| 1|, st y1 <0,
0 a O 1
y=1ry) =
0 01 0
0 0 0 Jy+ -1 , sty >0.
0 —a a —adp —1

Si ad # 0, entonces el sistema presenta la bifurcacion pseudo-Hopf cuando p = 0.
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(a) (b)

Figura 3.11: (a): Para 1 + adp < 0 el campo deslizante reqularizado tiene un foco inestable en el origen, el

cual es una singularidad visible-invisible. (b): Para p = 0 el campo deslizante regularizado tiene una silla-nodo

en el origen.

(i) Si adp < 0, el sistema tiene un inico ciclo limite “circundando”la pseudo-silla py. Si
a <0 (a>0), el ciclo limite es estable (inestable ) de forma asintética.

(ii) Siadp >0, el sistema tiene un pseudo-nodo en py. Para a <0 (a > 0), el pseudo-nodo
es estable (inestable) de forma asintdtica.

Demostracion. (i). Procedemos de manera similar al teorema anterior. Para y; < 0, el flujo
esta dado por

B t
Yi(yo) = €M <y0+/ €SA151d8>
0

—2(e* —1) (yo2 —yo3+dp) +a(—t>+2y10-+2tyo2 +2tdu)
2a

= —1 + Yo2 )
—t + yo2 — €™ (yo2 — Yo3 + dp) + du

y para y1 > 0,

i t
di(yo) = e <y0+/ 68A252d8>
0

e (14+-ayo2) —a(t+yo2) —1+a?yo1
2

a
- e (1+ayo2)—1

a
e (1+ayo2)—1+a(—yo2+yo3)
a

Observe que el plano 7(y2,y3) = y3 — y2 — dpu = 0 es invariante bajo el flujo global. Para
demostrar la existencia del ciclo limite es suficiente con mostrar que existen puntos ¢; =
0 0
q12 |,conq2>0yga= | g2 |,con g <0,y tiempos t; > 0y t2 > 0, tales que el

q13 q23
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siguiente sistema tiene solucién

o1 (q1) = G2
{wdwzm (8.15)

De nuevo, no es dificil ver que el sistema (3.15) tiene solucién si y sélo si , tg = t; = t2 =
_ 1 _ 1
q12 — 422, 13 = 3to, 23 = —5t0, ¥

flarz,q22) = " 92722)(1 4 agyy) — (14 agiz) =0, (3.16)
9(q12,q22) = qu2+ qo2 +2dp = 0.

De la Proposicién 7 se sigue que el sistema (3.16) tiene solucién tnica si adp < 0. El ciclo
limite es la 6rbita por pedazos

_ | m) = o), si t € 0,10],
%Q{WW:¢HwM,$th%¢

el cual estd sobre el plano invariante m(y2,y3) = 0.
Ahora vamos a probar la estabilidad para el caso a < 0. De nuevo, el ciclo limite no es
globalmente estable debido a la variedad estable W, . Definamos la seccién de Poincaré D =

{y e f)|y2 >0, y3 >0} y el mapeo de Poincaré P : D — D dado por

pit1 = P(pi) = s, (1, (i), (3.17)
donde t = 7; > 0 es tal que
0
br(pi) =2zi= | 22 |,
Zi3
y t = s; > 0 satisface
0
Vs, (21) = piv1 = | DPi+12
Pi+1.3

Para i =1, 71 = p12 — 212, 51 = P22 — 212, ¥

e r(pi2, p13) — (212, 213) = O,
2(e"™ — D)m(p12, p13) + a(pr2 — z12)9(p12, 212) = O,
f(p22,212) = 0,
7(pa2, p23) — m(z12,213) = O.
Para ¢ = 2, 79 = pag — 222, S2 = p32 — 222, ¥
e (pa2, pa3) — m(222,223) = O,
2(e"™ — 1)7m(pa2, p23) + a(paz — 222)9(p22,222) = O,
f(p32,222) = 0,
m(p32, p33) — m(222, 223) = 0.
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En general, para i = k, 7, = pra — 2k2, Sk = Dk+1,2 — Zk2, ¥

"™ (P2, Pk3) — (2k2; 2k3

2(e"™ — 1)m(pr2, Pr3) + a(Pr2 — 2k2)9(Pk2, 2k2
J(Pra1,2, 2k2

T(Prt1,2 Pht1,3) — T(2k2, 283

|
o o o o
N N N N
w
—_
©

)
)
)
)

De (3.21) y (3.18), se sigue que

Sk .
T(Pht1,2, Pha1,3) = €*=i=17im(p1a, p13) — 0, for k — +oo.

De (3.19) concluimos que g(pg2, 2x2) — 0 para k — +oo. Entonces, para k suficientemente
grande,

g(ka’ Zk?) ~ O’
f(pk—‘rl,Q) ZkQ) - 0)

entonces, pp — q1 para k — +00.
(ii). Definimos el mismo mapeo de Poincaré (3.17). Para a < 0 (a > 0) cualquier solucién que
empiece en D converge a Y.4(3,) cuando t — co(—00). O

Corolario 5. Para p =0, el sistema (3.13) tiene la singularidad de doble-tangencia xy = 0
como un sumidero (fuente) global si a < 0 (a > 0).
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©w<0

u>0

Y,

Figura 3.12: Escenario de la bifurcacion pseudo-Hopf suberitica para a > 0 y d > 0. Para u < 0 el ciclo
limite es inestable de forma asintdtica, para p = 0 el origen es inestable de forma asintética, y para p > 0 el

pseudo-nodo es inestable de forma asintdtica.
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Demostracion. Considere el mismo mapeo de Poincaré (3.17). Observe que el plano y3 = 3o
es invariante bajo el flujo global. Entonces, cualquier solucién que parte de la region de escape
nunca llega a la region de deslizamiento. O

La Figura 3.12 ilustra la bifurcacién pseudo-Hopf subcritica para a > 0y d > 0.

3.5. Unicidad del ciclo limite para ambos casos en R3.

Considere la funcién
flu,v) = e (1 + av) — (1 + aw),

donde u >0y v <0.

Lema 6. Supongamos que f(u,v) = 0. Entonces,

. . 1
(i) Sia <0 entonces 0 <u < —.

(ii) Sia >0 entonces —% <wv<0.

Observe que

av au

e e
u,v) =0 & = .
f(u;v) l+av 1+au

Definamos la funcién H(z) = %, entonces, para cada u > 0, existe un tnico v < 0 tal que

H(v) = H(u), esto es, existe una funcién real h, con h(0) = 0, tal que f(u,h(u)) = 0 para
cada u > 0. En otras palabras, H(h(u)) = H(u). Ver Figura 3.13.
Observe que

a2eazz 7 H”(Z) _ a2eaz(1+a222)
(1+ az)? (1+az)3

H'(z) = > 0.

Vamos a suponer que a < 0 (el caso positivo es similar).

Lema 7. Parau € (0,—21), G(u) = H(u) — H(—u) > 0.

Demostracion. Observe que G(0) = 0y G'(u) = detull+au) (R?(u) — 1), donde R(u) =

(@@uZ—1)2
%. Pero R(0) =1y R'(u) = —%:;f;ﬁ > 0, entonces R(u) > 1, esto es R?(u) > 1,
se sigue entonces que G'(u) > 0.

Lema 8. Parau € (0,—21), u+ h(u) < 0.

Demostracion. Parau € (0, —2) existe v = h(u) tal que H(h(u)) = H(u) > H(—u), (del lema

T a
7). Pero H(z) es una funcién monétona decreciente para cada z < 0, entonces h(u) < —u. O

Lema 9. h es una funcidon mondtona decreciente.
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H(z)

Figura 3.13: Definicion de la funcion H(z).

Demostracién. De la propiedad H(h(u)) = H(u), y la regla de la cadena, h'(u) = % =
(1+ah(u))u
Trawn(w <0
H"(h(w)) ( H"(u)
" _ N 2
M= ) )

_ H'(h(w) (1+ah(u)\? [ (u+th(w)(h(u) —u) <0

 H'(h(u)) 1+ au h2(u)(1 + a2h?(u)) ’
ya que H'(h(u)) < 0. O
Lema 10. //(0) = —1
Demostracidn. Sélo definamos h'(0) = lim,,_,o+ k' (u), y usamos la regla de L’Hopital. O

Hemos probado la siguiente proposicion, la cual se ilustra en la Figura 3.7.

Proposicién 7. El sistema

flu,0) = e (1 +av) - (1+au) = 0,
g(u,v) = u+wv+2dp = 0,

tiene solucion unica si adp < 0.



Capitulo 4

Bifurcacion de Hopf en los campos
deslizantes

Estamos interesados en el campo deslizante regularizado freq(2) = (21 — 22) fs(2), ya que lo
que pase en él de alguna manera repercute en la dindmica espacial, especialmente si ocurre
una bifurcacién, ver [23, 24, 53]. Esto es, si analizamos el campo frc4(2) (aprovechando su
suavidad), entonces podemos usar toda la herramienta conocida, especialmente en el andlisis
de bifurcaciones y en particular para ésta tesis, el Teorema de la bifurcacién de Hopf. En
este capitulo mostraremos la ocurrencia de la bifurcacién de Hopf en los campos deslizantes
regularizados, esto aprovechando las formas normales obtenidas en el capitulo anterior. Esta-
bleceremos un teorema para cada uno de los campos, en el cual se dan condiciones suficientes
para que presenten la bifurcacién de Hopf en un equilibrio.

Conjetura 1. Considere un SLPPD en tres dimensiones y su respectivo campo deslizante
reqularizado en dos dimensiones. Si ocurre la bifurcacion de Hopf en un punto zg € 0¥ U
0% U DY, esto es, en un punto de tangencia, entonces es posible que ocurra una bifurcacion
tipo Hopf para el sistema en tres dimensiones.

4.1. Bifurcacién de Hopf en el caso con un tnico punto de
doble-tangencia

Considere el SLPPD en forma normal (2.11)

0 1 0 0
cp ¢ c3 |+ 71 , sioxp <0,
c4 C5 Cg b13
&= f(z) = (4.1)
0 0 1 0
di dy ds3 T+ boo , si xp >0.
\ d4 d5 d6 (]

61
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El campo regularizado en ¥ se expresa como

freg(z) = dQZ% + (d3 — 02)2122 — 032’% + ba2z) — 122
e dsz? + (dg — c5)z122 — 625 + 1221 — bizze )

Observe que lo podemos reescribir como sigue,

1
Jreg(2) = Lz + izTBz, (4.2)
o b2 -1 ([ B
donde L = ( s —bus ), B= ( By ), con

o 2d2 dg — C2 o 2d5 d6 — Cjx
Bl_<d3—02 —2¢3 > yB2_<d6—C5 —2¢6 >

Suponga que existe un punto zg € ¥, = X, U 9%, para a € {s, e} tal que:

(C1) freg(20) =0,

(C2) o(D freq(20)) = {£iwo}.

Estamos interesados en determinar cuél de los diez coeficientes en el sistema (4.2) es sensible

a la bifurcacién de Hopf, es decir, cudl de los diez coeficientes se puede perturbar para que el
sistema presente la bifurcacién de Hopf. Considere el sistema perturbado

1 1
Tolzom) = La + 527 B2 + La()z + 5 Ba ()2,

o 1 op2 _( D
donde L;(p) = < s g ), Bi(p) = < Dy >, con

2us  pe ) ( 2ug  pg )
Dy = , vy Dy = .
! < pe 2ur )02 fto 2110
Siguiendo la férmula (1.8) para calcular la velocidad de cruce, para el campo perturbado
fp(2, 1), en el equilibrio (zp,0), obtenemos,

0 2L rd

8{:5(20’0) - (8 8 z% 8 8 8 7"%)’
Dfp(20,0) = L+2z 5,

D?f,(20,0) = B,

9*f,

_ (&
828M(z070) - <£2 )7
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donde
ZoT = (201,2’02)’
Tg = (231, 201202, 232)7
T — 100 0 2201 202 0O 0 0 O
1 01 00 0 2z 2200 00 0)°
J - 0 01 00 0 0 2201 202 0
2 00 01 00O 0 201 2202 '

SiB = (B B)y

(05 Go,0) (8145 = (§)).

entonces
1—Arzon
—A1202
—Aszp1
1 — Agzpr
1 22’01 — Alzgl
2 | zo2 — A1201202
—Alzgz
—Agzgl
201 — A2201202
2202 — A2282

Observacion 26. Observe que el vector d siempre es diferente del vector cero para todo zg,
A1, Ao, es decir, siempre existe una direccion en la cudl ocurre la bifurcacion de Hopf.

Hemos probado el siguiente teorema

Teorema 9. Considere el SLPPD en forma normal

0 1 O 0
cp ¢y c3 | x4+ 71 , stoxp <O,
c4 C5 Cg b13
&= f(z)=
0O 0 1 0
di dy d3 | x+ bao , st x> 0.
L dy ds dg 9

Sea freq(2) = Lz+%zTBz el campo reqularizado y zo un equilibrio satisfaciendo las condiciones
(C1) y (C2). Entonces, existe una direccion en la cual el sistema perturbado

1 1
Tolz ) = L+ 557 B2 + Li(u)z + 527 Bi ()2

presenta la bifurcacion de Hopfen z = zg y u =~ 0.



64 Bifurcacién de Hopf en los campos deslizantes

4.1.1. Bifurcacion de Hopf fuera del origen

Considere el SLPPD en forma normal

0 1 0 0
ct ¢ 0 |z+ -2 1, si x <0,
cy c5 O 2
&= f(z)=
0 0 1 0
di 0 Cco T + \/5 , si a1 >0,
L di 0 cs+a -1

con a # 0.
Esta familia genera el siguiente campo regularizado no-lineal en el plano X

= freglz) = < V221 + 22 > , (4.4)

—2z1 — 229 + az129

el cual tiene como equilibrios, al origen y al punto:

He- )
20 = € X U,
i(1-v2)

Luego, la matriz Jacobiana en zy estd dada por,

D freg(20) = < _g _\/g >7

con valores propios Fiwg, con w3 = 2(v/2 — 1), asf las condiciones (C1) y (C2) se satisfacen
en el equilibrio zg. Ademas, la velocidad de cruce d estd dada por (4.3), con A} = Ay = %

0
Entonces podemos perturbar el sistema original en la direccién en la cual la entrada del vector
d es diferente de cero. Por ejemplo, la tercera entrada de d,

1 1
ds = —=Agzp1 = —= # 0
3 2 2201 2 7& ’

asi, perturbaremos el coeficiente de z; en la segunda ecuacién del sistema (4.4),

L V221 + 229 (0 ) Z V221 + 22
—21 — 220 + Q2122 H321 (3 — 1)z — 229 + az1z2 )

La teoria nos dice que el sistema perturbado presentard la bifurcacion de Hopf cuando el
pardmetro de bifurcaciéon pus difiere ligeramente de su valor nominal p3 = 0. Para deter-
minar cuando es no-degenerada la bifurcacion, debemos determinar el primer coeficiente de
Lyapunov. Siguiendo la férmula (1.6), el primer coeficiente de Lyapunov estd dado por

(1+V2).

&2
a=——
8
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0.2 0.4 0.6 0.8

-01¢

-0.2¢

-031

-04}

-05¢

-06¢

-0.7+

Figura 4.1: Cliclo limite estable en la region de deslizamiento para ps = 0.05 y a = 1.

Este coeficiente siempre es negativo, asi que concluimos que cuando ocurre la bifurcacién
de Hopf, aparece un ciclo limite estable cuando pu3 > 0. Para que el ciclo limite estable
esté localizado en la regién de deslizamiento se requiere que a > 0, y para que esté localizado
en la regién de escape se requiere que a < 0. Para observar el ciclo limite estable en la
regién de deslizamiento, tomamos las condiciones iniciales (0, 0.5, -0.22)” y (0, 0.7, -0.5)7,
con pug = 0.05, @ = 1. Ver Figura 4.1.

Observacién 27. Observe que en Y3 U X, las oscilaciones aparecen sin importar que ellas
existan 6 no en cada lado de X3, considerando la familia perturbada. De hecho, a ambos lados
de X tendremos solo dos opciones: No hay puntos de equilibrio ¢ hay un continuo de puntos
de equilibrio. En la mitad del espacio {x1 < 0} existird un continuo de equilibrios si se cumple
que ¢1 + ¢4 =0 con c1 <0 y en la mitad del espacio {x1 > 0} existird un continuo de puntos

de equilibrio si pg =1+ %.

Para un ejemplo de aplicacién se puede revisar la cita [27].

4.1.2. Bifurcacién de Hopf en el origen
Considere el siguiente SLPPD

_(LE) =Aix+by, sz <0,

_ )T
:U—{ fH(x) = Asx + by, si 1 >0, (4.5)

0 1 0 0 01 0 0
Aj=1 0 0 0 ], A= 1 -1 1 |,1= 1 |,be=1| 0
0 pu O -1 0 pu — i 1

En este caso, el punto de doble-tangencia es del tipo invisible-visible ya que r; = r9 = 1.
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El campo f* tiene como tnico equilibrio al punto py = (1,1,0)” y el campo f~ no tiene
equilibrios. Los espectros de las matrices A; y As son

o(41) = {0,0,0), o(A2) = {~1, L(u+iv/A— )},

Esta familia genera el siguiente campo regularizado no-lineal en el plano X

2
. —2z7 — 29 + 2122

luego, su matriz Jacobiana esta dada por

Dfreg(ZOaM) = ( (1) _,u,l >

con valores propios A = {1 (p+iy/4 — pi2)}. La condicién de transversalidad se verifica clara-
mente, esto es, la velocidad con la cual los valores propios cruzan el eje imaginario,

d 1

d= o (Bew)umo = 5.

Ahora podemos proceder a calcular el primer coeficiente de Lyapunov, cuyo signo determina
la estabilidad del ciclo limite. Para esto, utilizamos la férmula para sistemas en el plano y

obtenemos 1
a=——

8
Por lo tanto, el ciclo limite es estable y concluimos que el sistema fyc4(2, 1) presenta una
bifurcaciéon de Hopf supercritica. Ver Figura 4.2.

Figura 4.2: Ciclo limite estable en freq para p = 0.1, tomando las condiciones iniciales (0.1,-
0.1)T y (0.454,0)7.
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Analicemos ahora lo que pasa con el foco en {z; > 0} cuando el parametro p pasa a través
del valor critico cero, esto es, cuando el foco pasa de estable a inestable o viceversa.

Proposicién 8. El SLPPD (4.5) tiene un foco estable para p < 0, un centro con una dérbita
tangente a la singularidad de doble-tangencia para pu = 0, y un ciclo limite deslizante estable
para > 0. Ver Figura 4.5.

El segmento deslizante del ciclo limite deslizante estable es parte del ciclo limite que aparece
para freq cuando p > 0. Eso es, ambos ciclos limite son creados cuando p > 0, implicando
que la bifurcacién de Hopf estdndar en el campo f ey provoca la creacién de un ciclo limite
deslizante en el sistema en tres dimensiones (4.5). Esta es una situacién diferente a la que se
muestra en la cita [88], donde los autores caracterizan bajo ciertas hipétesis la bifurcacién de
un ciclo limite de cruce para un SLPPD en el plano.

Observacién 28. Note que no es necesaria la ocurrencia de la bifurcacion de Hopf en freq
para que emerga en ciclo limite deslizante en (4.5). Mds ain, podemos construir una familia de
SLPPD en tres dimensiones con un plano invariante cuya dindmica esté dada por un SLPPD
como en la cita [62].

x3
2,,

Figura 4.3: Ciclo limite deslizante estable para = 0.1. El segmento deslizante (mostrado en
azul) pertenece a s y el segmento estdndar (mostrado en rojo) pertenece a f7.
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4.2. Bifurcacion de Hopf en el caso sin puntos de doble-tangencia

Considere el SLPPD en forma normal (2.17)

( 0 1 0 0
c1 C2 C3 xr 4+ b1a , si ox1 <0,
€4 C5 Co bis
&= f(z) = (4.6)
Mmoo 0 0
di do ds xr + boo , si x1>0.
dy ds dg bas

El campo regularizado en ¥ se expresa como

Freolz) = < (d2 — cav2) 27 + (d3 — c372) 2122 + wiz1 — 3022 — b12d >
" (ds — c572) 27 + (do — c672) 2122 + waz1 — cd22 — bizd )

Observe que lo podemos reescribir como sigue,

1
freg(z) =C+ Lz + ngBz, (4.7)
_( —bi2d [ ba2—bi2y2 —c20 —c30 [ B
donde ¢ = ( —b130 )’ L= ( baz — b13y2 — 50 —cgd )’ 5= < By >’ con

B, — < 2(dy — cay2) d3z —c370 > v By = < 2(ds — c572)  dg — o2 >
d3z — c372 0 ’ de — c672 0 )

Suponga que existe un punto zg € ¥, = X, U d%,, para a € {s,e} tal que:
(C1) freg(20) =0,

(C2) (D freg(20)) = {Eiwo}.

Nuevamente estamos interesados en determinar cual de los diez coeficientes en el sistema (4.7)
es sensible a la bifurcacién de Hopf. Considere el sistema perturbado

1 1
folz ) = C+ La+ 5272+ Cu() + L= + 527 Ba ()2,

D
a0y = (11 ). a0 = (12 ) 00 = (3, ) con

2u7 s ) < 219 10 )
Dy = Dy = )
! ( ps 0 y po 0
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Siguiendo la férmula (1.8), para el campo perturbado f,(z, ), en el equilibrio (29, 0), obtene-
mos,

of, B 0 0 0
00 = (0 1 0 02 0 0 r(?)’
Dfy(20,0) = L+ 2B,

D2fp(2070) = B7

O fp Ly
82’6#(20’0) - < £2 >a

donde
Zg = (201,»202),
rg = (201, %01202),
T 0 01 0 0 0 2271 202 0 O
1 000100 O 21 00)°
£T: 000010002201202
2 0 000O0O1O0O0 0 zn

SiB;= (B} B)y

(DS, ! (z0,0)" (Bl +B3) = ( ﬁ; ) :

entonces

A,
Ay
1—Arzo
—A1 202
1 —Aszp1
d= 3 1— Ay (4.8)
22’01 — Alzgl
202 — A1201202
—Agzgl
201 — 201202

Observacion 29. Observe nuevamente que el vector d siempre es diferente del vector cero
para todo zg, A1, y As.

Hemos probado el siguiente teorema.
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Teorema 10. Considere el SLPPD en forma normal

0O 1 O 0
cp ¢ cg |lxz+| b2 |, st z1 <0,
cy C5 Cg b13
&= f(r) =
M o2 0 o
di dy ds x + boo , st x> 0.
L \ ds d5 ds bas

Sea freg(z) = C + Lz + %zTBz el campo regularizado y z9 un equilibrio satisfaciendo las
condiciones (C1) y (C2). Entonces, eziste una direccion en la cual el sistema perturbado

1 1
folzop) = C+ Lz + §sz32 + C1(p) + L1 ()2 + 5szs‘l ()2

presenta la bifurcacion de Hopfen z = zg y u = 0.

4.2.1. Bifurcacion de Hopf fuera del origen

Considere el SLPPD en forma normal

( 0 1 0 0
c 2 2 lz+| 0 |, si x1 <0,
cy 2 =2 0
&= f(z)=
0 1 0 -1
di 2 2 z+| vV2—-2 |, si x>0,
dy 2 a—2 w—3

con a # 0.
Esta familia genera el campo deslizante no-lineal (4.4)

= freg(z) = < ( Vaa s 2 ) : (4.9)

w—1)z1 — 229 + az1 29

donde 4 es el pardmetro de bifurcacién.

4.2.2. Bifurcacion de Hopf en el origen
Considere la siguiente familia de SLPPD,

:i::f(x):{ [ (z) = A1z + by, six <O,

fH(z) = Agx + by, si 1 >0, (4.10)
donde
0 1 0 1 0 0 -1
A1: -1 -1 ,AQZ 0 ,U,—l 0 ,b1: 0 ,b2: — K
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El campo f~ tiene como tnico equilibrio al punto pg = (0,0,0)7, el cual es un foco y el
campo fT no tiene equilibrios. Esta familia genera el campo deslizante regularizado (4.1.2)

2
. —27 — 29 + 2122
z = freg(za,u) = < 121 + uzo > .

x3

Figura 4.4: Ciclo limite deslizante estable para p = 0.05. El segmento deslizante (mostrado en
azul) pertenece a s y el segmento estindar (mostrado en rojo) pertenece a f~.

Hasta aqui hemos presentado dos mecanismos para la creacion de ciclos limite: la bi-
furcacién pseudo-Hopf y la bifurcacién de Hopf usual. Ambas bifurcaciones son locales, nos
faltaria considerar bifurcaciones globales como las presentadas en el Capitulo 1. En el siguiente
capitulo se consideraran tales bifurcaciones.



72

Bifurcacién de Hopf en los campos deslizantes




Capitulo 5

Bifurcaciones globales

Una 6rbita heteroclinica es una 6rbita que une dos puntos de equilibrio en el espacio fase,
es decir, una variedad que forma un lazo cerrado conectando dos puntos de equilibrio. En
este tipo de conexion, la variedad inestable de un punto de equilibrio p; se une a la variedad
estable de otro punto de equilibrio po. Si también sucede que la variedad estable de p; se une
a la variedad inestable de po, entonces se tiene un ciclo heteroclinico.

Por otro lado, una 6rbita homoclinica ocurre cuando las variedades estable e inestable
del mismo punto de equilibrio se unen. Esas variedades tienen las siguientes propiedades:
las trayectorias que parten de condiciones iniciales sobre la variedad estable se aproximan al
punto de equilibrio cuando t — o0; las trayectorias que parten de condiciones iniciales sobre
la variedad inestable se aproximan al punto de equilibrio cuando ¢ — —oo.

5.1. Conexiones globales

El procedimiento para obtener familias de érbitas heteroclinicas y homoclinicas que presen-
tamos en este trabajo es puramente geométrico, aprovechando la forma normal (2.11) para
lograrlo. Para el caso de las érbitas heteroclinicas, consideramos por simplicidad puntos silla
tales que sus espectros sean dos valores propios reales negativos y uno real positivo. De esta
manera, el espacio propio estable serd un plano y el espacio propio inestable serd una recta y
el mecanismo para construir una érbita heteroclinica es colocar el espacio propio inestable de
un equilibrio y el espacio propio estable del otro equilibrio de tal manera que se intersecten
en un punto de X..
Considere el SLPPD en forma normal (2.11)

( 0 1 0 0
cg c2 c3 |y+| m |, st oy<0,
c4 C5 Cg b13
y=fly) = (5.1)
0O 0 1 0
di dy d3 |y+ | b2 |, si y1>0.
d4 d5 d6 2
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Enseguida, para simplificar los cédlculos haremos otro cambio de coordenadas, esta vez uno
por pedazos.

Lema 11. El cambio de coordenadas

'CC:Plya 5iy1<07
{ r= Py, siy >0, (52)
1 1
donde P; = 0 ,yPo=1 6o
01 0 1 0

transforma el sistema (5.1) en

0 0
10
0 1

12113: + b1, stz <0,

T f(l‘) - { AQ&’ + by, st x>0, (5'3)
donde
0 1
51 52 53 s ) (51 = —Cs,
cas 0 ¢g
0 1
A = 0 ¢ ¢é3 |, sid= %, con c3 # 0,
€4 C5 Cg
0 1 0
51 52 53 s st 51 = %, con cCg 75 0.
0 ¢5 cs
( 0 0 1
Cil 652 0 y St (52 = —dg,
dy ds dg
0 0 1
./212 = 9 d:Q Cz?, y St (52 = %, con d2 75 0,
dy ds dg
0 0 1
ch d:2 Cz?, y St (52 = % con d5 75 0,
0 ds dg
0 0
bi=| m |y | bz
bis ()

Ast, tenemos nueve posibles combinaciones para el sistema en forma normal (5.3).

Evidentemente con éste nuevo cambio de coordenadas no se preserva la dinamica deslizan-
te, esto es, uno no puede garantizar la equivalencia topolégica entre los campos deslizantes.
Sin embargo ésta pérdida de equivalencia no es relevante si uno esta interesado en conexiones
globales de cruce.
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5.1.1. Conexiones heteroclinicas

Considere la siguiente familia de SLPPD,
Az +by, six <0,

= flz) = { Aox + by, si x1 >0, (5-4)
donde
0 1 0 0 0 1 0 0
A1 == w1 0 —wW2 5 A2 == b%Q 0 0 y b1 == b"% s b2 = b22
b, 0 0 wi —ws 0 bi3 bt
con byz > 0, bog <0, biz + b >0,y
wp = b%3 + bi3bog + b%Q >0
b
we = bﬂ(bm +ba2) <0
13
b
wsy = 1)173([)13 + b22) < 0.
22

Esta familia tiene un ciclo heteroclinico alrededor del origen, el cual es una singularidad de
doble-tangencia invisible ya que bi3bos < 0.
Los espectros de las matrices A1 y As son

o(Ay) = {b13,b22, —(b13 + b22) } = 0 (A2)

Los puntos de equilibrio de los campos vectoriales en los semiespacios {z1 < 0} y {z1 > 0}
son respectivamente

_ 1 _ 1
b13 b22
p1= 0 Yy p2 = 0
0 0
El espacio propio inestable de p; intersecta al espacio propio estable de ps en el punto
0
q\1 - 1 S an
1
y el espacio propio inestable de po intersecta al espacio propio estable de p; en el punto
0
G2 = Z% € X, ver Figura 5.1.
013
ba2

Observacién 30. Es importante notar que el campo deslizante en esta familia siempre tiene
un unico equilibrio, aunque esto no es fundamental para la creacion de el ciclo heteroclinico.

5.1.2. Conexiones homoclinicas

Considere la siguiente familia de SLPPD,

i = f(.l‘) . Az +by, six <0,
o | Asx by, sixp >0,
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g

X

/

Figura 5.1: Esquema del ciclo heteroclinico para la familia (5.4).

01 O 0 01 0 0
donde Al = 1 0 C3 s AQ = -1 0 O s b1 = (&) s b2 = 0 s
0 0 -1 -1 0 0 1 0

con r1 + c3 > 0.

La manera de proceder en este caso fué similar al caso del ciclo heteroclinico, solo que
aqui buscamos un flujo en la mitad del espacio {x; > 0} tal que conectara directamente los
puntos de interseccién de los espacios propios asociados al punto de equilibrio en la mitad del
espacio {x; < 0}.

Los espectros de las matrices A1 y As son respectivamente

o(Ar) = {_17 -1, 1} y 0(As) = {07i7 _i}

En la mitad del espacio {x; < 0} ya que A; es invertible, el sistema tiene un dnico punto
—(r1 +c3)
de equilibrio el cual es un punto silla, esto es p; = 0 , y en la mitad del espacio
1
{z1 > 0} el sistema tiene el continuo de puntos de equilibrio A = {z € ¥ : 3 = 0}. De hecho,
el conjunto A es un conjunto de equilibrios frontera de (5.5).

0
El espacio propio inestable de p; intersectaa X en gy = | 1 | € X, y una solucién sobre
1
0
el espacio propio estable de p; intersecta a X en go = | —1 | € 2.
-1

El flujo en la mitad del espacio {z1 > 0} estd determinado por

cost O sint
dy(x) = ez = —sint 1 —14cost |,
—sint O cost
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Figura 5.2: Orbita homoclinica parary =1 yc3 =0.

asi, ¢1(G1) = Go en t = 7. De esta manera, hemos completado la érbita homoclinica, es decir,
si tomamos una condicién inicial pg = p; sobre el espacio propio inestable de pi, entonces
Y, (po) = q1, ¢=(q1) = G2 y Ye(p2) — p1, cuando t — oco. Para observar la érbita homoclinica,
hacemos r; =1y ¢3 = 0. Ver Figura 5.2.

Como podemos ver, es facil construir conexiones globales mediante SLPPD, algo que no
sucede en sistemas suaves. Ahora bien, una vez construida una conexién global ;podemos
perturbarla y provocar una bifurcacién?, por ejemplo ;podra aparecer un ciclo limite?. El
problema es complicado, ya que se debe ubicar el lugar apropiado para la perturbacién y son
muchos los pardmetros que tenemos a nuestra disposicién. En la siguiente seccién mostrare-
mos que el problema se vuelve mas facil si consideramos una familia conteniendo un plano
invariante que capture la dindmica de un SLPPD planar.

5.2. Bifurcaciones globales: Un caso de estudio

En esta seccion se estudian bifurcaciones globales para una familia de SLPPD en tres di-
mensiones presentando un dnico punto de doble-tangencia. Las bifurcaciones a tratar son las
bifurcaciones homoclinicas de cruce (ver [66, 67, 75, 104]), bifurcaciones de ciclos deslizantes
(bucle y critico), y la bifurcacién tipo ciclo-centro (ver [37, 39, 88]). El andlisis de bifurcaciones
se hace aprovechando la existencia de un plano invariante.

Considere la siguiente familia tridimensional de SLPPD con dos pardmetros

f~(x) =Ax+b, sixz <O,

&= f(x)= { fr(z) = Az +b, si x>0, 56)
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01 0 0 0 1 0
donde A1 =11 0 0 |,4=| -1 u 0 |,b= 1 ,
11 -1 1 1+p -1 1+6

con |6| <1y |ul <1.

El punto de doble-tangencia (invisible-visible en este caso) no es una singularidad para
ésta familia, ya que se cumple que f~(0) = f7(0) = b, esto es, el sistema es continuo en el
punto de doble-tangencia.

Lema 12. La familia (5.6) posee el plano invariante 7 = {x € R : 23 = 29+6} y la dindmica
sobre el estd dada por el SLPP

§=1(y) = <(1)‘1)>+((1)>’ st (5.7)

01+5 S0
1 op 1) stn>0

Observacidén 31. Todas las bifurcaciones que presenta la familia (5.6) suceden sobre el plano
invariante 7. Observe también que el sistema planar (5.7) estd escrito en la forma normal

(2.5).

Los equilibrios de los campos f~(x) y f¥(x) son respectivamente p; = (—1,0, 5)T y po =
(1 —0u, —9, O)T, los cuales estan sobre el plano invariante 7, y los espectros de las matrices
Ay y Ay son o(Ar) ={-1,-1,1}, o(42) ={-1,4(n+iv4—p?)}

Sean v1 = (1,1,1)T y vy = (1, -1, —1)7 los vectores propios asociados a los valores propios
1y -1 de Ay, respectivamente, entonces < vi,v9 >= 7. Sea w = wj + iwe el vector propio
asociado al valor propio complejo de As, entonces < wy,ws >= 7. Ver Figura 5.3.

Luego, este plano es un atractor.

Figura 5.3: Dindmica sobre el plano invariante para el caso cuando < wi,ws >= E*(p2).

El campo deslizante definido en X5 U X, estd dado por

. 1 uﬁ% + 29 — X3
— ) = , 5.8
P b= — a3 ( (1+ p)z3 — 2293 + (1 + 0) (22 — 23) + 23 (58)




5.2 Bifurcaciones globales: Un caso de estudio 79

donde z = (22, 23)T. Estamos interesados en el caso cuando f(z) no tiene equilibrios, es decir,
cuando du < 0. Independientemente de si existen los equilibrios, si tomamos una condicién
inicial de la forma zg = (220, 220 + §)7, es decir, si tomamos zp € (X5 U Xe) N 7, entonces

1— Eg2
_ 5T20
s =12 ER )

0

5.2.1. Bifurcacion homoclinica de cruce: El caso silla-centro

Si hacemos p = 0 y tomamos § como nuestro parametro de bifurcacién en el SLPPD (5.6),
éste presenta una bifurcacién que solo es posible en sistemas no-suaves y sucede cuando §
varia de su valor nominal § = 0.

Proposicién 9. Asumiendo =0 en el SLPPD (5.6), se cumplen la siguientes afirmaciones.

(i) St < 0, existe un ciclo-centro estable, es decir, una drbita periddica semiestable ~(t)
tangente al punto (0,—6,0)T.

(ii) Si 6 = 0, ewxiste una orbita homoclinica de cruce conectando al punto silla p1 consigo
mismo.

(iii) Sid > 0, existe un ciclo-centro inestable, es decir, una orbita periddica semiestable y(t)

tangente al punto (0,—6,0)T.
Observacién 32. Es importante notar que en este caso el campo deslizante es lineal, esto es
fs(2) = (Lwg — a3+ 1+ )"

Esto es debido a que la singularidad en el origen es removida y més atn, cuando 6 = 0 se
cumple que
F@)=fH@) = (22,1,1)7 VzeXnm

Esto es, el SLPPD (5.6) es continuo en 7.
Las siguientes bifurcaciones se obtienen fijando § y tomando p como nuestro parametro de
bifurcacion.

5.2.2. La bifurcacién foco-centro-ciclo deslizante

Proposicién 10. Para el SLPPD (5.6) se cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) St —1 < § < 0, entonces existe un foco estable para p < 0, un ciclo-centro estable para
w =0, y un ciclo limite deslizante estable para p > 0.

(ii) Si 0 < 0 < 1, entonces existe un ciclo limite deslizante inestable para p < 0, un ciclo-
centro inestable para p = 0, y un foco inestable para p > 0.
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5.2.3. Continuacion del ciclo limite deslizante: Bifurcaciones deslizantes

5.2.4. Bifurcaciéon bucle

Proposicién 11. Para el SLPPD (5.6) se cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) St —1 < § < 0, entonces existe u1 > 0 tal que el segmento estindar del ciclo limite
deslizante estable regresa al segmento deslizante en el punto de tangencia invisible.

(ii) Si 0 < § < 1, entonces existe i1 < 0 tal que el segmento estandar del ciclo limite
deslizante inestable regresa al segmento deslizante en el punto de tangencia invisible.

5.2.5. Bifurcacion ciclo limite critico

Proposicién 12. Para el SLPPD (5.6) se cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) Si—1 < 6 <0, entonces existe pa > puy tal que el ciclo limite deslizante estable se vuelve
un ciclo limite de cruce estable.

(il) Si0 < & < 1, entonces existe fia < fi1 tal que el ciclo limite deslizante inestable se vuelve
un ciclo limite de cruce inestable.

5.2.6. Bifurcacion homoclinica de cruce: El caso silla-foco

Proposicién 13. Para el SLPPD (5.6) se cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) Si —1 < 0 < 0, entonces existe un ciclo limite de cruce estable para py < p < pg, una
orbita homoclinica de cruce para p = ps, y un foco inestable para > ps.

(ii) Si 0 < § < 1, entonces existe un ciclo limite de cruce inestable para fig < p < fi2, una
orbita homoclinica de cruce para pu = fi3, y un foco estable para p < fiz .

La Figura 5.4 muestra el diagrama de bifurcacién de la familia (5.6) para el caso u >0y
0 <0.



5.2 Bifurcaciones globales: Un caso de estudio

81

FADN O
B d D

Figura 5.4: Diagrama de bifurcacién de la familia (5.6) para el caso u >0 y & < 0.
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Capitulo 6

Conclusiones

» Dado un sistema lineal por pedazos discontinuo (SLPPD) en n dimensiones, dimos una
clasificacion de acuerdo a la existencia de los puntos de doble-tangencia, la cual nos
permite establecer condiciones para desdoblar conjuntos deslizantes o de cruce, segin
el fenémeno deseado. Con dicha clasificacién pudimos construir formas normales en dos
y tres dimensiones, mediante cambios de coordenadas los cuales tienen la virtud de
preservar los segmentos en la conmutacién, algo que no se toma mucho en cuenta si se
busca dinamica de cruce. Sin embargo, si deseamos analizar bifurcaciones que involucren
deslizamiento, esto se vuelve fundamental.

= Kstablecimos bajo que condiciones una familia de SLPPD con una recta de conmutacién,
la cual satisface la condiciéon genérica de tener un punto de tangencia en cada zona,
presenta la bifurcacion pseudo-Hopf. Es importante mencionar que el desdoblamiento
de ésta bifurcacion tiene siete parametros, pero al momento de que se establece la
dindmica en cada zona, el nimero de parametros se reduce a cinco. Sin embargo, en
nuestro resultado no es necesario establecer a priori la dindmica en cada zona. Aunque el
fenémeno de la bifurcacién pseudo-Hopf ha sido estudiado en muchos articulos, siempre
ha sido en el contexto de la bisqueda de multiples ciclos limite de cruce y a nuestro
conocimiento nunca se habia establecido un resultado similar al que presentamos aqui.

= Mostramos la ocurrencia de la bifurcacion pseudo-Hopf para dos familias de SLPPD
en tres dimensiones. En ambas familias mostramos que no es necesario tener puntos
de equilibrio reales ni virtuales en cada zona para que ocurra la bifurcacién pseudo-
Hopf. Para el caso de SLPPD con un unico punto de doble-tangencia, mostramos que
la bifurcacién pseudo-Hopf ocurre sin pedir dos tangencias invisibles. Aunque solo se
considerd el caso sin equilibrios en ambos semiespacios, es posible abordar todos los
casos si consideramos familias conteniendo un plano invariante.

= Observamos que para SLPPD en tres dimensiones siempre hay una direccién en el espacio
de parametros en la cual es posible provocar la bifurcacién de Hopf usual. Esto fué posible
gracias a que las formas normales en tres dimensiones generan expresiones candnicas
para los campos deslizantes. Asi, podemos buscar ciclos limite en tres dimensiones que
sean generados de alguna manera por la Bifurcacién de Hopf en los campos deslizantes
definidos en el plano de conmutacion.
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6.1.

6.2.

Aprovechando que la presencia de planos invariantes permite reducir el anélisis de bi-
furcaciones de ciclos limite en tres dimensiones, construimos un caso de estudio que
presenta ciclos limite mediante mecanismos distintos a la bifurcacién pseudo-Hopf. Esto
es, observamos que si consideramos una familia con un punto de doble-tangencia con
una de las tangencias visible, entonces es necesaria la presencia de un foco en una zona
para poder generar un ciclo limite de cruce.

Problemas abiertos

Demostrar la ocurrencia de la bifurcacién pseudo-Hopf en SLPPD genéricos en el espacio.
Establecer condiciones para que los SLPPD tengan variedades invariantes.

Formalizar el estudio de generar ciclos limite deslizantes mediante la bifurcacién de Hopf
usual.

Estudiar la generaciéon de atractores cadticos mediante bifurcaciones de pseudo-equilibrios.

Desdoblar la bifurcacién silla-nodo para ciclos limite en SLPPD en el plano.

Eventos

Los eventos y/o congresos, en los cuales se presentaron los diferentes resultados en esta tesis,

son:

Julio 2016-4th Colloquium on Dynamical Systems, Control and Applications (DySCA-
IV), México, DF. Poster: On the birth of sliding limit cycles by the usual Hopf bifurca-
tion.

Marzo 2016-VII Taller de Sistemas Dindmicos y Control, dentro del marco de la XXVI
Semana Nacional de Investigacién y Docencia en Matematicas. Titulo de la platica:
Bifurcaciones globales en una familia de sistemas Filippov.

Febrero 2016-International conference on Open problems in Nonsmooth Dynamics among
of the Intensive Research Programme on Advances in Nonsmooth Dynamics in Bar-
celona, Spain. Poster: Global bifurcations in a class of discontinuous piecewise linear
systems.

Octubre 2015-XLVIII Congreso Nacional de la Sociedad Matemética Mexicana, Hermo-
sillo, Sonora. Titulo de la platica: Conexiones Globales en Sistemas Suaves por Pedazos.

Marzo 2015-VI Taller de Sistemas Dindmicos y Control, dentro del marco de la XXV
Semana Nacional de Investigacién y Docencia en Matematicas. Titulo de la platica:
Campos deslizantes y singularidades doble-tangencia en un sistema tipo Filippov.
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= Octubre 2014-X VT Congreso Latinoamericano de Control Automaético, Cancin, Quinta-
na Roo. Titulo de la platica: La Bifurcacion de Hopf en una Clase de Sistemas Lineales
por Pedazos.

= Marzo 2014-V Taller de Sistemas Dindmicos y Control, dentro del marco de la XXIV
Semana de Investigacion y Docencia en Matematicas. Titulo de la platica: Bifurcaciones
en campos deslizantes.

6.3. Articulos de Investigacion

Los articulos de investigacion que dieron lugar a esta tesis son:

= Juan Castillo, Jaume Llibre and Fernando Verduzco. The pseudo-Hopf bifurcation for
planar discontinuous piecewise linear differential systems. Submitted for publication,
2016.

= Juan Castillo and Fernando Verduzco. Global bifurcations in a class of discontinuous
piecewise linear systems. Research Perspectives CRM Barcelona of the Birkhauser’s
series Trends in Mathematics, 8 (2017).

= Juan Castillo, Fernando Verduzco y Ricardo Femat. Conexiones Globales en una Clase
de Sistemas Lineales por pedazos. Memorias Congreso Nacional de Control Automatico,
AMCA 2015, Cuernavaca, Morelos, México. Octubre del 2015.

= Juan Castillo, Fernando Verduzco, Enrique Comer y Ricardo Femat. La Bifurcacion
de Hopf en una Clase de Sistemas Lineales por Pedazos. Memorias del XVI Congreso
Latinoamericano de Control Automético, CLCA 2014, Canctin, Quintana Roo. Octubre
del 2014.
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Apéndice A

Teoremas basicos

El siguiente teorema es un resultado muy conocido del Algebra lineal, en el cual se establece
cuando tiene solucién un sistema de ecuaciones lineales. Ver [90].

Teorema 11 (Teorema de Rouché-Frobenius). Sea el sistema Az = b, con A € Myxn(R),
x € R™ ybe R™. Se verifica que el sistema es

» Compatible determinado si rang(A) = rang(Alb) = n,
» Compatible indeterminado si rang(A) = rang(A|b) < n,

» Incompatible si rang(A) # rang(Alb),
donde A|b representa la matriz ampliada del sistema.

Fl siguiente teorema enuncia uno de los resultados basicos del Célculo.

Teorema 12 (Teorema de la Funcién Implicita). Sea f : R™ x R™ — R™ wuna funcion
continuamente diferenciable. Suponga que existe (xo,yo) tal que

H1) f(zo,y0) =0,

H2) g—g(:vo,yo) es invertible,

entonces existe un conjunto abierto U que contiene a xg, un conjunto abierto V que contiene
a Yo, Yy una unica funcion continuamente diferenciable h : U — V, tal que h(xzg) = yo, y
f(z,h(z)) =0 para cada x € U.
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