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Introducciéon

Al modelar estadisticamente fenémenos aleatorios naturales repetibles, resulta con-
veniente contar con procedimientos estadisticos informativos, que sean generales y
a la vez sencillos. Por ello, la funcién de verosimilitud perfil juega un papel funda-
mental en esta tesis. Esta permite resolver una gran variedad de problemas y dar
respuesta a preguntas importantes que surgen al modelar un fenémeno aleatorio de
interés.

Frecuentemente los modelos estadisticos considerados son multiparamétricos, por
lo que se requiere estimar, por separado, aquellos pardmetros que sean de interés. La
funcién de verosimilitud perfil permite estimar, de manera sencilla, un parametro de
interés cuando se desconocen los parametros restantes del modelo estadistico. Otros
métodos que se han usado para este fin involucran a las verosimilitudes condicional y
marginal, pero son muy restrictivos, porque requieren que la funcién de probabilidad
o de densidad conjunta de la muestra tenga una estructura analitica particular. En
contraste, la verosimilitud perfil es mucho maés flexible, general y como se muestra
en esta tesis, se comporta bien, inclusive en situaciones no regulares que usualmente
se han considerado problematicas.

En este trabajo se consideran modelos estadisticos multiparamétricos que se clasi-
fican como no regulares, porque su densidad tiene una singularidad y un parametro
umbral, el cual representa una cota superior o inferior de la variable aleatoria en
estudio. Se consideran ademds situaciones que involucran muestras pequenas o mod-
eradas. Por todo ello, no es posible aplicar los resultados asintéticos usuales de la
teoria de maxima verosimilitud, pues no se cumplen los supuestos requeridos.

En este tipo de problemas pueden surgir situaciones donde no se cuente con su-
ficiente informacién en los datos, para estimar un pardmetro umbral. Es por ello
que se muestra como los cuantiles son buenos pardmetros a considerar, como una
alternativa a la estimacién del umbral. Los cuantiles son parametros que pueden ser
muy informativos sobre el fenémeno aleatorio de interés y suelen ser robustos. Esto
en el sentido que generalmente son estables y no cambian mucho frente a pequenas
modificaciones en los modelos estadisticos considerados, siempre y cuando éstos sean
razonables para los datos observados.

Otra caracteristica favorable de los cuantiles es que, para muchos modelos es-
tadisticos, juegan el rol de un parametro de localizacién y por tanto son muy infor-
mativos. Al reparametrizar el modelo en términos de algin cuantil, es muy sencillo
obtener su verosimilitud perfil y ésta por lo general suele ser més simétrica, lo cual
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vuelve mas eficiente la estimacién de los pardmetros del modelo. Ademds, cuando
se desea comparar la distribucién de dos poblaciones, los cuantiles son de gran util-
idad. Por otra parte y como se muestra en esta tesis, la forma de la verosimilitud
perfil de éstos, permite identificar situaciones donde es posible proponer un modelo
estadistico méds sencillo que describa adecuadamente el fenémeno de interés.

A pesar de que la verosimilitud perfil es informativa y facil de calcular, ha sido
criticada fuerte e injustificadamente en la literatura estadistica. La critica prin-
cipal es que puede ser no acotada y por lo tanto no dar estimaciones razonables
para los pardmetros del modelo. En esta tesis se muestra que dichas criticas no
tienen fundamento, ya que las fallas mencionadas son resultado de utilizar, de man-
era inapropiada, una aproximacién continua a la funcién de verosimilitud, cuando
no se satisfacen las condiciones necesarias para ello. Estos problemas desaparecen
cuando se utiliza la verosimilitud restringida sugerida por George Barnard (1966) y
propuesta después por Lawless (2003, p. 186), la verosimilitud exacta sugerida por
Kalbfleisch (1985) y Lindsey (1999), al igual que la verosimilitud agrupada prop-
uesta por Giesbrecht y Kempthorne (1976). En esta tesis se propone una variante
de esta ultima, a la que se llamara verosimilitud discretizada y que también resuelve
este tipo de problemas de manera muy eficiente. Esta verosimilitud se propone para
casos particulares de densidades que tengan un paramero umbral y una singularidad.

La verosimilitud discretizada puede considerarse un caso particular de la vero-
similitud para datos censurados por intervalos y guarda una gran similitud con la
verosimilitud agrupada y con la verosimilitud de un modelo multinomial regular.
Para estas verosimilitudes los resultados asintéticos usuales se cumplen, por lo que
pueden extenderse para la verosimilitud discretizada. Sin embargo, como en esta
tesis el interés se centra en el comportamiento de los intervalos de estimacién prop-
uestos para los pardmetros de interés, en el caso de muestras moderadas y pequenas,
se recurre a la Estadistica Computacional y se estudian las coberturas de dichos in-
tervalos a través de simulaciones que contemplan diversos escenarios de modelos no
regulares, con parametro umbral y con singularidades.

El explorar, entender y describir, bajo distintas situaciones probleméticas, el
comportamiento que tiene la funcién de verosimilitud perfil discretizada en muestras
de tamano pequeno y moderado, permitié dar respuestas adecuadas a los problemas
practicos que se presentan en el Capitulo 4 de esta tesis. Muchos de ellos han sido
presentados como situaciones problemaéticas en la literatura estadistica.

A continuacion se detalla la forma en que se ha organizado este trabajo de tesis.

En el Capitulo 1 se describe el proceso de modelar estadisticamente un fenémeno
aleatorio de interés y los papeles que juegan tanto la probabilidad como la estadistica,
en este proceso. Se explican dos maneras diferentes, méas no excluyentes, de concebir
un modelo estadistico. Se presentan los conceptos principales de la teoria de inferen-
cia estadistica que seran utilizados en los capitulos siguientes. Se describen algunos
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tipos especiales de funciones de verosimilitud que se relacionan con la funcién de
verosimilitud propuesta. Se incluyen ademads, algunos temas relevantes que se uti-
lizaran, como son los métodos de eliminacion de parametros de estorbo, el uso de
reparametrizaciones estabilizadoras y simetrizadoras de la verosimilitud, la impor-
tancia de los cuantiles como pardmetros estables para obtener inferencias robustas,
entre otros.

En el Capitulo 2 se presentan algunas criticas injustificadas que sobre la funcién
de verosimilitud se han reportado en la literatura estadistica. Los problemas men-
cionados generalmente se deben a utilizar una definicién incorrecta de la funcién de
verosimilitud, para el caso de variables aleatorias continuas que tienen densidades
con alguna singularidad. Se muestra como la funcién de verosimilitud restringida
sugerida por Barnard (1966), resuelve este tipo de problema de estimacién, en par-
ticular cuando la densidad, aparte de una singularidad posee también un pardmetro
umbral. Se analiza toda la informacién que proporciona la forma de la funcién
de verosimilitud perfil de un parametro umbral y el cémo interpretarla adecuada-
mente. Se presentan algunos resultados asintéticos sobre algunas distribuciones de
tres parametros que poseen algin modelo limite, regular y con menos parametros.
Estos pueden ser muy utiles para estimar por intervalos, ciertos pardametros de in-
terés.

En el Capitulo 3 se propone y describe a la verosimilitud discretizada. Esta ve-
rosimilitud incorpora el hecho que todo instrumento de medicién, en el mundo real,
tiene forzosamente una precisién finita. Con ello, permite estimar eficientemente los
parametros de densidades con umbral y singularidades y por tanto resuelve muchos
problemas de estimacién reportados en la literatura cientifica. Al maximizar esta
verosimilitud, generalmente los estimadores de los parametros no suelen tener expre-
siones analiticas cerradas. Por ello, el comportamiento asintdtico de los estimadores,
para casos no regulares, no es ficil de estudiar analiticamente, ni de manera particu-
lar, ni en lo general. Sin embargo, la similitud que la verosimilitud propuesta guarda
con la verosimilitud agrupada, la censurada por intervalos y la correspondiente a un
modelo multinomial regular, permite deducir el comportamiento asintético del es-
tadistico de la razén de verosimilitudes, el cual permite asociar probabilidades de
cobertura a los intervalos de verosimilitud perfil de los pardametros de interés. Estas
coberturas son adecuadas en tanto el tamano de muestra sea suficientemente grande.

Como en esta tesis, el interés principal se centra en muestras moderadas y
pequenas, se realizé un extenso estudio de simulacién que permitié evaluar a partir de
qué tamano de muestra los intervalos de verosimilitud perfil de un pardmetro de in-
terés poseen coberturas razonables. Se consideraron diversos escenarios para el caso
problematico, ampliamente reconocido en la literatura estadistica, de la distribucién
Weibull de tres pardmetros, la cual tiene una singularidad y un pardmetro umbral.
En la mayoria de los escenarios considerados se observaron buenas propiedades para
la verosimilitud discretizada, inclusive en tamafnos de muestras pequenos.
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En este Capitulo 3 también se realiza, por vez primera, un estudio detallado sobre
el comportamiento de la verosimilitud restringida, presentada por George Barnard
(1966), la cual se compara con la verosimilitud discretizada propuesta en esta tesis.
Se compara el desempeno de ambas verosimilitudes en escenarios de densidades con
singularidades y parametro umbral. Todas las simulaciones se efectuaron utilizando
el lenguaje de programacién Matlab V.7, en una computadora personal con proce-
sador Intel(R) Core(TM) 2Duo, de 2.2GHz y con 4GB de memoria RAM.

Finalmente, en el Capitulo 4 se muestra la importancia de la verosimilitud perfil
en la inferencia cientifica y su utilidad para dar respuesta a preguntas relevantes que
surgen en los distintos problemas presentados. En ellos se observa que el utilizar la
verosimilitud perfil para un pardametro de interés, asi como el uso de reparametriza-
ciones que simetrizan la funcién de verosimilitud alrededor de su méximo, permite
resolver de una manera integral, sencilla y clara, varios problemas que a través de la
literatura se han considerado complicados. De hecho, algunos de estos ejemplos han
generado controversias en cuanto a la seleccién del modelo mas apropiado para ellos.
En este capitulo se muestra cémo la forma de la verosimilitud perfil de pardmetros
relevantes, es crucial para la seleccién del modelo o modelos estadisticos mas ade-
cuados.

Las aportaciones principales de esta tesis son las siguientes:

1. Se muestra la utilidad de la funcién de verosimilitud perfil en la inferencia
cientifica y la importancia de definir adecuadamente la verosimilitud en situa-
ciones no regulares.

2. Se propone la verosimilitud discretizada, la cual da solucién eficiente a los
problemas de estimacion de pardmetros de interés, en el caso de densidades
que tienen un parametro umbral y singularidades. Se muestra que esta verosi-
militud posee, desde muestras pequenas, buenas coberturas para los intervalos
de verosimilitud de aquellos pardmetros que no delimitan el soporte de la vari-
able aleatoria. Se encuentra también, que cuando se calculan intervalos de
verosimilitud para un pardmero umbral, el tamafio de muestra necesario para
obtener buenas coberturas esta relacionado con el valor del parametro de forma
de la distribucién no regular.

3. Se muestra que la forma de la verosimilitud perfil de un parametro umbral
es muy informativa e importante, ya que permite evaluar si un modelo mas
simple puede ser adecuado para describir la muestra observada. Se presenta
también, la utilidad de la verosimilitud perfil de los cuantiles, ya que ésta
permite analizar la robusticidad de las inferencias frente a cambios razonables
en el modelo estadistico considerado.

4. Se propone la conveniencia de reparametrizar un modelo en términos de cuan-
tiles, pues son parametros estables que suelen simetrizar la verosimilitud,
cuando éstos no corresponden a valores extremos de la distribucién en estudio.
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La verosimilitud perfil de éstos, permite obtener inferencias robustas, informa-
tivas y de facil interpretacién. Se muestra que bajo esta reparametrizacién, es
muy comun que los resultados asintéticos se cumplan desde muestras moder-
adas e inclusive pequenas.

5. Se comparan, de una manera detallada, la verosimilitud restringida sugerida
por Barnard (1966) y la verosimilitud discretizada propuesta en esta tesis.
Esta comparacién se efectiia a través de simulaciones para una gama muy
amplia de escenarios, en los que se contrastan las coberturas de los intervalos
de verosimilitud perfil de los pardmetros de interés considerados. En particular
se muestra que un cuantil pequeno, seleccionado adecuadamente, puede dar
informacién similar a la que proporciona el parametro umbral y a diferencia
de éste, su intervalo de verosimilitud suele tener mejores coberturas que los
intervalos asociados a un pardametro umbral.

6. Se utiliza la metodologia propuesta en varios ejemplos préacticos, algunos de
los cuales han sido considerados problematicos en la literatura estadistica. En
éstos se comparan la verosimilitud restringida, la verosimilitud discretizada
y la aproximacién continua a la verosimilitud. Se discuten las semejanzas y
diferencias, ventajas y desventajas que existen entre dichas funciones. Para
cada uno de los ejemplos y bajo las diferentes verosimilitudes, se da respuesta
a las preguntas de interés.
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Capitulo 1

Conceptos Basicos

1.1 Los razonamientos inductivo y deductivo

En el mundo que nos rodea predomina la variabilidad y la incertidumbre, pero al
mismo tiempo pueden observarse ciclos y patrones repetibles. La necesidad de enten-
der nuestro entorno se manifiesta al tratar de modelar y explicar ciertos fenémenos
aleatorios de interés y son las matematicas las que proporcionan los modelos y
métodos adecuados para lograrlo.

La probabilidad, una rama importante de las matematicas, con su caracter de-
ductivo permite cuantificar la incertidumbre en la ocurrencia de estos fenémenos
aleatorios. La estadistica, que ha sido llamada “el lenguaje de la ciencia” tiene un
cardcter tanto deductivo como inductivo. Esta sirve de enlace entre la probabilidad
y la naturaleza, para proponer y validar los modelos probabilisticos seleccionados,
contrastandolos con datos observados del fendmeno aleatorio de interés.

La probabilidad y la estadistica juegan un papel muy importante al modelar un
fendmeno aleatorio de interés, aunque cada una con una participacion diferente. La
probabilidad proporciona los modelos matematicos que describen el comportamiento
de fenémenos aleatorios. Se considerard aqui, que un modelo de probabilidad es
equivalente a una funcién de probabilidad o de densidad f(z;6) de una variable
aleatoria X, discreta o continua, donde el vector de pardmetros 6 estd completa-
mente especificado. Por eso es posible calcular la probabilidad de que la variable
aleatoria se encuentre en cualquier intervalo de interés. A diferencia de un mod-
elo de probabilidad, un modelo estadistico es una coleccion o familia de modelos de
probabilidad f (x; ), con 6 desconocido y que tienen alguna caracteristica en comin.
Algunos ejemplos de modelos estadisticos son:

1. M ={f(xz;\): f es Poisson (\)},
2. M ={f(z;u,0,8) : f es Weibull(u, o, 3)}.
3. M= {f (x5 p,0) : f es normal con media y y varianza o2 = 1}

El proceso de modelar estadisticamente un fenémeno aleatorio repetible, requiere
tanto de razonamiento deductivo como inductivo. Asi, primeramente se plantea un
modelo estadistico que se considere razonable para describir este fenémeno aleato-
rio de interés y posteriormente, a partir de los datos observados, se estimaran

7
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los parametros desconocidos. Se validardan los mejores modelos estimados, con-
trastandolos con los datos, para finalmente adoptar, modificar o rechazar estos mo-
delos. En el caso de modificar o rechazar un modelo, se deberd regresar a los pasos
de estimacién y validacion. Por tanto, se trata de un proceso iterativo tal como lo
describié Box (1980), en el que cada vez se espera estar mas cerca del modelo que
mejor describa el fenémeno de interés. Sin embargo, debe recordarse que todo mod-
elo matematico es una aproximacién a la realidad, la cual por ser compleja nunca
podré ser descrita de manera exacta o perfecta.

Como se menciond anteriormente, la probabilidad se rige por un razonamiento
deductivo, al igual que muchas dreas de las matematicas. Esto es, un razonamiento
por medio del cual se obtiene una conclusién que se sigue de una serie de premisas
o hipétesis. Esta conclusion serd valida si las premisas lo son, pues la conclusion se
obtiene de una cadena légica de razonamiento. Asi, los modelos de probabilidad se
construyen en la mente y son una abstraccion que sigue reglas légicas y un razon-
amiento deductivo.

En estadistica, el razonamiento que se sigue es tanto inductivo como deductivo.
Es inductivo porque, dada la muestra, se sugieren varios modelos estadisticos que
puedan ser apropiados, y deductivo porque las conclusiones se obtendran a partir de
las premisas del modelo elegido para los datos. La estimaciéon de pardmetros es un
proceso deductivo ya que en éste se siguen reglas logicas ya establecidas. El proceso
es nuevamente inductivo si con base en la muestra observada, se valida el modelo
o se sugieren cambios en el mismo. Debido a esta parte inductiva, las conclusiones
obtenidas no son exactas y siempre llevan implicitas cierto grado de incertidumbre.

En resumen, puede decirse que la estadistica relaciona los modelos de probabili-
dad con fenémenos aleatorios repetibles que surgen en la naturaleza. Esta juega un
rol muy importante en la ciencia, ya que el resolver un problema cientifico involucra
estos dos tipos de razonamiento, que caracterizan a la Ciencia misma. Un aspecto
importante es que las conclusiones obtenidas sean estables, en el sentido de que éstas
no varien mucho ante cambios razonables en el modelo o los supuestos considerados.

Antes de iniciar la siguiente seccién debe aclararse que aunque en el contexto
que se trabaja, sea mas correcto utilizar los términos modelizar y modelizacién, en
lugar de modelar y modelacion, éstos iltimos son los que se utilizardn a través de
esta tesis ya que son los que, por lo general, se usan en estadistica.

1.2 La modelacion estadistica de fenédmenos aleatorios

1.2.1 El rol de los modelos estadisticos

Uno de los problemas fundamentales en la inferencia estadistica consiste en encontrar
un modelo adecuado que explique el proceso de generacién de los datos que originan
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una muestra observada; otro es poder predecir el comportamiento de observaciones
futuras. El poder delimitar un conjunto de modelos para un problema particular
requiere, por parte del investigador, entrenamiento y conocimiento de la disciplina,
ya que deben argumentarse las razones por las cuales se incluye cierto modelo, entre
los posibles candidatos a elegir, asi como una justificacién sobre el porqué descar-
tar algin otro. La especificacion del modelo seleccionado no es arbitraria, sino que
estd basada en las caracteristicas del fendmeno bajo estudio y la manera en que
los datos fueron obtenidos. Por ello, la seleccién de un modelo es, en ocasiones,
mas dificil que la estimacion de los parametros del modelo mismo y para elegir el
mas apropiado se debe contar con experiencia, que se va adquiriendo con la practica.

Para modelar un fenémeno aleatorio de interés, se propondra un modelo es-
tadistico que sea lo mas sencillo posible y que describa bien al mecanismo aleatorio
que generé a los datos observados. Box (1980) y Sprott (2000, Section 1.3) plantean
los siguientes pasos a seguir.

1. Obtener observaciones del fenomeno de interés.

2. Plantear un modelo estadistico f(z;60) que sea razonable, dadas las carac-
teristicas del fenémeno.

3. Verificar si es posible combinar experimentos que se hayan realizado para re-
cabar informacion sobre el comportamiento de este fenémeno. Estos experi-
mentos deberdan ser homogéneos, en cuanto a que ambos estimen el mismo
parametro de interés 6.

4. Estimar el vector de parametros 0, por medio de intervalos de estimacién, asi
como de manera puntual.

5. Validar el modelo estadistico estimado. En caso de identificar alguna falla,
modificarlo o incluso cambiarlo por otro distinto, regresando nuevamente al
punto (2).

Estos pasos forman parte de un proceso iterativo que se espera converja a la eleccion
del modelo mas sencillo que describa bien a los datos observados. Un punto que
consideramos importante incluir y que de acuerdo a nuestro conocimiento no ha
sido mencionado de manera explicita en la literatura estadistica, es el siguiente:

6. Comparar las inferencias sobre los pardmetros de interés y las conclusiones
obtenidas, con las que resultan de otros modelos estadisticos razonables que
también se considere describen bien el fenémeno de interés.

En general se preferirdn los modelos mas simples que describan bien el fenémeno
bajo estudio. Sin embargo, el modelo que describa bien a ciertos datos no tiene
porqué ser Unico, ya que todo modelo es tan solo una aproximacién a la realidad
compleja y siempre habrad unos modelos méas adecuados que otros, para explicar al
fenémeno aleatorio de interés.
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Un aspecto importante a considerar es el principio de parsimonia, que algunos
conocen como Navaja de Occam, ( “Pluralitas non est ponenda sine neccesitate”),
esto es, no debe incrementarse, mas alld de lo necesario, el nimero de entidades
requeridas para explicar algo. Entre més simple sea el modelo estadistico, siempre
que sea razonable y explique bien a los datos, sera mas facil de entender, interpretar
y usar para predecir los fenémenos de interés.

1.2.2 Modelos empiricos y modelos mecanicistas

Los modelos estadisticos pueden clasificarse como empiricos o mecanicistas. Debe
aclararse que esta clasificaciéon no es excluyente, pues un modelo propuesto puede
poseer caracteristicas de ambos.

Un modelo estadistico mecanicista o basado en la génesis de los datos, estd de-
scrito por una familia de funciones de probabilidad (o densidades), que se deducen del
mecanismo fisico que dio origen a estos datos. Estos modelos se pueden proponer
cuando se posee un conocimiento claro del mecanismo que genera los datos. Los
parametros de un modelo mecanicista estan fuertemente ligados al comportamiento
del individuo, por ello, al estudiar procesos evolutivos se utilizan mucho este tipo de
modelos.

Un ejemplo de modelo mecanicista se tiene en genética con el modelo Mendeliano
de la herencia. Las leyes de Mendel proponen la existencia de ciertos factores hered-
itarios, hoy conocidos como genes y las reglas que los rigen. Estas reglas fueron
corroboradas por Mendel a través de experimentos y explican cémo la informacion
genética pasa de generacién a generacién. Por otro lado, el modelo lognormal es
considerado, en muchas ocasiones, un modelo mecanicista. Este modelo se utiliza
frecuentemente en biologia para describir el crecimiento de un organismo, pues mod-
ela bien cambios aleatorios proporcionales a tamanos de individuos o de particulas.
También se utiliza en ecologia para modelar el crecimiento de poblaciones, pues éste
consiste de un proceso multiplicativo.

Un modelo estadistico empirico, en cambio, es uno que describe bien el compor-
tamiento aleatorio de los datos, se busca que tenga un buen ajuste a éstos, pero no
toma en cuenta la manera en que estos datos se generaron. En ciencias aplicadas
como medicina, epidemiologia, climatologia, etcétera, los modelos empiricos son los
mas utilizados, ya que el inico requisito es explicar la variabilidad de los datos y no
el mecanismo que los generé (Pawitan (2007, p. 5); Seber y Wild, (2003, p. 326)).
Por ejemplo, se modela empiricamente cuando se supone normalidad, como es en
el conjunto de datos de Darwin, donde la variable medida es la diferencia de altura
entre parejas de plantas (cruzadas y auto-fertilizadas) y ésta se supone distribuida
normalmente (Sprott, 2000, p. 141).

La distincién entre estos dos tipos de modelos es, en ocasiones, poco clara. Por
ejemplo, un modelo que se clasifique como mecanicista puede incluir una gran canti-
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dad de supuestos que pudieran considerarse empiricos, pero que simplifican el modelo
y son de gran importancia para la selecciéon del mismo. Por otra parte, un modelo
que por el momento se considere empirico, con el transcurso del tiempo puede tener
modificaciones y llegar a ser un modelo mecanicista.

Algo que siempre debe recordarse es que todo modelo es una simplificacién de la
realidad, por lo que es necesario lograr un balance entre los aspectos tedricos, fisicos,
biolégicos, quimicos, etcétera, que se incluirdn en el modelo seleccionado, cuidando
siempre que el modelo sea tratable desde un punto de vista matemaético.

1.2.3 Modelos estadisticos para datos no-negativos

En algunas aplicaciones, la naturaleza de la variable en estudio es tal que no puede
asumir o tomar valores negativos. Por ejemplo, medir el tiempo de vida de un com-
ponente, la cantidad de lluvia que cae en una regién en cierto periodo de tiempo,
la fuerza de resistencia de cierta fibra; todas ellas son variables claramente no neg-
ativas. Sin embargo, al seleccionar un modelo, si de antemano la bisqueda de éste
se limita a aquellos donde el soporte de la variable, o bien sus pardmetros, sean
mayores o iguales que cero, pueden descartarse modelos que describan muy bien a
los datos.

Un ejemplo es el modelo Gaussiano o Normal que en muchas ocasiones se utiliza
para describir una variable aleatoria X no negativa, a pesar que el soporte (valores
donde la densidad o funcién de probabilidad de la variable aleatoria es positiva) de
una Normal son todos los niimeros reales. En estos casos tan solo debe verificarse
que, en el modelo seleccionado, la probabilidad que la variable tome valores nega-
tivos, P(X < 0), sea despreciable. Este es un criterio razonable e importante, que
serd el utilizado en esta tesis.

Cuando se consideran modelos estadisticos que poseen un parametro umbral y, el
cual representa una cota superior o inferior para la variable aleatoria, frecuentemente
se sugiere retringir la biisqueda de modelos a aquellos donde p > 0. Esta practica
es demasiado restrictiva porque podrian descartarse buenos modelos, que a pesar
de tener un umbral negativo, sean tales que la probabilidad de observar valores
negativos sea muy baja. Por tanto, para los modelos estadisticos cuyo soporte sea
todos los reales y se utilicen para modelar datos no negativos, por lo general se
sugiere solamente pedir que esta tltima probabilidad sea despreciable.

1.3 Funciones de verosimilitud importantes

Una vez que se ha seleccionado un modelo estadistico para describir un fenémeno
aleatorio de interés, es necesario encontrar un subconjunto pequeno de modelos prob-
abilisticos, contenidos en esta familia, que hagan probable la muestra observada. Es
decir, si la familia de modelos f(x; ) es razonable para describir al fenémeno aleato-
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rio de interés, representado por la variable aleatoria X, interesa proporcionar una
region de valores de #, dentro del espacio parametral ©, que hagan mas probables
a los datos observados. De hecho se buscara también, el valor de 6 que maximice la
probabilidad de esta muestra.

Algunos cientificos como Pierre Simon Laplace, Daniel Bernoulli y Ronald Fisher,
tuvieron la idea de visualizar la funcién de probabilidad f(x;6) como una funcién del
parametro 6 y no de la variable aleatoria X. Esto sugiere considerar cual hubiese
sido el valor del parametro que hace mas probable el evento ocurrido o la mues-
tra observada (z1,...,2,), para esta variable aleatoria. Los valores del pardmetro
que hacen maés creibles los valores observados, seran preferidos o favorecidos por los
cientificos. En cambio, valores de los parametros que no hagan probable los datos
observados no son considerados como valores creibles de 6. Sir Ronald A. Fisher
fue el primero en formalizar matemadaticamente esta idea y a este nuevo concepto
lo llamé funcién de verosimilitud. La definié como proporcional a la probabilidad
de la muestra observada y enfatizé que su naturaleza era por completo distinta a
la de una probabilidad. Las definiciones para el caso de variables aleatorias tanto
discretas como continuas, se presentan en las siguientes secciones.

La funcién de verosimilitud permite calcular la plausibilidad de cualquier valor
del parametro 6 del modelo estadistico, a la luz de la muestra observada, esto es,
permite ordenarlos de acuerdo a cudles de estos valores de # hacen més probables a
los datos observados. Por ello, la verosimilitud es la cantidad relevante a considerar
después de observar la muestra.

1.3.1 La funcién de verosimilitud para variables aleatorias discretas

El concepto de verosimilitud fue definido por primera vez en el articulo de Fisher
(1921), referente al coeficiente de correlacién poblacional p, como una cantidad pro-
porcional a la probabilidad de que se obtenga la muestra observada. En el caso de ob-
servar la muestra x = (1, ..., T ), de las variables aleatorias discretas, idénticamente
distribuidas, X1, ..., X;,, se define de la siguiente manera.

Definicion 1.1 Funcion de verosimilitud. Sean X1, ..., X,, variables aleatorias
discretas, idénticamente distribuidas con funcion de probabilidad Px(x;0), donde
6 € © C R* es un vector de pardmetros. Dada una realizacion x1, ..., x,, de estas
variables aleatorias, la funcion de verosimilitud L : © — RT U {0} se define como

L(O;x1,...,xy) = C(x1, ooy ) P(X1 = 21, ..., Xpy = 203 0), (1.3.1)

donde C(x1,...,xy) €s una funcion no negativa y acotada, que depende exclusiva-
mente de los datos.

La funcién de verosimilitud es, por tanto, proporcional a la probabilidad conjunta
de la muestra observada, pero vista como funcién del vector de parametros 6. Fisher
(1934), observé que la probabilidad (o densidad) conjunta de una muestra se puede
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factorizar en dos partes. La primera, una funcién no negativa que depende exclusi-
vamente de la muestra y la segunda, una funcién, también no negativa, que depende
de los pardametros y de la muestra, pero a través de ciertas funciones de ella, a las
que denoté como un vector de estadisticas T (x1,...,x,) que son funciones de los
datos observados,

PXi=21,..Xn =2n;0] = h(z1,....2) g [T (21, ..., 20) ;6] . (1.3.2)

A las estadisticas que conforman el vector T las llamo estadisticas suficientes, puesto
que basta con ellas para determinar a la funcién de verosimilitud. Notese que
T (z1,...,z5) bien podria ser la muestra misma, pero la estimacién de los pardmetros
se simplificara notoriamente cuando la dimensién de T sea menor que n.

Obsérvese entonces que si se toma la funcién C (x1,...,zn) = 1/h (21, ...,x,) en
la Definicién 1.1, entonces

L(0;x1,...;zn) =g[T (x1,...,20) ;0] .

La Definicién 1.1 la consideré Fisher en general, sin especificar la relacién de de-
pendencia de las variables aleatorias. Sin embargo, en el caso de que estas variables
sean independientes, la probabilidad conjunta sera igual al producto de las proba-
bilidades marginales correspondientes.

Ejemplo 1.1 FEn cierta ciudad se registrd, durante cinco anos consecutivos, el numero
de terremotos que fue medido al menos con cierta magnitud, obteniendo los datos 3,
2,1, 2y 4. Si se considera un modelo estadistico Poisson para describir al nidmero
de terremotos con esta caracteristica, entonces la funcion de probabilidad asociada
tiene pardmetro 8 > 0 es

exp(—0)6*

z!

PX =x;0] = , z=0,1,...
La funcion de wverosimilitud para el pardmetro de intensidad 0, dada la muestra
observada, es

5
L(9;$1,...,$5) = C($17>$5)HP[X7,:$7,70]
i=1
= ([T, =)/ T2, =4!) exp(—50)0>i
= exp(—50)0*% = g (Xxy;6).

Notese que C(x1,...,x5) = [[x! y T (x1,...,x5) = > ; seria el vector de estadisticas
suficientes, el cual tiene solamente una componente y en este caso es unidimensional.

Como se mencioné anteriormente, la funcién de verosimilitud permite ordenar los
valores del parametro # en términos de qué tan creibles o probables hacen a la mues-
tra observada. Dada la muestra observada (z1,...,2,), se dice 01 es dos veces més



14 Conceptos Bdsicos

plausible que 6y, si el cociente L(01;x1, ..., x,)/L(02; 21, ..., zn) = 2. Para el ejemplo
anterior esto significa que #; hace a la muestra observada el doble de probable que
si hubiese sido generada con un modelo Poisson con 0. De esta manera, tiene mu-
cho sentido el calcular un cociente de verosimilitudes. Al calcular estos cocientes se
eliminaran las funciones C (z1,...,x,) y h(21,...,2,), pues dependen solamente de
los datos. Permanecerd, unicamente, la razén de las funciones g [T (z1, ..., ) ; 0] co-
rrespondientes a 01 y 0. Por ello R. Fisher enfatizo6 el hecho de que la verosimilitud
era proporcional a la probabilidad de la muestra observada.

Un aspecto importante es ubicar el lugar donde la funcién de verosimilitud al-
canza su mdximo. Por lo general habrd un valor de 6, a veces tnico, que maximiza la
probabilidad de la muestra observada. Al estimador 6 = f(Xjy,..., X;,) de 6, donde
la verosimilitud alcanza su supremo se llama el estimador de mdxrima verosimilitud
(emv) y es una funcién f de estadisticas suficientes. Se define como

)

= arg {Sup L(0; x4, ..., xn)} .
0cO

Este supremo puede no ser unico o también puede alcanzarse fuera del espacio
parametral ©, en cuyo caso se dird que el emv no existe. El valor numérico que
tome el emv, esto es, 8 = f(z1,...,z,) es el valor estimado por mdxima verosimili-
tud. Notese que el estimador es una variable aleatoria y la estimacién es tan solo
un punto.

En la mayoria de los casos, se tiene que la funciéon de verosimilitud es unimodal,
varias veces derivable y entonces el emv es tinico. En estos casos regulares, el emv se
puede encontrar aplicando calculo diferencial y para ello es mas sencillo maximizar
el logaritmo natural de la funcién de verosimilitud, a la cual se llamara la log-
verosimilitud,

1(0; 21, ...;xy) =log L(0; 21, ..., p). (1.3.3)

Como la funcién logaritmo es monétona (creciente), el supremo de L(6; x1, ..., z,) es
el mismo que el de [(0; 21, ..., x,,).

Ejemplo 1.1 (Cont.)
La log-verosimilitud es en este caso

1(0;x1,...;xy) = —nb + le log 6,
i=1

de donde se obtiene que supycg l(0;21,...,x,) se alcanza en 0 = Z, esto es, T es
el estimador de mdrima verosimilitud de 0 y & = 2.4 es el estimado de mdxima
verosimilitud de 0. Ndtese que basta conocer el valor de T(x) = > x;, pues es una
estadistica suficiente; no es mecesario conocer los valores individuales de cada una
de las observaciones.
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1.3.2 La funciéon de verosimilitud relativa e intervalos de verosimilitud

Al utilizar la funcién de verosimilitud completa para realizar inferencias sobre los
parametros de un modelo estadistico de interés, debe distinguirse de manera marcada
de lo que es el método de maxima verosimilitud. Este iltimo es un método que se
centra en encontrar estimadores puntuales que tienen propiedades asintéticas como
consistencia, insesgamiento asintético y minima varianza. El obtener intervalos de
estimacion, que reflejen la informacién contenida en la muestra finita observada, no
tiene importancia bajo este método.

En contraste, el proceso de modelacion estadistica que se adopta y recomienda
en esta tesis, se centra en rescatar toda la informacion disponible en la muestra
observada, la cual estard plasmada en la funcién de verosimilitud completa, no sola-
mente en su maximo. Adn cuando el tamafio de muestra sea moderado o pequeno, es
posible dar intervalos de estimacion para los pardmetros de interés, cuantificando la
incertidumbre o error que puedan tener éstos y buscando que ellos reflejen lo mejor
posible la informacién, que sobre los pardametros, contienen los datos observados.
Este es el tipo de inferencia estadistica que se requiere en la Ciencia y por tanto se
le llamara Inferencia Cientifica.

Es importante resaltar que el valor que toma la verosimilitud L(6;x1, ..., %),
para un 6 en particular, no tiene un significado por si solo, ya que solamente hace
sentido al compararlo con la verosimilitud de otro valor de 6; por ello son impor-
tantes las razones de verosimilitud. En particular, sera de gran interés comparar
la verosimilitud de cualquier valor de 6 con respecto al emv 6, el valor que max-
imiza la probabilidad de la muestra observada. Esta informacién se encuentra en
la llamada verosimilitud relativa, que es simplemente una versién estandarizada de
la verosimilitud, que toma un valor de uno en el maximo y se define de la manera
siguiente.

Definicién 1.2 Funcion de verosimilitud relativa. Si L(0;x) no es idéntica a
cero, la funcion de verosimilitud relativa de 0, que se denota por R(0;x) se define
como
L(#6; L(#6;
R(O;x) = %) L) (1.3.4)
supp L(0;x)  L(6;x)

donde 0 es el estimador mdximo verosimil de 0.

Obsérvese que R(f;x) satisface que 0 < R(#;x) < 1. Los valores de 6 con R(6;x)
cercanos a uno, haran més creible a la muestra observada, en comparacién de otros
con R(6;x) cercano a cero.

Al graficar R(6;x) como funcién de 6, se pueden visualizar las regiones del es-
pacio parametral con los valores de # que hacen mas creible la muestra observada;
asimismo, se pueden identificar aquellas regiones que hacen poco probable o im-
posible a la muestra observada. A continuacién se define un intervalo o regién de
verosimilitud, el cual serd muy 1til para estos propédsitos.
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Definicion 1.3 Intervalo de verosimilitud. Un intervalo o region de verosimi-
litud IV (¢) para 6, al nivel ¢, es el conjunto de valores del parametro 0, tales que

IV(c)={0: R(0;x) > c}, (1.3.5)
para c € [0, 1].

Graficamente, en el caso de que  sea unidimensional, un intervalo o regién de ve-
rosimilitud al nivel ¢, se obtiene al cortar horizontalmente la gréfica de R(6;x) a
una altura c. El intervalo de nivel ¢ = 1 es la estimacién de maxima verosimilitud.
El intervalo o region de nivel ¢ = 0 es todo el espacio parametral. Usualmente se
realizan cortes a alturas como ¢ = 0.1465, 0.25 y 0.03, puesto que, en repeticiones
del experimento, usualmente los intervalos resultantes suelen tener una probabili-
dad asociada de 0.95, 0.90 y 0.99, respectivamente, de incluir al verdadero valor del
parametro.

Ejemplo 1.1 (Cont.)
La funcidn de verosimilitud relativa para el pardmetro 0, serd en este caso,

R(0;%) = exp(—nf) exp (Z x) (Z"i > =

Los extremos del intervalo de verosimilitud de nivel ¢, son las soluciones a la ecuacion
R(0;x) = c. En la Figura 1.1 se muestran los intervalos de verosimilitud de 0, esto
es, {0 : R(0;x) > ¢}, para valores de ¢ de 0.03, 0.15 y 0.25.

(1.3.6)

En el caso de dos pardmetros, donde R(6;x) es una superficie en R3, los intervalos
de verosimilitud se transforman en regiones de verosimilitud. En este caso es usual
graficar los contornos de verosimilitud de R(f;x).

1.3.3 Expansiéon de la log-verosimilitud relativa en una serie de Taylor

El comportamiento de la verosimilitud alrededor del maximo verosimil es muy infor-
mativo acerca de la forma de toda la funcion. Sila funcién es plana, los datos indican
que no pueden discriminar entre un rango amplio de valores de 6, y no pueden dis-
tinguir aquellos que hacen a la muestra més probable; es decir, se tiene un caso
donde hay poca informacién en la muestra para estimar € con buena precision. En
cambio, si la funcién de verosimilitud es acampanada y de poca apertura, se podran
dar intervalos cortos de estimacién para el parametro de interés y se tendra mas
precision en la estimacién del pardmetro desconocido.

La Estadistica Matematica usa, de manera muy importante, la expansién en
serie de Taylor de la log-verosimilitud (o de la log-verosimilitud relativa r(6; x)) para
mostrar las propiedades y comportamiento asintético de esta funcién. Las derivadas
de la log-verosimilitud coinciden con las correspondientes de la log-verosimilitud
relativa,

'(0;x)  9'r(6;x)
o0 9

, parai > 1. (1.3.7)
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Figura 1.1: Ejemplo 1.1. Datos Poisson, verosimilitud Relativa de 6 con intervalos de
verosimilitud marcados para varios valores de c.

Cuando la log-verosimilitud se puede aproximar por una funcién cuadrética, bas-
tara con dos cantidades para representarla, que son basicamente, la localizacién de
su maximo y la curvatura de la funcién alrededor de éste. En cambio, si la log-
verosimilitud no es simétrica sera necesario contar con sus derivadas de mayor orden
y evaluarlas en el emv 6 para describir la forma de la funcién completa.

Si la log-verosimilitud es diferenciable con respecto a 6, el emv se alcanza en una
raiz de la ecuacién que resulta de igualar a cero el vector de primeras derivadas. A
este vector se le conoce como la funcién score. Esta es una funcion del pardametro y
de los datos que se define como

CUCES

S(0;x) 50

. (1.3.8)

La ecuacién S(0;x) = 0 se conoce como ecuacion de verosimilitud. Esta funcién
es de gran importancia pues permite conocer cémo cambia la verosimilitud, o la
log-verosimilitud, cuando el pardmetro varia. El emv encontrado como solucién de
la ecuacion de verosimilitud debe satisfacer que

921(0;%)

<0, (1.3.9)
20 |,5

para que efectivamente sea un maximo de la log-verosimilitud.

Una cantidad muy util, denotada como informacion observada de Fisher, se basa
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en evaluar el negativo de esta segunda derivada en el emv y se calcula como

1 X (1.3.10)
é\ — 2 - .

00 0—5

Esta medida provee informacién de la curvatura de la funcién en 6. Asi, un valor

grande de [ estd asociado a una log-verosimilitud cerrada alrededor del méximo,

con intervalos de verosimilitud angostos y por tanto con mayor precisién en la esti-

macién de #; por eso se dice que se tiene en tal caso mds informacion sobre 6.

Se mostrard enseguida que la expansién en serie de Taylor de r(0;x) puede
depender, en varias situaciones, de tan solo dos cantidades que servirian para resumir
la informacioén contenida en la funcién completa; éstas son el emv y la informacion
observada de Fisher. Asi, la expansion en serie de Taylor del logaritmo de la funcién
de verosimilitud relativa alrededor de € se puede expresar de la manera siguiente

1 ~ 1 ~ .0 (6,
%) = 30— 07T+ 3" (0~ 8 0 (1.3.1)
i=3 90
1 2 S (_1)Z 7. i
= —571,9 + ; il E(ea X)“G

Obsérvese que la expansién se puede escribir como una serie de potencias en términos
de la cantidad pivotal up = (60 — ), /I3y que a partir del segundo término, los
coeficientes dependen de derivadas de orden superior y estan dados por

R iy (0: :
: —MI{E, para i = 3,4, ....
o0

En particular F3 proporciona informacion acerca de la simetria de la funcién de
verosimilitud alrededor del emv 6. La razén de expresar esta serie de Taylor en
términos de ug, es porque ésta es una cantidad que juega un rol muy importante en
inferencia, como se explica a detalle en la Seccién 1.4.

Ejemplo 1.1 (Continuacion)
Al resolver la ecuacion de verosimilitud, S(6;x1,...,x,) = 0, se obtiene que el emv
— Exz

> 0 como se

es =z y su estimacion es 2.4; 9 es un mdzimo ya que Iy =

observa en la Figura 1.1, donde se incluyen los intervalos del 3%, 15% y 25% de
verosimilitud.

1.3.4 Propiedades de la funcion de verosimilitud.

Las verosimilitudes no son aditivas. La verosimilitud es una funcién puntual
y real valuada, cuyo dominio es el espacio parametral y el contradominio son los
reales no negativos. Por tanto, no hace sentido evaluar la funciéon en la unién de
dos valores de 6. Esto es, la funcién de verosimilitud no es una funcién conjuntista
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como lo es la probabilidad, cuyo dominio es una sigma algebra donde necesaria-
mente estan contenidas las uniones de eventos, y que posee ademés la propiedad de
aditividad. A cada evento en la sigma algebra, la probabilidad le asocia un valor en
el intervalo [0, 1] y la probabilidad de todo el espacio muestral S es igual a uno. Por
ello, tiene sentido calcular la probabilidad de la unién de dos eventos, ya que esta
unién también pertenece a la sigma dlgebra y se le puede asignar una probabilidad.

Por otra parte, la probabilidad es relevante antes de observar la realizacion de
una variable aleatoria. Después de haberla observado, lo relevante serd la verosimi-
litud, que permite hacer inferenencias acerca del pardmetro desconocido.

Combinacién de experimentos. Cuando se tienen dos conjuntos de obser-
vaciones independientes y = (y1,¥y2, ..., Ym) ¥ X = (21,22, ...,2,) que contienen in-
formacion acerca de un mismo parametro 6, su probabilidad conjunta es tan solo
el producto de sus respectivas funciones de probabilidad o de densidad; por ello,
la verosimilitud basada en ambas muestras serd el producto de sus verosimilitudes
individuales, esto es,

L(0;x,y) = L(0;x)L(0;y).

Lo anterior nos indica que es posible combinar experimentos donde se estime el
mismo parametro. Por otra parte, como

WO;x,y) = 1(0;x) +1(0;y),

al combinar dos muestras se obtendra un estimador 6 que involucra toda la infor-
macién sobre el pardmetro contenida en ambas.

Invarianza funcional. Una propiedad sumamente importante de la funcién de
verosimilitud es su invarianza respecto reparametrizaciones uno a uno. Esta invar-
ianza garantiza que las conclusiones del andlisis estadistico seran las mismas si se
reparametriza 6 en términos de ¢ = g(0), siempre que g sea una transformacién uno
a uno de 6. Esta propiedad es muy t1til pues permite escoger una reparametrizacion
que tenga una mejor interpretacion en cuanto al problema en estudio o bien selec-
cionar simplemente alguna que simplifique o simetrice la forma de la verosimilitud.

Por ejemplo, en el caso de la distribucion exponencial con funcién de densidad
f(z;0) = Oexp(—0z), no importa que el pardmetro de interés sea log#f, o bien la
media 1/6, ya que cualquiera de ellos puede considerarse. Esto es de bastante utili-
dad en la préctica pues en ocasiones una funcién de 6 puede ser de mayor interés o
mas informativa que # mismo.

Algo importante de mencionar es que si g es una funcién continua real valuada
de ® C RF — RP con p < k y 0 es el estimador de maxima verosimilitud de 6 € ©,

~

entonces g(f) serd el estimador de méxima verosimilitud de g(#).
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1.3.5 La funcién de verosimilitud para variables aleatorias continuas

El resultado de medir una cantidad fisica nunca es un valor unico, pues siempre
esta implicito un error de medicién. Cualquier instrumento se caracteriza por medir
hasta una cierta precision, por lo que cualquier medicién es, en realidad, un intervalo
continuo de valores cuya amplitud depende del error del instrumento. En instrumen-
tos digitales el valor registrado se observa en la pantalla y el error del instrumento
puede deducirse del menor digito significativo. En los instrumentos analdgicos la
lectura registrada puede depender de la posicién de cierto objeto, por ejemplo una
aguja o divisiones con cierta escala.

Es una practica comin asumir que el error de un instrumento de medicién es
constante, aunque la realidad pueda ser otra. De hecho, como los instrumentos
generalmente poseen un umbral a partir del cual pueden detectar una medicién e
igualmente un limite maximo de deteccién, esto implica que la precisién cambia
segin la magnitud de lo que se mide. Por otra parte, surgen aspectos interesantes
cuando la variable aleatoria en estudio no puede ser medida directamente, pero estd
en funcién de otras variables aleatorias, que son las directamente observadas. En
este caso no existe una precisién directa del instrumento de medicion, sino que ésta
se calcula como una funcién de los valores y precisiones de las variables observadas.
Esto es una practica comin en experimentos de fisica y se conoce como propagacion
de errores (Shibata et al., 1995). Un ejemplo de este tipo de situacién se presenta
al modelar el indice de masa corporal de mujeres sonorenses, el cual se presenta en
el Capitulo 4.

En esta seccién se presenta la expresién correcta de la funcién de verosimilitud
para el caso de variables aleatorias continuas. Primero se define la verosimilitud ex-
acta presentada por Kalbfleisch (1985, p. 26), pero con la modificacién que incluye
Lindsey (1999) respecto a considerar que el error de medicién puede ser diferente
para cada una de las observaciones. Después se presenta la aproximacion continua a
la verosimilitud, la cual es ampliamente utilizada, aunque sélo es adecuada cuando
se cumplen los supuestos que se exponen mas adelante. Finalmente se presenta la
verosimiliitud restringida, sugerida por Barnard (1966), que se recomienda para el
caso de trabajar densidades con un pardmetro umbral y singularidades.

La funcién de verosimilitud exacta, que se define enseguida, considera que cualquier
medicion de una variable aleatoria continua se realiza con una precisién finita,
atribuible al instrumento de medicion. Por tanto, al observar Y; = y; significa,
en realidad, que Y; puede tomar cualquier valor en el intervalo y; + h;, donde 2h; es
la precisiéon del instrumento de medicién para la observacion y;.

Definicion 1.4 Funcion de verosimilitud exacta. Sean Y1,Ys, ..., Y, variables
aleatorias continuas e independientes, con funcion de distribucion Fy, perteneciente
a una familia § = {Fp,0 € O}, con © C R* y donde las funciones Fy poseen



1.3 Funciones de verosimilitud importantes 21

densidades f(y;0). La funcion de verosimilitud exacta se calcula como

L(0; 91,92, -, Yn) = C (Y1, e yn) [ [ P lyi — hi < Y5 < i+ his 0] (1.3.12)
=1

= F(y; + h;) — F(y; — hq),

donde (y1,Yy2,-..,Yn) denota la muestra observada, C es una funcion no negativa,
acotada, que depende solamente de los datos y 2h; es la precision del instrumento
de medicion asociado con la observacion y;.

El desarrollo analitico para obtener el estimador maximo verosimil de (1.3.12) es
por lo general complicado, aunque como explica Lindsey (1999) la facilidad com-
putacional de hoy en dia transforma esto en un problema menor. Esta funcién tiene
la ventaja de que por ser un producto de probabilidades, siempre es acotada y no
presenta las dificultades que pueden aparecer al utilizar la aproximacién continua a
la verosimilitud, que es la que mayormente se utiliza en la practica.

Usualmente, en lugar de calcular la funciéon de verosimilitud de la Definicién 1.4
se utiliza una aproximacion a ésta. Esto ocurre pues en la mayoria de las ocasiones la
funcion de densidad es suave y regular, por lo que la contribucién que la observacion
y; hace a la verosimilitud, se puede calcular como

Pl ~h<Y <ywhl= [ peso)i D onsso) 2 mia0), (13,13
yi—h

donde 3 es un valor de y entre y; — h y vy; + h.

La igualdad (1) en la ecuacién (1.3.13) se cumple cuando se satisfacen las condi-
ciones que establece el Teorema del Valor Medio de Integrales. Ahora, si la funcién
de densidad de Y es aproximadamente constante en el intervalo y; —h <Y < y;+h,
para todo valor posible de 6 (donde h no involucra a #), se satisface la aproximacién
(2), de esta misma ecuacién. Utilizando lo anterior se define la aproximacién continua
a la funcién de verosimilitud.

Definicion 1.5 Aproxzimacion continua a la verosimilitud. Sean Y1,Ys, ..., Y,
variables aleatorias continuas, independientes, con funcion de distribucion Fy, que
pertenece a una familia § = {Fy,0 € O}, con © C R¥ y donde las funciones Iy
poseen densidades f(y;60). La aproximacion continua a la funcidn de verosimilitud,
la cual se denotard por Lc, se define como

n

Lo(0;91,4,-9n) = Clyt, o yn) [ [ £ (033 6), (1.3.14)
i=1

donde (y1,Y2, ..., yn) denota la muestra observada y C es una funciéon no negativa,

acotada, que depende solamente de los datos.

A continuacién se muestra, con un ejemplo sencillo, tanto el uso de la aproximacion
continua a la verosimilitud, como la verosimilitud exacta.
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Ejemplo 1.2 Considérese la muestray = (y1,Yy2, ..., Yn), de n observaciones de una
variable aleatoria Y que se distribuye exponencialmente con tiempo medio de vida
0 > 0. La funcion de densidad estd dada por

1
F(y:0) = 5 exp (=y/0) Ijp.00) (), (1.3.15)
y la funcion de distribucion correspondiente es
Fly;0) = 1 — exp(—y/0) L) (9)- (1.3.16)

Supdngase que las observaciones yi, ..., yn, fueron registradas con un instrumento de
medicion con precision 2h. La verosimilitud exacta serd

Lb:y) = f[l{exp [— (yie_h)]—exp [— <y;rh>” (1.3.17)

1=

= exp (—; ye’) [exp <Z> — exp <—Z>]n (1.3.18)

Igualando a cero la funcidn Score y encontrando la raiz de esta ecuacion, se obtiene

que el emv de 6 es
_ -1
§=2h [log (gf;)] . (1.3.19)

Por otra parte, cuando se utiliza la aprorimacion continua a la verosimilitud,

1 1
Lc(0yy) = gn €XP (—9 Zyz> , (1.3.20)

se obtiene que el estimador de mdxima verosimilitud de 8 obtenido con la aproxi-
macion continua es 0,, dado por

~ 1 <&
HaZEZQi:g-

i=1

Supdngase ahora que se cuenta con una sola observacion de la muestra yi, ..., Yn, de
esta distribucion exponencial. La aportacion que esta observacion hace a la verosi-
malitud serd igual a la probabilidad

Ply—h <Y <y+h]=F(y+h;0)— F(y— h;0).

A continuacion se muestra la razén de esta probabilidad y de la densidad evaluada en
esa unica observacion, misma que Servird para comparar la aproximacion continua
a la verosimilitud con la verosimilitud exacta,

exp |— (L2) | —exp |— (L2 esp(k) — exp(—k) P
[ é)eeX)j(_y/e)(Lh)( : )] == 2%k . :1“‘54—54—...
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donde k = h/6 es el cociente de h, la mitad de la precision del instrumento de
medicion, y 0, el pardmetro desconocido. La aproximacion serd buena cuando k sea
pequeno, esto es, cuando el instrumento tenga buena precision para la magnitud de
lo que se desee estimar. En este ejemplo basta que k < 0.1 para que en una grdfica,
las curvas de la aproximacion continua a la verosimilitud y la verosimilitud exacta
sean indistinguibles. Notese que en (1.3.19), cuando h — 0 entonces el emv de 6
converge a .

Es ocasiones, cuando se utiliza la aproximacién continua a la verosimilitud, puede
darse que para ciertas combinaciones de modelos y conjuntos de datos, exista una
trayectoria en el espacio de parametros, en la cual la verosimilitud tiende a infinito.
Esto no necesariamente se debe a que la probabilidad de los datos sea grande en
esa regién del espacio parametral, sino que resulta de utilizar de manera inade-
cuada la aproximacién continua a la verosimilitud, como explican Meeker y Escobar
(1998). En estos casos, usar la aproximacién continua puede conducir a dificultades
numéricas y puede enmascarar un maximo local asociado al valor de la estimacion
maximo verosimil.

Muchas de las criticas y supuestas fallas del enfoque de verosimilitud, radican
en el hecho de que se olvida que la Definicién 1.5 es tan solo una aproximacion a la
verosimilitud. En particular, debe tenerse cuidado de utilizarla cuando la funcion de
densidad posea una singularidad, como menciona Lindsey (1999). Tal es el caso de
las densidades Weibull y lognormal de tres pardametros; la verosimilitud hereda esta
singularidad y en ciertas regiones puede tomar un valor infinito. Edwards (1992,
p. 167) por su parte comenta que el concepto de distribucién continua es en realidad
una ficcién y que en ocasiones puede causar ciertos problemas. Una alternativa es
utilizar lo que aqui se llamara la verosimilitud restringida. Esta fue sugerida por
Barnard (1966) y descrita en Lawless (2003, p. 186) y en Montoya et al. (2009) y se
define a continuacién.

Definicion 1.6 Funcion de verosimilitud restringida Sean Y1,Yo, ..., Y, vari-
ables aleatorias continuas, independientes, con funcion de distribucion Fy, que per-
tenece a una familia § = {Fy,0 € O}, con © C R¥. La densidad asociada f(y;0)
depende de los pardmetros 6 = (u,\), donde p es un pardmetro umbral que repre-
senta una cota inferior de Y, X es el vector de pardmetros restantes y f(y;0) tiene
asociada una singularidad en y = . La funcion de verosimilitud restringida, que se
denotard por Lg, se calcula como

n
La(u A y) = Cyn, oo yn) [T i 18 M) T ooy =1 (1) (1.3.21)
i=1
donde (y1,Y2,...,Yn) denota a la muestra observada, C' es una funcion no negativa,
acotada, que depende solamente de los datos y 2h es la precision del instrumento de
medicion asociado con la observacion mds pequena y ).

En el Capitulo 2 se analizard en detalle el uso de la verosimilitud restringida, la cual
se utiliza en todas las simulaciones y ejemplos presentados en esta tesis.
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En las siguientes secciones se presentan dos funciones de verosimilitud impor-
tantes que surgen en diversos tipos de estudios, cuando en éstos existen ciertas
restricciones que no permiten obtener una medicién ‘exacta’. Una es la verosimi-
litud para muestras censuradas y la otra es la verosimilitud para datos agrupados.
Ambas, de cierta manera, estdn relacionadas con la verosimilitud discretizada que
se presenta en el Capitulo 3, razén por la que se explica detalladamente su célculo.

1.3.6 La funcién de verosimilitud para datos censurados

En dreas como la Medicina y la Industria, es comun observar a n pacientes hasta
poder detectar una cierta enfermedad o bien monitorear n componentes durante
cierto tiempo, hasta registrar una falla. Este tipo de experimentos da lugar a medi-
ciones particularmente interesantes en cuanto a lo que es posible o no observar y se
detallan a continuacion.

En el caso de experimentos donde se mide un tiempo de falla T en n compo-
nentes, es comun que éstos sélo se observen durante un intervalo de tiempo [0, to],
el cual generalmente se determina antes de comenzar el estudio. Si k componentes
fallan antes de tgy, se registra el tiempo de falla ¢;, asociado a éstos. Cuando la
funcién de densidad es continua, diferenciable y no oscila mucho, la aportacién que
estas observaciones hacen a la verosimilitud serd igual a evaluarlas en la densidad
del modelo estadistico considerado, f (¢;;6). Asi, si en un tiempo ¢y hay n — k com-
ponentes que todavia no han fallado y sélo se sabe que su tiempo de falla ocurrira
forzosamente en el intervalo (tp, 00), a estas observaciones se les llamara censuradas
por la derecha, con un limite comin t3. Esto ocurre seguido en ensayos clinicos,
donde puede haber individuos que permanecen aun vivos en el tiempo ty en que el
estudio finaliza, o bien, si en ese momento se encuentran libres de la enfermedad que
se estaba registrando. La aportacién, que estas observaciones censuradas, hacen a
la verosimilitud sera precisamente la probabilidad de que la variable aleatoria T se
encuentre en el intervalo (tg, 00), que es igual a [1 — Fr (to;0)].

También puede ocurrir que el instrumento de medicion tenga un limite inferior
de tiempo de deteccion tg, de manera que cuando registra el valor ¢y, solamente se
sabe que la falla ocurrié en el intervalo [0, o] y no se puede distinguir de su valor ex-
acto. En este caso la contribucion a la verosimilitud, es nuevamente la probabilidad
asociada de caer en este intervalo y es Fr (to;6) — Fr (0;60). A este tipo de medicién
se le conoce como censurada por la izquierda.

Finalmente, un tipo de censura muy importante, conocida como censura por
intervalo, resulta cuando solamente se conoce el intervalo (a,b) en el que ocurre
la falla. En ese caso, la aportacién que la observacién hace a la verosimilitud es
Fr (b;0) — Fr(a;6). Un caso particular de esta situacién es, precisamente, cuando
se registra una observacién utilizando un instrumento de medicién con precision
finita 2h, pues al registrar la observacién t;, solamente se sabe que la variable T
tomé un valor en el intervalo (t; — h, t; + h]. Asi, la aportacién de esta observacién a
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la verosimilitud serd Frr (t; + h; 0) — Fr (t; — h; 0). Entonces, la verosimilitud exacta
contempla el caso de observaciones censuradas por intervalo, todos ellos de longitud
2h.

La funcién de verosimilitud considerara las aportaciones particulares de todas
las observaciones, sean o no censuradas. Por ejemplo, si como se menciond, se tienen
k datos para los cuales se observaron tiempos de falla t;, i = 1,....,k, y hay n — k
observaciones restantes de las que solo se sabe fallaran después de un tiempo tg, en
el que el estudio finalizé, la verosimilitud se calculard de la manera siguiente,

k
L(Q, t1, ...,tk,n) = C(tl, ...,tk,to) Hf(twe)[l — F(to;g)]nik.

=1

Por otra parte, para aquellos casos donde todas las observaciones fueron censuradas
por intervalo y se sabe que sélo se registré el valor medio ¢; de los intervalos (t;—h, t;+
h], la verosimilitud resultante coincidird con la ecuacién (1.3.12) de la verosimilitud
exacta presentada en la Definicién 1.4.

1.3.7 La funcién de verosimilitud para datos agrupados

La verosimilitud para datos agrupados ocurre frecuentemente cuando las observa-
ciones se clasifican como pertenecientes a algun intervalo, de entre un ndmero k
de ellos, los cuales pueden ser de la forma I; = [aj_1,a;), j = 1,...,k y donde
0=ag < aj... < ap = co. Silas observaciones provienen de una variable aleatoria
continua Y no negativa con funcién de distribucién F(y;6) y estas observaciones
se agrupan en intervalos, de manera que la muestra observada de ocurrencias es
(di,...,dy), donde n = Zle d;, entonces este evento puede modelarse con una dis-
tribucién multinomial para un vector aleatorio Z = (Z1, ..., Zx) con funcién de prob-
abilidad

n!

P(Zl = dl,Zg = dg,...,Zk = dk) = mﬂ'l

donde las probabilidades dependen de la distribucién original de la variable continua
Y, la cual depende de 6,

7j(0) = Plaj—1 <Y < aj] = F(a;j;0) — F(a;j-1;0).

Entonces la funcién de verosimilitud de 6 puede escribirse con base en este modelo
multinomial,

k
L(O;dy,....d) = C(dy, ..., dy, H (aj;0) — F(aj_1;0)]%, (1.3.22)

donde C' es una funcién no negativa, acotada y que no depende de 6.
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La log verosimilitud es
k
10;dy, ... dy) =InC (dy,....,dp) + Y djInm;(6).
j=1

Silas 7(), j = 1,...k+ 1 son diferenciables con respecto a 6, entonces el estimador
maximo verosimil de # puede encontrarse como solucion de

0
S OEOKA

k
=0, (1.3.23)

7=1

sujeto a la restriccién de que Z?Zl m;(0) = 1.

Nétese que la férmula de la verosimilitud presentada (1.3.22) es similar a la
mostrada en (1.3.12), que corresponde a la de la verosimilitud exacta, s6lo que en
esta tultima la amplitud de sus intervalos estd ligada a la precisién del instrumento
de medicion.

Cuando se utilizan verosimilitudes agrupadas, el calculo de los estimadores maximo
verosimiles no es sencillo, por lo que generalmente se hace uso de métodos numéricos
para maximizar la funcién [(0;dy, ..., dg).

1.3.8 La verosimilitud perfil en la estimacién por separado de un parametro
de interés

En los modelos estadisticos que tienen un sélo parametro, el enfoque de verosimili-
tud, antes descrito, permite realizar inferencias sobre este parametro, de una manera
sencilla. Sin embargo, bajo cualquier enfoque, la situacién se complica si el niimero
de parametros aumenta. Considérese un modelo estadistico donde 6, es un vector k
dimensional de pardmetros que puede expresarse en la forma 6 = (A, ), donde A es
el pardmetro unidimensional de interés, y 1 es un vector de parametros restantes,
a los que suele llamarse incidentales o de estorbo, con dimensién (k — 1). Todos los
parametros en 8 pueden ser de gran importancia pero, para una situacién particular,
A es el parametro sobre el cual se desea hacer inferencias.

Kalbfleisch y Sprott (1970), describen varios métodos que se han usado con el
fin de estimar un pardmetro de interés, en presencia de pardmetros de estorbo. En
algunos de estos casos, para realizar inferencias en estos modelos multiparamétricos,
la estructura analitica de la funcién de probabilidad o de densidad conjunta de la
muestra, debe poder factorizarse en dos términos: uno que aisle al pardmetro de
interés y otro que involucre los parametros restantes. Esta factorizacién se puede lo-
grar condicionando en estadisticas suficientes o auxiliares, la probabilidad conjunta
de la muestra. Asi, la verosimilitud del pardmetro de interés serd proporcional al
factor que aisle este parametro y éste puede ser una probabilidad marginal o condi-
cional, razon por la que heredard su nombre.
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En el pasado, las verosimilitudes condicionales o marginales han sido preferidas
para estimar por separado parametros de interés, en presencia de otros de estorbo,
debido a que son proporcionales a probabilidades genuinas, que se obtienen a partir
de la probabilidad conjunta de la muestra observada (véase Sprott, 2000, Secciones
4.2 y 4.3). Para algunos modelos resultan tener ademds expresiones sencillas, lo cual
facilita las inferencias sobre el pardmetro de interés. Sin embargo, resulta valido us-
arlas solamente en aquellos casos donde la informacién que guarde el factor restante
sobre el pardmetro de interés sea despreciable.

Asi pues, para utilizar la verosimilitud condicional cuando se tiene un vector de
pardametros 6 = (A, 1), donde A es el pardmetro de interés, se necesita contar con
un estadistico T (y1, ..., yn) que sea suficiente minimal para el pardmetro de estorbo
¥, para cualquier valor fijo del pardmetro de interés A. Es necesario que la funcion
de probabilidad o de densidad de la muestra pueda factorizarse como,

fys M) = fi(t; M) fa(ys Alt),

donde la probabilidad condicional f2(y; Alt) no depende de 1) porque T (y) es sufi-
ciente para este parametro. Asi, la verosimilitud de 8 serd proporcional a estos dos
factores y por tanto también se podré factorizar su verosimilitud correspondiente,
en dos verosimilitudes que seran proporcionales a cada uno de estos factores,

L()\, ¢; Y) = Lres()‘a ¢; t)Lcond()‘; Y),

donde

Lres()\aw;t) X fl(t;)\aw) y Lcond()‘; Y) X f2(y;)‘|t)' (1324)

La verosimilitud condicional de A, se denota aqui como L.y,q(A;y) y es la que
se utiliza para realizar inferencias acerca de A, cuando no se tiene conocimiento
del parametro 1. Estda basada en la distribucién condicional de la muestra y =
(y1,...yyn) dado T (y) y la utilidad de estas inferencias dependerd de hasta qué
punto el factor Lyes(A,;t), la funcién de verosimilitud condicional residual co-
rrespondiente, no contenga mucha informacién sobre A (Sprott, 2000, p. 50). No
siempre es sencillo evaluar qué tanta informacién guarda, sobre el parametro de
interés, esta verosimilitud residual. Tampoco es posible encontrar, para todos los
modelos estadisticos y parametros de interés, una estadistica que sea suficiente para
los pardmetros de estorbo restantes.

Por otra parte, para poder utilizar la verosimilitud marginal, la funcién de den-
sidad o de probabilidad conjunta de la muestra debe ser tal que se pueda factorizar
de la siguiente manera

fys M) = fi(ts N) fa(ys A, lt), (1.3.25)

donde ahora T' (y) es una estadistica auxiliar para el pardmetro de estorbo v, esto es,
una estadistica tal que su distribucién esta por completo especificada y no depende
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del pardametro v, sino solamente del pardmetro de interés A. En este caso el factor
que se usara para realizar inferencias sobre el parametro de interés sera la densidad
marginal de la estadistica auxiliar.

De esta manera, la verosimilitud global se puede factorizar en dos términos,

LA 9,¥) = Lin(Ast) Lires(X, 93 y),

donde
Lin(\it) o< fi(t;N) y Les(N, 05 y) o< fa(y; A, 0[t). (1.3.26)

L, (\;t) denota aqui la verosimilitud marginal de A\, y es proporcional a la densi-
dad marginal de la estadistica auxiliar T (y). Esta verosimilitud es la que se utiliza
para estimar por separado el pardmetro de interés A. La funcién L,es(\, ¢;y) repre-
senta la verosimilitud marginal residual. Las inferencias hechas con la verosimilitud
marginal serdn buenas en tanto L;,.s(),1;y) no contenga mucha informacién sobre
el parametro de interés.

Un procedimiento mas general, sumamente informativo y practico, para estimar
por separado un parametro de interés en presencia de otros de estorbo, es la vero-
similitud perfil, la cual no requiere que la probabilidad o densidad conjunta de la
muestra posea una estructura analitica especial, aspecto que suele ser muy restric-
tivo. La verosimilitud perfil se obtiene de una manera muy sencilla, ya que para
cada valor fijo del parametro de interés, se maximiza la verosimilitud con respecto
a los k — 1 parametros de estorbo restantes. Esto se repite para un conjunto de val-
ores del parametro de interés, en un intervalo dado. En ocasiones se puede obtener
una expresion analitica cerrada para la verosimilitud perfil del pardmetro de interés,
pero cuando esto no es posible, se maximiza la verosimilitud global utilizando pro-
cedimientos numéricos de optimizacién. La verosimilitud perfil es el procedimiento
central que se utilizara en esta tesis para realizar inferencias acerca de los parametros
de interés en un modelo estadistico. La dimension del pardmetro de interés suele ser
menor o igual a tres, aunque en esta tesis se considerara solamente de una dimension.

El primer uso que conocemos de este tipo de verosimilitud lo dan Hood y Koop-
mans (1953), quienes le llaman verosimilitud concentrada y la utilizaron para reducir
la dimensién de la funcién de verosimilitud global de todos los parametros y facilitar
asi su maximizacién. Por otra parte, Box y Cox (1964) utilizaron la verosimilitud
perfil del parametro de forma en sus modelos de transformaciones. Sin embargo, es
hasta 1970, en el articulo de de Kalbfleisch y Sprott, donde se le presenta como un
método general para estimar un parametro de interés en presencia de pardmetros de
estorbo y se le da el nombre de verosimilitud maximizada o perfil.

Consideremos nuevamente el vector de pardmetros 6 = (A, 1), donde el parametro
de interés es A. Para calcular la verosimilitud perfil de A, se fijan valores de este
parametro en una rejilla fina, usualmente estos valores son equidistantes, y para cada
valor fijo A = Ag, se maximiza la log-verosimilitud con respecto de los pardmetros
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restantes. Con ello se obtienen valores de los pardametros de estorbo que maximizan
la verosimilitud, restringidos al valor fijo Ag. A estos valores 1 (Ao;y) se les llamaré,
los estimadores restringidos de maxima verosimilitud de . Este procedimiento se
repite para todos los valores de A en la rejilla elegida. Asi, la verosimilitud perfil de
A puede definirse como

Definicién 1.7 La funcion de verosimilitud perfil. Sea L(0;y) la funcion de
verosimilitud para 0 = (X, v). La verosimilitud perfil de A\, que se denotard por
Ly(X\;y), se define como

Ly(\y) = S{;T?L()\’w;y) = LN\ y);y),s (1.3.27)

donde @(A;y) es el estimador de madxima verosimilitud restringido de 1, que se
obtiene maximizando la funcion de verosimilitud para un valor fijo de A.

Esto es, L,(\;y) se obtiene sustituyendo el pardmetro de estorbo ¢ por QZ()\; y)
en la funcién de verosimilitud global L(\,;y), como se verd en detalle en el Ejem-
plo 1.3. El estimador de maxima verosimilitud de A, esto es, el primer componente

de la pareja (;\\,w) que maximiza la verosimilitud global L(\, ) es el mismo que
maximiza la verosimilitud perfil L,(X;y).

La razén del nombre de verosimilitud perfil puede comprenderse considerando un
escenario con pocas dimensiones. Para ello supéngase que A y 1 son dos parametros
unidimensionales, entonces la funcion de verosimilitud global serd una superficie en
R3. Observando desde un punto lejano y perpendicular al eje correspondiente al
parametro de interés, el contorno que se observe de esta superficie, proyectado en
un plano, correspondera a la verosimilitud perfil, como se muestra més adelante, en
la Figura 1.2(a).

La verosimilitud perfil relativa R,(\;y) es la versién estandarizada de Ly,(A;y)
y se calcula como

L,(\;y
LA 43y)
A continuacion se muestra cémo calcular la verosimilitud perfil en un modelo Weibull
de dos parametros.

(1.3.28)

Ejemplo 1.3 Seay = (y1,...,yn) la muestra observada de n variables aleatorias in-
dependientes e idénticamente distribuidas como Weibull de minimos con pardmetros
(0,8), donde o es un parametro de escala y 8 es un pardametro de forma. Su funcidn
de densidad estd dada por

fly; B,0) = B <E)571 exp [— <Z)q Tooq)(y), >0, B>0. (1.3.29)

g \Oo
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La funcion de verosimilitud correspondiente es

L(o, B;y) o f[ g (y;)ﬁ “exp [— (%)ﬁ ] L10.50)(8) T(0.00)(0) (1.3.30)

:f exp( Zyl>Hy Looo)(8) Tosoy(0).  (1331)

El logaritmo de la verosimilitud es
n 1 n
v) — B
(o, B;y) = nlog f —nflogo + (5 — 1) ;bgyi - M};y :
1= 1=

Las ecuaciones de verosimilitud se obtienen igualando las derivadas parciales a cero.
De las dos ecuaciones, analiticamente solamente puede resolverse

NoBiy) _ | Tl
do of

de donde se encuentra explicitamente el estimador de mdzima verosimilitud restrin-
gido de o, que estd dado por

n o B\ /B
a(ﬁ,y):<2i=1y@'> . (1.3.32)

n

:07

Con ello, la verosimilitud perfil de B tiene la siguiente expresion analitica

Ly(Biy) = Lp(B,0(8,y):y)

- Wexp{ Zyl}Hy 1(0,00)(B) 1(0,00)(@)-

En la superficie mostrada en la Figura 1.2(a) puede observarse la verosimilitud
relativa para los parametros de escala y forma para un modelo Weibull de dos
parametros. En esta figura también se incluye, proyectada en el plano ¢ = 16,
la verosimilitud perfil relativa del parametro 3, la cual también puede observarse en
la Figura 1.2(b).

La Figura 1.3(a) muestra algunos contornos de la superficie de verosimilitud rela-
tiva para los parametros (o, 8). En ésta, la curva punteada representa la trayectoria
asociada a la verosimilitud perfil de 8, proyectada sobre estos contornos; los puntos
de esta trayectoria tienen coordenadas [6 (3,y), ] para valores de /3 en el intervalo
[3,6]. En contraste, para la verosimilitud perfil de o no se puede proporcionar una
expresion analitica cerrada, ya que tampoco es posible obtenerla para el emv res-
tringido ﬁ (0,y). Por ello, la verosimilitud perfil de o sélo es posible calcularla de
manera numérica, asignando valores a o en una rejilla regular, digamos en el inter-
valo [13,16.2], donde para cada valor fijo de o, se maximiza, sobre 3, la verosimilitud
L(B,0;y). Esta verosimilitud perfil de o puede observase en la Figura 1.3(b).
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Figura 1.2: Ejemplo 1.4: (a) Superficie de verosimilitud relativa para o y 8, (b) Verosimi-
litud perfil relativa de 5.

6.51

. 1 . . . ) . . . . . .
13 135 14 145 15 155 16 13 135 14 145 15 155 16

Figura 1.3: Ejemplo 1.4: (a) Contornos de verosimilitud de o y 3, (b) Verosimilitud perfil
relativa de o.

Se han discutido pues, tres maneras de estimar un parametro de interés en presen-
cia de pardametros de estorbo. Existen situaciones en la que las inferencias obtenidas
seran similares, independientemente de la verosimilitud utilizada, como muestra
Montoya (2008, pp. 32-34) en el ejemplo referente a los datos de ovejas citados por
Fisher (1941), donde se obtienen inferencias similares con la verosimilitud perfil y la
verosimilitud condicional. Esta 1ltima resulta sencilla de utilizar debido a la estruc-
tura, que en ese caso, tiene la funcién de verosimilitud. Asi pues, habréd ocasiones en
que serd posible aislar al parametro de interés, sin perder informacién relevante en
la verosimilitud condicional residual, como muestra Sprott (2000, pp. 49-50), en el
ejemplo donde estudia la diferencia entre dos distribuciones Poisson. Sin embargo,
en otras situaciones esto no serd posible de conseguir, como se muestra para el
conjunto de datos ECMO (véase Fig. 4.2 Sprott, 2000, p. 55), donde la informacién
referente al pardametro de interés no puede separarse, adecuadamente, del pardametro
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de estorbo.

La ventaja de las verosimilitudes marginales y condicionales sobre la verosimili-
tud perfil, es que cuando resulta posible calcularlas, corresponden a una probabilidad
genuina de observar los datos. Sin embargo, no siempre es obvio cémo factorizar la
probabilidad conjunta o cémo encontrar estadisticas suficientes o auxiliares para los
parametros de estorbo (Pawitan, 2007, p. 279). Por otra parte, debe siempre recor-
darse que las verosimilitudes condicional y marginal solamente toman en cuenta un
factor de la probabilidad conjunta de la muestra y por tanto, debe tenerse mucho
cuidado de no perder informacion relevante del pardmetro de interés, que se encuen-
tre en el otro factor.

La verosimimilitud perfil, en cambio, es intuitiva pues para cada valor fijo del
parametro de interés proporciona una cota superior para la verosimilitud que puede
obtenerse, con los parametros de estorbo. Es maés flexible en cuanto a la eliminacién
de parametros de estorbo, pues no depende de que el modelo a analizar posea una
estructura especial; por ello, las inferencias obtenidas con la verosimilitud perfil son
mas generales. Es también muy informativa, incluso en el caso de contar con mues-
tras pequenas; por ello el papel tan importante que juega en la inferencia cientifica.
Por ejemplo, en situaciones donde el pardmetro de interés es un parametro umbral,
la forma de la verosimilitud perfil es crucial para las inferencias e interpretaciones
que se realicen, ya que su forma puede inclusive sugerir un modelo maés sencillo para
describir los datos.

Otro aspecto importante de la verosimilitud perfil, es la facilidad de realizar
inferencias acerca de algun otro parametro de interés, aprovechando la propiedad
de invarianza funcional de la verosimilitud. Por otra parte, como se verd en la si-
guiente seccion, la verosimilitud perfil permite también, de una manera muy sencilla,
evaluar la robusticidad en la estimacién. Ahora, aunque al utilizarla pueden pre-
sentarse situaciones donde no sea posible encontrar expresiones analiticas para los
estimadores de los pardmetros en estudio, es generalmente sencillo implementar pro-
cesos de optimizacién numérica para obtener la verosimilitud perfil del parametro o
parametros de interés.

Debe aclararse, sin embargo, que en cualquiera de las verosimilitudes men-
cionadas, el cdlculo se complicard si el nimero de pardmetros a estimar es muy
grande. En el caso de la verosimilitud perfil, sélo cuando la dimension del pardametro
de interés sea menor o igual que cinco, las regiones de verosimilitud seran aproxi-
madamente regiones de confianza (Barndorff-Nielsen y Cox, 2001).

1.4 Probabilidad de cobertura de un intervalo aleatorio

En la Seccion 1.3.2 se defini6 el concepto de intervalo de verosimilitud y se explicé
que en este intervalo siempre se encuentra el emv, aunque no necesariamente esta en
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el centro del mismo. Esto es, el intervalo no es necesariamente simétrico alrededor
del estimador del méxima verosimilitud. Los intervalos de verosimilitud son muy
informativos y si se cuenta con varios de ellos, es posible reproducir la funciéon de
verosimilitud completa del parametro 6. Por ello es recomendable presentar varios
intervalos de verosimilitud. Su interpretacion es muy importante, ya que un inter-
valo para 6, a un nivel ¢, indica que todo valor de # incluido en ese intervalo, posee
una verosimilitud relativa mayor o igual que c¢. Asi, para un nivel ¢, valores de 6
dentro de este intervalo hacen més probable a la muestra observada, que aquellos
valores fuera del mismo.

Existe una diferencia entre los intervalos de verosimilitud de nivel ¢ x 100%
y los intervalos de confianza de nivel (1 — «) x 100%, ya que en estos ultimos la
probabilidad asignada (1 — «) describe, para muestras repetidas, el comportamiento
del intervalo completo. En estas repeticiones, aproximadamente, (1 —a) x 100%
de ellas incluirdn al verdadero valor del parametro 6y, de la distribuciéon de donde
provienen los datos observados. No todo intervalo de verosimilitud es necesariamente
también un intervalo de confianza, pero es posible establecer una cota inferior para
las coberturas de dicho intervalo. Con el fin de comprender su diferencia se define
el concepto de probabilidad de cobertura.

Definicién 1.8 Probabilidad de cobertura. La probabilidad de cobertura CP(6)
de un intervalo aleatorio [A (y1,...,Yn) , B (Y1, ..., yn)] obtenido a partir de la muestra
observada (y1,...,Yn), se denota como CP(6y), donde

CP(0) = P(A (Y1, t) < 00 < B (Y1, yn) |0 = 60), (1.4.1)

y es igual a la probabilidad de que dicho intervalo aleatorio incluya al verdadero valor
Oy del pardmetro.

Un intervalo aleatorio [A (y1,...,Yn) , B (Y1, ..., yn)] serd llamado un intervalo de con-
fianza para 6, si su probabilidad de cobertura calculada como en (1.4.1) es la misma
para todos para todos los valores 0, del pardametro. Kalbfleisch (1985, p. 114) mues-
tra que para el caso binomial, con muestras pequenas, la probabilidad de cobertura
depende del valor del pardmetro y; esto es, en ese caso los intervalos de verosimilitud
no son intervalos de confianza. El nivel ¢ de verosimilitud, con el cual se obtienen los
intervalos de verosimilitud, es en cierta manera arbitrario. Comuinmente se utilizan
valores de c iguales a 0.036, 0.147 y 0.258, por la relacién que guardan estos valores
con niveles de confianza asociados a 0.99, 0.95 y 0.90, respectivamente, cuando la
funcién de verosimilitud es simétrica y acampanada alrededor del emv.

Ahora, en un intervalo de confianza se asigna una probabilidad a todo el inter-
valo, sin distinguir un valor de otro dentro del mismo. Dicha probabilidad refleja
la posibilidad que el intervalo aleatorio incluya al verdadero valor del parametro,
suponiendo que se obtuvo al azar de entre una poblacién de intervalos donde el
(1 — a) % de ellos lo incluyen. De esta manera, los intervalos de confianza comple-
mentan la informacién que proporcionan los intervalos de verosimilitud, en cuanto
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a la probabilidad de que, en muestras repetidas, estos contengan el verdadero valor
del parametro 0. El intervalo de verosimilitud de nivel ¢ es Unico; en contraste hay
una infinidad de intervalos de confianza de nivel (1 — «) y solamente uno de ellos
serd también de verosimilitud.

La manera mas comun para construir intervalos de confianza es mediante el uso
de cantidades pivotales. Esta técnica data de Fisher (1945) y es un método que
permite cuantificar la incertidumbre de que el intervalo de estimacion incluya al
verdadero valor del pardmetro, que generé a la muestra observada. Enseguida se
proporciona esta definicion.

Definicion 1.9 Cantidad pivotal. Sea Yi,...,Y, una muestra aleatoria de una
distribucion con pardmetro 0. Si U(Y1,...,Yn;0) es una variable aleatoria cuya dis-
tribucion no depende de 0, entonces a U se le llama una cantidad pivotal para 6.

Asi, para valores reales a y b, con a < b es posible calcular la probabilidad
Pla<UM,...,Yp:0) < 8], (1.4.2)

pues la distribucién de U es independiente de #. Si en particular, la cantidad pivotal
U es lineal en 0, se podra, a partir de U, obtener un intervalo aleatorio de estimacién
de la forma [A (Y1, ...,Y},), B (Y1, ...,Y,,)] para 0; éste se consigue despejando 6 en el
argumento de la probabilidad mostrada en (1.4.2), esto es, puede calcularse

l—a=Pla<U(y;0) <b =P[A(Y},...Y,) <0< B(Y1,...Y,)].  (1L.43)

En esta expresion, lo aleatorio es la cantidad pivotal U y los extremos aleatorios del
intervalo A (Y1,...,Y,) y B (Y1, ..., Y,), que tomarén ciertos valores particulares, una
vez que la muestra ha sido observada. Debe aclararse que en un intervalo obtenido
para una muestra particular (y,...,y,) v generado con una probabilidad 1 — «, de
incluir al verdadero valor del pardametro 6, no se sabra si en realidad éste incluye o
no a ese parametro.

A manera de ejemplo, considérese un conjunto de variables aleatorias Y7i,..., Y,
independientes e idénticamente distribuidas como normales, con media p y varianza
o%. Un ejemplo de cantidad pivotal que se utiliza para estimar la media de una
distribucién normal, cuando se desconoce la varianza, es la propuesta por William
S. Gosset en 1909, que sigue una distribucién ¢-Student con n — 1 grados de libertad
v que se calcula como

UYi, ..., Yo 1) = Vin—1(Y — 1) (1.4.4)

JE w2

donde i=>Yi/n y &%2=>.(Y;—1)?/n son los emv de p y de o.

Esta cantidad pivotal es muy conocida, sin embargo, en ocasiones es dificil en-
contrar una cantidad pivotal o bien conocer la distribucién exacta que tiene ésta.
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Existen cantidades pivotales que se llaman asintéticas porque la distribucién de ellas
se conoce para tamanos de muestra suficientemente grandes. FEn los casos en que
sea posibe utilizar algin resultado asintético para aproximar dicha distribucién, lo
que se obtiene son intervalos de estimacion aproximados para 6.

Hay dos cantidades pivotales asintéticas importantes que es conveniente presen-
tar. La primera es una variante de la estadistica de Wald (Pawitan, 2007, p. 257) y
se calcula como

up = /I (5— 9) . (1.4.5)

Esta cantidad aparece en la expansion en serie de Taylor de la log-verosimilitud
relativa 7 (6;y) alrededor de 6, presentada en la Seccién 1.3.3 y converge, en dis-
tribucién, a una normal estandar. Este resultado sigue siendo valido incluso cuando
0 es un parametro de interés unidimensional que se estd estimando en ausencia de
informacién de pardmetros de estorbo restantes (Sprott, 2000, p. 78). Obsérvese que
ug depende de la muestra a través del emv y de la informacién observada de Fisher.
Cuando la funcién de verosimilitud es simétrica y acampanada, bastan con estas dos
cantidades para resumir la informacién de toda esta funcion.

Una segunda cantidad pivotal asintética, que en particular se estard utilizando
de manera recurrente en esta tesis, se basa en la razén de verosimilitudes. Para
una muestra observada y = (yi,...,yn) de las variables aleatorias Y7,...,Y;, con
distribucién Fy (y;60) y # € R* desconocido, esta cantidad pivotal conocida como
estadistico de razén de verosimilitudes y que se debe a Wilks (1938), se define como

A = —210g LY. (1.4.6)
L(0;y)

La razon de trabajar con el doble del negativo de la log-verosimilitud, es porque
resulta més conveniente para probar resultados asintéticos. El comportamiento
asintdtico de A, es el de una distribuciéon Ji-cuadrada con k grados de libertad,
como se enuncia en el Teorema A.2, que se presenta en el Apéndice A y cuya de-
mostraciéon puede verse en Serfling (2002, p. 155) y en Pawitan (2007, p. 266). Asi,
en el caso Weibull donde 6 = (i, 0, 3) € R3, la distribucién de A, serd la de una
Ji-cuadrada con tres grados de libertad.

Cuando se tienen pardmetros de estorbo, esto es, si § = (A1,62) € R¥, donde
01 € R? es el parametro de interés y 2 € R® es el parametro de estorbo, con
k = q + s, se puede utilizar la verosimilitud perfil para estimar el pardametro de
interés y calcular también el estadistico de la razon de verosimilitudes. En tal caso,
este estadistico seguird una distribucién Ji-cuadrada con k& — s grados de libertad.
Por ejemplo, si cierta densidad, para la cual se cumplen las condiciones de regu-
laridad, tiene pardametro 6 = (u,o,3) € R?, el pardmetro de interés es u € R y
(0,8) € R? son pardmetros de estorbo, entonces A,, — x3_5 = x3.
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La convergencia del estadistico de la razén de verosimilitudes puede ocurrir
aun en muestras pequenas. En contraste, la cantidad pivotal ug requiere que la
parametrizacion en 6, logre que la verosimilitud sea simétrica alrededor del estimador
maximo verosimil. El poder obtener verosimilitudes aproximadamente simétricas re-
quiere, en ocasiones, efectuar reparametrizaciones que se estudian con mayor detalle
en la siguiente seccion.

1.5 La importancia de reparametrizaciones adecuadas

En ocasiones es conveniente trabajar con un modelo reparametrizado, esto es, buscar
una funcién uno a uno, ¢ = ¢ (#) del pardmetro 6 en el modelo estadistico consid-
erado, tal que la funcién de verosimilitud reparametrizada en ¢, sea més simétrica
que la verosimilitud original de 6 y, que la vecindad del maximo (o minimo) pueda
ser aproximada por una funcién cuadratica. Reparametrizaciones de este tipo per-
miten que sea posible aplicar resultados asintéticos, aun en muestras moderadas o
pequenas y facilita el poder dar intervalos de verosimilitud-confianza para ¢ y por
ende para 6, gracias a la propiedad de invarianza de la verosimilitud. Otra ventaja
de estas reparametrizaciones es al utilizar procesos numéricos de optimizacién, ya
que la bisqueda del méximo (o minimo) es més eficiente Ross (1970).

En la Seccién 1.3.3 se expuso que el término F3(5; x) de la expansién (1.3.11),
proporciona informacion acerca de la simetria de la funcién de verosimilitud, alrede-
dor del mdximo verosimil. Si § es unidimensional y si se logra obtener una funcién
¢ tal que F3(¢;y) ~ 0, entonces la verosimilitud del nuevo parametro ¢ serd mas
simétrica que la verosimilitud original de #. Para mostrar lo anterior consideremos
el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.4 Considérese una muestra observada (yi,...,yn) de Y1,...,Y, vari-
ables aleatorias independientes e idénticamente distributdas como exponenciales, con
funcion de densidad

1
fy;0) = 2 exp(—y/0)10,00)(y), con 6 > 0.

La muestra es tal que (y1 +y2) = 3. El estimador de mdzima verosimilitud de 0 es
0 =y =1.5y la funcion de verosimilitud relativa para 6 estd dada por

o= (5) sn o (5] (2 on b)) v

Sprott y Viveros (1984), muestran que la grdfica de esta verosimilitud relativa se
logra simetrizar aun cuando se cuente con tan solo dos observaciones, si se hace uso
de la transformacion ¢ = 0=1/3, esto es, p—3 = 0.
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La verosimilitud relativa del nuevo pardmetro ¢ resulta

3n ~\ 3 6 ~\ 3
R(¢;y) = <2> expen |1— (Z) = (g) exp{n |1— <i>

La Figura 1.4(a) muestra la verosimilitud relativa del pardmetro 0, en la cual se ob-
serva un marcado sesgo a la derecha, mientras que en la Figura 1.4(b) se puede ob-
servar que la verosimilitud del parametro ¢ es simétrica alrededor del emv ngb = 0.874.
La transformacion no es fortuita, ya que se obtuvo buscando la reparametrizacion

1

1
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Figura 1.4: Ejemplo 1.3: Datos exponenciales (a) Verosimilitud relativa de 6 (b) Verosi-
militud relativa de ¢.

potencia ¢ = 0F y una k € R que resulte de resolver F5(¢;y) = 0. El valor de k que
satisface la ecuacion es k = —1/3.

Con lo anterior se muestra que, ain contando con tan sélo dos observaciones, es
posible encontrar una transformacién adecuada con la cual se obtenga una buena
aproximacion a una normal y se satisfagan resultados asintéticos.

1.6 La robusticidad en la estimacion

Cuando se plantea un modelo estadistico para describir un fenémeno aleatorio de
interés siempre debe tenerse en cuenta que el modelo propuesto es tan solo una
aproximacion a la realidad compleja que intenta describirse. Podria darse el caso que
existan varios modelos estadisticos que sean razonables para describir el fenémeno
de interés. Por tanto, es importante evaluar qué tan sensibles son las inferencias
sobre los pardmetros de interés (que sean comunes a los modelos considerados, como
por ejemplo los cuantiles) y las conclusiones a las que se llega al considerar varios
modelos posibles. Si las inferencias no cambian mucho y son estables, se dira que se
trata de un ejemplo o caso robusto. En cambio, si pequenos cambios en el modelo
implican cambios fuertes en las inferencias o en las conclusiones, se dird que se tiene
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un ejemplo no robusto. En tal caso se requiere obtener mayor informacién sobre
el problema o aumentar el tamano de la muestra para poder efectuar inferencias
validas sobre los parametros de interés.

La funcién de verosimilitud perfil del pardmetro de interés permite evaluar
facilmente si se cuenta con un ejemplo robusto o no, al graficarla para cada uno
de los modelos considerados. Sprott y Farewell (1993) presentan un ejemplo robusto
y otro que no lo es, en el contexto de las inferencias sobre la diferencia § = us — uy
entre las medias p; v pe, de dos poblaciones normales, donde o7 y 02 son las desvia-
ciones estandar respectivas y p = o2/01 denota su razén. Este ejemplo estudia la
sensibilidad de las inferencias sobre § frente a cambios en p. Para estimar § se uti-
liza generalmente una cantidad pivotal que tiene distribucién ¢ de Student y la cual
supone que p es conocida e igual a uno. Para justificar esta afirmacién tan fuerte,
generalmente se realiza una prueba de hipétesis sobre la igualdad de varianzas, y
en el caso de no rechazarla, suele considerarse valido afirmar que efectivamente p = 1.

Sprott y Farewell muestran que es mejor dar un intervalo de estimacién para p
basado en las dos muestras observadas. Posteriormente consideran varios valores de
p en este intervalo y proceden a graficar la verosimilitud relativa perfil condicional
de § para estos valores de p. Se debe observar si las curvas obtenidas son cercanas y
parecidas entre si. En el caso de tener anchos o aperturas muy distintas con respecto
a su maximo, indicaran que la precision en las estimaciones de § cambian significa-
tivamente al cambiar p. En estas curvas debe también observarse si el valor de
verosimilitud asignado a § = 0 es muy diferente o no, pues este valor es equivalente
a la igualdad de las medias normales. Cuando hay cambios importantes, se dice que
se tiene un caso no robusto, pues pequenos cambios en el valor de p, que estarian
sustentados por los datos observados, conducen a conclusiones muy distintas sobre
las medias.

Para ejemplificar estas ideas Sprott y Farewell presentan, como caso robusto, un
ejemplo propuesto en Kalbfleisch (1985, p. 214), donde se comparan las distribu-
ciones del tamano de los huevos que las madres Cuco dejan en nidos de aves de dos
especies distintas (Reyezuelos y Currucas). Se supone que estos tamanos siguen una
distribucién normal e interesa hacer inferencia sobre d, la diferencia de las medias; en
particular interesa la plausibilidad asignada al valor § = 0. La Figura 1.5(a) mues-
tra la verosimilitud perfil relativa de p; en ella estd marcado el intervalo del 15% de
verosimilitud (0.64,2.1), el cual incluye al valor p = 1. La Figura 1.5(b) muestra las
verosimilitudes perfiles de ¢ condicionadas a cuando p toma como valor los extremos
de este intervalo, asi como la estimacién de maxima verosimilitud, que fue de 1.19.
Se puede notar que las tres curvas estan cercanas entre si y que ademas le asignan
muy poca plausibilidad al valor § = 0, por lo que hay evidencia fuerte de que las
medias @1 y p2 no son iguales. Por otra parte, el ejemplo no robusto que Sprott
y Farewell presentan, compara el logaritmo de los tiempos de falla de dos tipos de
engranes de plastico que se prueban a dos temperaturas distintas (Kalbfleisch, 1985,
p. 215). Se tienen dos muestras pequenas de tamanos 4 y 8, y se realiza un andlisis
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Cucos: longitudes de huevos
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Figura 1.5: Longitud de huevos de Cucos: (a) Perfil de p, la raiz del cociente de varianzas
y (b) Perfiles condicionadas de § para tres valores de p.

similar. La Figura 1.6(a) muestra la verosimilitud relativa perfil de p, donde se
marca el intervalo del 15% de verosimilitud (0.49,2.95), asi como el emv p = 1.1.
Este intervalo nuevamente incluye el valor de p = 1. La Figura 1.6(b) muestra cémo
cambia notoriamente la amplitud de las perfiles relativas de § condicionadas en p,
cuando éste toma el valor 1.1 y los valores de los extremos del intervalo mencionado.
No solamente cambia la forma y anchura de estas curvas sino también la verosimi-
litud que asignan al valor de § = 0 es muy distinta. Para el valor p = 2.95, no hay
evidencia en contra de la igualdad de medias. En cambio, para p = 1.1 o p = 0.49,
los datos sustentan fuertemente que una media es mayor que la otra. Este es un
ejemplo no robusto, pues las conclusiones sobre la igualdad de las medias cambian
dramaéticamente al considerar diferentes valores razonables que p puede tomar, a la
luz de los datos.
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Figura 1.6: Engranes de pldstico: (a) Perfil de p, la rafz del cociente de varianzas y (b)
Perfiles condicionadas de § para tres valores de p.
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Otro ejemplo no robusto, también para un caso donde se desean comparar dos me-
dias poblacionales, lo presenta Sprott (2000, p. 141) al analizar los datos pareados
de Darwin, referentes a parejas de plantas sembradas en macetas distintas, donde
una de ellas fue autofertilizada y en la otra se utilizé fertilizacién cruzada. En este
problema interesa comparar la diferencia entre las medias de las alturas de dichas
plantas. Es un ejemplo no robusto, pues dependiendo del modelo supuesto para las
alturas de las plantas en cada poblacién, se llega a una conclusién distinta sobre la
igualdad de las medias. Cuando se considera que la distribucién madre es normal,
se concluye que las medias podrian ser iguales. En contraste, si se considera por
ejemplo una distribucién Cauchy, se concluye que las medias son diferentes.

Es dificil identificar qué condiciones estdn asociadas a la ocurrencia de un ejem-
plo no robusto. A través de simulaciones efectuadas para el caso de muestras de dos
poblaciones normales, donde se desea estimar la diferencia de medias, se observé que
los ejemplos no robustos se presentan generalmente cuando los tamanos de muestras
son pequenos, marcadamente desiguales y ademas la razén de desviaciones estandar
es grande, p > 4. En algunos otros casos suelen estar asociados a muestras pequenas
con alguna otra caracteristica que las hace poco informativas.

Cuando se tiene un ejemplo robusto existe la seguridad de que las inferencias son
estables y por lo tanto mas confiables, pues a pesar de la incertidumbre intrinseca
en el modelo, se llegard siempre a las mismas conclusiones sobre los pardmetros de
interés. En contraste, cuando los ejemplos son no robustos, no se pueden obtener
dichas conclusiones y para poder afirmar algo sobre el problema de interés se debe
recabar mayor informacion.

En muchos problemas se ha observado que los cuantiles son cantidades muy
informativas sobre la distribucién del fenémeno aleatorio de interés y en muchos
casos es posible reparametrizar el modelo probabilistico de interés en términos de
un cuantil dado. Por ejemplo, para las distribuciones que pertenecen a la familia de
localizacion y escala, siempre es posible reparametrizar en términos de un cuantil;
igualmente para las distribuciones de valores extremos y muchas otras mas. Como se
mostrard en la siguiente seccion, estos pardametros son muy informativos ya que las
inferencias sobre ellos suelen ser generalmente robustas frente a cambios importantes
en los modelos considerados. Ejemplos de ello se mostraran en el Capitulo 4 de esta
tesis.

1.7 Los cuantiles como parametros estables

En muchos contextos se requiere comparar diversos modelos probabilisticos que
son candidatos a describir un fenémeno aleatorio de interés. La comparacién en-
tre modelos distintos no siempre es inmediata o facil, sobre todo si poseen diferentes
parametros. Sin embargo, existen parametros que son comunes a todos los mode-
los, son sencillos de interpretar y permiten evaluar la proximidad entre diferentes
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distribuciones; estos parametros son los cuantiles. Los cuantiles de una distribucién
pueden llegar a ser incluso de mayor interés que los pardmetros originales de la
distribucién, debido a la interpretacién que tienen en términos de probabilidades
acumuladas y por ser invariantes bajo escala (Sprott, 2000, p. 122). A continuacién
se presenta la definicién de un cuantil de probabilidad « de una distribucién.

Definiciéon 1.10 Cuantil de probabilidad o de una distribucion. Sea Y una
variable aleatoria con funcion de distribucion Fy (y;0). Sea 0 < a < 1. La cantidad
Q. se define como el cuantil de probabilidad o de Fy, si éste es el valor mds pequeno
que satisface la relacion Fy (Qq;0) > a.

Cuando Fy es continua y estrictamente creciente, el cuantil (), suele definirse como
el valor que toma la variable aleatoria Y, y que satisface la igualdad Fy(Q.) = «.
Como en este caso Fy es invertible, entonces el cuantil se obtiene simplemente apli-
cando la funcién de distribucién inversa a la probabilidad «, es decir, Qo = Fy- 1 (a).
Asi para variables aleatorias absolutamente continuas un cuantil de probabilidad «
se definird como la funcién de distribucion inversa correspondiente, aplicada a dicha
probabilidad.

En el caso de variables aleatorias discretas, como las funciones de distribucién
asociadas son escalonadas, es usual definir a los cuantiles a través de la funcién
inversa generalizada de la distribuciéon correspondiente, definicién que aqui no se
presentard, pues en esta tesis se consideraran exclusivamente cuantiles de variables
aleatorias absolutamente continuas.

El reparametrizar un modelo estadistico en términos de un cuantil presenta
muchas ventajas. La principal es que, una funcién de verosimilitud en términos
de un cuantil suele ser mucho maés simétrica que la que se obtiene con otro tipo
de parametro. Esto facilita el proceso de maximizacion numérica pues resulta mas
eficiente y réapido encontrar al emv y también las verosimilitudes perfiles de los
parametros de interés. Sin embargo, la principal ganancia al poder obtener una ve-
rosimilitud mas simétrica, es que los resultados asintéticos de maxima verosimilitud
seran aplicables al tamano de muestra que se esté considerando. Asi, se facilitard
proporcionar intervalos éptimos de estimacién para los pardametros de interés, como
son los intervalos de verosimilitud-confianza.

Otra ventaja de parametrizar en términos de cuantiles radica en la facilidad con
la que se pueden dar valores iniciales en un proceso de optimizacion. La recomen-
dacién es utilizar el cuantil empirico asociado y con ello la convergencia al éptimo
se reduce a unas cuantas iteraciones. Una ventaja mas es que la matriz de infor-
macién observada de Fisher suele ser facilmente invertible y no-singular, a diferencia
de cuando se utilizan otras parametrizaciones del modelo. Por otra parte, una gran
ventaja que presentan los cuantiles es que, en general, se ven poco afectados por
cambios pequenos en los parametros restantes del modelo, asi como por observa-
ciones extremas discrepantes en la muestra, por lo que son considerados parametros
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robustos. Cuando un pardametro tiene estas caracteristicas, Ross (1970) lo define
como un parametro estable.

Hay que resaltar que para una muestra de n observaciones, el cuantil empirico
mas pequeno que se puede estimar con los datos es el asociado a una probabilidad de
1/(n+ 1), mientras que el mas grande estd asociado a la probabilidad n/(n+1). La
verosimililtud perfil de la mediana Q5g suele, por lo general, ser simétrica, aunque
el tamafio de muestra considerado es importante, como puede verse en la Figura 1.7
donde se comparan las verosimilitudes relativas del parametro 6 de una distribucién
exponencial y de la mediana @59, para muestras de tamanos n = 2 y n = 10. Por
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Figura 1.7: Datos exponenciales: Verosimilitud relativa de § (—) y de Q50 (- -) para (a)
n=2y (b)n=10.

otra parte, la verosimilitud de un cuantil que se encuentre en las colas de la dis-
tribucién, como Qg o5, suele tener una verosimilitud perfil asimétrica (Sprott, 2000,
p. 184) indicando la falta de informacién que sobre éste, tienen los datos observados.
Asi, para poder estimar bien cuantiles pequenos o grandes, se requiere contar con
muestras mucho mas grandes. En algunos ejemplos del Capitulo 4 se mostrara que
la verosimilitud perfil de cuantiles suele ser mucho més simétrica que la perfil de un
parametro umbral.

Los cuantiles resultan ser muy tiles para evaluar la cercania entre distribuciones
distintas, en particular cuando se tiene una familia de distribuciones que esta cer-
cana a un modelo limite mas sencillo. Tal es el caso de la familia Weibull de tres
parametros, la cual tiene como modelo limite a la distribucién Gumbel (Cheng y Iles,
1990), que pertenece a las distribuciones de localizacién y escala. En el Capitulo 4
se verd que el modelo Weibull describe bien el comportamiento aleatorio de muchos
de los ejemplos practicos que se presentan.

A manera de ejemplo, se muestra aqui cudl seria @), el cuantil de probabilidad
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« para el modelo Weibull de minimos, cuya funcién de distribucién es

o\ P
F(z;p,0,8) = {1 — exp [— < . M) ] }I[u,oo) (), (1.7.1)

y donde p € R, 0 > 0y 8 > 0, son los parametros de localizacién, escala y forma,
respectivamente. El cuantil @), de este modelo, se obtiene al aplicar la distribucién
inversa F~! a la probabilidad « y resulta ser una funcién de los tres parametros del
modelo, asi

Qu=Ft(a)=p+o[log(l—a)?. (1.7.2)

El modelo Weibull se puede reparametrizar también como una distribucién prop-
uesta por Von Mises (1954) y de manera independiente por Jenkinson (1955), cono-
cida como Distribucion Generalizada de Valores Extremos o DGVE, cuya distribucién
para minimos esta dada por

1
c

F(:U;a,b,c):{ 1—exp [_(1_0( *) }IA(’”’C (@), sic#0, (1.7.3)
{l—exp[ p(u)}}fR sic=0,

donde A(a,b,c) = [—a + (b/c),0) si el pardmetro de forma ¢ < 0, lo cual corres-
ponde a la familia de distribuciones Weibull y A(a, b, ¢) = (—o0, —a+ (b/c)] si ¢ > 0,
que corresponde a la familia de distribuciones Fréchet; en el limite, cuando ¢ = 0 se
tiene una distribucion Gumbel.

Los parametros a, b, ¢ de esta distribucién tienen también la caracteristica de ser
muy estables y la funcién de verosimilitud asociada en términos de (a, b, c), es mu-
cho mas simétrica que la verosimilitud obtenida para los pardmetros de una familia
Weibull o de una Fréchet.

La relaciéon que guardan los pardmetros de la distribucién Weibull de minimos
con la DGVE es
M:_a_b/|0” O':b/|C‘, 6:1/|C|, (174)

y los cuantiles para la DGVE son

0 = { —a + blog [—log(1 — a)], sic=0, (1.7.5)

—a+ (b/c) {1 —[-log(1 —a)]°}, sic#0.

En la Tabla 1.1 se muestran cuatro distribuciones muy cercanas entre si, tomando
como base la parametrizacion de la DGVE. Los valores de a y b son iguales en los cu-
atro modelos; solamente cambia, ligeramente, el valor del pardmetro de forma c. Se
puede observar que los cuantiles de probabilidades de 0.05 a 0.95 son muy parecidos
en dichos modelos y, difieren un poco en los cuantiles de probabilidades 0.01 y 0.99.
En contraste, si los primeros tres modelos se hubiesen parametrizado en términos de
los pardmetros de la familia Weibull, esto es, en términos de (u, o, 3), se notarfa que
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Weibull DGVE Algunos Cuantiles
Umbral | Forma | Escala | Localizacién | Escala | Forma bajo el modelo Weibull
Iz B 4 a b c Qo.o1 \ Qo.05 \ Qo5 \ Qo.95 \ Qo.99
=77 25 75 2 3 —0.04 —14.605 | —10.402 | —3.092 | 1.362 | 2.724
—302 100 300 2 3 —0.01 —15.488 | —10.780 | —3.098 | 1.310 | 2.617
=377 125 375 2 3 —0.008 | —15.550 | —10.806 | —3.098 | 1.306 | 2.610
| Gumbel \ 2 | 3 ] 0 [ -15800 [ —10.911 | —3.099 [ 1.292 [ 2.581 |

Tabla 1.1: Pardmetros y cuantiles de tres modelos Weibull (u,0,8) cercanos al mod-
elo limite Gumbel correspondiente. Reparametrizacién en términos de los
pardmetros de la DGVE (a, b, ¢) y algunos cuantiles.

dichos pardmetros son sumamente distintos en magnitud; sin embargo las distribu-
ciones siguen siendo sumamente cercanas y los pardmetros de una Weibull dificultan
el percatarse de ello. Nétese entonces, como los cuantiles de estos modelos permiten
compararlos y evaluar su cercania. Se tiene asi, un ejemplo con tres modelos Weibull
que parecen muy distintos entre si, pero en realidad, hay mucha cercania entre ellos
mismos y su modelo limite Gumbel.

Algunos autores recomiendan utilizar los cuantiles por la estabilidad que se ob-
serva en sus estimaciones puntuales. Sin embargo, una estimacién puntual no es lo
mas importante. Debe considerarse, en cambio, la capacidad que en general tienen
los cuantiles para simetrizar la superficie de verosimilitud. Gracias a ello pueden
aplicarse resultados asintéticos para muestras incluso pequenas y asi estimar, de
manera 6ptima, los parametros de interés en términos de intervalos de verosimlitud-
confianza. M4ds aun, otro resultado importante que se enfatiza aqui y aparentemente
no se ha hecho antes, es la robusticidad que presentan los intervalos de verosimili-
tud perfil de los cuantiles, frente a cambios en los modelos considerados (siempre
y cuando éstos sean razonables para la muestra observada). Estas propiedades se
verificardn con las simulaciones realizadas que se muestran en el Capitulo 3, donde
también se muestra que los intervalos para los cuantiles considerados presentan bue-
nas coberturas, inclusive en el caso de muestras pequenas.



Capitulo 2

Criticas injustificadas a la funcion de
verosimilitud

En la literatura estadistica se han presentado muchas criticas a la funcién de vero-
similitud, que son injustificadas en su mayoria, (Smith y Weissman (1985), Smith y
Naylor (1987b), Green et al. (1994), Hirose y Lai (1997), etcétera). Estas criticas
surgen de utilizar una definicién incorrecta de la verosimilitud, o de interpretarla
equivocadamente. La mayoria de estas criticas se originan porque se obtienen
verosimilitudes no acotadas y por tanto no existe el emv. Otro tipo de criticas
son respecto a la forma aplanada que en algunas ocasiones toma la verosimilitud
perfil de un parametro umbral, por lo que ésta se califica como no informativa, con
un emv muy inestable y poco robusto.

En este capitulo se analizard a detalle el caso de verosimilitudes no acotadas que
son resultado de utilizar densidades que poseen un parametro umbral y una singu-
laridad. El problema, basicamente, se debe a utilizar la aproximacién continua a la
verosimilitud, cuando no se cumplen las condiciones de regularidad que deben darse
para que esta aproximacion sea valida. Como resultado de ello, la singularidad de
la funcién de densidad se hereda a la funcién de verosimilitud y con ello existe una
trayectoria en el espacio parametral, donde la verosimilitud tiende a infinito. Esto
de ninguna manera significa que esos valores de los pardmetros hagan més probable
a la muestra observada (Meeker y Escobar, 1998, p. 275). En este tipo de situaciones
puede ocurrir que la funcién de verosimilitud perfil tenga forma de J. En tal caso no
existird un maximo local, sino solamente el punto donde se alcanza la singularidad.
En la Seccién 2.5 se discutirdn estas situaciones, con mayor detalle, para distribu-
ciones de tres parametros, como son la Weibull y lognormal.

Con respecto a las verosimilitudes perfiles obtenidas con L¢, y que tienen forma
aplanada, interesaran solamente aquellas que provienen de densidades que poseen
un parametro umbral y singularidades. Generalmente alcanzan un maximo local
que estd muy alejado de la singularidad, por lo que son muy asimétricas y planas.
Esta asimetria marcada se puede deber a varias condiciones; entre ellas esta el con-
tar con una muestra pequena, o que el modelo considerado se encuentre cercano a
un modelo limite mds sencillo. Algunos autores (Smith y Naylor, 1987b y Green
et al., 1994), critican fuertemente las verosimilitudes perfiles planas, pues centran
su atencién en una estimacién puntual y no consideran toda la informacién que la
funcién de verosimilitud completa proporciona a través de intervalos de estimacion.

45
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La funcion de verosimilitud restringida que se present6 en el Capitulo 1, o bien,
la funcién de verosimilitud discretizada, que se propone en esta tesis y se presenta
en el Capitulo 3, solucionan el problema de las verosimilitudes no-acotadas, debidas
a la existencia de singularidades. El caso de verosimilitudes planas generalmente
se relaciona con un problema de seleccién de modelos. Aun utilizando la verosimi-
litud restringida e incluso la verosimilitud discretizada se seguiran teniendo estas
formas. Por ello, en la Seccién 2.4 se muestra que algunas distribuciones de tres
parametros poseen modelos limites mas simples y regulares que pueden describir
bien al fenémeno aleatorio de interés.

2.1 Verosimilitudes perfiles no-acotadas

En esta seccion se muestran algunos ejemplos en los que se obtiene una verosimili-
tud perfil no-acotada, que resulta del uso indebido de la aproximacién continua a
la funcién de verosimilitud. El problema se soluciona cuando se considera que todo
instrumento de medicién tiene precisién finita y que las verosimilitudes son propor-
cionales a probabilidades. Con ello la funcién de verosimilitud resulta ser siempre
acotada.

En el primer ejemplo se utiliza una mezcla de dos distribuciones normales para
modelar cierta muestra y en el segundo se presenta el uso de densidades que poseen
un parametro umbral y una singularidad. Para ambos casos, en la literatura es-
tadistica se ha reportado que el emv no existe.

Ejemplo 2.1 Sean Y1,Ys,...,Y, variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas como una mezcla de dos normales con medias py1, po Yy varianzas O‘% Y
ag, respectivamente. El pardmetro de proporcion de mezcla es p. La densidad de

mezcla de una de estas variables aleatorias es entonces,

9(y; 1,01, pi2,02,p) = pfi(y; p1,01) + (1 —p) f2(y; p2, 02) (2.1.1)
S S {_ (y—u1)2] 17D o [_ (?J—M2)2]
o1V 2w 203 o9V 2T 203

Dada una muestra observada'y = (y1,Y2,..-,Yn), la aprozimacion continua a la
verosimilitud es el producto de las densidades correspondientes,

Lp1,01, p2,02,0;y) o< [ [ Ip f(wis 1, 00) + (1= ) fa(yis i, 02)] -
=1

La log-verosimilitud es

n 2 2
b (yi - Hl) 1-p (yi - Mz)
(M17017M2702,p1,Y) = ;:1 Og{al o €xp [ 20% ] + - o exp { 205

(2.1.2)
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Cuando py = y; para i = 1,...,n y o1 tiende a cero, la densidad de mezcla tiene n
singularidades en o1 = 0. Por tanto esta verosimilitud no estd acotada.

En el siguiente ejemplo se tiene también una verosimilitud perfil no-acotada,
resultado de utilizar nuevamente la aproximacién continua en una densidad que
posee un parametro umbral y una singularidad, como es el modelo Weibull de tres
parametros. Este modelo es muy utilizado en una gran variedad de aplicaciones ya
que, como se verd en la Seccién 2.5.1, esta densidad puede tomar una gran variedad
de formas, dependiendo de los valores que tomen sus parametros.

Ejemplo 2.2 Sean Y1,Ys, ..., Y, variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas como una Weibull de minimos con parametros (u,o,3), donde p es un
parametro umbral, o es un pardmetro de escala y B es un pardmetro de forma. La
funcion de densidad de una de estas variables es

fyip,0,8) = b <y — M>ﬂ_lexp [— (y — M>B] T,00) (%), (2.1.3)

g g g

donde o >0 y 8> 0.

Siy = (y1,-.-,Yn) €s una realizacion de una muestra aleatoria de estas variables,
la aproximacion continua a la funcion de verosimilitud se calcula como

Le(p, 0, B;y) o< [ [ fwis 0, B) (2.1.4)

=1
=) e[ (222) ] 9 o
oo -1 7 P o (=o0.yy] \H) £(0,00) (0,00)\0)-

Se puede observar que si en (2.1.4) se tiene que § < 1, la verosimilitud tenderd a
infinito cuando p — yy. Esto no significa que la probabilidad de la muestra ob-
servada para esa region del espacio de pardmetros sea mayor que en otras regiones.
El problema reside en que se estd utilizando una aprorimacion continua a la vero-
similitud cuando no se satisfacen las condiciones necesarias para hacerlo, ya que el
soporte de la variable aleatoria estd restringido por el pardmetro umbral . Como
resultado de ello (Berger et al., 1999) reportan que el emv no eziste en este caso.

Existen muchas otras situaciones donde se pueden encontrar verosimilitudes no-
acotadas, pero en esta tesis el interés reside en aquellas que se originan por utilizar
densidades que poseen un pardmetro umbral y una singularidad, como en el ejemplo
anterior. Es por ello que a continuacion se expone el papel que juega un parametro
umbral en una densidad, las formas que puede tomar la verosimilitud perfil de este
parametro cuando se utiliza la aproximacién continua, asi como formas alternativas
para estimar este parametro de interés.
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2.2 La verosimilitud perfil de un parametro umbral

El parametro umbral de una distribucién juega un rol muy importante en muchas
aplicaciones. Sin embargo, al ser una cota superior o inferior que delimita el soporte
de la variable aleatoria, ocasiona algunos problemas de estimacién que se analizaran
en las secciones siguientes.

Algunas distribuciones que tienen un pardametro umbral son la Weibull, la log-
normal y la gamma de tres parametros, que son utilizadas para describir una gran
variedad de fendmenos aleatorios. El pardametro umbral suele ser de interés, por
ejemplo, para determinar cotas inferiores de tiempos de falla. Estas generalmente
se usan como tiempos de garantia, ya que se pretende que la mayoria de los com-
ponentes fallen exclusivamente después de dicho tiempo de garantia y no antes. O
bien, puede ser de interés conocer el tiempo a partir del cual es posible detectar una
enfermedad. Asi pues, es muy comun que el objetivo principal de un estudio sea el
estimar una cota superior, o bien inferior, para la variable aleatoria de interés.

Debe tenerse en cuenta que un parametro umbral puede tomar valores nega-
tivos, a pesar de fungir como una cota inferior de variables aleatorias que describen
fenémenos no negativos, como lo son mediciones de lluvias, tiempos, pesos de per-
sonas, etcétera. Es importante senalar esto pues, por lo general, en los modelos con
umbral no existe la restriccién matematica de que este parametro deba ser posi-
tivo. Autores como Hirose and Lai (1997) mencionan que las estimaciones de los
parametros pueden sujetarse a la condicién de que el umbral sea positivo. Sin em-
bargo, aqui se verda que basta con pedir que la probabilidad de observar valores
negativos para la variable en estudio, sea despreciable bajo el modelo estimado.
Esto puede cumplirse atin con un umbral negativo, como se vera en los ejemplos del
Capitulo 4.

Generalmente es dificil estimar un umbral a partir de la muestra observada, so-
bre todo si el umbral estd alejado de la regién donde, con mayor probabilidad, se
observa la variable aleatoria. En ese caso la estimacién del umbral equivale a re-
alizar una extrapolacion fuerte, a partir de los datos observados. Es muy frecuente
que los datos no contengan mucha informacion acerca del umbral, lo cual se verd
reflejado en la funcién de verosimilitud perfil correspondiente, la cual puede resultar
muy asimétrica y abierta, o incluso ser de forma aplanada. Esto indica que, para
este pardmetro, un amplio rango de valores son igualmente sustentados por los datos.

La estimacion de un pardametro umbral ha sido y es actualmente un tema de
gran interés, pues se utiliza en una gran variedad de aplicaciones. Esta necesidad
ha motivado varias propuestas para su estimacién. Sin embargo, al ser el umbral,
un parametro que delimita el soporte de la distribucion en estudio, las condiciones
de regularidad clédsicas de la teoria de maxima verosimilitud, no se satisfacen y por
lo tanto no se cumple la teoria asintdtica tradicional de maxima verosimilitud, para
este pardmetro. Estas condiciones de regularidad y el teorema de méaxima verosimi-
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litud se enuncian en las Secciénes A.1 y A.2 del Apéndice A.

Para estimar un parametro umbral, en la literatura estadistica por lo general
se considera la aproximacién continua a la verosimilitud Lo, que se definié en la
Seccién 1.3.5. Smith (1985) utiliza L¢ para ciertos casos no regulares y encuentra
que en algunos circunstancias, el estimador de maxima verosimilitud existe y posee
las mismas propiedades asintéticas que se tienen en los casos regulares. En otros
casos, el emv puede existir, pero no ser asintoticamente eficiente o asintéticamente
normal. También puede ocurrir que el emv no se pueda calcular como solucién de
las ecuaciones de verosimilitud. Ejemplo de ello es el caso de la exponencial con
tiempo de vida garantizado, donde la funcién de verosimilitud es discontinua en la
observacién mas pequena y por tanto no es diferenciable en ese punto. Finalmente,
el emv puede no existir como el argumento donde L¢ alcance el maximo, sobre todo
cuando Lo tenga singularidades y sea no acotada. En esta tesis se verd que al usar
la verosimilitud restringida o la verosimilitud discretizada, que se propone en el si-
guiente capitulo, siempre es posible encontrar un emv y la estimacién se realiza sin
problema alguno.

A través de estudios de simulacion que, bajo diferentes escenarios, realizaron
Smith y Weissman (1985), proponen una clasificacién de las diferentes formas que
puede tomar la verosimilitud perfil de un pardmetro umbral, cuando para su esti-
macion se utiliza la aproximacion continua a la verosimilitud Lo. Estas posibles
formas se muestran en la Figura 2.1.

=TT - - - = >

R2 (1)
RE(L)
()

(a) (b) (c)

Figura 2.1: Formas de la verosimilitud perfil del umbral cuando se utiliza la aproximacion
continua a la funcién de verosimilitud.

Puede observarse que en todas ellas existe una singularidad en p = z(q), la cual
se indica en las graficas mediante una flecha punteada, ascendente. En la forma
correspondiente a la Figura 2.1(a) se tiene un maximo local. La verosimilitud perfil
del umbral mostrada en la Figura 2.1(b) tiene forma de J y es un caso donde no
existe maximo local alguno aparte de la singularidad. En cambio, la forma presen-
tada en la Figura 2.1(c) es aplanada y posee un méximo local, aunque muy alejado
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de la singularidad. A pesar de que Smith y Weissman (1985) consideran sélo estas
tres formas posibles, entre ellas existen variantes con formas intermedias que toma
la verosimilitud perfil de un parametro umbral.

En ocasiones estimar un cuantil de probabilidad pequena puede jugar un rol
similar al de un pardametro umbral, proporcionando una cota inferior para la vari-
able de interés. Esto, en el sentido de que a la izquierda de dicho cuantil solamente
ocurrirdn un porcentaje pequeno de las observaciones. De hecho, un umbral es el
cuantil de probabilidad cero de una distribucion.

Considerando lo anterior, en esta tesis se estudia la posibilidad de estimar un
cuantil pequeno (o bien grande), a manera de dar una cota inferior (o superior) para
una proporcién importante de los datos. Una ventaja de ello es que los cuantiles
son pardmetros estables (Ross, 1970), en el sentido expuesto en la Seccién 1.7, y su
estimacion se puede efectuar de manera mas eficiente. Aunque algunos autores como
Hirose y Lai (1997), los proponen como una estimacion alternativa de un pardmetro
umbral, nunca los exploran desde el punto de vista de la verosimilitud perfil y mucho
menos evalian su robusticidad frente a cambios en los modelos considerados, como
se verd en los ejemplos practicos que se presentan en el Capitulo 4. Por otra parte,
en la Seccién 3.6 del Capitulo 3, se vera que las coberturas de los intervalos de vero-
similitud perfil de un cuantil de probabilidad en el intervalo (1/(n+1),n/(n+ 1))
para una muestra de tamano n, resultan ser muy buenas en la mayora de los esce-
narios analizados.

Ahora, si lo que interesa es definitivamente la estimacién de un umbral y se
desean evitar los problemas de estimacién que surgen con las verosimilitudes no-
acotadas, se pueden utilizar la verosimilitud restringida, presentada en la Seccién
1.3.5 o bien la verosimilitud discretizada que se propone en el Capitulo 3. Ambas
solucionan este tipo de problemas y son muy sencillas de implementar. El problema
de verosimilitudes de forma aplanada en una regién del espacio parametral, como
la forma mostrada en la Figura 2.1.(c), es otro tipo de problema relacionado con la
seleccion de modelos, como se vera en la Seccién 2.4.

2.3 La verosimilitud restringida: una solucion a verosi-
militudes no acotadas

En esta seccién se muestra que el problema de estimacién ocasionado por verosimili-
tudes no acotadas que resultan de utilizar incorrectamente la aproximacién continua
a la verosimilitud, en densidades con singularidades, se resuelve al utilizar la vero-
similitud restringida, presentada en la Definicién 1.6. Para ilustrar esto considérese
nuevamente el caso Weibull de minimos. En el Ejemplo 2.2 se vio que la aprox-
imacién continua a la verosimilitud tomaba valores muy grandes al evaluarla en
valores del umbral cercanos a la observacién més pequena. Si estas observaciones se
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obtienen con un instrumento de medicién que tiene una precisién 2h, entonces al reg-
istrar la observacién Y; = y;, en realidad se puede considerar que dicha observacion
cayo6 en el intervalo,

yi —h <Y <y +h,

como se menciond en la Seccién 1.3.5.

Por tanto, es razonable considerar que al registrar la observacién y(1), la variable
aleatoria en realidad toma un valor en el intervalo (y)—h, y() +h]. En particular, es
posible que la variable Y(;) tomase el valor y(;) — h. Por tanto, habrd que considerar
que los valores posibles que podria tomar el umbral p son tales que p < y(q) —
h. Considerando lo anterior, la verosimilitud restringida se calcula de la siguiente
manera,

_ lzlf <yi;“>ﬁ_l exp [— (y;“ﬂ I oy () (23.1)

donde ¢ > 0 y 8 > 0. Esta verosimilitud serd siempre acotada, por construccion,
puesto que evita evaluar la funcién de densidad en la singularidad que ocurre en
= ya)- La idea detrés de esta verosimilitud restringida es simple y elegante,
ademds de que funciona muy bien para resolver algunos problemas de estimacién que
ocurren cuando 8 < 1y se utiliza Lo. Las simulaciones presentadas en el Capitulo
3 corroboran esta afirmacién y estudian el comportamiento de esta verosimilitud,
bajo diferentes escenarios, comparandola a su vez con la verosimilitud discretizada
que se propone en dicho capitulo. Por otra parte, ambas verosimilitudes se aplicaran
a los ejemplos préacticos presentados en el Capitulo 4.

2.4 Verosimilitudes perfiles de forma aplanada

Existen ocasiones en que la forma de la verosimilitud perfil de un parametro umbral
tiene forma aplanada en cierta regién del espacio parametral, como la mostrada en
la Figura 2.1(c). En algunos casos esto se debe a que se cuenta con una muestra
pequena (Hirose y Lai, 1997), en otras se debe a un problema de identificabilidad
de modelos (Montoya, 2008) y también ocurre cuando el modelo considerado esta
cerca de un modelo limite més simple. Algunos autores como Cheng y Iles (1990),
también atribuyen esta situacién a la forma particular de la distribucién asimétrica
de los datos, con cierto sesgo a uno de los lados. En cualquier caso, las observaciones
no permiten distinguir o discriminar entre muchos de los miembros de la familia de
modelos considerada.

En esta seccion se describe el caso particular de familias de distribuciones que
tienen un modelo limite més simple y en el Capitulo 4 se presentaran varios ejemplos
de esta situacion.
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Las familias de distribuciones con un modelo limite més simple se dan para ciertos
modelos de tres pardmetros, de la forma f(z—pu,#), donde p es un pardmetro umbral
y 8 es el vector de parametros restantes en el modelo. Con estos modelos y bajo cier-
tas condiciones, suelen obtenerse verosimilitudes perfiles para el parametro umbral
con una forma aplanada, en cierta regién del espacio parametral. Cheng y Iles (1990)
asocian esta situacion con la existencia de modelos limite més simples, que describen
bien a los datos y que resultan muy cercanos a los modelos de tres parametros. A di-
chos modelos les llaman, en inglés, embedded models y distinguen que esta situacion
tiene un caracter diferente del caso de las verosimilitudes no-acotadas. Estos autores
explican que para estos modelos de tres parametros existe un modelo limite de dos
parametros cuyos parametros son funciones de los parametros originales, los cuales
al estimarlos, toman valores muy grandes. En muchas ocasiones, por parsimonia,
puede elegirse el modelo mas simple para describir a los datos, con lo cual la esti-
macién numérica de sus parametros es mucho mas eficiente; pero, como se muestra en
los ejemplos analizados en el Capitulo 4, esto no debe considerarse una regla general.

En realidad, la situacion de modelos limite es un caso particular del problema de
seleccién de modelos estadisticos para un cierto conjunto de datos. Como se verd en
la Seccién 2.5.1 el modelo limite de dos parametros para el modelo Weibull de tres
parametros resulta ser el modelo Gumbel. Este también es el modelo limite para la
familia de distribuciones Fréchet de tres parametros.

Ahora, se ha visto que las distribuciones Gumbel, Weibull y Fréchet pueden
escribirse como una sola distribucién, conocida como Distribucion Generalizada de
Valores Extremos o DGVE. Esta distribucién, para el caso de maximos, estd dada
por

o ={ oo{-[rreem]p aeo 2.41)
exp(—y) si c=0.

donde y es tal que 1+ ¢ (y%ba) >0,cona €R,b>0yceR. En esta distribucion
a es un parametro de localizacion, b es un parametro de escala y ¢ es un parametro
de forma. El caso ¢ < 0 corresponde a la distribucion Weibull y la relacién de los
parametros de ésta con los de la DGVE es p = a — g, 8= —% y o= —g. El caso

¢ > 0 corresponde a la distribucién Fréchet y la relacién entre sus pardmetros es

— b _ 1 _b
N—a—gaﬁ—gyff—g-

Para un modelo Weibull, cuando se tiene una verosimilitud relativa que tiene
una forma aplanada alrededor del emv y es marcadamente asimétrica, se tendra que
la perfil del pardmetro ¢ bajo el modelo DGEV (con los mismos datos) asigna una
verosimilitud alta o moderada al valor ¢ = 0. Esto indica que un modelo Gumbel
puede ser apropiado. Esto se explica facilmente porque cuando ¢ tiende a cero, la
DGVE tiende a un modelo Gumbel. Lo mismo puede ocurrir con un modelo Fréchet
el cual también tiene al modelo Gumbel como limite. Estas situaciones se analizan
a detalle en los ejemplos incluidos en la Seccién 4.3 del Capitulo 4.
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El unificar estas tres familias en una sola familia simplifica mucho el aspecto de
selecciéon de modelos, ya que el pardmetro de forma ¢ proporciona informacién sobre
el tipo de comportamiento de la cola de la distribucién de méximos o minimos. Esto
permite, generalmente, seleccionar el tipo de distribucién méas apropiado para un
conjunto de datos, sin necesidad de un juicio subjetivo. En Teoria de Extremos es
muy comun utilizar la DGVE ya que en muchas ocasiones se tiene gran incertidum-
bre acerca de la poblacién madre de la que se extrajeron los méximos (o los minimos).

Para la DGVE las propiedades asintdticas de los estimadores no se satisfacen
automaticamente, pues las condiciones de regularidad que éstos requieren no se
cumplen, ya que los extremos de esta distribucién son funciones de los valores de
los parametros: a — b/c es un extremo superior cuando ¢ < 0 y un extremo inferior
si ¢ > 0. Asi pues, las propiedades de los estimadores de maxima verosimilitud de
la DGVE dependen del rango de valores que puede tomar el parametro de forma
¢ de esta distribuciénm como exponen Coles (2004, p. 55) y Smith (1985). Exis-
ten criticas a la funcién de verosimilitud cuando ¢ < —1, ya que se dice que los
estimadores de maxima verosimilitud no existen. En realidad esto quiere decir que
la aproximacién continua a la verosimilitud no es valida ya que no esta acotada.
Cuando ¢ € (—1,—0.5), se ha dicho que puede haber problemas de estimacién, pues
aunque se pueden obtener los estimadores de maxima verosimilitud, éstos no satis-
facen las propiedades asintéticas estdndares. Sin embargo, la mayoria de los datos
que surgen en problemas précticos, parecen cumplir la condicién —% <c< % (Kotz
y Nadarajah, 2000, p.62).

2.5 Estimacion en algunas densidades con parametro
umbral y una singularidad

En esta seccién se presentan los problemas que surgen en la estimacién de las densi-
dades Weibull y lognormal de tres parametros, que han dado lugar a criticas como
las antes mencionadas y que son las distribuciones que se utilizan en los ejemplos
practicos que se incluyen el el Capitulo 4.

2.5.1 La distribucién Weibull

Una familia de distribuciones de tres parametros que es muy utilizada en un gran
numero de aplicaciones, por su flexibilidad al tomar una gran variedad de formas,
es la distribuciéon Weibull. Esta distribuciéon toma el nombre del fisico sueco Wal-
lodi Weibull, quien la utiliz6 por vez primera en 1939 para modelar la fuerza de
rompimiento de materiales; es él quien después lista una gran variedad de situa-
ciones en las que puede utilizarse esta distribucion. En la actualidad se considera
muy adecuada para modelar tiempos de falla, la distribucién de la fortaleza de cier-
tos materiales y en general para modelar una gran cantidad de comportamientos de
tiempos de vida.
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Al incluir un parametro umbral en una distribucién Weibull, éste puede represen-
tar una cota superior o inferior para la variable en estudio. Para el caso de minimos,
la funcién de densidad de una variable aleatoria Weibull de tres parametros, es
la dada por la Ecuacién (2.1.3). Tal como se explicé en el Ejemplo 2.2, este
modelo puede originar verosimilitudes no acotadas cuando g — y(1) y con ello la
aproximacion continua a la verosimilitud puede presentar una forma de J, como la
mostrada en la Figura 2.1(b). También es posible que con la distribucién Weibull se
originen verosimilitudes perfiles de forma aplanada como la presentada en la Figura
2.1(c).

En la Secciéon B.1 del Apéndice B, se muestra que el modelo Weibull de tres
parametros tiene a un modelo Gumbel como modelo limite de dos pardmetros, lo
cual se analiza estudiando el comportamiento de una densidad Weibull, cuando el
parametro de forma S — 0o o el parametro umbral y — —oco. Para ello, se considera
Y una variable aleatoria distribuida como una Weibull de tres parametros, cuya
funcién de densidad es la dada por (2.1.3). Para esta distribuciéon Cheng y Iles
(1990) sugieren la siguiente reparametrizaciéon uno a uno

(/1,0', B) — (0 - wﬁa¢ﬁ,ﬂ)7

con la cual se puede demostrar que al tomar el limite cuando 8 — oo, se llega a

511_{20 f(y;0,4,8) = ;exp (W) exp [— exp <y7;9>} )

para —oo < y < oo que es la funcion de densidad de una variable aleatoria Gumbel.

Es muy comin que se presenten problemas en la estimacién de los pardmetros
de una distribuciéon Weibull al usar métodos numéricos, por las consideraciones ya
antes expuestas. Estos métodos son necesarios ya que no es posible obtener expre-
siones analiticas cerradas para todos los emv de los pardmetros, como se muestra a
continuacién.

Consideremos la funcién de verosimilitud Weibull mostrada en la Ecuacién (2.1.4).
A partir de esta ecuacién se calcula la log-verosimilitud siguiente:

- n o — 1\ P
lo(p,0,B;y) = nlog B —nlogo+ (8 —1)> log(yi — p) — » (yz u) ,
=1

- g
=1

de donde se obtienen las siguientes ecuaciones de verosimilitud,
dlc(p, 0, B3 y) - B (e
o (B-1) 'E_ (i —p)™ + ;:1 il (e :

=1
Olc(po,Biy) _ nB | B~ (vi—p\’ _
oo o +O‘Z; o =0,

Olo(p,0,By) 1 | ‘ Ny —w\’ Yi— 1\
5 —5+;10g(yz—u)—z< - >log<o_ )—0-

=1
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De ellas tan solo puede obtenerse una expresién para el parametro de escala o,
que resulta

1 & 5
o= [nZ(yi—u)B] : (2.5.1)

i=1

Notese que que el cdlculo de & requiere el conocimiento de los otros dos pardmetros,
y como éstos no tienen una expresion cerrada, entonces, para la estimacién de los
tres parametros son necesarios métodos de optimizacion numérica.

Los problemas de optimizacién estan intrinsecamente asociados a los valores que
toma el parametro de forma (3, sobre todo si este valor es menor a la unidad, porque
entonces la verosimilitud perfil del umbral tendra forma de J y serd no acotada. En
contraste, cuando el parametro § es muy grande, la forma de la verosimilitud tiende
a ser plana, como la presentada en la Figura 2.1(c). Esto presenta problemas de
optimizacion debido a que la forma aplanada dificulta mucho dar con el maximo de
la verosimilitud, de manera eficiente. Por ello va a ser de suma importancia arrancar
estos métodos de bisqueda con buenos valores iniciales.

En la Figura 2.2 se pueden observar algunas formas que asume la densidad
Weibull al variar el pardmetro de forma 3, en éstas se fij6 el umbral en y = 0.
Si 8 = 3.5 la densidad se aproxima bastante a una curva normal ya que el sesgo
se vuelve cero, mientras que un valor 5 = 0.5 proporciona una curva sesgada a la
derecha. Por otra parte, un valor de 5 = 15 origina una curva ligeramente sesgada a
la izquierda. La distribucion Weibull incluye a la distribucién exponencial, cuando
B =1y ala distribucién Raleigh si § = 2. Un umbral diferente de cero simplemente
traslada estas curvas a la derecha o izquierda, dependiendo si éste es positivo o
negativo. Por otra parte, el pardmetro de escala o representa el percentil 63.2 de los
datos y una simple transformacién logaritmica, convierte una distribucién Weibull
en una distribuciéon Gumbel.

A continuacidén se dan algunas sugerencias para la seleccion de los valores iniciales
de los parametros en el proceso de optimizaciéon numérica para la bisqueda de las
estimaciones de maxima verosimilitud. Algunas de ellas las describen autores como
Cheng y Amin (1983), Cheng y Iles (1990), Smith (1985), Mann (1984) y Heathcote
et al. (2004), entre otros, y se pueden resumir en los puntos que enseguida se expo-
nen, en los cuales también se describen situaciones que originan ciertos problemas
de estimacidn.

1. Si B > 2 existird un méaximo local con la aproximacién continua a la verosi-
militud perfil del pardmetro umbral. Este comportamiento puede asociarse a
la forma de verosimilitud perfil mostrada en la Figura 2.1(a). En este caso
la matriz de informacién de Fisher tiene todas las entradas finitas (Smith,
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25 b

Figura 2.2: Formas de la densidad Weibull de minimos para u = 0, ¢ = 3 y diferentes

valores del pardmetro de forma .

1985) y se ha mostrado (Cheng y Iles, 1990) que son vélidas las propiedades
asintoticas de los estimadores de méaxima verosimilitud.

. Cuando B < 2 ciertos elementos de la matriz de informacion de Fisher toman

valores infinitos y entonces ya no se cumplen las propiedades asintéticas de los
estimadores de méxima verosimilitud. De acuerdo con Cheng y Amin (1983),
sil < B < 2 existird un méximo local con la aproximacién continua a la
verosimilitud, que conduce a estimaciones consistentes para los parametros,
aspecto que también muestran Cheng y Iles (1990).

. Cuando se tiene que f < 1, no existe maximo local. Smith (1985) muestra que

no existe una sucesién consistente de estimadores del parametro umbral y por
ello, con los métodos iterativos generalmente se obtiene la estimacién i = y),
lo que origina estimaciones inconsistentes para los otros parametros.

. El caso de 8 = 1 no presenta dificultad alguna, ya que resulta la distribucion

exponencial de dos parametros, para la que se obtienen los estimadores de
méxima verosimilitud 1 = y1) y 0 =9 — y(1)-

Dado que para estimar los pardmetros de una distribucion Weibull son nece-

sarios métodos numéricos de optimizacién, es importante utilizar valores iniciales
adecuados. De igual manera se sabe que algunas reparametrizaciones de la funcién
de verosimilitud pueden simetrizarla y con ello facilitar ampliamente el proceso de
estimacion de parametros. A continuacién se dan algunas sugerencias que se vié fa-
cilitan la estimacién de los parametros de un modelo Weibull con parametro umbral.

(a) Iniciar el proceso de estimacién utilizando un modelo regular, como es un mod-

elo Weibull de dos parametros. Para ello puede restarse a la variable Y, que
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se supone distribuida como una Weibull de tres parametros, un conjunto de
valores pg que sean valores razonables para el pardmetro umbral g y luego
estimar, por maxima verosimilitud, los parametros o y 3 del modelo, para
cada uno de los valores de p considerados. Esto facilita un proceso de opti-
mizacién ya que una densidad Weibull de dos parametros sélo tiene dos formas

posibles. Si 8 < 1 es mondtona decreciente y cuando 8 > 1 es unimodal y

/B
—1 . . s . s
la moda se alcanza en o (%) . Las estimaciones maximo verosimiles que

se seleccionaran para los parametros p, o y 3, seran las que correspondan al
valor de pg con el cual se obtuvo el mayor valor de la verosimilitud.

(b) Un modelo de localizacién y escala como el Gumbel puede también auxiliar
en la estimacion de parametros de un modelo Weibull. Para ello es muy
util el conocer que si en un modelo Weibull el parametro umbral y = 0,
entonces la variable Z = log Y tiene una distribucion Gumbel con pardmetro
de localizacién n = logo y pardmetro de escala ¢ = 1/5. Ahora, si p # 0,
entonces se puede utilizar Z = log(Y — u). Con ello los valores iniciales que se
recomienda usar son og = exp(n) y o = 1/1.

(¢) Cuando g < 1, la funcién de densidad Weibull tiene forma de J invertida. En
estos casos es posible utilizar el dato minimo y(;) como estimador del umbral
y estimar los pardmetros restantes suponiendo que se tiene un modelo Weibull
de dos parametros.

(d) En ocasiones puede utilizarse un cuantil pequeno (o bien grande) como esti-
macioén alternativa a la del umbral. En el caso de minimos y para la dis-
tribucién Weibull de tres parametros, la reparametrizacién a utilizar es la
proporcionada en la ecuacién (1.7.2), presentada en el Capitulo 1.

2.5.2 La distribucién lognormal

Existen muchas situaciones donde las observaciones toman varios érdenes de mag-
nitud y el histograma de ellas es sumamente asimétrico y con cola pesada a la
derecha. Ejemplos de ello son la abundancia de especies, el periodo de latencia
de una enfermedad infecciosa, la distribuciéon de plomo en el aire, etcétera. La dis-
tribucién lognormal suele describir bien estos fenémenos que se asocian con procesos
independientes que se combinan multiplicativamente. La distribucion de los datos
es generalmente sesgada y tiene la caracteristica de asumir solamente valores pos-
itivos. El incluir un parametro umbral 4 en una distribucién lognormal, permite
estimar una cota para los datos en estudio y la distribucién simplemente se traslada
i unidades. Sin embargo, la simple inclusiéon de este pardametro puede complicar
el proceso de estimacion de sus parametros, aunque nunca tanto como en el caso

Weibull.

Una variable aleatoria Y se distribuye como una lognormal de tres parametros,
con parametro umbral u, si

log (Y — p) ~ N (v,0%), (2.5.2)
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donde ~ es la media y o es el parametro de escala de la distribucién normal co-
rrespondiente. La funcién de densidad de una variable que sigue una distribucién
lognormal de tres pardmetros es

1 1
flysp,v,0) = m exp {_M log(y — p) — 7]2} T(p,00) (y) , (2.5.3)

donde 0 > 0, u € R, y v € R. Noétese que v es también la mediana de la dis-
tribucién lognormal. La funcién de distribucién correspondiente, puede encontrarse
numéricamente como

F(y; p, v, 0 / [t 7y, 0 (2.5.4)

En el caso lognormal de tres parametros también es posible observar verosimil-
itudes perfiles no acotadas, tal como sefialan Giesbrecht y Kempthorne (1976) y
Hill (1963). Considérese que y = (y1,...,yn) son los valores que toma una muestra
de variables aleatorias independientes, distribuidas como (2.5.3). La aproximacién
continua a la verosimilitud correspondiente es,

Lo(p,v,03) O(Ha\ﬁ(y D exp{—%;[log(y—,u) —7]2}. (2.5.5)

Cuando se fija un valor de p, los estimadores restringidos de o y v son

= 3 ol — ) (2.5.6)
=1
y
52(u) = = > llo(ys — 1)~ A) (25.7)
=1

Estos estimadores restringidos se pueden utilizar para obtener la verosimilitud perfil
del pardmetro umbral p, la cual es

LEy) = D A, 500:9) x [[ s ——x (259

1 _
exp {—W [log (y — p) — 7(#)]2} ,

Claramente tiene una singularidad en pu = y;), heredada de la densidad misma, y
motivo por el cual, cuando pu — y(1), la verosimilitud perfil tiende a infinito.

En el caso lognormal también es posible usar un cuantil adecuado como esti-
macién alternativa a un pardmetro umbral. Para ello se puede utilizar la reparame-
trizacién uno a uno,

(t,7,0) = (Qas7,0,),
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donde Qo = F~Y(a;p,v,0). Como los cuantiles simetrizan, en gran medida, la
funcion de verosimilitud, el proceso de optimizacién serd mas sencillo.

Al igual que en el caso Weibull, para la distribucién lognormal y distribuciones
como la gamma, log-logistica y Gaussiana inversa, Cheng y Iles (1990) presentan las
reparametrizaciones asociadas, que permiten encontrar el modelo limite para cada
una de ellas. Para el caso lognormal de tres pardmetros, este modelo limite es una
distribucién normal. Las distribuciones Gamma (de dos y de tres pardmetros) y la
Gaussiana inversa también tienen como modelo limite al normal.

Como se ha visto a través de este capitulo, las criticas que recibe la funcién de
verosimilitud y que se relacionan con verosimilitudes no acotadas, pueden resolverse
facilmente utilizando la verosimilitud restringida o la verosimilitud exacta. Esta
ultima puede incorporar una precision diferente en cada una de las mediciones. Sin
embargo, el registro de la observacién mas pequena, en el caso de minimos, o la
observacién més grande, en el caso de maximos, requiere un tratamiento especial
que hasta la fecha no se ha considerado y que lleva a utilizar una verosimilitud
discretizada perfil, que se deriva de la definicién de verosimilitud discretizada que
se presenta en el siguiente capitulo y cuyo uso se sugiere para el caso de densidades
que poseen un parametro umbral y singularidades.
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Capitulo 3

La funcién de verosimilitud discretizada

En este capitulo se atiende, en particular, el caso de densidades que poseen una
singularidad y un pardmetro umbral, lo cual en general dificulta el proceso de esti-
macion de parametros. Se mostrard la utilidad que en estos casos tiene la funcién de
verosimilitud exacta, que se describié en la Seccién 1.3.5, para variables aleatorias
continuas y que incluye a la precisién del instrumento de medicién. Se considerard
que un instrumento de medicién induce una particion en la recta real, que esta direc-
tamente ligada a las mediciones que son observables con dicho instrumento. De esta
manera, surge el concepto de muestra discretizada, que se definira en este capitulo.

Al considerar modelos con un pardametro umbral que represente una cota inferior
para la variable en estudio, la discretizacién de la observacién mas pequena motiva
la necesidad de incorporar una modificacién a la funciéon de verosimilitud exacta,
que surge de concebir de una manera mas adecuada, la probabilidad de observar el
dato mas pequenio. Asi, cuando el parametro umbral es una cota inferior para el
soporte de la variable aleatoria, es posible que éste incluso pueda ser mayor que la
observacién registrada mas pequena. Por tanto, al calcular la verosimilitud perfil del
umbral, debe tomarse en cuenta si el valor del umbral cae o no, dentro del intervalo
que rodea a la observaciéon mas pequena que fue registrada. Este aspecto nunca
antes se ha considerado y se discutird en detalle en la Seccién 3.2. La verosimilitud
discretizada que se define en dicha seccién, toma en cuenta este aspecto, siempre
estd acotada y las estimaciones que se obtienen con ella estan ligadas a la precisién
del instrumento de medicién.

En este capitulo se analizan diferentes aspectos de la verosimilitud discretizada,
entre los cuales estdn las posibles formas que puede tomar la verosimilitud perfil
discretizada de un parametro umbral. Estas se comparan con las formas que Smith
y Weissman (1985) reportaron para la verosimilitud perfil de un pardmetro um-
bral, cuando se utiliza la aproximacién continua, mismas que fueron mostradas en
la Seccién 2.2.

En particular se analizaran dos casos no-regulares, que son el caso Weibull de tres
parametros, para minimos y un caso particular de éste, que es la distribucion expo-
nencial con tiempo de vida garantizado. Aunque esta ultima distribucién no posee
singularidad alguna, se incluye debido a que es posible obtener expresiones analiticas
cerradas para los estimadores de los parametros, tanto con la aproximacién continua

61
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como con la verosimilitud discretizada. Sin embargo la distribucién del estadistico
de la razon de verosimilitud sélo es posible obtenerla, explicitamente, cuando se uti-
liza la aproximacion continua a la verosimilitud, ya que aiin en este caso tan simple,
el calculo de este estadistico se complica cuando se utilizan las expresiones analiticas
de los estimadores obtenidos con la verosimilitud discretizada.

En cuanto a la distribucién Weibull de tres parametros, con ninguna de estas
verosimilitudes es posible obtener expresiones analiticas para todos los estimadores
de sus pardametros. Sin embargo, se puede establecer una similitud entre la verosimi-
litud discretizada y la distribuciéon multinomial, que permite retomar los resultados
asintoticos que han sido demostrados para esta tltima. En la Seccion 3.6 se utilizan
herramientas de simulacion para estimar los pardmetros de un modelo Weibull y se
estudian las coberturas de los intervalos de verosimilitud para el caso de muestras
moderadas y pequenas.

3.1 El rol de la funciéon de verosimilitud perfil en la
inferencia cientifica

La funcién de verosimilitud perfil juega un papel de gran importancia en la infer-
encia cientifica, pues integra multiples aspectos que son esenciales en la solucién
e interpretacién de un problema. La verosimilitud perfil de un parametro de in-
terés permite evaluar, de manera sencilla, la robusticidad de las inferencias frente
a cambios en los modelos considerados. Por ejemplo, al comparar las graficas de la
verosimilitud perfil de algtin cuantil de interés, bajo los distintos modelos, es posible
evaluar robusticidad, tal como se mostré en la Seccién 1.6. En otras ocasiones puede
corroborar la seleccion previa de una distribucién o bien sugerir alguna otra. Tal
es el caso de la verosimilitud perfil del pardametro de forma ¢ de la DGVE o bien la
perfil de un pardmetro umbral, como se mostré en el Capitulo 2.

Por otra parte, con la verosimilitud perfil es sencillo utilizar reparametrizaciones
uno a uno, que facilitan los procedimientos de estimacion, como se explicd en la
Seccién 1.5. Gracias a ello se pueden usar reparametrizaciones especificas de interés
o simplemente seleccionar alguna que simetrice la funcién de verosimilitud. En mu-
chos casos es posible llegar a reparametrizaciones que resultan muy estables frente
a cambios en los modelos, como es el caso de los cuantiles, expuesto en la Seccion 1.7.

Es por ello que resulta de gran importancia el saber interpretar, dentro del con-
texto del problema que se esté analizando, toda la informacién que proporciona la
verosimilitud perfil completa del parametro en estudio.

La informacién que proporciona el error del instrumento de medicion, asi como la
interpretacion correcta del rango de valores que puede tomar un pardmetro umbral,
se aprovechan en su totalidad con la verosimilitud que se propone en este capitulo,
y para la cual es necesario definir el concepto de muestra discretizada que se expone
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a continuacién.

3.2 Muestra discretizada

Muchos fenémenos naturales pueden ser descritos por medio de variables aleatorias
que concebimos y denotamos como continuas. Sin embargo, cualquier instrumento
de medicion que se utilice para registrar las observaciones de estas variables aleato-
rias, siempre tendrd una precision finita. Asi, toda medicién de una variable aleatoria
continua esta censurada a un intervalo, determinado por la precisién del instrumento
de medicion y por la observacién misma registrada, que suele ser el punto medio de
dicho intervalo. Esto fue identificado desde hace mucho tiempo por Barnard (1966)
y Kempthorne (1966).

En la practica no se cuenta con la mediciéon genuina y de una variable aleatoria
continua (que en realidad es latente) Y, sino con un valor x, que corresponde a la ob-
servacién de una variable aleatoria discreta observable X, cuyos posibles valores son
los puntos medios de los intervalos asociados al instrumento de medicién utilizado.
Las observaciones correspondientes a esta variable aleatoria discreta X son las que
se usan para hacer inferencias acerca del modelo estadistico f (y;#) en estudio.

A continuacion se exponen dos maneras equivalentes de concebir este proceso de
discretizacién. Ambas dan lugar a lo que denominaremos muestra discretizada, que
es la muestra que se considera para todos los andlisis efectuados en esta tesis.

Supdngase que Y es una variable aleatoria continua con distribucién Fy (y;6),
cuyo soporte W es un subconjunto de los niimeros reales y considere que se utiliza
un instrumento de mediciéon con precision 2h, para registrar las observaciones de
Y. Por facilidad considérese que la precision de este instrumento es constante para
todos los valores de Y, esto es, la precision de éste no depende de la magnitud que
tome Y. Cualquier instrumento con esta precisién induce una particiéon de la recta
real, que consiste de una coleccién de intervalos disjuntos R;, de la forma

Rj = (xj — hyxj + h] = ((25 + 1)h, (2j + 3)h], (3.2.1)

donde j pertenece al conjunto de los nimeros enteros Z, y x; = (2j +2)h es el
punto medio del intervalo R;. Sin pérdida de generalidad, se considerard que cada
uno de estos intervalos es cerrado por la derecha y abierto por la izquierda. Es claro
que los intervalos definidos por (3.2.1) satisfacen las condiciones siguientes:

a) R;[() Ry = @ para enteros j # k,

b) R= | R;.
JEZL
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Cualquier instrumento de medicién asociado a esta particion, registrard el valor z;,
siempre que la variable aleatoria continua Y caiga en el intervalo R;. Esto es,

YGRj = :L‘j—h<Y§.Ij+h.

En ese caso, la variable discreta observable asociada X tomard el valor de x;.

Por ejemplo, si se mide la altura de una persona con un instrumento de medicién
que tiene una precision 2h = 1 cm. y la altura registrada es de 165 cms., eso significa
que la verdadera altura es un valor que cae dentro del intervalo Ry44, donde

Rigs = (164.5,165.5] = (165 — h, 165 + h].

El valor 165, registrado, es el punto medio del intervalo Rig4; esto es x164 = (25 +2) h
para j = 164. Ahora, si el instrumento tuviera una precisién 2h* = 0.02, entonces
la misma observacion tendria el indice j = 8249 y estaria asociada al intervalo

Rgosg = (164.99,165.01] = (165 — h*, 165 + h'],

perteneciente a una particién diferente en la recta real. Asi, el indice j depende de
la magnitud de la precisién 2k del instrumento de medicién correspondiente. Nétese
que siempre se cumple que x; = 0 para j = —1 y cualquier valor positivo h. Cuando
se tienen datos no-negativos se considera que el primer intervalo, en esta particion,
esta centrado en el cero.

Sea ahora F, la familia de intervalos de la particién (3.2.1), esto es,

F ={R; }j 7 -
Dado el soporte W C R de la variable aleatoria Y, existe al menos una subfamilia
de F que lo cubre, por lo que es posible hablar de la subfamilia més pequena

F'=A{Rj, }irea,

con esta propiedad, donde A C Z. Esto es,

W C U Rjk'
JkEA

Esta subfamilia F’ es la mas pequena en el sentido de que estd contenida en cualquier
otra subfamilia que contenga a W. Por ejemplo, en el caso de medir alturas de per-
sonas, éstas no pueden tomar valores negativos, lo que implica que el soporte W de
Y es la parte no-negativa de la recta real, W = R* U {0}. En este caso el conjunto
A estd dado por A ={-1,0,1,2,...}.

Resumiendo, si Y7,...,Y, son variables aleatorias continuas, independientes e
idénticamente distribuidas con la misma densidad fy (y;6) y son medidas con un
instrumento con precisién finita 2h, entonces, las observaciones registradas se de-
notardn por i,zs,...,Z,, donde z; es el punto medio de un intervalo R, € F'.
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Entonces, para la variable aleatoria Y;, ¢ = 1,...,n, corresponde una mediciéon que
es el punto medio del intervalo correspondiente Rj,, esto es, x; = (2j; + 2) h, para
algun indice j; € A, o equivalentemente

YZ'ER]'Z.@[DUZ‘—h<Y;§$Z‘+h].

Este proceso de discretizacién puede concebirse de dos maneras diferentes:

1. La primera es considerar que las Y;, ¢ = 1,...,n, son variables aleatorias cen-
suradas por intervalo, de las que solamente se sabe que el verdadero valor
cae en el intervalo correspondiente Rj,, para algin j; € A y donde el valor
registrado x; = (2j; + 2) h es el punto medio de ese intervalo.

2. La segunda manera es considerar que cada variable aleatoria continua Y;, ¢ =
1,...,n, es latente y que tiene asociada una variable aleatoria discreta X;, que
si es observable y que toma el valor x; con probabilidad

z;+h
PlXi—a] — P[:ci—hmsmh]:/ £ (y:6) dy
z;—h

= Fy (2;+h0) — Fy (z;— hi0) = P[Y; € R;].

En ambos casos, se tiene que P[X; = z;| = P(Y; € Rj,) y ambas probabilidades
dependen de la distribucion de Y, y del pardmetro desconocido 8. Nétese que en
ambos casos se puede considerar un modelo multinomial, asociado a los intervalos
con probabilidades positivas. En cualquiera de los esquemas anteriores, es posible
que ocurran observaciones repetidas en la muestra observada xz1,...,z,. En una
muestra de tamano n, el nimero esperado de observaciones repetidas que ocurren
en el intervalo Rj, es igual a n - P[Y; € Rj,]. El nimero de observaciones repetidas
disminuye conforme el instrumento de medicién utilizado es maés preciso, esto es,
cuando 2h es mas pequeno.

Los dos escenarios antes expuestos dan lugar al concepto que se denominard
muestra discretizada y que se define a continuacion.

Definiciéon 3.1 Muestra discretizada. Sean Y, ...,Y, variables aleatorias con-
tinuas, independientes e idénticamente distribuidas, con funcion de distribucion
Fy(y;0), donde 0 € © C R¥. Supdngase que estas variables son observadas con
un instrumento de medicion que tiene una precision 2h > 0. Los valores (z, ..., Ty)
que el instrumento de medicion registra para estas variables aleatorias continuas,
se denomina muestra discretizada y corresponde al conjunto de puntos medios de
intervalos de la forma
(x; — hyx; + h],

dentro de los cuales toma valores la variable aleatoria continua Y;, para i =1,...,n.

Todas las muestras que se trabajan en esta tesis se consideran resultado de medi-
ciones que llevan implicitas la precisién de un instrumento de mediciéon y son por lo
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tanto muestras discretizadas.

En la siguiente seccién se presenta una propuesta de verosimilitud, que utiliza
el concepto de muestra discretizada, definido en esta seccidon y considera de una
manera diferente, el conjunto de valores que puede asumir un parametro umbral.

3.3 La verosimilitud discretizada

Los primeros en considerar que toda medicién de una variable aleatoria continua Y
estd censurada dentro de un intervalo (x — h,x + h], determinado por la medicién
discretizada x, registrada para esa variable y por la precisién 2h del instrumento
de medicién, fueron Barnard (1966) y Kempthorne (1966). Este 1ltimo incorpord,
explicitamente, la precision del instrumento de medicién en la funcién de verosimi-
litud de una variable aleatoria normal. Conceptualmente, es equivalente considerar
que toda variable continua Y no es observable, sino latente, y que tiene una variable
discreta asociada X, que si es observable. Los valores que se registran para X depen-
derdn del instrumento de medicién y de su precisién, como se indicé en la Seccion
3.2. Estos autores coinciden que cuando se considera lo anterior, en el calculo de la
funcién de verosimilitud, se evitan los problemas de estimacién que surgen del uso
de la aproximacién continua a la verosimilitud, que resulta no-acotada en el caso de
densidades que tienen singularidades.

Casi veinte afios después, Kalbfleisch (1985) resalt6 el hecho que, en el caso de
variables aleatorias continuas debe tomarse en cuenta la precision del instrumento
de medicién al calcular la funcién de verosimilitud, a la cual llamé verosimilitud
exacta. También ejemplificd, por medio de la distribucién exponencial, que la ve-
rosimilitud exacta y la aproximacién continua son indistinguibles, siempre que el
valor h sea pequeno en comparacion a la magnitud del pardmetro 6 que se desea
estimar. Esto es razonable dado que implica que se pide que el instrumento tenga
una buena precisién para obtener observaciones que estimen bien a 6. Sin embargo,
Kablfleisch no comenta respecto a que la verosimilitud exacta resuelva problemas
que se presentan con el uso de la aproximacion continua a la verosimilitud, cuando
las densidades tienen singularidades.

Por otra parte Meeker & Escobar (1998) y Lindsey (1999) concuerdan tanto con
Barnard (1966) como con Giesbrecht y Kempthorne (1976), en que al utilizar la
Definicion 1.4, para calcular la verosimilitud de variables continuas, se resuelve el
problema de verosimilitudes no-acotadas, que surge por el uso de la aproximacién
continua. Ademads, al definir la verosimilitud de esta manera se toma en cuenta la
definicién original que dio Fisher (1921), donde la verosimilitud es proporcional a la
probabilidad de la muestra observada.

De esta manera, las inferencias acerca de un vector de parametros desconocido 6
en aquellos modelos que conocemos como continuos, forzosamente se basan en una
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muestra discretizada como la definida anteriormente. En ésta, los valores registrados
T1,...,Tyn, pueden concebirse como mediciones de variables aleatorias discretizadas
X1, ..., X,, o bien como una realizacion de variables aleatorias continuas Yi,...,Y,,
censuradas por intervalo. En cualquiera de los dos casos la funcién de verosimilitud
asociada L (0;x1,...,x,) se puede expresar de la manera siguiente

LO;z1,....zn) = C(x1,...,z0) | | P[Xi = ;0]

—.

s
Il
—

= C(x1,.yxn) || Plzi —h <Y; <z + h; 0]

=

-
I
_

= C (.%1, ,xn) [Fy (l‘l + h; 9) — Fy (.%'z — h; 9)] , (3.3.1)

—.

.
Il
—

donde C (z1,...,x,) es una funcién no-negativa y acotada, que depende solamente
de las observaciones registradas y no de los parametros desconocidos. Notese que
esta verosimilitud siempre serd acotada. Por tanto, evita el problema que presenta
la aproximacién continua a la verosimilitud, la cual no es acotada cuando se utiliza
en densidades que cuentan con un pardmetro umbral y una singularidad.

Sin embargo, no es claro cémo calcular la probabilidad asociada al intervalo que
corresponde a la observacion mas pequena, cuando el parametro umbral es una cota
inferior; o bien el asociado a la observacién mas grande, cuando el umbral es una
cota superior. Es importante aclarar esta situacion pues teéricamente el parametro
umbral, que denotaremos por u, delimita el soporte de la variable aleatoria continua
Y.

Cuando el umbral es una cota inferior, debe cumplirse que u < Y. Conviene
entonces, aclarar cudl es la relacion de orden que guardan el valor més pequeiio
registrable (1) y el umbral u. Esto es, la variable aleatoria continua Y puede tomar
en realidad cualquier valor en el intervalo que rodea a la observacién discretizada
mas pequena, (x(l) —h,xq)+ h]. Por tanto es posible que el umbral u sea inclusive
mayor que esta observacion z(;). En ese caso se tendria que

2oy <p <Y < (z0) +h).

Esta situacion nunca se ha considerado con anterioridad en la literatura estadistica,
por lo que a continuacion se explica con mas detalle.

Sea 0 = (p, ) € © C R* un vector de pardmetros, donde p es un pardmetro
umbral y ¢ es el vector de parametros restante. Supdngase ahora que se tienen
tres variables aleatorias continuas Y7, Ys, Y3 que son independientes e idénticamente
distribuidas como F'(y; #). Las mediciones correspondientes, que conforman la mues-
tra discretizada observada son x1,x2 v x3. Ahora, las observaciones ordenadas son:
z() < x(9) < x(3), donde z(;) no necesariamente es igual a x;, como puede observarse
en la Figura 3.1.
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X3 = X(l)

A

Posibles valores de u

Figura 3.1: Muestra discretizada y su variable aleatoria continua asociada. Se senalan
los posibles valores que puede tomar p, tanto dentro del intervalo que rodea
Z(1), como a la izquierda de éste. Se muestra también el verdadero valor po,
desconocido, del umbral.

En esta figura se puede observar que es posible que el valor que toma la variable
aleatoria Y3, que origina la medicion discretizada x3 = (1), sea tal que Y3 > (1),
por lo que el parametro umbral puede tomar valores que satisfagan,

rq) < p<Y3 <z th,

y ser mas grande que la observacion més pequena que se registré. En la misma
figura puede observarse que el pardmetro umbral p pudiera también tomar valores a
la izquierda de x (1) — h. Es por ello que, como se dijo anteriormente, la contribucion
que a la verosimilitud hace el intervalo asociado a la observaciéon més pequena,
depende de considerar si el pardmetro umbral i se encuentra o no dentro del intervalo
(z(1) = h,z(1) + h]. Esta contribucién puede resumirse como,

f/f(l)+h fY (tﬂ 2 ,U,) dt? si e (.15(1) - h7 x(l) + h]
zyt+h .
P [x(l) —h<Y S $(1) + h] = f:}c((ll)lh fy (t; gp,,u) dt, S1 1% S :E(l) —h
0, si n > Z(1) + h,

donde fy es la funcién de densidad asociada a las variables aleatorias Y7, ..., Yy,.

Asi pues, cuando se hacen inferencias acerca de los pardmetros de un modelo
cuya densidad tiene un pardmetro umbral, no sélo debe considerarse la precision
del instrumento de medicién, sino también la posibilidad de que el pardmetro um-
bral pueda caer dentro o fuera del intervalo que rodea a la observacion mas pequena.

Esta posibilidad conduce a proponer una modificacién de la verosimilitud pre-
sentada en (3.3.1). En esta nueva definicién se utiliza una muestra discretizada ya
ordenada (a:(l), , ...,x(n)), y se calcula, de manera especial, la contribucién que el
intervalo (x(1y — h,z(1) + h] aporta a la verosimilitud. Debe recordarse que tanto
en la Definicién 3.1, de muestra discretizada, como en la definicién de verosimilitud
discretizada que se presenta enseguida, por sencillez se considera que la precision
del instrumento de medicién es siempre constante e igual a 2h. Adn cuando cada
observacién tuviera una precisién diferente, es posible utilizar la funcién de verosi-
militud discretizada propuesta. Tal es el caso del ejemplo presentado en la Seccion
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4.1.3 relativo al indice de masa corporal de mujeres sonorenses, donde cada obser-
vacién tiene asociado un error de medicién particular, que se calcula a través de un
procedimiento muy utilizado en fisica y que se conoce como propagacién de errores.

Definicion 3.2 Verosimilitud discretizada para variables aleatorias con-
tinuas cuya densidad tiene un pardmetro umbral y una singularidad.
Sean'Y,,Ys, ..., Y, variables aleatorias continuas, independientes e idénticamente dis-
tribuidas con funcion de densidad f(y;0) y funcion de distribucion F(y;0), donde
0= (p,n) €O C RE, u un pardmetro umbral, tal que Y; > pn parai=1,..,n; y ¢ el
vector de pardmetros restantes. Sea x(yy, ..., %) la muestra discretizada ordenada,
asociada o estas variables aleatorias y obtenida con un instrumento de medicion con
precision 2h. La verosimilitud discretizada para 8, Lp : © — R, es una funcion que
es proporcional a la probabilidad de la muestra observada y se define como

n

LD ((p,u; IL’(l), ,J}(n)) =C ((El, ceey (En) HP[.T(Z) —h<Y < x(z) + h; ©, u]

i=1
donde C (x1,...,x,) es una funcion acotada, no-negativa, que depende solamente de
la muestra y

flf(l>+h fY (t7 ©, ,LL) dt? 51 H € (x(l) - h7 x(l) + h]
x h .
P [az(l) —h<Y < z) + h] = fg;(?))jh fy (t; o, ) dt,  si p< xy) — h
0, st p >z + h

La verosimilitud discretizada Lp tiene la propiedad de que siempre estd acotada,
yva que estd definida como un producto de probabilidades, a diferencia de la aproxi-
macién continua a la verosimilitud que hereda las singularidades que tenga la funcion
de densidad. Ahora, como Lp estd acotada por arriba, el supremo existe y por tanto
siempre existe el emv, si bien no necesariamente es tnico.

A continuacion se presenta céomo calcular la verosimilitud discretizada para el
caso Weibull de tres pardmetros.

Ejemplo 3.1 Sea x = (z1,...,x,), una muestra discretizada que resulta de medir
n vartables aleatorias continuas independientes, Y1,...,Y, que se distribuyen como
una Weibull de minimos, con pardmetro umbral p, pardmetro de escala o > 0,
pardametro de forma > 0 y cuya funcion de distribucion es

F(y;p,0,0) = {1 — exp [— <T>5] } Tuo0) (9) -

Para calcular la verosimilitud discretizada Lp de la Definicion 3.2, es necesario con-
siderar la posibilidad de que el pardmetro umbral pueda tomar valores tanto dentro
como fuera del intervalo que rodea a la observacion discretizada mds pequena x(y).
Es por ello que Lp se expresa como:

L1<M7U75;X)7 st Mgw(l)_h
Lp (,LL, g, Ba X) = LQ(:“’? g, 67 X)7 CIANUS (x(l) —h, L(1) + h] (332)
0, st p >z + h
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Ast la funcion Ly definida como

n

Li(p, 0, 8;x) = [ [[F () + 1) — Flag — b)),
=1

considera la posibilidad de que el pardmetro umbral p tome solamente valores fuera
del intervalo que rodea a x(1y. A su vez, la funcién Lo definida como

n

Ly(p, 0, 8;x) = [F(zy + h) = F)]™ [ [Flag +h) - Flag — h)]
i=m-+1

toma en cuenta la posibilidad que el umbral pueda tomar valores en (m(l) —h, x(l)—i—h],
denotando por m el nimero de veces que se repite la observacion mds pequena. Al
igual que en el caso de utilizar la aproximacion continua a la funcion de verosimili-
tud, no es posible obtener, analiticamente, todos los estimadores de los pardmetros
del modelo Weibull, por lo que son necesarios métodos numéricos de optimizacion.

Puede observarse que los componentes de la Ecuacién (3.3.2) son probabilidades y
por tanto siempre serdn acotadas, por lo que no hay problemas para la estimacién
de parametros, por maxima verosimilitud. Sin embargo, el caso de verosimilitudes
perfiles con formas aplanadas puede aun presentarse ya que se trata de un problema
de seleccion de modelos, como se explicé en la Seccion 2.4.

El célculo de la verosimilitud discretizada en el caso Lognormal de tres parametros
se realiza de una manera similar al caso Weibull, con la diferencia de que la funciéon
de distribucién es la dada por la ecuacién (2.5.4), presentada en la Seccién 2.5.2.

Para calcular una verosimilitud perfil, a partir de la verosimilitud discretizada,
se procede de manera similar a lo presentado en la Seccién 1.3.8, como se muestra
en la siguiente definicion.

Definicién 3.3 Verosimilitud discretizada perfil. Sea Lp(0;y) la funcidn de
verosimilitud discretizada para @ = (\,). La verosimilitud discretizada perfil de X,
que se denotard por LY (\;y), se define como

L2 (\y) = sup Lo\ 4;y) = Lo, (A y); y), (3.3.3)

donde @(A;y) es el estimador de mdxima verosimilitud restringido de v, que se
obtiene maximizando la funcion de verosimilitud discretizada para un valor fijo de
A.

En esta tesis, la verosimilitud relativa perfil que se calcula a partir de la funcién
de verosimilitud discretizada, se denotard por RY, y para el caso de la verosimilitud
restringida perfil, utilizaremos la notacién RY.
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3.3.1 Relacion de la verosimilitud discretizada con otras verosimilitudes

En esta seccion se analizan las similitudes y diferencias que existen entre la verosimi-
litud discretizada, propuesta en la seccién anterior y otras verosimilitudes como son
la verosimilitud para datos censurados por intervalo y la verosimilitud para datos
agrupados, presentadas en las Secciones 1.3.6 y 1.3.7, asi como la verosimilitud ex-
acta de la Definicién 1.4. La diferencia bésica entre la verosimilitud discretizada y
estas otras verosimilitudes radica en que la verosimilitud discretizada se concibe para
densidades que poseen un pardmetro umbral y una singularidad, y la probabilidad
asociada al intervalo correspondiente a la observacion discretizada més pequena (o
bien, la mas grande), se calcula de manera diferente, como se expuso en la seccién
anterior.

La verosimilitud para datos censurados por intervalo es comparable con la ve-
rosimilitud exacta, ya que, matemdaticamente, la probabilidad que cada uno de los
intervalos aporta a la funcién de verosimilitud, se calcula de la misma manera. Si la
amplitud de cada uno de estos intervalos coincide con la precision del instrumento
de medicién utilizado, entonces serdn equivalentes. El problema de datos censura-
dos se ha investigado ampliamente, tanto desde el punto de vista paramétrico como
no-paramétrico. En general, la forma de analizarlo depende de la informacién con
la que se cuente. Para ambos enfoques se han presentado diversos resultados en
la literatura estadistica. Autores como Odell et al. (1992) proponen, por ejemplo,
utilizar los puntos medios de los intervalos de censura como si fuesen los datos ob-
servados y utilizar las técnicas comunes de méaxima verosimilitud, en la estimacion
de pardmetros. Sin embargo, Gémez et al. (2004) argumentan que este procedi-
miento puede generar sesgo en las estimaciones. En realidad, existen muchos estu-
dios relativos a muestras censuradas y algunos de los resultados obtenidos podrian
extrapolarse, en ciertos casos, a la verosimilitud discretizada, siempre y cuando se
satisfagan los supuestos que se establecen para su validez.

En cuanto a la verosimilitud agrupada, Giesbrecht y Kempthorne (1976) la de-
finen de manera equivalente a lo que Kalbfleisch (1985) llamé verosimilitud exacta.
Ellos analizan el caso lognormal de tres parametros y al no contar con estimadores
explicitos para todos los parametros de esta distribucién, estiman las probabilidades
asociadas a cada uno de los intervalos de agrupamiento (cuya amplitud es igual a la
precision del instrumento de medicién) y sus estimadores los consideran comparables
a los que se obtienen, por maxima verosimilitud, en el caso discreto multinomial.
Ellos muestran que las propiedades asintéticas que se cumplen para el caso multi-
nomial, son aplicables también a la verosimilitud agrupada. De manera equivalente,
se pueden retomar estos resultados para el caso de la verosimilitud discretizada.
Lo anterior se sustenta en lo establecido por el Principio de Verosimilitud (Cox y
Hinkley, 2000, p. 39), ya que si dos funciones de verosimilitud son proporcionales,
forzosamente deben conducir a las mismas conclusiones.

Aunque los resultados asintéticos demostrados para otras verosimilitudes, se



72 La funcién de verosimilitud discretizada

puedan utilizar con la verosimilitud discretizada, es importante senalar que muchos
problemas reales involucran, por lo general, muestras pequenas. Por ello la importan-
cia de conocer el comportamiento de la verosimilitud propuesta, cuando no se cuenta
con muestras grandes. Como se muestra en la Seccién 3.6, la metodologia estadistica
que se propone en esta tesis, permite dar intervalos de verosimilitud-confianza con
coberturas buenas, incluso en el caso de muestras moderadas o pequenas. Solamente
cuando se estima un pardmetro umbral, se requieren muestras de mayor tamano para
lograr buenas coberturas. Esto ocurre, particularmente, cuando la densidad tiene
forma convexa y la probabilidad de que ocurran observaciones cercanas al umbral
aumenta.

El proceso de simulacién efectuado en esta tesis resulté muy relevante e informa-
tivo, ya que permitié caracterizar las propiedades de cobertura que, bajo diferentes
escenarios, poseen los intervalos de verosimilitud discretizada de los pardametros de
un modelo estadistico Weibull, cuando se tienen muestras pequenias y moderadas.
Se seleccioné este modelo ya que es ampliamente utilizado y por otra parte, es muy
comun que al utilizarlo se cuente con muestras pequenas, problema que no habia
sido analizado bajo este enfoque. Los resultados que se presentan solamente pueden
obtenerse por medio de la estadistica computacional, que hoy en dia juega un papel
fundamental en el desarrollo de la estadistica, como se explica en la siguiente seccion.

3.4 La relevancia de la estadistica computacional en las
inferencias para muestras pequenas

Existen diferencias fundamentales entre la solucién analitica y la solucién numérica
de un problema. La solucién analitica proporciona una prueba matemdtica pre-
cisa y como tal, no siempre puede encontrarse. En cambio, una solucién numérica
generalmente puede hallarse pero muchas veces lleva implicita un cierto grado de
error. Por ejemplo, bajo la mayoria de los enfoques de estimaciéon no es posible
obtener expresiones analiticas cerradas para todos los estimadores puntuales de los
parametros de un modelo Weibull. Por tanto, se dificulta estudiar analiticamente
las propiedades o el comportamiento asintético de dichos estimadores. Sin embargo,
siempre es posible realizar inferencias acerca de los parametros de este tipo de mo-
delos utilizando métodos numéricos computacionales que forman parte de lo que se
conoce como estadistica computacional.

La estadistica computacional se refiere al disefio de algoritmos que permiten
implementar, por medio del uso de computadoras, métodos estadisticos que serian
imposibles de realizar de otra manera. Ejemplo de ello son los métodos de remuestreo
(Bootstrap), simulaciones diversas, métodos de cadenas de Markov y métodos Monte
Carlo (MCMC), entre otros. Estas técnicas permiten resolver, computacionalmente,
muchos problemas que resultan analiticamente intratables (Lauro, 1996). En la actu-
alidad existen diversas areas de investigacion dentro de la estadistica computacional,
como son la mineria de datos, la construccién y evaluacién de modelos, técnicas
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para descubrir estructuras en los datos, tanto de manera exploratoria como visual,
técnicas de remuestreo, métodos de simulacién, modelacién estadistica, etcétera.

En esta tesis se han utilizado, en gran medida, simulaciones y métodos de opti-
mizacién numérica para poder implementar y valorar la propuesta de la verosimilitud
discretizada, que se define en la Seccion 3.3, en modelos estadisticos que tienen un
parametro umbral y una singularidad. Para verificar que esta propuesta es razon-
able, practica y sencilla, para estimar parametros en estos casos no-regulares, se
cre6 un algoritmo computacional que implementa lo descrito en la Definicién 3.2.
Los resultados obtenidos se analizaron desde diferentes aspectos. Por ejemplo, para
verificar qué tan buenas pueden ser las estimaciones obtenidas con la verosimilitud
discretizada se calculd la frecuencia de cobertura de ciertos intervalos de verosimi-
litud. El analizar las condiciones bajo las que ocurren coberturas bajas, permitio
identificar los tipos de modelos en los que resulta dificil estimar los pardmetros,
cuando se tienen muestras pequenas.

Asi pues, los resultados que se presentan en esta tesis son producto, en su
mayoria, del intenso uso de herramientas que forman parte de la estadistica com-
putacional, mismas que hoy en dia son ampliamente utilizadas para validar pro-
cedimientos y proporcionar orientacién en problemas tanto practicos como tedéricos
(Gentleman, 2004).

Tan s6lo con el fin de mostrar el tipo de dificultades tedricas que surgen al
analizar un modelo no-regular, se muestra el caso particular de determinar el com-
portamiento del estadistico de la razén de verosimilitudes, para un caso particular
del modelo Weibull. Este estadistico es de gran utilidad para asignar probabili-
dades de cobertura a los intervalos de verosimilitud perfil. Sin embargo, calcular
analiticamente su distribucién puede resultar muy complicado, como se muestra en
la siguiente seccién donde, con fines comparativos, primero se utiliza la aproximacion
continua a la verosimilitud y después se usa la verosimilitud discretizada propuesta.

3.5 Distribucion del estadistico de la razon de verosimil-
itudes para un caso no-regular

Conocer la distribucién exacta del estadistico de razén de verosimilitud, atin en ca-
sos regulares, es una situacién afortunada ya que este resultado depende de aprox-
imaciones a muestras grandes. Cuando un modelo es no-regular, la distribucién
asintética del estadistico de la razén de verosimilitud por lo general sufre modifica-
ciones y su distribucién puede ser diferente a la obtenida en los casos regulares.

La distribucion exponencial con tiempo de vida garantizado incluye un parametro
umbral que delimita el soporte de la variable aleatoria, por lo que se clasifica como
un modelo no-regular. Es un caso particular de la distribuciéon Weibull, que se uti-
liza a través de toda la tesis, y fue por tanto, el modelo seleccionado para mostrar
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las dificultades analiticas que pueden presentarse al analizar modelos no-regulares.

La funcién de densidad de una variable aleatoria Y con distribucién exponencial
con tiempo de vida garantizado, parametro umbral p y parametro de escala ¢ > 0
es

1 Yy —
Fno) = sexp[- Y g, ),
y su funcién de distribucién estd dada por

F(y;p,0) =1—exp [_(?J?‘_m}[[u,oo)(y)' (35.1)

En esta distribucién, el pardmetro p puede interpretarse como un valor a partir del
cual inician los tiempos de vida, o bien un valor que garantiza que no ocurriran
fallas antes de ese punto. Este pardmetro traslada el inicio de la distribucién, una
distancia p a la derecha del origen. Asi, la distribucién inicia en y = p, es convexa
y decrece monétonamente conforme y se aleja de .

Con el fin de tener un punto de comparacién de los resultados obtenidos para
la distribucién del estadistico de la razén de verosimilitud, cuando se utiliza la
verosimilitud discretizada, se calcula primeramente los resultados que se obtienen al
utilizar la aproximacion continua a la verosimilitud.

3.5.1 Aproximacion continua a la verosimilitud para la exponencial con
tiempo de vida garantizado (t.v.g.)

Para obtener analiticamente, la distribucion asintética del estadistico de la razén de
verosimilitud, es necesario contar con una expresién analitica para los estimadores
de los parametros. En este caso necesitamos conocer los estimadores que se obtienen
para el parametro umbral p y el pardmetro de escala ¢ > 0, cuando se utiliza la
aproximacion continua a la funcién de verosimilitud. Para ello consideremos que y =
(y1, Y2, ---, Yn) €s una muestra aleatoria observada, de tamano n, de una distribucién
exponencial con parametros p y o; la aproximacién continua a la verosimilitud se
calcula como

ol Yi —
L(Ma a; Y) X H ; exXp |:_(O'):| I(foo,y(l)](ru’)l(o,oo) (O’),
=1

de donde se obtiene que los emv de 1y de o son i = y(1) y @ = §— /i, respectivamente.

Para estudiar el comportamiento de —2log R(u0;y), donde pgo se considerard el
valor real de u, supondremos, para facilitar los calculos, que o es conocida, por lo
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que se sustituird por o = oy.

L(po,005y)
L(it,00:y)

- [Tow] - ]{Hexp[ Aq}_l

n(po — y(1))}

a0

R(po;y) = (3.5.2)

L

Asi, tendremos que

P(—2log R(po;y) < z) =P {—210g'e><p {n(uo—ym)] < z}

20
= P(y) < po + 27110)

=1—exp (fg)

Ahora, como la funcién de densidad de una variable aleatoria Z que se distribuye xi
es

k

B z2 texp{—2

se deduce que —2log R(10;y) sigue una distribucién X%Q), pues I'(1) = 1.

Un estudio detallado del comportamiento del estadistico de la razén de verosimil-
itudes, para esta distribucién, lo muestra Lawless (2003, p. 190).

3.5.2 Verosimilitud discretizada para la exponencial con t.v.g.

En esta seccién se presentan algunos resultados que se obtienen al calcular, de man-
era analitica, la distribucion del estadistico de la razén de verosimilitudes, cuando se
utiliza la verosimilitud discretizada Lp, en la distribuciéon exponencial con tiempo de
vida garantizado. Como se podra ver, el llegar a una expresién para este estadistico,
siguiendo el procedimiento mostrado en la Seccién 3.5.1, no es tan directo y depende
de ciertas condiciones.

Para el calculo de la funcién de verosimilitud discretizada se requiere usar la
funcién de distribucién de la exponencial con t.v.g., presentada en (3.5.1). Para ello
considérese que x = (:c(l), e ,x(n)) es una muestra discretizada ordenada, que se
obtuvo con un instrumento de medicién que posee una precision fija 2h. Luego, la
verosimilitud discretizada Lp(u,o; %), basada en esta muestra discretizada es

Lp(p,0;x) = Li(p,05x) + La(p, 03%x) (3.5.3)
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donde
(i)
L = I WO}
1(p,03 %) exp( ; . ) %
+h — A\ 1"
[GXP (M TP <M )] I ooy - (1) Tooc) (@) (3.5.4)
o o
y
)= {1 oo -COE] o (55 20},
1=m+1

[eXp (U) — €Xp <0>:| I(;r(l)—h,x(1>+h} (,LL) I(O’OO)(O'). (3.5.5)

La verosimilitud (3.5.3) debe expresarse como una suma de las funciones (3.5.4) y
(3.5.5), cuyos soportes son excluyentes y dependientes del pardmetro u, ya que este
umbral puede vivir dentro o fuera del intervalo x(;y £ h, lo cual dependerd de la
muestra que se esté analizando.

Ahora, tanto pug, el valor verdadero del pardmetro p, como fi, su estimador
maximo verosimil, pueden estar dentro o fuera del intervalo que rodea a la ob-
servacion més pequena x(y. Considerando lo anterior, se tienen cuatro escenarios
posibles que se presentan en la siguiente tabla.

po € (=00, (1) — h] | po € () — hyz1y + A
fi € (=00, (1) — h] Caso 1 Caso 2
€ (za) —h,za) + 1) Caso 3 Caso 4

fi

Tabla 3.1: Escenarios posibles para el cédlculo de Lp en el modelo exponencial con t.v.g.

Las expresiones analiticas de los estimadores de los pardmetros i y o dependen,
tanto del escenario que se esté considerando, como de la precisién del instrumento de
medicién. De acuerdo a las simulaciones efectuadas para la distribuciéon exponencial
con t.v.g., son los Casos 1 y 4 los que se presentan con mayor frecuencia. Es por
ello que seran los tnicos que se analizaran, ya que son suficientes para mostrar las
dificultades analiticas que implica el utilizar el mismo procedimiento que se siguid
para conocer la distribucién del estadistico de la razén de verosimilitud, bajo la
aproximacién continua a la verosimilitud.

Con el fin de facilitar el andlisis de la distribucién del estadistico —2log Rp(6o; x),
donde 6y = (up,00), se considerard primeramente o = oy conocida y muestras de
tamano uno, para luego generalizar a muestras de tamano n. Después se analizard
la distribucién de —2log R(6p;x) considerando ambos pardametros desconocidos y
muestras de tamano n.
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3.5.2.1 Distribucién de —2log Rp(6p;x) en muestras de tamano uno y o
conocida

Para muestras de tamano uno, se tiene que en la ecuacién (3.5.3), L1(#;x) es cre-
ciente y Lo(0;x) decreciente, luego el méximo se alcanza en el punto frontera del
soporte de L;(0;x), y siempre se tiene que ji = ;) — h. Por tal razén, solamente
se tendrian que analizar los Casos 1 y 2, de la Tabla 3.1, pero como de antemano se
considerarian sélo los Casos 1 y 4, entonces se analizara solamente el Caso 1.

Caso 1. En este caso, tanto 1 como pg se encuentran dentro del intervalo
(00, x(1) — h] y como

Lp(p,0 = 00;%) = Li(p, 0 = 00;%) = P(zry — h < X < 31y + )

= (<) exp (2 [exw (1) —exo (<2 = e (£).

donde k1 > 0 y el emv se alcanza siempre en el extremo derecho del soporte de
Li(p,05%), entonces se tiene que i = x(1) — h.

Como puede verse en el Apéndice B, Seccion B.2.1,
S il Mo)

—2log Rp(po;x) = 2 <
o0

zZ0
P(—2log Rp(po;x) < 2) =P (fv(l) < o + 70 + h)

“tmen(-Z)ew (<L) @

Usando nuevamente el argumento visto en la Seccién 3.5.1, se concluye que —2 log R(f0; X)
sigue una distribucién X22)7 trasladada una distancia 2h/cg, como se muestra en la
Seccién B.2.1 del Apéndice B.

3.5.2.2 Distribucién de —2log Rp(po;x) en muestras de tamano n y o
conocida

Se consideraran ahora muestras de tamafo n, pero se mantiene el supuesto de que o
es conocida. De los casos presentados en la Tabla 3.1, nuevamente se estudian sélo
los Casos 1 y 4.

Caso 1. En este caso se obtiene de nuevo, que i = x(;) — h y si se considera
o = og conocida, la funcién de verosimilitud esta dada por

Lp(p,0 =00;x) = L1(p,0 = 09;%x) = HP(=T(1‘) —h <X <wy +h)
i=1

n

— exp (— > x“)) exp (nj1/0) |exp (h/00) = exp (~h /o),

(o
i—1 0
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de donde se sigue que

Li(po,0 = 00;x) _ exp(npo/o0)
Li(fi,o = 00;%x)  exp [n(zq) — h)/oo]’

y repitiendo el procedimiento detallado en la Seccién B.2.1, del Apéndice B, se llega
a que la distribucién de —2log R(u0; %) es la de una X%Q), trasladada una distancia

th/O'Q.

Caso 4. Este caso es una situacién donde i € (z(1)—h,zq)y+h]y 1o € (zq)—
h,x(1y + h], por lo que Lp(u,0;%) = La(u, 05%), donde, suponiendo nuevamente o
conocida,

Fh—m) "
LQ(:U’aa = Uo;X) = {1 — exp |:_(l'(1),u):|} %
o0

N p+h p— b\
o 22 Polt2) oo ()
i=m+1 0 0 0

a partir de la cual, como se muestra en la Seccién B.2.2 del Apéndice B, puede
obtenerse el estimador de maxima verosimilitud de u, resultando en

i = (2@1)+h)+ oolog (1 - @) (3.5.7)

n

donde m es el nimero de veces que se repite la observacion mas pequena.

Sin embargo, cuando se calcula

g [t )
LZ(:u’a 00; X)

no es posible, usando este procedimiento, obtener una expresion sencilla para el
estadistico de la razén de verosimilitud y conocer la distribucién de éste. En el
Apéndice B, Seccién B.2.2, se muestra que considerando p = P(u < X < x1) + h),
puede llegarse a una versién empirica de la expresién (3.5.7).

3.5.2.3 Distribucién de —2log Rp(up;x) en muestras de tamano n y o
desconocida

En las secciones anteriores se ha supuesto que se conoce el pardmetro de escala o
de la distribucién exponencial con tiempo de vida garantizado. Cuando no es asi, es
necesario estimarlo al igual que se estima el pardmetro umbral. Sélo de esta manera
se puede estudiar el comportamiento de —2log R(f; x).

Caso 1. En este caso, se obtiene que el emv de p es i = z(;) — h, y se llega a
que el estimador de o esta dado por la expresién

— ~ —1
~ T—p+h
=2h- |1 _— . 3.5.8
i [%<w—ﬂ—hﬂ 355
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Caso 4. Para este caso, donde el emv de u resulta

ﬂ:($(1)+h)—010g< i ),

n—m

también se obtiene que para el pardmetro de escala o, el estimador esta dado por
(3.5.8). Ambos desarrollos se muestran en la Seccién B.2.3 del Apéndice B.

El estimador mostrado en (3.5.8), es muy similar al que resulta en el Ejemplo
1.2 y que Kalbfleisch (1985, p. 28) obtiene para el pardmetro de escala en una dis-
tribucién exponencial, cuando utiliza la verosimilitud exacta (1.3.12). La diferencia
estriba en que (3.5.8) incluye al estimador 1. Es importante mencionar que también
en los Casos 2 y 3, para los cuales no se incluyen los cédlculos, se obtiene este mismo
estimador de o.

Cuando o es desconocida, en ninguno de los casos expuestos en la Tabla 3.1
fue posible llegar a una expresién sencilla que permita explicar el comportamiento
asintético del estadistico —2log R(6p; x).

Por tanto, no es posible llegar a una expresién analitica simple que permita
deducir la distribucion del estadistico de la razén de verosimilitudes, cuando para
esta densidad se utiliza la verosimilitud discretizada y se utiliza un procedimiento
similar al aplicado con la aproximacién continua. Mucho menos es posible lograrlo
en un caso Weibull donde 8 # 1, ya que no existen estimadores explicitos para todos
los parametros del modelo.

3.5.3 Comparacién entre las verosimilitudes restringida y discretizada

El modelo exponencial con t.v.g. es, como ya se dijo, un caso particular del modelo
Weibull, cuando el pardametro de forma se fija en 5 = 1. Como pudo observarse en
la seccién anterior, se analizaron cuatro posibles escenarios para estudiar el com-
portamiento asintético del estadistico de la razén de verosimilitudes y sélo bajo
condiciones muy especificas pudo llegarse a una distribucion conocida. Cuando este
parametro se deja variar libremente, ni la aproximacion continua, ni la verosimilitud
discretizada, permiten encontrar, analiticamente, todos los emv’s de sus parametros.
Esto hace imposible deducir el comportamiento asintético del estadistico de la razéon
de verosimilitud, siguiendo un analisis similar al efectuado con el uso de la aproxi-
macién continua.

Sin embargo, considerando que la verosimilitud discretizada, propuesta en esta
tesis, es una especie de verosimilitud agrupada, similar a la que trabajan tanto Gies-
brecht y Kempthorne (1976), como Hirose y Lai (1997), puede considerarse que los
estimadores de los parametros del modelo Weibull poseen las propiedades asintéticas
que tienen los estimadores del caso multinomial. Este hallazgo nos permite afirmar
que el comportamiento del estadistico de la razon de verosimilitudes para la verosi-
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n FC(u) | #del.V.ala | #delV.ala | FC(o) | #del.V.ala | #delV.ala
izq. de p derecha de p izq. de o derecha de o
n=3_8 25 8695 0 1305 9469 407 124
50 8778 0 1222 9493 343 164
oc=1 1| 100 8938 0 1062 9486 325 189
500 9589 0 411 9511 264 225

Tabla 3.2: Datos simulados y analizados bajo un modelo exponencial con t.v.g, y utilizando
la verosimilitud discretizada, con 2h = 0.01.

n FC(u) | #delV.ala | #delV.ala | FC(o) | #del.V.ala | #delV.ala

izq. de p derecha de pu izq. de o derecha de o
25 8408 0 1592 9434 450 116
nw=3_ 50 8548 0 1452 9479 379 142
100 8532 0 1468 9445 370 185
oc=1| 500 8479 0 1521 9498 275 227
1000 8534 0 1466 9517 241 242

Tabla 3.3: Datos simulados y analizados bajo un modelo exponencial con t.v.g., y uti-
lizando la aproximacién continua a la verosimilitud

militud discretizada, es el mismo que en los casos regulares.

Para mostrar que computacionalmente se obtiene lo anteriormente dicho, se sim-
ularon diez mil muestras de una variable aleatoria discretizada X, con distribucién
exponencial con tiempo de vida garantizado, con tamanos 25, 50, 100 y 500, fijando
los valores de los pardmetros en ¢ = 8 y 0 = 1 y discretizando los datos con una
precisién de 2h = 0.01. La Tabla 3.2 muestra en las columnas FC(u) y FC(0), las
frecuencias de cobertura de los intervalos de verosimilitud de los pardmetros p y o,
calculados a un valor de ¢ = 0.1465. Como puede verse en dicha tabla, el compor-
tamiento del estadistico de la razén de verosimilitudes converge a una distribucién
X%l)’ tanto para el parametro umbral como para el parametro o.

Por otra parte, se trabajaron también, diez mil muestras de tamanos 25, 50,
100, 500 y 1000, de una variable aleatoria Y con distribucién exponencial con t.v.g.
y con los mismos valores de pardametros, pero en su andlisis se utilizdé la aproxi-
macion continua. En la Tabla 3.3 puede observarse que la distribucién asintética
de —2log R(po;y), encontrada analiticamente, se cumple ain con muestras que no
son necesariamente grandes, esto es, converge a una distribucion xé), resultado
asint6tico que demuestra Lawless (2003, p. 191). Es importante mencionar que los
datos simulados para este andlisis son los mismos que se utilizaron con el calculo de
la verosimilitud discretizada (aunque en ésta no se analizaron muestras de tamano
mil), pero sin efectuar en ellos el proceso de discretizacién, ya que al simular para
0o = (po,00) y 2h fijo, y utilizar la aproximacién continua a la verosimilitud, puede
encontrarse un valor de n a partir del cual, el intervalo de verosimilitud calculado
excluya el verdadero valor pg del parametro umbral.
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En ambas tablas puede verse que los intervalos de verosimilitud perfil de p que
no cubren el verdadero valor del parametro, lo sobreestiman. Sin embargo, en el
caso del parametro o, la mayoria de los intervalos que no cubren el valor ¢ = 1, lo
subestiman. Esta informacién da un indicio sobre la forma de la verosimilitud perfil
del parametro en estudio.

3.6 Simulaciones

En esta seccion se comparan la verosimilitud discretizada y la verosimilitud re-
stringida, con base en las inferencias que arrojan sobre los parametros de un modelo
no regular con singularidades, como el Weibull de tres parametros. Resulta de par-
ticular interés estudiar el desempeno de dichas verosimilitudes en el caso de muestras
pequenas y de tamano moderado. Esto se hard a través de las coberturas de los inter-
valos de verosimilitud perfil de los pardametros del modelo, bajo cada verosimilitud.
Para ello, el uso de simulaciones es indispensable y crucial.

Se simulardn diez mil muestras independientes de varios tamanos, con distribucion
Weibull de tres pardmetros, bajo cuatro escenarios o conjuntos de parametros dis-
tintos. Estos escenarios reflejan algunas de las situaciones préacticas, del mundo real,
que se presentan como ejemplos en el Capitulo 4. Se consideraran también distintas
precisiones del instrumento de medicion, para simular las muestras discretizadas,
esto con el fin de valorar el efecto que puedan tener éstas en las inferencias.

Uno de los resultados mas importantes que se mostraran en esta seccion es que
la verosimilitud discretizada para el modelo Weibull de tres parametros, que es un
modelo no regular, se comporta como si fuese la verosimilitud de un modelo regular,
la de un modelo multinomial. Por tanto, la razén de verosimilitud discretizada tiene
la misma distribucién asintética que la de casos regulares, si bien la velocidad de
convergencia a esta distribucién es mas lenta para el caso de estimar un parametro
umbral. En aquellos casos que resultan problematicos al usar la aproximacién con-
tinua L¢, y que generalmente ocurren para datos provenientes de una Weibul con
parametro de forma 8 < 1, la verosimilitud discretizada requiere muestras que ten-
gan al menos un tamano n > 500 para que se cumplan los resultados asintéticos.
Los otros pardametros del modelo no regular, se estiman razonablemente bien.

Por otra parte, la verosimilitud restringida también se comporta de manera sim-
ilar y razonablemente bien en estos casos, como si se tratara de un modelo regular,
aunque los intervalos de verosimilitud perfil son ligeramente mas anchos que los que
se obtienen con la verosimilitud discretizada. Sin embargo, la estimacién del umbral
no es tan precisa, puesto que el emv no se puede acercar tanto a la observacién mas
pequenia, como puede hacerlo con la verosimilitud discretizada.

En resumen, se vera que las simulaciones muestran que tanto la verosimilitud
discretizada propuesta como la verosimilitud restringida, siempre conducen a una
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estimacion eficiente y sin problemas numéricos, al estimar los pardmetros en todos
los escenarios que se consideraron.

En la siguiente subseccién se describen los escenarios de simulacion que se con-
sideraran y las mediciones de interés que se presentardn para cada uno de ellos.
Posteriormente se describen, con mayor detalle, los resultados de las simulaciones
para cada uno de los escenarios. Finalmente se presenta un resumen de los resultados
globales analizando todos los resultados obtenidos.

3.6.1 Seleccion de los escenarios de simulacién

La seleccion de los escenarios de simulacién pretende reflejar situaciones que pueden
surgir en la realidad. En general, los valores de pardmetros considerados en los esce-
narios fueron sugeridos por las estimaciones obtenidas para los datos de los ejemplos
reales que se presentan en el Capitulo 4.

Tres de los escenarios de simulacion ejemplifican las tres diferentes formas posi-
bles que puede adoptar la verosimilitud perfil de un parametro umbral cuando se
usa la verosimilitud continua Lo y que se presentaron en la Seccién 2.2. Se in-
cluye también un cuarto escenario con el objetivo de comparar los resultados que
Smith y Weissman (1985) obtuvieron para simulaciones con un modelo Weibull con
B = 1.25. Este escenario puede ser problemético porque da lugar a una proporcién
alta de muestras con verosimilitudes con forma de J y sin maximo local, cuando se
usa L. Los escenarios seleccionados se describen a continuacion.

e Escenario 1. En este escenario se simulan muestras de una distribucion
Weibull con pardmetros p = 4, 0 = 18, § = 0.7, que son las estimaciones
obtenidas en el Ejemplo 4.2.1 que dio lugar a una verosimilitud perfil del
umbral en forma de J, como la mostrada en la Figura 2.1(b), al usar L. Por
tanto, esto ocasionard que haya una proporcién no despreciable de muestras
simuladas bajo este escenario que den lugar a verosimilitudes con forma de J,
cuando se utilice la aproximacién continua.

e Escenario 2. En este escenario, los valores que se fijaron para los parametros
fueron =8, 0 = 6 y 8 = 2. Estos reflejan, aproximadamente, los resultados
que se obtienen en el Ejemplo 4.1.1, al modelar ciertos didmetros de troncos
de drboles. En este ejemplo, la verosimilitud perfil del pardmetro umbral tiene
una forma como la presentada en la Figura 2.1(a), la cual presenta un méximo
local no muy alejado de la singularidad.

e Escenario 3. Los valores de los pardametros que se utilizaron para simular las
muestras correspondientes a este escenario fueron, p = —3.5, 0 = 5, § = 20,
que son aproximadamente los resultados obtenidos al ajustar una distribucién
Weibull de tres pardametros, a las mediciones de la fuerza de fibras de vidrio
presentada por Smith y Naylor (1987a) y descrita en el Ejemplo 4.3.3. En
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este caso la forma de la verosimilitud perfil del pardametro umbral es aplanada
en una regién del espacio parametral, como la mostrada en la Figura 2.1(c).
Esta forma aplanada indica que un modelo Gumbel de dos parametros también
podria describir bien a los datos. Esta forma estd en realidad asociada a un
problema de seleccién de modelos.

e Escenario 4. En este dltimo escenario los valores que se tomaron para los
parametros fueron = 0, 0 = 1, B = 1.25. Este es un escenario interesante
pues por el valor asignado a 3 puede considerarse un caso intermedio entre los
Escenarios 1 y 2. En este caso, las formas que toma la verosimilitud perfil del
pardmetro umbral son, por lo general, las presentadas en las Figuras 2.1(a) y
2.1(b).

3.6.2 Proceso de discretizacion de datos simulados

Para cada uno de los cuatro escenarios anteriores se simularon diez mil muestras
Weibull de tamanos n = 25, 50 y 100. Se discretiz6 cada una de las observaciones
de estas muestras, con el fin de simular el uso de un instrumento de medicién con
una precisiéon de 2h. Las muestras que se obtuvieron, fueron resultado de aplicar el
proceso de discretizacion descrito en la Seccién 3.2.

En todos los escenarios se utilizaron tres precisiones diferentes para discretizar las
observaciones simuladas. Gracias a ello fue posible estudiar el efecto que la precisién
de un instrumento puede tener en las coberturas de los intervalos de verosimilitud
que se describiran en la Seccién 3.6.3. Una de las precisiones utilizadas corresponde
a la precisién del instrumento de medicién con el que se midieron las observaciones
en el ejemplo que se tomé de base para fijar los valores de los parametros del es-
cenario; ese valor de 2h aparece con negritas en la Tabla 3.4. Para elegir las otras
dos precisiones se tuvo cuidado de que la particion generada por la precisién 2h,
no diera lugar a muchas observaciones repetidas, pues un instrumento de medicion
(para variables aleatorias continuas) se considera bueno en la medida que no haya
mediciones repetidas.

La quinta columna de la Tabla 3.4, etiquetada como max P;, muestra la proba-
bilidad méaxima que alcanzan los intervalos de esta particién, bajo el modelo tedrico
considerado. Asi, para controlar el nimero de observaciones repetidas se verificé que
los intervalos generados por la particién, que induce el instrumento de medicién sim-
ulado, tuvieran una probabilidad maxima asociada menor de 0.02, dado los tamanos
de muestra que se utilizarian. De esta manera, en muestras de tamano 100 se espera
no tener mas de dos observaciones repetidas, como se muestra en la sexta columna,
etiquetada como 100 max P;, de esta misma tabla. La Tabla 3.4 también incluye el
valor esperado y desviacion estandar de la variable aleatoria Weibull considerada.
Estas medidas sirvieron para escoger los limites de la particiéon que se usaria para
llevar a cabo el proceso de discretizacion. Esto es importante para lograr cdlculos
computacionales més eficientes.
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Valores de los pardmetros ‘ E(X) ‘ VV(X) ‘ 2h ‘ max P; | 100 x max P;

Escenario 1 0.01 | 0.0053 0.5250

Weibull: [u =4, 0 =18, 8 =10.7] 0.005 | 0.0032 0.3235
DGVE: [a= -22,b=25.71, c=-1.43] 26.7848 | 33.3211 0.001 | 0.0010 0.1050
Escenario 2 0.1 0.0143 1.4295

Weibull: [u =8, 0 =6, 8 =2] 0.05 0.0071 0.7148
DGVE: [a= —14, b=3, ¢=-0.5] 13.3174 2.7795 0.01 0.0014 0.1430
Escenario 3 0.01 0.0147 1.4732
Weibull:[p = —3.5, 0 = 5, § = 20] 0.005 | 0.0074 0.7367
DGVE: [a= —1.5, b=0.25, ¢=-0.05] 1.3675 0-3017 0.001 | 0.0015 0.1473
Escenario 4 0.02 0.0148 1.4833

Weibull: [u=0,0 =1, 8 =1.25] 0.01 0.0074 0.7417
DGVE: [a= -1, b=0.8, ¢=-0.8] 0.9314 0.7498 0.005 | 0.0037 0.3709

Tabla 3.4: Escenarios considerados en las simulaciones

3.6.3 Cantidades de interés en el estudio de simulaciéon

En esta seccion se describen las cantidades de interés que son medidas en el estudio
de simulacién y cuyos resultados se presentan en la Seccién 3.6.4. Estas cantidades
se calcularon tanto para la verosimilitud discretizada, como para la verosimilitud
restringida. La observacién mas pequena de la muestra discretizada se denota con
(1), la precisién del instrumento de medicién se representa con 2h y F'C(.) denota la
frecuencia de cobertura del intervalo de verosimilitud perfil del parametro indicado
en el paréntesis.

Bajo ambas verosimilitudes se calcularon las frecuencias de cobertura de los
intervalos de verosimilitud perfil del pardametro de interés; esto es, el ntimero de
intervalos que capturan el verdadero valor del parametro. La proporcién de estos
intervalos aproxima la probabilidad teérica de cobertura de los mismos y permite
valorar a partir de qué tamano de muestra se cumplen los resultados asintéticos
previstos para casos regulares. Algo importante de senalar es que en la literatura
estadistica que se revisd, no se han descrito las frecuencias de cobertura de intervalos
de verosimilitud perfil restringida para modelos no regulares, sobre todo en el caso
de muestras moderadas y pequenas.

Por otra parte, se cuantificaron ademas, los intervalos que subestiman o sobresti-
man el pardmetro de interés. La proporcién de intervalos de verosimilitud perfil que
subestima o bien que sobrestima al verdadero valor del parametro, depende de si la
asimetria de las funciones de verosimilitud correspondientes es muy marcada. En
casos regulares con tamanos de muestra adecuados, las proporciones de intervalos
que no cubren el verdadero valor del pardmetro suelen, por lo general, ser similares.

Todas las frecuencias de cobertura se calcularon utilizando intervalos de verosi-
militud perfil de un nivel de verosimilitud de ¢ = 0.1465. Se seleccioné este valor
de ¢, pues en casos regulares estd asociado a intervalos de confianza del 95%, en los
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que el estadistico de la razén de verosimilitudes se distribuye como una X21 . En
todos los escenarios y para los diferentes tamanos de muestras, se analiza el efecto
que pudiera tener la precisién del instrumento de medicién en las coberturas de los
intervalos de verosimilitud.

Asi pues, las cantidades de interés a que se presentan en las distintas tablas,
como resultado de estas simulaciones son las siguientes:

e Frecuencias de cobertura de los intervalos de verosimilitud perfil de
un parametro de interés.
Se calcularon las frecuencias de cobertura de los intervalos de verosimilitud
perfil de los pardmetros pu, o y 8 del modelo Weibull. En las tablas que se
presentan, dichas coberturas aparecen en las columnas cuyo encabezado es
FC(u), FC(0) y FC(B), respectivamente.

Se calculé también la frecuencia de cobertura de los intervalos de verosimilitud
perfil del cuantil tedérico Qg o5, de una distribucién Weibull con parametros p,
oy B. La finalidad de ello es, como se ha descrito a través de esta tesis, la
ventaja que puede tener el estimar un cuantil pequeno cuando se dificulta la
estimacion de un pardmetro umbral. Ahora, sélo para el Escenario 3, se cal-
cul6 también la frecuencia de cobertura de los intervalos de verosimilitud perfil
del cuantil teérico Qg5 de un modelo Gumbel, ya que en este escenario los
valores de los parametros que se utilizaron para simular las muestras Weibull,
pueden originar muestras donde un modelo Gumbel sea adecuado a los datos.

Es importante mencionar que Bolivar (2007) calcula la frecuencia de cobertura
de los intervalos de verosimilitud perfil de cuantiles grandes, para distribu-
ciones de méaximos y afirma que proporcionan inferencias mas razonables y
mejores coberturas, en muestras de tamano moderado, que las obtenidas con
los intervalos de confianza asintdticos de maxima verosimilitud. La razén es
que dichos intervalos asintéticos pueden subestimar o sobrestimar el cuantil
de interés si las muestras no son suficientemente grandes.

Se presentan también algunas tablas donde se analiza la informacién que pro-
porciona el parametro de forma ¢ de la DGVE, tanto con la verosimilitud
discretizada como con la restringida. Se contabilizé el niimero de intervalos
de verosimilitud que cubren el valor ¢ = 0. Estas frecuencias aparecen en la
columna R,(c = 0) > 0.1465. La finalidad de ello es ratificar si las muestras
indican de manera clara que fueron simuladas bajo un modelo Weibull o no.
Por otra parte, también permiten ver aquellos casos donde un modelo Gum-
bel, asociado a ¢ = 0, pudiera explicar bien los datos; estos casos son aquellos
donde el intervalo de ¢ incluye al cero. Como las muestras se simularon bajo
un modelo Weibull, se esperaria que la mayoria de estos intervalos tengan am-
bos extremos negativos. Sin embargo en el Escenario 3, el modelo Weibull
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correspondiente estd muy cercano a su modelo limite Gumbel, por lo que se
esperaria que ambos modelos pudieran describir bien a estas muestras.

Numero de intervalos que sobreestiman o subestiman cierto para-
metro

En el caso del parametro umbral, aparte de calcular la frecuencia de cober-
tura de sus intervalos de verosimilitud, se caracterizaron los intervalos que no
cubrieron el valor de i con el cual se simularon las muestras. Asi las columnas
# de 1.V. a la derecha de py # de I.V. a la izq. de p contabilizan los inter-
valos que sobreestiman o subestiman el verdadero valor de u. Es importante
contabilizar estos intervalos pues, dependiendo del contexto del problema, una
subestimacién o bien sobrestimacién, puede llevar a conclusiones equivocadas
y ser sumamente peligrosa en casos de prevencion de catdstrofes.

Para el parametro de forma ¢ de la DGVE, aquellos intervalos donde R, (¢ =
0) < 0.1465 son los que no cubren el valor ¢ = 0. Estos intervalos se dividieron
en los que se ubican a la izquierda de ¢ = 0 6 bien a la derecha de este valor.
El parametro ¢ de la DGVE es muy informativo en cuanto a la seleccién de
un modelo de valor extremo. Recuérdese que si ¢ < 0 se trata de un modelo
Weibull, ¢ = 0 es Gumbel y si ¢ > 0 se trata de un modelo Fréchet. Cuando
el intervalo de verosimilitud perfil de ¢ incluye al cero, la practica usual en
Teoria de Extremos es usar la DGVE para calcular la verosimilitud perfil de
los cuantiles de interés. La idea es no restringir el modelo a una sola familia
de las tres posibles de valores extremos, aceptando la incertidumbre que hay
en los datos sobre el verdadero modelo de atraccién para los extremos. Esto
se considera una medida conservadora.

Por otra parte, las muestras cuyos intervalos excluyeron al cuantil verdadero
donde R,(Qo.05) < 0.1465, se contabilizan en dos columnas que dividen estas
muestras en las que @0,05 < Qoos (# de V. a la izq. de Qoo5) y aquellas
donde @0,05 > Qo.05 (# de 1.V. a la derecha de Qg 5). Para cada uno de los
escenarios analizados, se comparan las coberturas obtenidas con los intervalos
de verosimilitud perfil del cuantil Qg g5 y del umbral pu.

Caracteristicas de los emv de [y de pu. R R

En todos los escenarios también se contabilizé si § > 1 o bien, § < 1, ya
que esta informacion ayuda a caracterizar la forma de la densidad Weibull
que pueden seguir los datos, asi como la forma de la verosimilitud perfil de p.
Cuando 8 < 1, se trata de una situacion donde estimar el pardmetro umbral es
mucho mas dificil y se van a necesitar muestras de mayor tamano. Para todas
las muestras donde 5 < 1, la verosimilitud perfil restringida del umbral y la
obtenida de la aproximacién continua tendran forma de J. Cuando se usa L¢,
estos casos se identifican como problematicos y se dice que no existe el emv; sin
embargo cuando en estas muestras se usa la verosimilitud discretizada, siempre
se encuentra el emv y un intervalo de estimacién, sin problema alguno. Hay
que notar que también puede darse una forma de J en algunos casos donde el
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emv de 3 es cercano a uno e inclusive > 1 .

Por otra parte, el parametro umbral se caracterizdé de acuerdo a la ubicacién
que tiene con respecto al intervalo que rodea a la observacion discretizada més
pequena, (7). Cuando se utiliza la verosimilitud discretizada se consider6 la
posibilidad de que el emv ji estuviera dentro del intervalo que rodea a zy).
Asi pues, para la verosimilitud discretizada, se contabilizé el ntimero de veces
que fi cae en alguno de los siguientes tres intervalos posibles: (—oo,x1 — h),
[y —h,21)) ¥ [T, 1)+ h]. Con respecto a la verosimilitud restringida, ésta
solamente se evalia hasta x1 — h, por lo que la ubicacién de i se caracterizoé
como i < x(;y —h o bien i = x(;) — h. Para contabilizar las frecuencias
anteriores, computacionalmente se consideré que dos niimeros son iguales si
difieren en menos de una milésima.

3.6.4 Resultados de las simulaciones

En esta seccion se presentan varias tablas que resumen los resultados que se derivan
del andlisis de las muestras simuladas para cada uno de los escenarios antes descritos.
Para todos se presenta una tabla con las cantidades de interés que se han descrito,
usando tanto la verosimilitud discretizada como la restringida.

3.6.4.1 Escenario 1

[Weibull: =4 y 4.003, 5 =0.7,0 =18 ; DGVE: a = —22,b = 25.71,c =
—0.5]

Este es el escenario de mayor dificultad para estimar el pardmetro umbral de la
distribucién Weibull. Como S < 1, muchos emv B también seran menores a uno
y esto ocasiona que la aproximacién continua a la verosimilitud perfil del umbral
tenga forma de J y sea no acotada. En contraste, la verosimilitud restringida es
acotada, si bien también tiene forma de J. La verosimilitud discretizada también
es acotada y generalmente alcanza el maximo en el intervalo que rodea a la obser-
vacion mas pequena. Los intervalos de verosimilitud perfil del umbral son similares
para estas dos ultimas verosimilitudes. Sin embargo, se necesita que la muestra sea
grande, n = 500, para tener coberturas razonables. En contraste para los pardmetros
restantes, los intervalos de verosimilitud perfil bajo ambas verosimilitudes tienen
buenas coberturas incluso para muestras chicas con n = 25.

En este escenario se considera la posibilidad de que el pardmetro umbral tome el
valor del limite inferior de uno de los intervalos de la particién que induce el instru-
mento de medicién (cuando p = 4), llamado Escenario la, y también se considera
la posibilidad de que este pardametro se encuentre dentro de uno de estos intervalos
(cuando p = 4.0073), y es el llamado Escenario 1b. En el primer caso se utilizaron
los valores 0.01, 0.005 y 0.001 como las precisiones simuladas para el instrumento
de medicién y en el segundo se considerd tan sélo una precisiéon de 0.01, que es la
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observada en el ejemplo que se tomé de base para fijar los valores de los parametros.

Los resultados que se obtienen al usar las verosimilitudes discretizada y re-
stringida, en este escenario, se presentan en las Tablas 3.5, 3.6, 3.7, 3.8 y 3.9.

e Frecuencia de cobertura de los intervalos de verosimilitud para los
parametros de un modelo Weibull.
En la Tabla 3.5 puede observarse que, cuando se utiliza la verosimilitud dis-
cretizada, la cobertura empirica de los intervalos de verosimilitud perfil del
parametro umbral y = 4 se hace més pequena conforme 2h disminuye. Sin
embargo, la cobertura aumenta conforme crece el tamano de muestra. Con
el fin de estudiar el comportamiento de estas coberturas en una muestra mas
grande, se simularon diez mil muestras de tamano 500 para las cuales se lo-

gra una cobertura de aproximadamente 0.93 cuando se fija la precisiéon en
2h = 0.01.

Los resultados que arroja la verosimilitud restringida para el Escenario 1, son
muy similares y se muestran en la Tabla 3.6. En este caso, los intervalos de
verosimilitud perfil del umbral llegan a alcanzar una cobertura aproximada de
0.83 cuando se tienen muestras de tamano cien y una precisiéon de 2h = 0.01 y
al simular muestras de tamano 500 se alcanza una cobertura de casi 0.95. La
coberturas del umbral, obtenidas con la verosimilitud restringida, parecen un
poco mejores que las obtenidas con la verosimilitud discretizada, pero esto se
debe a que los intervalos que resultan con la verosimilitud restringida son mas
anchos que los que arroja la verosimilitud discretizada, cuando el pardmetro
de forma 8 < 1. La razon de ello es que la verosimilitud relativa restringida
para u se estandariza con un valor menor que el utilizado en la verosimilitud
relativa discretizada de este parametro umbral. Esto se puede apreciar en la
verosimilitud perfil del umbral del Ejemplo 4.2.1.

Los resultados que se obtienen, tanto con la verosimilitud discretizada como
con la restringida, cuando se considera un umbral p = 4.0073 son muy simi-
lares a los descritos anteriormente, como puede constatarse en las Tablas 3.7
y 3.8.

Aun cuando el Escenario 1 es una situacién generalmente problemaética, las
coberturas para el parametro de escala o y el de forma [, son bastante buenas
y de aproximadamente 0.95 cuando se usa la verosimilitud discretizada y un
poco mejores con la verosimilitud restringida.

e Frecuencia de cobertura de los intervalos de verosimilitud perfil de
un cuantil de interés.
Las coberturas empiricas de los intervalos de verosimilitud perfil de un cuantil
como Qo.05, mostradas en la columna FC(Qo.05), son mucho mejores que las
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de un parametro umbral, pero ain asi se requieren muestras de 50 o mayores,
para tener coberturas més o menos razonables. Esto ocurre tanto en el Esce-
nario la, como el 1b. En la Tabla 3.5, puede observarse que estas coberturas
empiricas disminuyen conforme disminuye el valor 2h asociado a la precisién
considerada para el instrumento de medicién. Sin embargo, se mantienen es-
tables para muestras de tamafnio 50 y 100, a pesar de variar la precisién del
instrumento.

Estas frecuencias de cobertura mejoran cuando el cuantil no es tan pequeno.
Por ejemplo, para el caso de la verosimilitud discretizada se calcularon las
coberturas empiricas de los intervalos de verosimilitud perfil de los cuantiles
Qo.10 v de la mediana Qg 50. Para Q.10 las coberturas obtenidas son razon-
ables a partir de muestras de tamano 25, pero, para (os50 se cumplen los
resultados asintéticos atin con muestras de tamano 25. Estos resultados se
muestran también en la Tabla 3.5.

e Numero de intervalos que sobreestiman o subestiman cierto para-
metro.
Todos los intervalos que no incluyen al verdadero pardmetro umbral p caen
a la derecha de éste, tanto con la verosimilitud discretizada, como con la re-
stringida. El nimero de estos intervalos aumenta cuando 2k disminuye. En
estos casos lo que sucede es que la observacion (1) no se encuentra cercana a
w1y por ello el intervalo y el emv i sobreestiman a este pardmetro. La forma
de la verosimilitud perfil del umbral, en este escenario, es por lo general, muy
asimétrica y sesgada a la izquierda. De manera contraria, los intervalos de
verosimilitud perfil que no cubren al pardmetro o o bien, al pardmetro 3, por
lo general lo subestiman. La forma de estas perfiles es también asimétrica y
ligeramente sesgada a la derecha. Su asimetria es menos marcada que para la
perfil del umbral.

Con respecto a la estimacién de ciertos cuantiles, la mayoria de los intervalos
que no cubren el cuantil Qg o5, generalmente lo sobreestiman. Este compor-
tamiento es mas marcado cuando se utiliza la verosimilitud discretizada, como
puede verse en las Tablas 3.5 y 3.6 para el Escenario 1a, donde se simul6 con
u =4 y en las Tablas 3.7 y 3.8, para el Escenario 1b, en donde se consideré
u = 4.0073. La verosimilitud perfil de Q.10 no es tan asimétrica como la
de Q.05 v los intervalos que no cubren el valor tedrico de QQg.19 se encuentran
tanto a la derecha como a la izquierda de éste. Lo mismo puede observarse para
la mediana, (Jg.50, donde el niimero de intervalos que no cubren al verdadero
valor se encuentran tanto a su derecha como a su izquierda, con frecuencias
muy similares. Esto puede verse en la Tabla 3.5.

e Caracteristicas de los emv de p y de S.
Algo importante de notar en la Tabla 3.5, que resume los resultados de la ve-
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rosimilitud discretizada, es que se tienen casos donde la estimacion del umbral
es mayor o igual que la observacién mas pequena, lo cual se contabiliza en
la columna i € [x(1),7(;) + h]. Esta es una posibilidad que en la literatura
no se ha considerado y que nunca ocurre cuando se utiliza la aproximacién
continua a la verosimilitud o bien la verosimilitud restringida. Estos casos
ocurren con mayor frecuencia cuando se considera que el verdadero valor del
umbral se encuentra dentro de uno de los intervalos resultantes de la par-
ticién, como puede constatarse en la Tabla 3.7, donde se simularon muestras
con p = 4.0073. Los casos donde la estimacion del umbral es igual a z(1) o
mayor, son casos probleméticos cuando se utiliza la aproximacién continua a
la verosimilitud. Cuando se utiliza la verosimilitud restringida, la estimacién
numérica del pardmetro umbral siempre es menor o igual que x (1) — h, como
puede verse en la Tabla 3.6, donde se describe la ubicacién de fi.

Con respecto al pardmetro de forma [, tanto con la verosimilitud restringida
como con la discretizada, se tiene que més del 99% de las estimaciones de este
parametro son menores que uno, lo cual concuerda con el valor de 8 con el
cual se simularon los datos.

La proporcién de muestras donde la verosimilitud restringida arroja la es-
timacién g = x(1) — h, es una cota superior de la proporcién de muestras
que resultarfan problemdticas al utilizar Lo, ya que puede haber muestras
donde la aproximacién continua encuentre un maximo local en el intervalo
(x(l) — h,w(l)), que la restringida no podria hallar por ser evaluada hasta

l’(l) — h

Frecuencia de cobertura de los intervalos de verosimilitud para el
parametro de forma c de la DGVE.

Las muestras simuladas bajo el modelo Weibull seleccionado, también se ana-
lizaron con la DGVE y sélo en muestras de tamano 25 se observé que a lo més
tres de estos intervalos cubrieron el valor ¢ = 0, cuando se utiliz6 la verosimili-
tud discretizada. Esto no ocurrié en ninguna de las muestras analizadas con la
verosimilitud restringida. Es decir los intervalos de verosimilitud perfil identi-
ficaron correctamente, en més del 99% de las muestras, que el modelo que las
gener6 era un Weibull (con pardmetro de forma de la DGVE ¢ = —1.42) y no
uno Gumbel (con ¢ = 0). Esto puede observarse en la Tabla 3.9.

3.6.4.2 Escenario 2

[Weibull: =8, 0 =6, =2, DGVE: a = —14,b = 3,¢ = —0.5]

Para este escenario el pardmetro de forma Weibull es mayor a uno, pues se

simularon muestras con 8§ = 2. Con ello casi todos los emv [ seran mayores que
uno, por lo que la verosimilitud continua Lo casi siempre tiene un maximo local,
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aparte de la singularidad. Este maximo local coincide con los maximos globales
de las verosimilitudes restringida y discretizada. Por ello, este escenario denota
un caso practicamente regular, como se observa en las coberturas de los intervalos
de verosimilitud perfil del parametro umbral y de los pardmetros restantes. Los
resultados obtenidos al analizar estas muestras con la verosimilitud discretizada y
la restringida se resumen en las Tablas 3.10, 3.11 y 3.12.

e Frecuencia de cobertura de los intervalos de verosimilitud para los
parametros de un modelo Weibull.
En este escenario, los intervalos de verosimilitud perfil del pardmetro umbral
4 arrojan una cobertura empirica muy buena, con valores entre 0.91 y 0.94,
incluso para muestras pequenas, tanto cuando se utiliza la verosimilitud re-
stringida como la discretizada. Estas coberturas aumentan conforme crece el
tamano de muestra, sin que haya diferencias notables con respecto a cambios
en la precisiéon simulada para el instrumento de medicion.

Con respecto a los pardmetros o y (8, las coberturas de sus intervalos de
verosimilitud perfil son bastante buenas, pues toman valores entre 0.91 y
aproximadamente 0.95, tanto con la verosimilitud restringida como con la dis-
cretizada. Estas coberturas también aumentan conforme crece el tamano de la
muestra. En el caso de la verosimilitud restringida, para un tamano de mues-
tra fijo, la cobertura de los intervalos de verosimilitud para los parametros del
modelo Weibull aumentan conforme el instrumento de medicién simulado es
mas preciso.

e Frecuencia de cobertura de los intervalos de verosimilitud para un
cuantil de interés.
Las coberturas empiricas que se obtuvieron con los intervalos de verosimilitud
perfil del cuantil QY95 fueron bastante buenas ya que oscilan entre 0.91 y
0.94, tanto con la verosimilitud discretizada como con la restringida. Estas
coberturas son muy similares a las obtenidas para el parametro umbral, ya que
este escenario no resulta problemético en cuanto la estimacién los pardmetros

del modelo Weibull.

e Niumero de intervalos que sobreestiman o subestiman cierto para-
metro.
Con ambas verosimilitudes se observa que la mayoria de los intervalos de vero-
similitud que no cubren el valor teérico del umbral, se ubican a la derecha de
éste. Esto también ocurre cuando se analizan los intervalos de verosimilitud
perfil para el cuantil (Qyg5. Por el contrario, en la Tabla 3.10 puede verse que
los intervalos de verosimilitud que no cubren los valores teéricos de o y 3, se
ubican a la izquierda de éstos. Este comportamiento es similar al observado
en el Escenario 1, sélo que en ese escenario la proporcién de intervalos que no
cubrian al verdadero valor del parametro era ligeramente menor.

e Caracteristicas de los emv de p y de S.
La ubicacién del emv del umbral con respecto a la observacién mas pequena,
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cuando se usa la verosimilitud discretizada, arroja que més del 95% de estas
estimaciones fueron tales que 11 < z(;) — h. No se presenta ningiin caso donde
11 tome valores en el intervalo [ar(l) —h,zy + h], ya que esta situacién parece
darse cuando los datos simulados provienen de una densidad Weibull convexa
donde el pardmetro de forma es § < 1, o bien mayor pero cercano a uno.
Cuando se usa la verosimilitud restringida, el porcentaje de estimaciones del
umbral que satisfacen i < x(;) — h inicia en un 91% para muestras de tamano
25, llegando al 100% para muestras de tamano 100 analizadas con una pre-
cision de 2h = 0.01.

Por otra parte, con ambas verosimilitudes, mas del 96% de las estimaciones
del parametro de forma son tales que 8 > 1. Esto concuerda con el pardmetro
de forma del modelo con el cual se simularon las muestras. En este escenario,
solamente alrededor del 3% de las muestras hubieran tenido problemas de
estimacion al usar la verosimilitud continua, con la que hubiesen tenido forma
de J, sin maximo local.

e Frecuencias del cobertura de los intervalos de verosimilitud para el
parametro de forma c de la DGVE.
Tanto con la verosimilitud discretizada como con la restringida, en simulaciones
efectuadas con muestras con n = 25, se observa que el 87% de los intervalos
de verosimilitud perfil del pardmero de forma ¢ caen por debajo de ¢ = 0,
corroborando que un modelo Weibull es adecuado. Cerca del 13% de estos
intervalos cubren el valor ¢ = 0, indicando que tanto un Weibull como un
modelo Gumbel podrian ser adecuados. Sin embargo, cuando el tamano de
muestra se aumenta a 50 este porcentaje se reduce a menos del 1%, y es cero
cuando las muestras simuladas son de tamano 100. Estos resultados pueden
observarse en la Tabla 3.12.

3.6.4.3 Escenario 3

Weibull: = —-3.5,0 =5,5 =20, DGVE: a = —1.5,b = .25,¢ = —0.05]

Este escenario muestra situaciones donde hay dos modelos razonables a los datos,
Weibull y Gumbel. Esto se refleja en la forma de las perfiles de los pardmetros del
modelo Weibull, pues son muy asimétricas y aplanadas. Por este motivo, varios au-
tores han criticado a la verosimilitud perfil del umbral, calificindola de problemética
y no informativa. Sin embargo, en esta tesis se plantea que precisamente la forma
aplanada de la verosimilitud perfil indica que hay un modelo adicional mas sencillo
que puede describir bien a los datos, y es por tanto, muy informativa. En este esce-
nario los valores de los parametros se basan en las estimaciones de los datos de fibra
de vidrio que analizaron Smith y Naylor (1987b) y que se presentan en la Seccién
4.3.3 del Capitulo 4.

Bajo este escenario, se observa que son necesarias muestras mucho muy grandes
para poder distinguir al modelo Weibull de su modelo limite Gumbel, del cual esta
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cercano. El modelo limite Gumbel tiene como pardmetros, en la DGVE, los valores
[a = —1.5,b = .25,¢ = 0]. Para fines practicos, este modelo y el modelo bajo el
cual se simularon los datos, son casi indistinguibles en el rango de valores que toman
las muestras. KEsto puede observarse cuando se construye una curva ROC para
estas distribuciones, en la que se grafican los puntos cuyas coordenadas son estas
dos distribuciones asociadas, [F' (z),G (z)], para una rejilla de valores z asociados a
probabilidades no despreciables en estos modelos. En ella lo que se obtiene es una
curva practicamente indistinguible de la recta a 45 grados, indicando la similitud
entre las dos distribuciones.

En este tipo de modelos puede interesar estimar una cota inferior para los datos,
por lo que se decidié estimar un cuantil pequenio como el Qg g5 bajo ambos modelos
Weibull y Gumbel, y comparar estas estimaciones. Para ello que se contabilizan
las coberturas que alcanzan los intervalos de verosimilitud perfil del cuantil Qg .5,
construidos tanto bajo un modelo Gumbel como un Weibull. Todo el analisis que se
describe para este escenario, se deduce de los resultados presentados en las Tablas
3.13, 3.14 y 3.15.

e Frecuencia de cobertura de los intervalos de verosimilitud para los
parametros de un modelo Weibull.
Cuando se utiliza la verosimilitud discretizada, como puede verse en la Tabla
3.13, las coberturas empiricas que alcanzan los intervalos de verosimilitud per-
fil del parametro umbral fluctian entre 0.96 y aproximadamente 0.97, sin que
parezca afectar demasiado la precisién del instrumento de medicién. Estas
coberturas aumentan ligeramente conforme aumenta el tamano de muestra.
El comportamiento es muy similar cuando se usa la verosimilitud restringida,
como se muestra en la Tabla 3.14.

Coberturas similares a las anteriormente mencionadas, se alcanzan con los
intervalos de verosimilitud perfil para los pardmetros o y 5. Esto ocurre con
ambas verosimilitudes, sin que parezca influir, nuevamente, la precision del
instrumento de medicién.

e Frecuencia de cobertura de los intervalos de verosimilitud para el
cuantil Qg 5.
Con la verosimilitud discretizada, las coberturas empiricas que alcanzan los
intervalos de verosimilitud perfil del cuantil Qg g5, construidos con un modelo
Weibull, oscilan entre 0.89 y 0.94 y son bastante estables dentro un mismo
tamano de muestra. Analizando las mismas muestras generadas con este mod-
elo Weibull, pero estimando ahora un modelo Gumbel, las coberturas de los
intervalos de verosimilitud perfil son mucho mejores desde muestras pequenas
y moderadas (entre 0.94 y 0.95).

Cuando se utiliza la verosimilitud restringida, las coberturas empiricas que
alcanzan los intervalos de verosimilitud perfil del cuantil Qg o5 bajo un modelo
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Gumbel, son mejores que la obtenidas con un modelo Weibull, en las muestras
de tamanos 25 y 50. Sin embargo, esto no se cumple en las muestras de tamaifio
100, donde las coberturas obtenidas bajo el modelo Weibull son mejores que
las logradas bajo el modelo Gumbel. La explicacién es que para muestras mas
grandes, se puede discriminar mejor y notar que el modelo verdadero es un
Weibull, cercano a su limite Gumbel, pero sin alcanzarlo.

Numero de intervalos que sobreestiman o subestiman cierto para-
metro.

Con ambas verosimilitudes, la mayoria de los intervalos que no cubren el
parametro umbral, se encuentran a la derecha de éste, como ocurre también
en los Escenarios 1 y 2. Con respecto a los intervalos de verosimilitud que no
cubren el cuantil (g5, cuando se utiliza un modelo Weibull, la mayoria de
éstos se encuentran a la derecha de este cuantil. Existen algunos que subesti-
man este parametro, cuando se utiliza la verosimilitud discretizada, pero con
la verosimilitud restringida, casi la totalidad cae a la derecha de este cuantil.
Bajo un modelo Gumbel, todos los intervalos que no cubren este parametro,
se encuentran a la derecha del mismo, tanto con la verosimilitud restringida
como con la discretizada. Por tultimo, los intervalos de verosimilitud perfil de
oy de 8 que excluyen al verdadero valor del parametro, siempre lo subestiman
y caen por abajo de él.

Caracteristicas de los emv de p y de S.

Con respecto al pardmetro de forma (3, el 99.9% de las muestras identificaron
que 8 > 1. Por tanto estas muestras tienen, con la aproximacion continua
L¢, un maximo local que coincide con los méximos globales de la verosimi-
litud discretizada y restringida. Con estas dos verosimilitudes, la totalidad
de las estimaciones del umbral se ubicaron a la izquierda de z(;) — h, y fa-
vorecieron valores muy grandes negativos del umbral, al ser la perfil de forma
muy aplanada en gran parte del espacio parametral.

Frecuencias del cobertura de los intervalos de verosimilitud para el
parametro de forma c de la DGVE.

Como puede observarse en la Tabla 3.15, cuando se modela con la DGVE y se
utiliza la verosimilitud discretizada, entre el 89% y el 93% de los intervalos de
verosimilitud perfil de ¢ cubren el valor de ¢ = 0, lo cual es indicativo que un
modelo Gumbel también es adecuado para modelar los datos, sobre todo en
el caso de muestras pequenas y moderadas. Los porcentajes mayores ocurren
cuando el tamano de muestra es més pequeno. Los intervalos que no incluyen
al cero siempre estan por abajo del mismo, sustentando un modelo Weibull.

Con la verosimilitud restringida, los intervalos de verosimilitud perfil de ¢ siem-
pre cubren el valor ¢ = 0, para cualquier tamano de muestra y precisiéon uti-
lizada. Esto ocurre porque son ligeramente mas anchos que los intervalos que
se obtienen con la verosimilitud discretizada. Con la verosimilitud restringida
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se identifica siempre que un modelo Gumbel es razonable para modelar estos
datos y nunca se elige como opcién tnica al modelo Weibull.

3.6.4.4 Escenario 4

Weibull [ =0, 0 =1, § =1.25], DGVE: a = —-1,b=0.8,¢ = —0.8

La razon de considerar este escenario es para poder comparar los resultados de las
verosimilitudes discretizada y restringida, con los obtenidos por Smith y Weissman
(1985) quienes consideran los mismos valores de pardmetros en sus simulaciones, pero
utilizan la aproximacion continua a la verosimilitud. Los resultados que se obtienen
con las verosimilitudes discretizada y restringida, en este escenario, se muestran en

las Tablas 3.16, 3.17 y 3.18.

e Frecuencia de cobertura de los intervalos de verosimilitud para los
parametros de un modelo Weibull.
Cuando se usa la verosimilitud discretizada y se estima el pardmetro umbral
con muestras de tamano n > 100, se tienen coberturas de 0.90 a 0.93. Para
n < 100, las coberturas son apenas aceptables, ya que van de un 0.85 a 0.91.
Ahora, cuando se utiliza la verosimilitud restringida los intervalos de verosimi-
litud perfil del parametro umbral u tienen coberturas ligeramente mayores que
la discretizada, para n < 50; sin embargo ocurre lo contrario para n = 100,
donde la discretizada tiene mejores coberturas. En el caso del umbral, las
mejores coberturas se observan cuando el tamano de muestra aumenta y la
precisiéon corresponde a un valor 2h més grande, para ambas verosimilitudes.

Las coberturas de los intervalos de verosimilitud perfil de o y de 8 son razon-
ables y buenas, para todos los tamanos de muestras, precisiones considerados y
con ambas verosimilitudes. En el caso del pardmetro o las coberturas fluctian
entre 0.93 y aproximadamente 0.95. En cuanto 3, su cobertura oscila entre
0.88 v 0.94 con la verosimilitud discretizada y entre 0.89 y 0.95, cuando se usa
la verosimilitud restringida.

e Frecuencia de cobertura de los intervalos de verosimilitud para Qg os.
Los intervalos de verosimilitud perfil del cuantil Q)¢ o5, construidos bajo un
modelo Weibull, muestran una cobertura que oscila entre 0.87 y 0.92, aumen-
tando conforme el tamano de muestra crece y variando muy poco al cam-
biar la precisién del instrumento. Este comportamiento se observa con ambas
verosimilitudes. Estas coberturas son muy parecidas a las que resultan para el
parametro umbral, en este escenario, ya que las muestras simuladas bajo estos
valores de parametros no presentaron problemas en el proceso de optimizacion.

e Niumero de intervalos que sobreestiman o subestiman cierto para-
metro.
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Al igual que ocurre en todos los escenarios y con cualquiera de las verosimili-
tudes utilizadas, la mayoria de los intervalos que no cubren el parametro um-
bral estan ubicados a la derecha de éste, indicando que [z sobrestima a . Con
respecto al parametro (g g5, ocurre el mismo comportamiento. Las frecuencias
de cobertura de los intervalos de verosimilitud del umbral y del cuantil Qg s,
son muy parecidos, y con ambas verosimilitudes son razonablemente buenos,
cuando se tienen muestras de tamano 50 o mayor.

Caracteristicas de los emv de p y de S.

Con la verosimilitud discretizada, para un 33 y 64% de las muestras simuladas
ocurrié un emv de u que cayé en el intervalo que rodea a la observacion maés
chica. Hubo ademés, hasta un 0.6% de las muestras cuyo /i fue més grande
que la observacion mas pequena. Estos tltimos casos sélo es posible detectar-
los con la verosimilitud discretizada. Con la verosimilitud restringida y para
muestras de tamano 100, se llega a tener hasta un 85% de muestras donde se
estima i = x() — h.

El porcentaje de muestras con B > 1 es muy similar, con ambas verosimili-
tudes. Cuando n > 50, se estima muy bien el parametro de forma, pues mas
del 90% de las estimaciones de /3 fueron mayores o iguales a uno, con cualquiera
de las verosimilitudes utilizadas. Este porcentaje disminuye cuando se utilizan
muestras de tamano n = 25.

Smith y Weissman (1985) reportan que la frecuencia de muestras probleméticas,
con forma de J, aumenta cuando el tamano de muestra disminuye. Esto puede
verse en la columna B\ < 1, de la Tabla 3.17, para la verosimilitud restringida,
donde se observa ese comportamiento. Cabe aclarar que la columna g > 1
puede incluir algunos casos de verosimilitudes perfil con esta forma. Para
n = 100, estos autores encontraron que un 16% de las muestras tenian una
verosimilitud perfil Lo del umbral con forma de .J, para las cuales no pudieron
estimar los pardametros. Cuando disminuyen el tamafio a 25, el porcentaje de
estas verosimilitudes perfil, aumenta a un 63% y no reportan, para este esce-
nario, verosimilitudes perfil del umbral de forma aplanada.

Frecuencias del cobertura de los intervalos de verosimilitud para el
parametro de forma ¢ de la DGVE.

Con ambas verosimilitudes, se observa que sélo cuando se consideran muestras
de tamano n = 25 y en menos del 1% de los casos podria ser razonable un
modelo Gumbel, como indican las frecuencias de muestras con Rp(c = 0) >
0.1465 mostradas en la Tabla 3.18. Esto es, en este escenario se identifica
claramente el modelo Weibull a partir del cual se simularon los datos.
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3.6.5 Resumen general sobre las simulaciones

1. Velocidad de convergencia de las frecuencias de cobertura conforme
n aumenta. Tanto con la verosimilitud dicretizada, como con la verosimili-
tud restringida, las frecuencias de cobertura de los intervalos de verosimilitud
perfil construidos para los parametros del modelo Weibull convergen a los val-
ores teodricos esperados para modelos regulares, pero con tasa de convergencia
diferente. Cuando 8 < 1 se necesitan muestras muy grandes (500 o més)
para observar valores muy cercanos a las coberturas tedricas de un pardmetro
umbral, pero conforme § es mayor y distante de uno, la tasa de convergen-
cia es més rapida y las coberturas tedéricas pueden observarse desde muestras
moderadas e inclusive pequenas.

2. Coberturas de los intervalos de verosimilitud de o y 5. En todos los
escenarios, las coberturas para los pardmetros o y 8 fueron practicamente las
mismas, con ambas verosimilitudes. Las coberturas resultan bastante buenas
(mayores que 0.90), inclusive en los casos donde se simularon muestras con
un parametro de forma 8 < 1. Los resultados que asintéticamente se esperan
en casos regulares, con la verosimilitud discretizada se dan ain con muestras
pequenas (n = 25). Con la verosimilitud restringida se observa un compor-
tamiento similar.

3. Coberturas de los intervalos de verosimilitud del umbral p. Por lo
general, para los tamanos de muestras explorados, las coberturas son mas ba-
jas para u que para los otros parametros, indicando que el umbral es dificil
de estimar. Para este pardametro, las coberturas que se obtienen con la verosi-
militud discretizada, son muy similares a las que resultan con la verosimilitud
restringida y son mayores que 0.90 para valores de n > 100, si el pardmetro de
forma § > 1. Sin embargo, cuando § < 1, son necesarias muestras de tamano
500 o més, para tener valores aproximados a los tedricos. En los Escenarios 1a
y 1b, las coberturas de la verosimilitud restringida son un poco mejores que
las obtenidas con la verosimilitud discretizada. La razon de esto es que los
intervalos generados con la restringida son un poco més anchos que los que se
obtienen con la verosimilitud discretizada.

4. Verosimilitudes perfil con forma de J. Solamente la verosimilitud perfil
restringida presenta una forma de J, aunque sin singularidad alguna, ya que el
pardmetro p siempre toma valores menores o iguales que (1) —h. Estas formas
ocurren mas frecuentemente en modelos donde 8 es menor o cercano a 1, se
tienen muestras pequefas y/o la estimacién del umbral resulta 11 = (1) — h.

Las muestras donde la restringida arroja las estimaciones 5 < 1, seran por lo
general muestras problematicas cuando se analicen con la verosimilitud con-
tinua Lo, ya que ésta no es acotada y el maximo global se alcanza en la
singularidad. Este problema se evita al utilizar la verosimilitud discretizada o
la restringida.

Entre el 99 y 100% de las muestras simuladas en el Escenario 1 y analizadas con
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la verosimilitud restringida, tuvieron una estimacién B < 1. En el Escenario 4
donde se satisface que 1 < 8 < 2, se observa hasta un 33% de muestras donde
B < 1 y se presentan mas cuando el tamano de muestra es pequeno y 2h
disminuye. En el Escenario 2, donde 8 = 2, ocurren pocas de estas muestras,
aproximadamente un 4% cuando n = 25 y ninguna para n = 100. Finalmente,
en el Escenario 3, el porcentaje de estas muestras fue menor del 0.04% y sélo
ocurrieron para n = 25.

. Estimacién puntual del parametro umbral. Con la verosimilitud dis-

cretizada, en particular para los Escenarios la, 1b y 4, hay proporciones im-
portantes de muestras donde el emv [i cae dentro del intervalo que rodea a la
observacién mas pequena z ;). Esta situacion es unica y distingue a la verosi-
militud discretizada de las demds, pues incluso puede ocurrir que [i sea mayor
que z(1). Las muestras donde la verosimilitud discretizada reporta un emv de
w en el intervalo (3:(1), z()+ h), son muestras donde la aproximacién continua
L¢ resulta no-acotada. En los Escenarios 2 y 3 casi no ocurre esta situacién
pues la estimacion del pardmetro de forma es generalmente mayor de 1. Estas
estimaciones del umbral no pueden obtenerse con la verosimilitud restringida;
en esos casos, la verosimilitud restringida generalmente indica que fi = x (1) —h.
Por otra parte, para el Escenario 3, el nimero de muestras donde 11 cae a la
izquierda de x() — h, es muy parecido con ambas verosimilitudes.

. Coberturas de los intervalos de verosimilitud del () o5. Las coberturas

de los intervalos de verosimilitud perfil del cuantil ()¢5 de un modelo Weibull,
son pricticamente las mismas con ambas verosimilitudes. Sélo en el Escenario
1 son ligeramente mejores cuando se utiliza la verosimilitud discretizada. En
las muestras simuladas se observa que para garantizar una cobertura del 90%
de los intervalos perfiles de este cuantil, debe ocurrir lo siguiente: si § < 1
se requiere que n > 100; si 1 < B < 2, puede darse desde n > 50, pero
depende de la precisién del instrumento de medicién; finalmente, si § > 2,
basta con n > 25. Con ambas verosimilitudes se observa que los intervalos de
verosimilitud perfil que no cubren a )¢5, lo sobreestiman, como ocurre con
el pardmetro umbral. Asi pues, en escenarios donde se tenga una estimacion
B < 1, se recomienda contar con muestras de tamafno n > 100, o bien estimar
un cuantil de probabilidad mayor.

. Coberturas de los intervalos de verosimilitud de c. Todos los escenarios

estan asociados a modelos Weibull que son claramente distintos de uno Gum-
bel, excepto por el Escenario 3, donde el modelo Weibull utilizado estd muy
cercano a su modelo limite Gumbel. Las coberturas empiricas de los intervalos
de verosimilitud perfil de ¢ que excluyeron a ¢ = 0, con ambas verosimilitudes,
son altas; del 87 al 100% en los Escenarios 1a, 1b, 2 y 4. Esto se revierte en el
Escenario 3, pues casi todos los intervalos de verosimilitud discretizada y todos
los de la restringida incluyen a ¢ = 0, lo cual indica que un modelo Gumbel
también es razonable para describir a los datos. En este escenario, la verosi-
militud discretizada identifica entre un 6 y 11% de las muestras como modelos
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Weibull y no como modelos Gumbel; los porcentajes més altos ocurren cuando
n = 100.

8. Efecto de la precision en las frecuencias de cobertura. En todos los
escenarios y para ambas verosimilitudes, se observé que al fijar la precision 2h,
las frecuencias de cobertura calculadas aumentan conforme crece el tamano de
la muestra. En el caso de la verosimilitud discretizada, las coberturas conver-
gen a las predichas bajo la distribucién teérica correspondiente que se obtiene
en los casos regulares. Un comportamiento similar se observa con la verosimi-
litud restringida.

Cuando se fija un tamano de muestra y se varia la precisién del instrumento,
el comportamiento de las coberturas depende de como son los valores de los
parametros del modelo simulado. Por ejemplo, en los escenarios donde los
datos provienen de una distribuciéon donde 8 < 1 o § = 1.25, las coberturas
resultaron mejores, para parametros como el umbral o un cuantil, conforme el
valor 2h aumenta. En cambio, se mantienen coberturas muy similares, dentro
de un mismo tamano de muestra, para parametros como ¢ y 5. Cuando § > 2
la precision del instrumento no parece afectar mucho las coberturas obtenidas.

Tomando en cuenta lo expuesto anteriormente, se concluye que tanto la verosimi-
litud discretizada como la restringida, permiten dar buenas inferencias, con muestras
de tamano n > 25, para los pardmetros ¢ y f de una distribucion Weibull de tres
parametros y para cuantiles de probabilidad mayor a 0.05. El parametro umbral es
dificil de estimar y se requieren muestras con n > 500, para poder obtener inferen-
cias razonables, tanto con la verosimilitud discretizada como con la restringida.

Un hecho importante es que el comportamiento asintético de la razén de ve-
rosimilitud discretizada, en una distribucion con umbral y singularidad, como la
distribucién Weibull de tres parametros, resulta similar al obtenido con un modelo
regular, como el multinomial. Se reitera que para la verosimilitud perfil del umbral,
la velocidad de convergencia a los resultados asintéticos es mucho mas lenta que
para otros parametros del modelo; por ello, se requieren muestras mas grandes para
obtener inferencias razonables.

Aunque ambas verosimilitudes se comportan de manera muy similar, en cuanto
a la estimacion de los pardmetros Weibull p, o, f y un cuantil @4, en todos los
escenarios analizados y ambas resuelven el problema de estimacion que L¢ presenta
cuando se utilizan densidades con un parametro umbral y una singularidad, la ve-
rosimilitud discretizada posee las siguientes ventajas:

1. La verosimilitud discretizada siempre es acotada, pues estd definida en términos
de probabilidades y nunca tiene forma de J.

2. La verosimilitud discretizada permite estimar de manera mas precisa el parametro
umbral p, pues con ella es posible obtener estimaciones mayores que la obser-
vaciéon mas pequena registrada.
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3. Los intervalos de verosimilitud discretizada perfil suelen ser un poco mas an-
gostos que los de la restringida, si bien tienen aproximadamente las mismas
coberturas razonables. Esto se da en particular para modelos Weibull donde
B < 1.

4. Audn con muestras pequenas, la verosimilitud discretizada permite discriminar
mejor entre modelos distintos (como el Weibull y su modelo Gumbel limite),
como se observo en el Escenario 3.

5. La verosimilitud discretizada incorpora, de una manera sencilla, la precisién
del instrumento de medicion en cada una de sus observaciones. Esto es impor-
tante, pues en la practica pueden presentarse situaciones como la descrita en el
Ejemplo 4.1.3, donde cada una de las observaciones puede tener una precision
diferente.

Gracias al uso de la estadistica computacional, se pudo implementar la verosimi-
litud discretizada propuesta, para los diferentes escenarios seleccionados. El andlisis
obtenido permitié identificar qué tamanos de muestras son necesarios para que las
estimaciones de los parametros del modelo Weibull se puedan considerar razonables.
Si bien las verosimilitudes discretizada y restringida arrojan inferencias similares
para los parametros de los modelos analizados, se recomienda utilizar la verosimili-
tud discretizada propuesta en esta tesis, a la luz de las ventajas antes mencionadas
y por la facilidad de cémputo que hoy en dia se tiene.
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Capitulo 4

Aplicaciones de las verosimilitudes restringida
y discretizada

En este capitulo se muestra, a través de siete ejemplos practicos, como la verosimili-
tud perfil es una herramienta fundamental en la inferencia cientifica. En todos estos
ejemplos se consideran densidades con un pardmetro umbral y una singularidad,
por lo que se trata de modelos no regulares. El enfoque estadistico tradicional, que
utiliza la aproximacién continua a la funcién de verosimilitud L¢, origina verosimil-
itudes no acotadas y por tanto la estimacién es problematica. Esto ha dado lugar
a criticas injustificadas de la funcién de verosimilitud. Como se muestra en estos
ejemplos, el problema de verosimilitudes no acotadas se resuelve al utilizar la vero-
similitud discretizada, propuesta en esta tesis, o bien la verosimilitud restringida.

Otro tipo de criticas se ha dado para el caso de que la verosimilitud perfil es
aplanada, la cual se ha calificado incorrectamente como no informativa. En los
ejemplos que se incluyen en este capitulo, se muestra que esta forma indica que
podria haber modelos més sencillos que describan bien a los datos.

En todos los ejemplos se mostrard cémo las verosimilitudes perfil restringida
y discretizada, calculadas para un parametro umbral, un cuantil adecuado, un
parametro de forma, o pardametros resultantes de una transformacion, como 7 =
P(Y > ¢), son de gran utilidad y permiten dar respuesta a las preguntas que son
de interés. En cada uno de los ejemplos se efectiia una comparacion entre la ve-
rosimilitud restringida y la discretizada y se observa que, independientemente del
parametro a estimar, ambas verosimilitudes producen inferencias razonables para
casi todos los pardametros, incluso en muestras pequenas. En el caso del umbral
se puede requerir, segun sea el parametro de forma de la densidad, el contar con
muestras més grandes para lograr una buena estimacién; por ello se sugiere consid-
erar también algiin cuantil pequeno cuya estimacion sea razonable con el tamano de
muestra considerado.

Los ejemplos se presentan de acuerdo a las tres formas tipicas que toma la vero-
similitud perfil del parametro umbral cuando se usa la aproximacién continua L,
mismas que se mostraron en la Figura 2.1.

e Ejemplos Tipo I. En estos ejemplos la verosimilitud perfil del umbral tiene
la forma presentada en Figura 2.1(a) y describen situaciones donde L¢ tiene un
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méximo local y posee una singularidad que hereda de la funcién de densidad.
Cuando se utiliza la verosimilitud restringida o bien la discretizada, la forma de
la verosimilitud perfil del umbral es siempre acotada y generalmente unimodal
y acampanada, aunque puede ser asimétrica. El emv que se obtiene con estas
verosimilitudes coincide con el punto donde se alcanza un maximo local con
L¢. Para ilustrar este tipo de situacion se presentan tres ejemplos. El primero
es un conjunto de datos donde se estudian los didmetros de arboles de cerezas
negras. El segundo considera los tiempos de espera hasta poder detectar cancer
en ratas a las que se les inyect6 una sustancia cancerigena. En el tercer ejemplo
se estudian datos del indice de masa corporal de mujeres sonorenses.

Ejemplo Tipo II. Su verosimilitud perfil corresponde a la mostrada en
la Figura 2.1(b). Estos son casos donde la verosimilitud perfil del umbral
obtenida con L¢ tiene forma de J y no estd acotada. La funcion de densi-
dad conjunta tiene una singularidad que le hereda a L. Estas son situaciones
en que se ha criticado injustificadamente a la funcién de verosimilitud, argu-
mentando que no existe el estimador maximo verosimil de los parametros. Al
utilizar funciones de verosimilitud adecuadas que si estdn acotadas, como L,
o Lp es posible maximizarlas sin dificultad alguna. L, sigue teniendo forma
de J, si bien estd acotada. Por otra parte, Lp si tiene un maximo global. El
ejemplo que se presenta considera los tiempos de espera que ratas de labora-
torio tardan para realizar una tarea de aprendizaje. A pesar de que la forma
de J se menciona en varios articulos, en la literatura revisada no se encontré
algiin ejemplo real con esta forma de verosimilitud perfil umbral, por lo que el
ejemplo que aqui se presenta es de interés particular.

Ejemplos Tipo III. En estos ejemplos, la verosimilitud perfil del umbral co-
rresponde a la mostrada en la Figura 2.1(c). Esta forma describe situaciones
donde la aproximacién continua L¢ tiene un méximo local alejado de la singu-
laridad y la verosimilitud perfil del parametro umbral es muy aplanada lejos
de la singularidad y muy asimétrica. Injustificadamente se le ha calificado
como no informativa. Se ha dicho también que los emv son inestables, por
ser dificiles de encontrar numéricamente, debido a la forma aplanada de la
verosimilitud. En realidad, esta forma indica que existe un modelo limite mé&s
sencillo que describe bien a los datos. Para mostrar esta situacion se presentan
tres ejemplos. El primero consiste de los maximos anuales del nivel del mar
en Port Pirie, Australia. El segundo es un conjunto de datos de los voltajes
de rompimiento de un fluido para evaluar la resistencia que éste tenia como
aislante frente al paso de corriente eléctrica. Finalmente, en el tercer ejemplo
se analiza la dureza de fibras de vidrio.
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4.1 Ejemplos tipo I

4.1.1 Diametros de arboles de cerezas negras

En este problema se analizan los didmetros (en pulgadas) de 31 drboles adultos de
cerezas negras (Ryan et al., 1985), medidos 54 pulgadas arriba del nivel del suelo.
La observacion minima es x (1) = 8.3 y la maxima x(3;) = 20.6; la media y varianza
muestrales son Z = 13.25 y s = 9.85, respectivamente. Los didmetros se presentan
en la Seccién C.1 del Apéndice C y estan reportados con un decimal, por lo que
la precisién del instrumento de medicion se consideré como 2h = 0.1. De hecho, la
distancia minima entre dos observaciones consecutivas, no repetidas, es de 0.1, lo
cual confirma el valor de A seleccionado.

En ciencias forestales es usual utilizar un modelo Weibull (Bailey and Dell, 1973)
para este tipo de datos. El parametro umbral p es muy informativo como cota in-
ferior de estos didmetros y en general es un pardmetro de interés. Otro parametro
que proporciona informacién similar es un cuantil pequeno. Se tiene la ventaja de
que el modelo Weibull se puede reparametrizar facilmente en términos de un cuan-
til; ademas, generalmente se simetriza la funcién de verosimilitud y se logra asi que
la estimacion sea mucho més eficiente. Para estos datos, la aproximacién continua
a la verosimilitud L¢ tiene un médximo local y la singularidad se alcanza en p = z(y).

Como se podra ver en las figuras presentadas, la verosimilitud perfil relativa
restringida R,, que se muestra con una linea punteada, y la verosimilitud relativa
discretizada Rp, dibujada con una linea continua, son practicamente iguales para
todos los parametros analizados, por lo que se traslapan en su mayoria. Esto se
observa tanto cuando se utiliza un modelo Weibull o cuando se utiliza la DGVE. De
hecho, los maximos globales de R, y Rp, son practicamente iguales al maximo local
que se alcanza con la aproximacién continua, por lo que las estimaciones maximo
verosimiles de estos parametros, coinciden en las tres verosimilitudes.

La Figura 4.1 muestra las verosimilitudes perfiles relativas, restringida y dis-
cretizada, para los parametros u, o y 8 del modelo Weibull estimado, donde puede
verse que éstas se traslapan por completo. Estas tres verosimilitudes son unimodales
y ligeramente asimétricas.

Los intervalos del 15% de verosimilitud para el pardametro umbral p utilizando
RE(w) y RY(n) son (3.19,8.25) y (3.19,8.31), respectivamente. En ambos ca-
sos el emv es 7.80. El intervalo del 5% de verosimilitud obtenido con RY, (i) es
(—1.68,8.33), el cual incluye algunos valores negativos para p. Sin embargo, para
el valor de p = —1.68 se tienen las estimaciones restringidas de & (u) = 16.21 y
B (1) = 5.08 y el modelo Weibull que corresponderia a estos parametros asigna una
probabilidad de 0.00001 al evento de observar didmetros negativos, la cual es des-
preciable. En las simulaciones efectuadas con un modelo Weibull con parametro de
forma 1 < g < 2, las coberturas de los parametros u, o y 8 fueron cercanas a 0.9,
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Figura 4.1: Didmetros de drboles: Verosimilitudes relativa perfil restringida RP, (---) y
discretizada RY, (—) de los pardmetros (a) p, (b) oy (c) B.

cuando la precisién utilizada fue de 2h = 0.01; por tanto coberturas similares serian
las que se estarfan asociadas a los intervalos del 15% de verosimilitud del umbral.
La Figura 4.2(a) muestra la gréafica cuantil-cuantil con el modelo Weibull estimado,
y con base en ella se puede considerar razonable este modelo para describir a los

diametros de arboles de cerezas negras.

Ahora, analizando la verosimilitud perfil relativa para el pardmetro de forma c
de la DGVE, que se muestra en la Figura 4.2(b), puede observarse que la muestra
favorece solamente valores negativos de ¢, lo que nuevamente sustenta un modelo
Weibull. El valor de ¢ = 0, asociado al modelo Gumbel, tiene una verosimilitud

relativa despreciable.
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Un cuantil pequenio como Qq.o5, donde aproximadamente el 5% de las observa-
ciones caen a la izquierda de este cuantil, también da informacién parecida a la del
umbral, que representa una cota inferior de los datos. La verosimilitud relativa perfil
de Qo.05, se muestra en la Figura 4.3(a). El intervalo del 15% de verosimilitud es
(7.63,9.69). Esto se puede interpretar como que aproximadamente el 95% de estos
cerezos tiene un diametro de por lo menos 7.63 pulgadas, o que hay aproximada-
mente un 5% de cerezos cuyo didmetro es cuando mucho de 9.69 pulgadas.

En el Escenario 2 de simulaciones de la Seccion 3.6 se utilizaron valores de
parametros similares a las estimaciones obtenidas con estos datos. Las coberturas
de los intervalos de verosimilitud del pardmetro umbral y del cuantil Qo5 fueron
buenas y muy similares entre si, con valores cercanos a 0.91, desde muestras de

tamano 25. Con base en esto, se pueden considerar razonables los intervalos de
verosimilitud calculados en este ejemplo.

Ahora, la verosimilitud perfil de la mediana Qo509 que se muestra en la Figura
4.3(b), también es muy informativa, pues proporciona informacién sobre un valor
central de la distribucién de estos didmetros. El intervalo del 15% de verosimili-
tud de Q50 es (11.61,14.05) y se muestra en esta figura. La curva es mucho més
simétrica que la verosimilitud perfil de un cuantil pequenio. Esto suele ocurrir en

general (Sprott, 2000, p.184), como se podra ver en otros de los ejemplos de este
capitulo.

4.1.2 Tiempos de deteccién de cancer en ratas experimentales

El cancer es una de las enfermedades mas estudiadas y para la cual se asocian di-
versos factores de riesgo. Muchos experimentos, como el realizado por Pike (1966)
y que presenta Lawless (2003, p. 188), son estudios relacionados sobre induccién de
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cancer. En dicho experimento se pinté la vagina de 19 ratas de laboratorio con un
cancerigeno y se procedié a contar el nimero T’ de dias, que pasaron hasta poder
detectar un carcinoma. Estos datos se presentan en la Seccién C.2, del Apéndice C
y se puede considerar que el error del instrumento de medicion es 2h = 1 dia, ya
que se registra el dia més cercano en que se observa el carcinoma. Dos de las ratas
dieron lugar a observaciones censuradas, pues solamente se sabe que hasta el dia
registrado no se les habia detectado carcinoma alguno. Considerar datos censurados
es muy sencillo bajo el enfoque de verosimilitud, como se explicé en la Seccién 1.3.6
de esta tesis.

Lawless analiza estos datos con un modelo Weibull de tres pardmetros y uti-
lizando la aproximacién continua a la verosimilitud. Aqui se utilizan las verosimil-
itudes restringida y discretizada para estimar los pardmetros de este modelo y se
obtiene t = 122.05, ¢ = 108.41 y 8 = 2.71, con ambas verosimilitudes. Estos resul-
tados son muy similares a los obtenidos por Lawless.

La Figura 4.4(a) muestra la verosimilitud perfil del pardmetro umbral u, en la
que puede observarse existe un maximo local, con una estimacién maximo verosimil
de p distinta de cero. El intervalo del 15% de verosimilitud para p es (—541.5,142.4),
donde el valor de p = —541.5 genera las estimaciones restringidas o(u) = 778.14 y
E (1) = 20.01 y la probabilidad de observar valores negativos bajo un modelo Weibull
con estos valores de parametros es despreciable, pues resulta 0.0007. De acuerdo a
las simulaciones realizadas, cuando el pardmetro de forma es 8 > 2, las coberturas
de los intervalos de verosimilitud perfil de modelo Weibull, son mayores que 0.9,
aun en muestras pequenas, por lo que es razonable proporcionar estos intervalos de
estimacion.

Cuando se analizan estos datos utilizando la DGVE, el emv del pardmetro de
forma ¢ de esta distribucién, resulta ¢ = —0.37 y su verosimilitud perfil se muestra
en la Figura 4.4(b), donde es claro que los datos favorecen valores negativos de ¢ y
por lo tanto la seleccion de un modelo Weibull parece adecuada, como también se
corrobora més adelante con las graficas cuantil-cuantil que se presentan en la Figura
4.8.

Debido a que el valor u = 0 tiene una verosimilitud relativa moderada, de aprox-
imadamente 0.4, Lawless sugiere la posibilidad de utilizar un modelo Weibull de
dos parémetrgg,, que resulta regular y para el cual se obtuvieron las estimaciones
0 =234.37y B =6.08.

Se comparara a estos dos modelos a través de las verosimilitudes perfiles de
ciertos cuantiles. Lawless no realiza esta comparacion y prefiere el modelo Weibull de
dos parametros por ser razonable para los datos y regular, con lo que se simplifican
mucho las estimaciones. También menciona en su libro que la estimacion de los
cuantiles es muy estable con ambos modelos.
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Aqui se considerard la estimacion de cuantiles pequenios, como Qgo1 v Qo.05,
que pueden ser una estimacion alternativa al umbral, pero también se calculan las
verosimilitudes del cuantil (Qg.50, que proporciona informacién de un valor central
de la distribuciéon y de un cuantil grande como QQg9, que también es informativo.
Analizando las verosimilitudes perfiles de estos cuantiles se podra evaluar la robus-

ticidad de las inferencias de estos parametros de localizacién al usar los dos modelos
considerados.

Las verosimilitudes perfiles de Q.01 ¥ Qo.05 se muestran en la Figura 4.5. Notese
que las curvas alcanzan el maximo en lugares distintos, pero se traslapan en gran
medida. Los intervalos del 15% de verosimilitud coinciden en gran parte. En el
caso de (Qg.o1 son mas anchos los intervalos del modelo Weibull de tres parametros e
incluyen a los del modelo de dos parametros. Esto ocurre porque el modelo de tres
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Figura 4.6: Datos de Pike: Verosimilitud relativa perfil restringida, RP (---) y discretizada
RY, (—) para los cuantiles (a) Qo.50 ¥ (b) Qo.99.

parametros contempla la incertidumbre que se tiene sobre el umbral y resulta una
alternativa conservadora para adoptar.

En el caso de Qq.50, la Figura 4.6(a) muestra que las inferencias que se obtienen
con ambos modelos son casi las mismas, y ademas la forma de la verosimilitud se
simetriza notoriamente. Para estimar la mediana se puede adoptar el modelo mas
simple de dos pardmetros sin mayor problema o consideracion, sujeto a que se vea
un buen ajuste a los datos a través de la grafica cuantil-cuantil, como si se observa
en la Figura 4.8(b). Sin embargo, nuevamente vuelve a haber discrepancias en las
verosimilitudes perfiles del cuantil grande (Qg.g99, debido a la incertidumbre que so-
bre el umbral se tiene con estos datos. En este caso seria mejor conservar el modelo
Weibull de tres parametros cuyos intervalos de estimacién incluyen a los que se ob-
tienen con el modelo de dos pardmetros.

Ahora, con respecto a la estimacion de Qg o5, las simulaciones mostraron que en
estos casos sus intervalos de verosimilitud perfil construidos bajo un modelo Weibull
de tres pardmetros pueden tener una cobertura mayor de 0.9, en muestras de tamafo
25, por lo que los intervalos de estimacién con este modelo para los cuantiles si son
razonables para el ejemplo en consideracion.

En cuanto a la robusticidad de las inferencias, se tiene un panorama muy dis-
tinto al considerar estos dos modelos y estimar los pardmetros de forma y de escala.
Las verosimilitudes perfiles se muestran en la Figura 4.7, y se nota claramente las
discrepancias. Es importante notar que a pesar de las diferencias que se observaron
en las verosimilitudes perfiles de los cuantiles, éstas no son tan marcadas como las
que se observan en la estimacién de o y 8. Esto es, en cuanto a la estimacién de los
cuantiles, los dos modelos dan inferencias mucho mas robustas y estables.

En cuanto al ajuste de los dos modelos a los datos, las gréaficas cuantil-cuantil
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dadas en la Figura 4.8(a) y 4.8(b) muestran que ambos modelos serian razonables

para los datos.
En resumen, si el interés reside en estimar la mediana o algin cuantil central, se
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Figura 4.8: Datos de Pike: (a) Grifica cuantil-cuantil para los modelos Weibull estimados:
(a) De tres pardmetros (b) De dos pardmetros.

recomendaria seleccionar el modelo Weibull de dos pardmetros por ser mas simple
y regular. Sin embargo, si se desea estimar cuantiles en las colas de la distribucién
o el parametro umbral, se debiera utilizar un modelo Weibull de tres parametros,
cuyas inferencias son mucho més conservadoras, ademés de tener buenas coberturas.
Atn para muestras con n = 25, los intervalos de verosimilitud del umbral mostraron
tener coberturas razonables, mayores al 90%, en el Escenario 2 simulado con este
modelo. Una comparacién de las estimaciones puntuales y por intervalo que se ob-
tienen para varios cuantiles y los parametros o y 3 de la distribucién Weibull de dos
y tres parametros, se muestra en la Tabla 4.1.
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’ | Weibull: dos pardmetros | Weibull: tres pardmetros ‘

Pardmetro | emv 15% 1. V. emv 15% 1. V.
Qo.01 108.41 | (75.1,138.9) | 141.89 | (67.4,157.7)
Qo.05 143.80 | (110.6,169.8) | 158.26 | (117.5,175.1)
Qo.50 220.66 (200,240.2) 216.74 (197.2,237)
Qo.99 301.19 | (277.9,346.4) | 312.55 | (279.4,411.8)

o 234.37 | (215.3,255.1) | 108.41 | (72.4,781.9)
B 6.08 (4.16,8.26) 2.71 (1.46, 19.96)

Tabla 4.1: Datos de Pike: Estimaciones puntuales e intervalos del 15% de verosimilitud
bajo los modelos estimados Weibull de dos y tres pardmetros.

En todas las graficas se presentaron tanto la verosimilitud perfil discretizada
como la restringida. Puede observarse que sus curvas se traslapan completamente
y son siempre iguales, para este ejemplo. En particular, este ejemplo muestra cémo
las graficas de las verosimilitudes perfiles de pardmetros de interés son muy tutiles
para evaluar la robusticidad de sus inferencias, bajo distintos modelos.

4.1.3 Indice de masa corporal en mujeres sonorenses

Se analizaron los datos de altura y de peso de 552 mujeres sonorenses, no em-
barazadas, seleccionados de una muestra aleatoria de mujeres mexicanas, represen-
tativa por estado, la cual se obtuvo de la Encuesta Nacional de Salud y Nutricién
(ENSANUT), que efectué el Instituto Nacional de Salud Publica, en el ano 2006.
La precision en las mediciones de altura T, medida en metros, es de 2h; = 0.001
y para el peso W, que fue medido en kilogramos, se tiene una precisién de 2h,, = 0.1.

En este problema, la variable de interés es el indice de masa corporal (IMC)
el cual se utiliza tanto para medir desnutricién, sobrepeso y obesidad, como para
evaluar riesgos cardiovasculares, al ser proporcional al porcentaje de grasa corporal
de un individuo. El indice de masa corporal IMC, que denotaremos por Z, se define
como el cociente del peso de una persona, en kilogramos, dividido entre el cuadrado

de la altura, en metros
W

= 75
Actualmente, este indice se utiliza a nivel mundial como una medida sencilla, rapida
y barata, de predecir el porcentaje de grasa corporal en el cuerpo y con base en
éste se pueden evaluar posibles riesgos cardiovasculares. Asi, si Z < 18 se dice que
la persona estd desnutrida; si 18 < Z < 25, la persona tiene un peso normal; si
25 < Z < 28 la persona tiene sobrepeso y finalmente, si Z > 28 la persona es obesa.
Se suelen hacer ajustes a estos criterios segtn sea el género, la edad y la actividad
fisica. Los limites que se mencionan, se fijaron considerando los cuantiles de una
muestra grande tomada de la poblaciéon caucasica en Estados Unidos, en la década
de 1980. El valor de Z = 25 correspondia a la mediana de los IMC de esa muestra

7 (4.1.1)
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y el valor Z = 28 representaba el cuantil Qg gs.

En el ejemplo a analizar, la observacion minima para el IMC fue de z(;) = 15.182,
la mixima z(550) = 56.112, mientras que la media y varianza muestrales fueron
Z = 29.87 y s = 36.57, respectivamente. Una caracteristica interesante en este
problema es que se conoce la precision de la altura T', medida en metros, 2h; = 0.001
y del peso W medido en kilogramos, 2h,, = 0.1, pero no se tiene una medicién directa
del IMC. En este ejemplo la precisién del IMC esta en funcién de otras precisiones,
por lo que su error de medicion es indirecto. Esta situacion es bien conocida en fisica
y se le llama propagacién de errores (Shibata et al., 1995, p. 34-36) y de acuerdo
con ella la precisién correspondiente a Z es una funcion de hy, hy, T, y W. Es por
ello que cada una de las mediciones Z; puede tener una precisiéon diferente 2h,;.
Esta es una caracteristica que en ocasiones tienen los datos y que generalmente no
se toma en cuenta, pues muchas técnicas de estimaciéon no permiten considerarla.
Sin embargo, la verosimilitud discretizada, presentada en la Definicién 3.2, permite
incorporar esta caracteristica de una manera muy sencilla y natural.

La densidad normal es simétrica y por tanto no es razonable para describir este
conjunto de datos, ya que la distribucién de éstos tiene una cola derecha muy pesada,
como se puede observar en el histograma de estos indices, mostrado en la Figura
4.9(a). Por ello, un modelo lognormal de tres parametros, con la densidad dada
en (2.5.3) parece ser mas adecuado para modelar el indice de masa corporal. Las
estimaciones puntuales que se obtienen bajo este modelo son ;1 = 1.7686, 7 = 3.3131
y 0 = 0.2124, densidad que se dibuja encima del histograma presentado en la Figura
4.9(a). La Figura 4.9(b) muestra la grafica cuantil-cuantil de los datos, usando estas
estimaciones y el ajuste resulta bastante bueno.
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Figura 4.9: Datos de IMC: (a) Histograma del IMC, (b) Grafica cuantil-cuantil con el
modelo lognormal de tres pardametros estimado.

Bajo este modelo, la verosimilitud perfil del parametro umbral pu, obtenida tanto
con la verosimilitud restringida como con la verosimilitud discretizada, proporcio-
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Figura 4.10: Datos de IMC: Verosimilitudes perfil relativa restringida RE, (---) y dis-
cretizada RY)) (—) de (b) p, (b) v, (¢) o, bajo un modelo lognormal.

nan inferencias similares, como puede verse en la Figura 4.10(a). Lo mismo puede
observarse en las verosimilitudes perfil de v y de o, los otros parametros del modelo,
que se muestran en las Figuras 4.10(b) y 4.10(c), en las que se indican sus intervalos
del 15% de verosimilitud.

En la Figura 4.10(a) puede observarse que utilizar un modelo lognormal de dos
parametros podria ser una alternativa més simple para modelar estos datos, ya que
R‘% (n=10) =0.93, esto es, la plausibilidad de p = 0 es alta. Una forma de verificar
esto es graficar, para ambos modelos, las verosimilitudes perfiles de ciertos cuantiles
de interés. Esto se muestra en la Figura 4.11.
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Figura 4.11: Datos de IMC: Verosimilitudes perfil relativa de algunos cuantiles (a) Qo.o5
y (b) Qo.s0-

En este problema, la verosimilitud perfil de un cuantil pequeno, como lo es Qg o5,
permite detectar posibles problemas de desnutricién. Como puede apreciarse en la
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Figura 4.11(a) donde se muestra la verosimilitud perfil para este cuantil, las mujeres
sonorenses no tienen problemas de desnutricién, ya que todos los valores para este
cuantil son mayores a 20. Por otra parte, la mediana también es un parametro muy
informativo. En la Figura 4.11(b) se muestra la verosimilitud perfil de Qg 50, donde
se observa que toma valores mayores a 28.5. Por tanto, hay evidencia fuerte de que
mas de la mitad de las mujeres sonorenses presentan sobrepeso u obesidad.

Para estos datos, las inferencias sobre cuantiles hechas con los dos modelos son
muy robustas. Por ello, serd preferible el modelo mas sencillo, la lognormal de dos
parametros, ya que ademds ajusta muy bien a los datos, como se muestra en la
grafica cuantil-cuantil de la Figura 4.12(a).
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Figura 4.12: Datos de IMC: (a) Gréfica cuantil-cuantil con un modelo lognormal de dos
pardmetros (b) Verosimilitud perfil relativa del pardmetro 7 = P(Z > 25).

En este estudio resulta de gran interés conocer la probabilidad de que una mujer
sonorense tenga sobrepeso u obesidad. El pardametro que proporciona esta infor-
macién seria 7 = P[Z > 25]). La verosimilitud perfil relativa de este pardmetro
puede obtenerse ficilmente gracias a la propiedad de invarianza funcional de la
verosimilitud, frente a reparametrizaciones. La gréafica de la verosimilitud perfil rel-
ativa restringida de 7, se muestra en la Figura 4.12(b), en la cual se utiliza tanto
un modelo lognormal de tres, como de dos parametros. Puede observarse que los
intervalos de verosimilitud perfil del 15% son précticamente los mismos e indican
que entre el 76% y 81% de las mujeres sonorenses tienen problemas de obesidad, lo
cual indica un serio problema de salud.

Con lo anterior, se vuelve a mostrar cémo la forma y en si toda la verosimilitud
perfil de un parametro de interés, es de utilidad tanto para seleccionar un modelo,
como para dar respuesta a una pregunta especifica de interés.
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4.2 Ejemplos tipo 11

4.2.1 Tiempos de espera en ratas para realizar una tarea de aprendizaje

Se condujo un experimento para explorar y evaluar el efecto que una droga, supues-
tamente amnésica, tiene en la memoria de ratas experimentales y en sus procesos de
aprendizaje. Para ello, el grupo de investigacién dirigido por el Dr. Roberto Prado-
Alcala, del Instituto de Neurobiologia de la UNAM, campus Querétaro, efectué el
experimento que se describe enseguida.

Se asignaron 24 ratas blancas, al azar, a dos grupos. El primer grupo de doce
ratas fue inyectado con la droga amnésica y el otro grupo, también de doce ratas, fue
inyectado con un placebo. En el experimento se cuenta con una caja rectangular,

I \

—

Figura 4.13: Caja experimental para medir los tiempos de latencia de retencion.

dividida en dos compartimentos de forma cuadrada. Uno de estos compartimentos
esta iluminado y el otro estd oscuro, como se muestra en la Figura 4.13. El experi-
mento consiste en poner a cada rata, una por vez, en el centro de la parte iluminada
de la caja. En uno de los lados de este compartimento iluminado hay una puerta que
conduce al compartimento oscuro. Como las ratas prefieren la oscuridad, tienden
a pasar a ese compartimento, en cuanto encuentran la puerta por la que pueden
hacerlo. Cuando entran al lado oscuro, se cierra una compuerta que separa los dos
compartimentos y durante cinco segundos la rata recibe un choque eléctrico. De-
spués de este tiempo, se vuelve a abrir la compuerta y se mide el tiempo que tarda
la rata en escapar. Al dia siguiente, se coloca a la misma rata nuevamente en el
compartimento iluminado y se mide el tiempo que tarda en entrar al compartimento
oscuro. Estos tiempos, llamados latencias de retencién, son altamente informativos
en cuanto a la relacién entre la droga de interés (por su posible efecto amnésico) y
el proceso de aprendizaje. Las ratas que recuerden bien el choque eléctrico del dia
anterior, evitardn pasar al compartimento obscuro 6 tardardn mas tiempo antes de
entrar en éste, a diferencia de aquellas ratas que hayan olvidado el choque, debido
a la droga que se les inyecté.
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En la Seccion C.3 del Apéndice C, se proporcionan algunas medidas descriptivas
correspondientes a las mediciones de estos tiempos, tanto para el grupo de 12 ratas
a las que se les administré placebo, como para las otras 12 que estuvieron bajo el
efecto de la droga, ambos grupos recibiendo un choque eléctrico de 0.8 mA. Los
tiempos fueron medidos con un cronémetro que tiene una precisiéon de 2h = 0.01

segundos.
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Figura 4.14:

Tiempos de espera de las ratas en el grupo placebo: (a)Verosimilitud relativa
perfil del pardmetro ¢ de la DGVE; verosimilitud restringida RE(c) (---) y

verosimilitud discretizada RY,(c) (—). (b) Grafica cuantil-cuantil para el
modelo Weibull de tres parametros estimado.

Dadas las caracteristicas del problema, el modelo Weibull de tres parametros
podria ser considerado para analizar estos datos. Esta seleccién puede reafirmarse
construyendo la verosimilitud perfil del parametro de forma c de la distribucién de
valores extremos generalizada, que como puede verse en la Figura 4.14(a), solamente
toma valores negativos, los cuales sustentan a un modelo Weibull. En esta figura
se utilizé tanto la verosimilitud perfil restringida, como la discretizada y ambas
sugieren este modelo como adecuado para describir los datos. Aunque no se muestra
graficamente, lo mismo ocurre cuando se analiza el conjunto de datos de los tiempos
medidos en las ratas que estuvieron bajo el efecto de la droga.

Los tiempos de retencién, para las ratas que tomaron placebo, dié lugar a una
verosimilitud perfil del umbral en forma de .J. Este es un ejemplo donde no es
posible la estimacion por maxima verosimilitud cuando se utiliza la aproximacién

continua Lo, ya que la verosimilitud no es acotada, no tiene un maximo local y

posee una singularidad en p = z(j). La verosimilitud perfil relativa restringida

de p, R (u) tiene también forma de J, pero es acotada; el maximo se alcanza en
p=q)—h=4.32-0.005=4.315y los emv de o y 3 son 18.44 y 0.7012, respecti-
vamente. La verosimilitud perfil relativa discretizada para este parametro umbral,
R% (1), es también acotada y unimodal, con un pico pronunciado que alcanza su
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Figura 4.15: Tiempos de espera en experimento de ratas en el grupo placebo.
militud relativa perfil restringida RP (---) y discretizada RY, (—) de los

pardmetros: (a) u, (b) oy (¢) 8 del modelo Weibull.

Verosi-

méximo en este mismo valor ji y después decrece a cero en (1) + h/2. Los emv que
se alcanzaron con Lp, para oy (3 fueron ¢ = 18.3, y 3 = 0.68, para el grupo donde
se administré placebo. El hecho que B < 1, favorece una densidad Weibull convexa,
y por tanto este modelo estimado asigna probabilidades altas a las observaciones

cercanas al umbral.

En la Figura 4.15(a) se muestran las verosimilitudes perfil de p obtenidas con
la verosimilitud restringida y con la verosimilitud discretizada. Puede verse que
la verosimilitud restringida se sitia por arriba de la discretizada, por lo que sus
intervalos de verosimilitud serdn mé&s anchos e incluirdn por completo a los de la
discretizada. El intervalo del 15% de verosimilitud para p, con la verosimilitud
discretizada es (3.257,4.324), mientras que con la verosimilitud restringida resulta
(2.80,4.31). Este es el tinico caso donde se ha visto discrepancias importantes en-
tre las dos verosimilitudes. La plausibilidad de g = 0, que favoreceria un modelo
Weibull de dos parametros es pequena con ambas verosimilitudes, R%(,u =0)=0.05
y RE(u=0) = 0.06, por lo que el modelo Weibull de tres pardmetros seleccionado,
es razonable, como se muestra en la grafica cuantil-cuantil dada en la Figura 4.14(b),

para el grupo placebo.

La verosimilitud perfil de o se muestra en la Figura 4.15(b) y su intervalo del
15% de verosimilitud es (6.75,47.03), tanto con la verosimilitud restringida como
con la verosimilitud discretizada. El intervalo de verosimilitud del 15% para 3 se
muestra en la Figura 4.15(c), resultando (0.39, 1.12) con la verosimilitud discretizada

y (0.41,1.15), con la verosimilitud restringida.

De acuerdo a las simulaciones efectuadas en el Capitulo 3, cuando se estima un
parametro umbral en condiciones como las aqui presentadas, lo cual fue simulado
en el Escenario 1, las coberturas de los intervalos de verosimilitud perfil del um-
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bral no son buenas, ya que andan por debajo de 0.7, tanto para la verosimilitud
restringida como para la discretizada. Por otra parte, en la estimacién de un cuantil
pequeno, como Qg o5, las coberturas oscilan entre 0.7 y 0.8, cuando las muestras son
de tamano 25, por lo que en este caso pudieran ser atin menores. Este es un caso
donde seria mejor estimar un cuantil pequeno en vez del umbral, ya que la muestra
es demasiado pequena para poder dar inferencias razonables para el umbral. Por
otra parte, las coberturas de los intervalos de verosimilitud de los pardmetros o y 5,
estuvieron cercanas a los valores tedricos, por lo que resulta razonable proporcionar
dichos intervalos para esos parametros, con el tamafno de muestra con que se cuenta
en este ejemplo.

Con respecto al grupo de ratas al que se le administré la droga que induce pérdida
de memoria, el modelo que resulté razonable utilizar fue también un modelo Weibull
de tres parametros, para el cual se encuentra un maximo local con la aproximacion
continua a la verosimilitud Lgo. Las estimaciones de maxima verosimilitud que se
obtienen con la verosimilitud restringida L, y la verosimilitud discretizada Lp, son

practicamente las mismas que se obtienen con Lo y son i = —1.76, ¢ = 36.9 y
B =1.78.
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Figura 4.16: Tiempos de entrenamiento en las ratas en los grupos bajo la droga y el
placebo; verosimilitudes relativas perfil de la mediana (g 50. Verosimilitud
restringida (---), y verosimilitud discretizada (—).

La comparacion entre las medianas de estos grupos es de primordial importancia
para los investigadores. Las verosimilitudes relativas perfil restringida y discretizada
de la mediana, en ambos grupos de ratas, se presentan en la Figura 4.16, donde se
observa que ambas curvas se traslapan, en gran medida, al igual que sus intervalos
del 15% de verosimilitud. Esto indica que no hay evidencia que favorezca una difer-
encia entre las medianas. Los resultados concuerdan con la prueba no-paramétrica
efectuada por Diaz-Trujillo et al. (2009). Si este traslape no hubiera existido, o
fuera minimo, proporcionaria evidencia fuerte a favor de una diferencia entre las
medianas, asi como informacién respecto a la magnitud y signo de esta discrepan-
cia; en contraste, las pruebas no-paramétricas solamente proporcionan evidencia en
contra de la igualdad de las medianas.
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De acuerdo a las simulaciones efectuadas en el Escenario 1, cuyos parametros
eran similares a los estimados en este ejemplo, las coberturas de los intervalos
de verosimilitud perfil discretizados, para un cuantil central como es la mediana
Qo.50, mostraron coberturas cercanas a las tedricas, ain en muestras de tamano 25.
Por tanto, las inferencias que la verosimilitud discretizada proporciona para este

parametro se pueden considerar razonables.

4.3 Ejemplos tipo III

4.3.1 Maximos anuales del nivel del mar en Port Pirie, Australia

A continuacién se analiza una muestra de 65 mediciones de los méximos anuales
de las alturas diarias del nivel del mar entre 1923 y 1987, en Port Pirie, Australia,
presentado por Coles (2004, p.59). Estas mediciones se presentan en la Seccién
C.4, del Apéndice C. El dato mds pequeno es x(;) = 3.57 metros, el més grande

= 3.9806 y s> = 0.2405,

z@es) = 4.69 y la media y desviacion estandar son I
respectivamente. Para estos datos se puede considerar 2h = 0.01 como la precisién

del instrumento de medicion.
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Coles (2004) consider6 razonable suponer que el patrén de variacién permanecié
constante en el periodo de observacion y propuso modelar los datos como observa-
ciones independientes de la DGVE. Para esta distribucién los emv obtenidos fueron
a = 3.8748, b = 0.1981 y ¢ = —0.0501. La verosimilitud perfil del pardmetro de
forma ¢, que se muestra en la Gréfica 4.17(a), se construyé utilizando tanto la vero-
similitud restringida como la verosimilitud discretizada. Con ambas verosimilitudes

se obtuvieron las mismas estimaciones puntuales y por intervalo, ya que como puede

observarse en esta figura, las curvas se traslapan por completo.
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Las verosimilitudes perfil de los pardametros a y b de la DGVE, que se muestran
en las Figuras 4.17(b) y 4.17(c) se construyeron también utilizando las verosimili-
tudes restringida y discretizada y nuevamente son practicamente indistinguibles. La
forma de estas verosimilitudes es similar a la del parametro c. Este parametro de
forma tiene una verosimilitud relativa alta, igual a 0.89, para el valor ¢ = 0 y su
intervalo de verosimilitud perfil del 15% toma tanto valores negativos como positivos,
lo cual favorece tanto a un modelo Gumbel, como a uno Weibull o a un Fréchet.
Como el emv ¢ es negativo, se considerard aqui al modelo Weibull, en este analisis,
ya que ademads sirve para ejemplificar la estimacion del umbral con las verosimili-
tudes discretizada y restringidas. Para este conjunto de datos, los parametros de la
DGVE se estimaron facilmente, gracias a la forma simétrica que tiene la superficie

de verosimilitud.

Al ajustar a este conjunto de datos un modelo Weibull de tres pardmetros, para
méximos, se obtuvieron las estimaciones i = 7.83, 0 = 3.95 y B = 19.96. La perfil
del umbral u, bajo este modelo, es plana y extremadamente asimétrica, tanto con
la verosimilitud restringida como con la discretizada, las cuales se traslapan por
completo. Estas curvas se muestran en la Figura 4.18(a) e indican que valores muy
grandes del umbral son razonables para los datos. Recordemos que si el umbral
tiende a infinito, es indicativo que se estd cerca del modelo limite para la familia
Weibull, que seria un modelo Gumbel. Las perfiles para los pardmetros o y G del
modelo Weibull de tres pardametros, pueden observarse en las Figuras 4.18(b) y
4.18(c). Estas se construyeron nuevamente utilizando las verosimilitudes restringida
y discretizada y coinciden en todas partes, confirmando la cercania con el modelo
limite Gumbel asociado, ya que son también aplanadas y asimétricas.
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Figura 4.18: Datos de Port Pirie: Verosimilitud perfil restringida RE (---) y discretizada
R, (—) de los pardmetros (a) u, (b) o y (¢) 8 de un modelo Weibull.

Si ahora se ajusta un modelo Gumbel, se obtiene que los emv son 3.87 para el
parametro de localizacién y 0.19 para el de escala. Dado que interesa estimar una
cota superior para estos maximos anuales, un cuantil grande como Q.95 0 Qo.99, de
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este modelo Gumbel, puede servir de alternativa a la estimacién de un pardmetro
umbral. Estos cuantiles también pueden calcularse con los modelos Weibull y DGVE.
Se pueden comparar todos estos modelos por medio de las verosimilitudes perfiles
de algin cuantil dado. Si se observa robusticidad en las inferencias, entonces cua-
lesquiera de los modelos podria describir adecuadamente estos méximos anuales y

en ese caso se seleccionaria al modelo mas sencillo.

’ ‘ L V. del 15% para Qo.o5 ‘ I V. del 15% para Qp.99 ‘

Weibull (4.31, 4.59) (4.49, 4.97)
Gumbel (4.33,4.60) (4.60,4.98)
DGVE (4.31,4.66) (4.49,5.20)

Tabla 4.2: Datos de Port Pirie: Intervalos del 15% de verosimilitud bajo varios modelos.
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Figura 4.19: Datos de Port Pirie: Verosimilitudes perfil ciertos cuantiles usando los mo-
delos Gumbel, Weibull y la DGVE, (a) Qo.95 (b) Qo.99

En la Tabla 4.2 se muestran los intervalos del 15% de verosimilitud para los
cuantiles Qo.95 ¥ Qo.99, bajo los modelos Weibull, Gumbel y DGVE. Por otra parte,
en la Figura 4.19 se muestra una comparacién entre las verosimilitudes perfil para
los cuantiles Qp.95 v Qo.99, bajo estos mismos modelos. En la Figura 4.19(a) puede
verse que tanto el modelo Gumbel, como el Weibull, dan inferencias muy similares
y son ligeramente diferentes a las de la DGVE. Asi, se observa cierta robusticidad
en las verosimilitudes perfiles de Qg.95, situacién que no se tiene en el caso de las
verosimilitudes perfil del cuantil Qg g9, presentadas en la Figura 4.19(b). En esta
puede verse que la verosimilitud perfil de (Qg.99 bajo el modelo Weibull se traslapa
por la izquierda con la obtenida bajo la DGVE y por la derecha con la correspon-
diente al modelo Gumbel. Algunos valores de Qg.99 son plausibles bajo un modelo e
implausibles bajo otro, esto es, no se observa robusticidad bajo cambios en el mod-
elo. El intervalo del 15% de verosimilitud que se obtiene con la DGVE, es mucho
mas ancho que los obtenidos con los modelos Gumbel y Weibull. Por lo tanto, sélo si
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interesara hacer inferencias con respecto a (Qg.95, podria utilizarse cualquiera de los
tres modelos, y por sencillez se puede escoger un modelo Gumbel. Pero si el interés
reside en obtener inferencias acerca del cuantil Qg g9, €s mas conservador considerar
la DGVE; esta es la practica usual en aplicaciones de la Teoria de Valores Extremos.
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()
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Figura 4.20: Datos de Port Pirie: Graficas cuantil-cuantil usando los modelos (a) Gumbel
(b) Weibull y (¢) DGVE.

La Figura 4.20 muestra las graficas cuantil-cuantil para los modelos Gumbel,
Weibull y DGVE. Todos parecen ajustar bien a los datos, pero, debido a que se de-
sconoce el tipo de distribucién madre de las observaciones de donde se extrajeron los
maximos, se suele preferir adoptar a la DGVE, lo cual es una posicién conservadora.
Por ello, considerando el anélisis de la Figura 4.19, la sugerencia seria utilizar a la
DGVE para realizar inferencias para cualquier cuantil.

En todas las graficas anteriores, las verosimilitudes restringida y discretizada
se traslaparon por completo y no hubo diferencia entre ellas. Nuevamente, ambas
verosimilitudes perfiles permitieron facilmente evaluar la robusticidad de las inferen-
cias de pardmetros de interés frente a modelos distintos, razonables para los datos.

4.3.2 Datos de voltajes de rompimiento

Hirose y Lai (1997), analizaron 20 mediciones de los voltajes de rompimiento de un
fluido. Se contaba con un volumen de 4000 litros de aceite de trasnformador y se
deseaba evaluar la resistencia que éste tenia como aislante frente al paso de corriente
eléctrica. En este experimento interesa estimar un parametro umbral, de manera que
pueda afirmarse que no ocurriran mediciones por debajo de ese umbral. Para mode-
lar estos datos, los autores utilizaron una distribucién Weibull de tres pardmetros y
una funcién de verosimilitud agrupada. Ellos muestran que para el modelo Weibull,
las estimaciones puntuales que se obtienen con el método de Newton-Raphson, son
inestables y en muchas ocasiones el emv toma valores infinitos. Por otra parte,
también encuentran que auin utilizando una verosimilitud agrupada, se tienen los



136 Aplicaciones de las verosimilitudes restringida y discretizada

mismos problemas de estimacion. Su sugerencia es utilizar la DGVE debido a que el
modelo Weibull es un caso particular de esta distribucién y se tiene la ventaja que
el estimador de maxima verosimilitud en la DGVE, es siempre un punto interior del
espacio parametral. Su argumento principal es que con esta distribucién, las estima-
ciones puntuales que se obtienen son siempre finitas, adema&s de tener parametros
estables que simetrizan a la verosimilitud correspondiente.

Considerando las caracteristicas de este conjunto de datos, el cual se presenta en
la Seccion C.5, del Apéndice C, un valor razonable para la precision del instrumento
de medicién es 2h = 0.1 volts. La media y varianza muestrales son £ = 3.16 y

5?2 = 0.1657, respectivamente. La observacién minima es rq) = 2.1 volts y la

maxima z g0y = 3.7.
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Figura 4.21: Datos de voltajes de rompimiento: Verosimilitud perfil restringida RP (---)
y discretizada RY, (—) de los pardmetros (a) y, (b) o y (¢) 8 de un modelo

Weibull.

Como aun bajo el enfoque de una verosimilitud agrupada, Hirose y Lai en-
cuentran un maximo local, alejado de la singularidad, y una verosimilitud perfil de
1 plana y asimétrica, que favorece valores grandes y negativos para el parametro
umbral, sugieren estimar un cuantil por medio de un intervalo de confianza. Con-
siderando esa sugerencia, aqui se estimard el cuantil de interés, pero por medio de
su funcién de verosimilitud perfil y bajo los modelos Gumbel, Weibull y DGVE.

La verosimilitud perfil RY (1) del pardmetro umbral p es muy aplanada con la
verosimilitud restringida, al igual que la verosimilitud discretizada perfil RY, ().
Ambas conducen a resultados similares a los de Hirose y Lai, como puede observarse
en la Figura 4.21(a). Esta gréfica resulta muy informativa porque indica que un
modelo limite Gumbel, més sencillo, podria ser razonable para los datos. Por otra
parte, como el valor g = 0 es plausible, (RY, (x =0) = 0.68), incluso un modelo
Weibull de dos pardametros, que es un modelo regular, podria ser razonable para

este conjunto de datos.
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Contrario a estas consideraciones, Smith and Naylor (1987b) y Green et al. (1994)
critican una verosimilitud perfil plana del umbral R, (1) por considerarla ‘no infor-
mativa’, pasando por alto que contiene mucha informacién acerca de un modelo
limite Gumbel. La sugerencia de considerar un modelo Gumbel, para analizar estos
datos, también se deriva de la forma plana que toman las verosimilitudes perfiles de
los parametros o y 8 del modelo Weibull analizado. Estas se construyeron tanto con
la verosimilitud restringida como con la discretizada y coinciden en todas partes,
como puede verse en las Figuras 4.21(b) y 4.21(c).

Cuando se analizan estos datos usando la DGVE se obtienen las estimaciones
a = —3.364, b=0.27 y ¢ = 0.16, tanto con la verosimilitud restringida como con la
discretizada. La perfil del pardmetro de forma c de esta distribucién se muestra en la
Figura 4.22, la cual se construy6 utilizando ambas verosimilitudes. Puede observarse
que el valor de ¢ = 0 tiene una verosimilitud relativa alta, igual a 0.77. Esto indica
que los tres modelos Weibull, Gumbel y Fréchet son razonables para analizar estos
datos. Para fines de esta comparacion se consideran solamente los modelos Weibull,

Gumbel y DGVE, pues con el modelo Fréchet se obtienen resultados idénticos a los
de la DGVE.

Aunque Hirose y Lai consideran el modelo Gumbel como una posible alternativa,
lo descartan pues “asigna una probabilidad positiva a valores negativos y parece ser
incompatible con mediciones de voltajes, que siempre son positivas”. Sin embargo
con estos datos, los emv de los pardmetros de localizacién y escala de un modelo
Gumbel son 3.34 y 0.29 y bajo este modelo Gumbel, la probabilidad asignada a
valores negativos es muy pequena, P [X < 0] = 0.000012. Entonces, lo expuesto por
estos autores, no es un argumento valido para descartar este modelo. Por otra parte,
bajo el modelo Weibull estimado, de tres parametros, la probabilidad de observar
valores negativos es similar, ya que es aproximadamente 0.000015.

En muchos problemas un pardmetro umbral u es de interés por si mismo, pero
hay ocasiones, como en este ejemplo, que un modelo mas simple como el Gumbel
resulta apropiado y es ahi donde un cuantil pequenio puede proporcionar informacién
equivalente al de una cota inferior.

Las simulaciones efectuadas en el Capitulo 3 mostraron que en ocasiones es dificil
discernir entre un modelo Weibull y su modelo limite Gumbel, y esto ocurre més
frecuentemente si el tamano de la muestra es pequeno. Sin embargo, como los
cuantiles demostraron cierta estabilidad, aqui se efectuard una comparacién de los
posibles modelos adecuados a los datos, en términos de las verosimilitudes perfiles
de ciertos cuantiles.

En la Figura 4.23(a), se presenta la verosimilitud perfil del cuantil @ 5 para
el modelo Gumbel y los modelos DGVE y Weibull de tres pardmetros. Estos mis-
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Figura 4.22: Datos de voltajes de rompimiento; Verosimilitud relativa perfil del parametro
de forma ¢ de la DGVE, R2(c), (---) y RY(c) (—).

mos modelos se consideran para calcular las verosimilitudes perfil del cuantil @ 50,
mostradas en la Figura 4.23(b). Las perfiles de los cuantiles resultan muy infor-
mativas en este ejemplo, como puede verse en las Figuras 4.23(a) y 4.23(b), donde
se aprecia que el modelo Weibull de tres parametros es indistinguible del modelo
Gumbel. Sin embargo, para el caso de Qg g5, la verosimilitud perfil correspondiente
al modelo de la DGVE, considera como plausibles, valores més pequeiios de este
cuantil. Los intervalos del 15% de verosimilitud tanto para Qg o5, como para Qg.50,
bajo estos diferentes modelos, se muestran en la Tabla 4.3.

L V. del 15% para Qoo | L. V. del 15% para Qo.50
Weibull (1.99,2.77) (3.07,3.41)
Gumbel (1.98,2.77) (3.08,3.35)
DGVE (0.28,2.76) (3.07,3.41)

Tabla 4.3: Datos de voltajes de rompimiento: Intervalos del 15% de verosimilitud bajo los
modelos Weibull, Gumbel y DGVE.

La verosimilitud relativa de p = 0 es alta, 0.68, por lo que el modelo Weibull de
dos parametros también podria considerarse adecuado. Sin embargo, se prefirié al
modelo Weibull de tres pardmetros por argumentos similares a los que se dieron en
el ejemplo de las ratas analizado por Pike (1966).

En la Figura 4.24 se pueden observar también las graficas cuantil-cuantil bajo
los modelos Weibull, Gumbel y la DGVE. Todas parecen ajustar bien a los datos,
aunque la grafica correspondiente al modelo de la DGVE, mostrado en la Figura
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Figura 4.23: Datos de voltajes de rompimiento; Verosimilitud perfil bajo los modelos
Weibull, Gumbel y DGVE, para los cuantiles (a) Qo.05 v (b) Qo.50-
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Figura 4.24: Datos de voltajes de rompimiento; Graficas Q-Q bajos los modelos (a)
Weibull de tres pardmetros (b) Gumbel y (¢) DGVE.

4.24(c), muestra un mejor ajuste para valores pequenos de los datos.

Después de analizar estos resultados se concluye que si el interés reside en estimar
un cuantil central, como Qg 50, puede utilizarse cualesquiera de estos modelos ya que
se observa robusticidad bajo cambios en los modelos considerados y claramente, por
sencillez, seria preferible un modelo Gumbel.

En contraste, las inferencias acerca de Q.05 no son robustas bajo los tres mode-
los. Como la muestra no es muy grande, una posicién conservadora seria considerar
al modelo DGVE como finalmente hacen Hirose y Lai (1997).

Aunque los intervalos de verosimilitud perfil del pardmetro umbral tuvieron muy
buenas coberturas, en las simulaciones realizadas para un escenario similar al pre-
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sente, la estimacion de los cuantiles demostrd ser mas robusta. Cuando se estimé el
cuantil Qg.05, bajo un modelo Gumbel las coberturas resultaron practicamente las
tedricas, desde muestras de tamano 25. En cambio, cuando se utiliz6 un modelo
Weibull, las coberturas tedricas se alcanzan a partir de muestras de tamafio 100.
Todas estas consideraciones deben tomarse en cuenta en la seleccién del modelo més
adecuado, pues en este caso se cuenta con tan sélo veinte observaciones.

4.3.3 Datos de dureza de fibras de vidrio

Smith y Naylor (1987a) utilizan la aproximacién continua a la funcién de verosi-
militud, para analizar un conjunto de n = 46 observaciones que obtienen cuando
miden la fuerza necesaria para romper fibras de vidrio de 15 cms. de longitud, bajo
condiciones experimentales. Estos experimentos son muy comunes en confiabilidad,
y generalmente se busca establecer una cota inferior para estas mediciones de fuerza.
Los autores consideraron una distribucién Weibull, que es un modelo ampliamente
utilizado para describir este tipo de comportamientos. Dado que en su analisis
obtienen una estimacién puntual negativa para el pardmetro umbral y una verosimi-
litud perfil plana, argumentan que las técnicas de verosimilitud son numéricamente
inestables. Su objetivo, entonces, es entender las razones de este comportamiento y
mostrar métodos alternativos de estimacién.

En este conjunto de datos, presentado en la Seccion C.6 del Apéndice C, las
mediciones de fuerza estan reportadas con dos decimales, por lo que es razonable
suponer una precisién de 2h = 0.01, para el instrumento de mediciéon. El dato
minimo es x (1) = 0.37 y el mdximo z (45 = 1.61, mientras que la media y varianza
muestrales son Z = 1.13 y s? = 0.074, respectivamente.

Aunque en realidad las mediciones de fuerza no puedan tomar valores nega-
tivos, la aproximacién continua a la verosimilitud perfil asigna plausibilidades altas
a valores negativos y grandes de p, y su forma es asimétrica y plana. El mismo
comportamiento resulta al utilizar la verosimilitud restringida y discretizada, como
se observa en la Figura 4.25(a), donde puede verse que estas curvas se traslapan
practicamente en todas partes. Con ambas verosimilitudes, el intervalo al 15% de
verosimilitud para el pardmetro umbral p resulta (—o0,0.12).

Smith y Naylor argumentan que la funcién de densidad de la Weibull es inestable,
en el sentido que pequenos cambios en la distribucién originan cambios drasticos en
los valores de los parametros, esto debido a una pobre parametrizacién. Esta es
una situacién donde el modelo Weibull estéd cercano a su modelo Gumbel limite, por
lo que modelos Weibull con parametros aparentemente muy diferentes en magnitud
describen a distribuciones muy cercanas. Esto se mostré en la Tabla 1.1, presentada
en el Capitulol.

Las verosimilitudes perfil de los pardmetros ¢ y 8 de este modelo Weibull, son
también asimétricas y planas, como puede verse en las Figuras 4.25(b) y 4.25(c).
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Como se mencioné en el ejemplo anterior, este resultado es muy valioso, pues la
forma obtenida para estas verosimilitudes perfil, es otra vez un indicio de que un
modelo Gumbel podria ser una buena alternativa para modelar estos datos.
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Figura 4.25: Datos de fuerza de fibra de vidrio: Verosimilitud perfil restringida R2 (---)
y discretizada RY, (—) de los pardmetros (a) p, (b) oy (c) # de un modelo

Weibull.

Aunque Smith y Naylor ven como una posibilidad el trabajar con alguna repa-
rametrizacién como son los cuantiles o bien la DGVE, no exploran éstas ya que su
objetivo es mostrar que, en este problema, el enfoque Bayesiano proporciona estima-
ciones ‘razonables’. Ahora, con respecto a reparametrizar en términos de un cuantil,

ellos tan solo estiman puntualmente el cuantil Qg .g1.

Cuando se analizan estos datos con la DGVE, bajo las verosimilitudes dis-
cretizada y restringida, se obtienen las estimaciones a = —1.2486, b = 0.2215 y
¢ = —0.0469. La Figura 4.26 muestra que las verosimilitudes relativas perfil re-
stringida R (¢) y discretizada R, (¢) del pardmetro de forma ¢ de la DGVE, se
traslapan completamente. El intervalo del 15% de verosimilitud para este pardmetro,
que resulta (—0.23,0.19), contiene tanto valores positivos como negativos, por lo que
cualquiera de los tres modelos Weibull, Gumbel y Fréchet son razonables. Como,
RY (¢ =0) = 0.91 sugiere un modelo Gumbel, mientras que el emv ¢ negativo,
sugiere un modelo Weibull. Ambos modelos se exploran a continuacién. El modelo

Fréchet no mostré un buen ajuste a los datos y por ello no se incluye en este andlisis.

Al igual que en el problema anterior, como principalmente interesa estimar una
cota inferior para estos datos, se estimara un cuantil pequeno, como una estimacién
alternativa al parametro umbral. Los modelos que parecen ser razonables a los datos
se compararan por medio de las verosimilitudes perfiles del cuantil seleccionado y se

evaluara su robusticidad.

Asi pues, se analizaran, los modelos Weibull, Gumbel y la DGVE. Las Figuras
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Figura 4.26: Datos de fuerza de fibras de vidrio; Verosimilitud perfil relativa del parametro
de forma ¢ de la DGVE, R2(c), (---) y RY(c) (—).

4.27(a) y 4.27(b) muestran las verosimilitudes perfil de los cuantiles Qg 05 and Q 50
bajo estos tres modelos. Si el objetivo fuese estimar la mediana de la distribucion,
entonces se podria seleccionar al modelo Gumbel. Sin embargo, si se desea estimar
algiin otro cuantil, es preferible seleccionar a la DGVE.

I V. del 15% para Qoos | I.V. del 15% para Q.50
Gumbel (0.399, 0.759) (1.090, 1.240)
Weibull (0.499, 0.759) (1.086, 1.242)
DGVE (0.306,0.781) (1.086, 1.242)

Tabla 4.4: Datos de fibras de vidrio: Intervalos del 15% de verosimilitud bajo los modelos
Weibull, Gumbel y DGVE.

La Tabla 4.4 contiene los intervalos del 15% de verosimilitud para Qg.05 y Qo.50,
bajo cada uno de los modelos considerados. Considerando esta tabla y las verosimil-
itudes perfiles mostradas en la Figura 4.27, se observa que para (Jys50, todos los
modelos conducen a inferencias similares y se puede seleccionar el modelo mas sen-
cillo. Con respecto a las inferencias acerca del cuantil Qg o5, los modelos Weibull y
Gumbel son indistinguibles, mientras que los intervalos de verosimilitud obtenidos
con la DGVE, son un poco més anchos. Ahora, el modelo Gumbel, que es més
sencillo, asigna una probabilidad de 0.0032 a valores negativos, muy similar a la del
modelo Weibull, que es igual a 0.0014; la DGVE tiene también una probabilidad
asociada pequena.

En la Figura 4.28 pueden observarse graficas cuantil-cuantil para los modelos
considerados. Aunque todas muestran un buen ajuste a los datos, la seleccién de la
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Figura 4.27: Datos de fuerza de fibras de vidrio; Verosimilitudes perfil relativa de los
cuantiles (a) Qo.05 y (b) Qo.50 bajo los modelos Weibull, Gumbel y DGVE.
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Figura 4.28: Datos de fuerza de fibra de vidrio: Graficas Q-Q bajos los modelos (a) Weibull
de tres pardmetros (b) Gumbel y (c¢) DGVE.

DGVE es mas conservadora con respecto a las inferencias, hecho que también puede
observarse en la Figura 4.27(a).

Como puede verse, el elegir el modelo mas adecuado a los datos, no es una tarea
sencilla. Sin embargo, la funcién de verosimilitud perfil permitié evaluar diferentes
aspectos que sirvieron para realizar un analisis més profundo y serio. Las simula-
ciones que se efectuaron emulando este escenario permiten proporcionar un valor
agregado a la decision que se tome, pues en este problema se cuenta con 46 obser-
vaciones y se observé que en muestras de tamano 50, los intervalos de verosimilitud
perfil de un cuantil pequeno como (g5, tienen coberturas superiores a 0.92. Esto
es importante pues en Teoria de Extremos suele recurrirse al uso de la DGVE direc-
tamente, sin evaluar la nociéon de robusticidad que se presenté no sélo en éste, sino
en cada uno de los ejemplos analizados.
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4.4 Discusion sobre ejemplos analizados

Todos los ejemplos analizados en este capitulo involucraron densidades con un pa-
rametro umbral y singularidades. En todos ellos se confirma lo 1til e informativo
que resulta la funcién de verosimilitud perfil completa de los parametros de interés.
Sus graficas permiten identificar facilmente la asimetria de una superficie de verosi-
militud, que al depender de varios pardmetros no siempre es facil de graficar. Por
otra parte, la funcién de verosimilitud perfil permite identificar situaciones donde
modelos mas simples puedan ser razonables para describir al fenémeno aleatorio
de interés. Ayuda también a evaluar la robusticidad de las inferencias sobre algtiin
parametro de interés, cuando se realizan cambios en el modelo estadistico selec-
cionado. Para ello, basta comparar las verosimilitudes perfil de este pardmetro bajo
cada uno de los modelos considerados. En aquellos casos donde las inferencias sobre
los parametros de interés sean robustas frente a cambios en el modelo, se sugiere
considerar entonces, el modelo més sencillo.

En todos los ejemplos se observa que las funciones de verosimilitud perfil dis-
cretizada y restringida son practicamente iguales en la mayoria de los casos, por
lo que se pueden utilizar de manera indistinta. Ahora, con las facilidades actuales
de cémputo, es igualmente sencillo utilizar cualquiera de estas dos verosimilitudes.
Una ventaja de la verosimilitud discretizada es que permite considerar precisiones
diferentes para cada una de las observaciones y solo con ella es posible estimar
de manera mas precisa el parametro umbral, en situaciones problematicas donde
la aproximacién continua tiene forma de J. Este fue el tnico caso donde estas
verosimilitudes discreparon un poco en cuanto al ancho de los intervalos de ve-
rosimilitud. Cabe senalar que una comparacién de verosimilitudes como la aqui
efectuada, nunca se habia realizado en la literatura cientifica.

Para aquellos ejemplos donde el interés principal sea estimar un parametro um-
bral, se mostré la conveniencia de utilizar pardmetros alternativos como son los
cuantiles, ya que suelen simetrizar la funcién de verosimilitud y son pardmetros mas
estables. Una ventaja adicional es que el proceso de estimaciéon numérica de los
parametros se vuelve mucho mas eficiente.

En resumen, en todos los ejemplos analizados la verosimilitud discretizada y
la verosimilitud restringida proporcionaron estimaciones razonables, en situaciones
calificadas como problematicas. Permitieron ademas, evaluar la robusticidad de
las inferencias de los pardmetros de interés, y contribuyeron en lograr una buena
seleccién de modelos.



Capitulo 5

Conclusiones generales

El objetivo central en esta tesis fue el mostrar que la funcién de verosimilitud perfil
discretizada resuelve los problemas de estimacién que se presentan en ciertos mode-
los estadisticos, que se han considerado problemaéticos en la literatura estadistica, y
que involucran densidades con pardmetro umbral, singularidades y donde ademas se
cuenta con muestras pequenas. Se mostré también que la verosimilitud restringida
propuesta por Barnard (1966) es una buena alternativa en estas situaciones. Esto
se concluye gracias a las comparaciones que se efectuaron entre ellas y en las que
resultaron ser similares. Sin embargo, se observa que la verosimilitud discretizada
permite estimar con mayor precision al pardmetro umbral. El hecho que el verdadero
umbral pueda tomar valores mayores que la observacién més pequena (en el caso
de minimos), o bien un valor menor que la observacién mas grande (en el caso de
maximos) no se habia considerado antes. Esta posibilidad puede ocurrir, sobre todo
si la densidad tedrica de donde proviene la muestra es convexa.

La verosimilitud restringida es analiticamente mas sencilla que la verosimilitud
discretizada; sin embargo, la verosimilitud discretizada incorpora de manera natural
la precision finita del instrumento de medicién e incluso el hecho que las observa-
ciones podrian tener precision diferente. Con el poder computacional actual, es muy
facil de calcular, por lo cual se recomienda su uso para las situaciones antes descritas.
La verosimilitud discretizada es similar a la de un modelo multinomial regular, por
tanto posee las propiedades asintéticas de éste; esto es, se comporta como si fuese
un caso regular. Este hecho se mostré claramente en las simulaciones realizadas en
el Capitulo 3.

Las verosimilitudes perfiles, discretizada y restringida, se compararon a través de
simulaciones, bajo diferentes escenarios de modelos Weibull de tres parametros, para
casos de muestras de tamano moderado y pequeno, asi como de diferentes precisiones
del instrumento de medicion. Las coberturas de los intervalos de verosimilitud perfil
de los parametros, que se obtuvieron con ambas verosimilitudes, mostraron por lo
general ser buenas, incluso en muestras moderadas y pequenas. Para los parametros
de escala y forma, con ambas verosimilitudes se observaron siempre buenas cober-
turas, aun en muestras pequenas. En cambio, cuando la densidad tedrica es convexa,
el parametro umbral requiere de muestras més grandes para poder lograr una buena
estimacién.
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Aunque estimar un parametro umbral puede ser de interés por la interpretacién
que éste tiene como una cota inferior (o superior) para la variable aleatoria en es-
tudio, muchas veces es mas conveniente estimar algiin cuantil pequefio o grande.
La reparametrizacion, en término de cuantiles, demostré ser una herramienta de
gran utilidad. En las simulaciones realizadas en esta tesis, las coberturas de los
intervalos de verosimilitud perfil para los cuantiles resultaron, en muchos de los es-
cenarios analizados, incluso mejores que las que tuvieron los intervalos de estimacion
del parametro umbral. Esto es, para un tamano de muestra fijo, las coberturas de
intervalos de verosimilitud perfil de un cuantil pequeno suelen ser mucho mejores
que las de un pardmetro umbral, por lo que resultan ser una parametrizacién mas
eficiente del modelo estadistico.

Algo importante de mencionar es que el maximo global de la verosimilitud dis-
cretizada y de la restringida, suelen coincidir con el maximo local de la aproximacion
continua a la verosimilitud, cuando éste existe. Esto justifica el uso generalizado que
de este maximo local se ha hecho, considerandolo como el emv, en casos de densi-
dades con singularidades.

En esta tesis, se mostré la importancia de analizar la forma de la funcién de vero-
similitud perfil completa del parametro umbral, ya que es muy informativa. Este es
un aspecto al que no se le ha dado la debida importancia en la literatura estadistica.
Por ejemplo, cuando es aplanada en una regiéon importante del espacio parametral,
puede indicar que se trata de una situacién donde la familia de modelos considerada
estd cercana a un modelo limite méas simple, que podria ser mas apropiado para
describir al fenémeno aleatorio de interés.

Otro aspecto importante que se estudia en esta tesis es la estabilidad de los
cuantiles y lo informativos que pueden ser éstos. Por lo general, los cuantiles suelen
simetrizar la funcién de verosimilitud y hacer maés eficiente el proceso de estimacion.
Esto es relevante pues cuando se logra una verosimilitud simétrica, las propiedades
asintoticas de méxima verosimilitud se cumplen en muestras moderadas y en oca-
siones incluso pequenas. Esto facilita el realizar inferencias sobre los parametros
de interés, en términos de intervalos de verosimilitud-confianza. Por otra parte, el
analizar la grafica de la verosimilitud perfil de algtin cuantil de interés permite eval-
uar la robusticidad de las inferencias frente a cambios en los modelos.

En resumen, se ha mostrado aqui que la verosimilitud perfil discretizada prop-
uesta es una herramienta sencilla, informativa y poderosa que resuelve problemas de
estimacién importantes que surgen al usar métodos tradicionales para modelos no
regulares, cuyas densidades tienen parametro umbral y singularidades. Por tanto,
se recomienda utilizarla en la inferencia cientifica.



Apéndice A

Resultados importantes de Estadistica
Matematica

A.1 Condiciones usuales de Regularidad

El teorema de méaxima verosimilitud que se presenta en la Seccién A.2, garan-
tiza que los estimadores de maxima verosimilitud serdn fuertemente consistentes,
asintéticamente normales y asintéticamente eficientes, siempre que se satisfagan
ciertas condiciones de regularidad en la familia § = {Fp,0 € ©}, donde © C R¥
y las distribuciones Fy poseen densidades f(x;#). Estas condiciones se retoman de
(Serfling, 2002) y se enuncian a continuacién.

Condiciones de Regularidad en §. Sea © un intervalo abierto, no necesaria-
mente finito, en R. Se supone

R1 Para 0 € 0, las derivadas

dlog f(z:0)  Plogf(z:0) 9 log f(:0)

a0 ’ 902 ’ 003 (A.1.1)

existen.

R2 Para cada 6y € O existen funciones g(z), h(z) y H(x) (posiblemente dependen-
diente de ), tales que, para € en una vecindad N (6p) se cumplen las siguientes

relaciones:
T 2 T 3 T
D g, (PR <nw, TS <.
donde [ g(z)d(z) < oo, [ h(z)dr < oo y Eyp{H(z)} < oo para
RS N(00>

R3 Para cada 0 € O,
1 :0)\?
0<E9{<a ogéfg(x,e)> } < 00 (A.1.3)

Asi, ya descritas estas condiciones de regularidad, se enuncia enseguida el teorema
de méxima verosimilitud, cuya demostracién puede consultarse en Serfling (2002,
pp. 145-148).
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A.2 Teorema de Maxima Verosimilitud

La demostracién del siguiente teorema puede consultarse en Serfling (2002, p. 153)

Teorema A.1 Supdngase se satisfacen las condiciones de reqularidad R1, R2 y R3
en la familia § y considere observaciones i.i.d. en Fy, para 0 € ©. Entonces, con
probabilidad 1, las ecuaciones de verosimilitud admiten una sucesion de soluciones
{0,} que satisfacen

(i) Consistencia fuerte: 0-20, n — oo

(i) Normalidad asintética y eficiencia:

w(0) = (6, — 0)\/nZ(0)->N(0, 1),

donde Z(0) = —Ey (9°1(0;;)/06%) es la informacién esperada de una sola
observacion.

Este teorema se puede generalizar para el caso multiparamétrico donde 8 =
(01, ...,0k), ya que bajo una apropiada generalizacién de las condiciones de regular-
idad R1, R2 y R3, descritas en Serfling (2002, p. 148), existe una sucesién 6,, de
soluciones a las ecuaciones de méxima verosimilitud, tales que

(i) 60
(i) (0 — 6)-5N(0,n 1Y),
donde Ig es la matriz de informacién dada por

L - | & dlog f(X;0) Olog f(X;0)
o [ 9{ 96 ‘ a9]' }]kxk

A.3 Distribucion asintotica del estadistico de la razon
de verosimilitudes

La demostracién del siguiente teorema puede consultarse en Serfling (2002, p. 155)
y en Pawitan (2007, p. 266).

Teorema A.2 Sean X1, Xo,... variables aleatorias independientes con distribucion
Fg, 8 € R*. Bajo condiciones apropiadas de reqularidad, la cantidad pivotal

A, = —2log M
L(0;y)

converge en distribucion a una X%-

El estadistico de la razén de verosimilitudes puede también calcularse utilizando la
verosimilitud perfil. Esto es, si § = (A,602) € R*, donde #; € R? es un pardmetro
g—dimensional de interés y 0o € R*, es el parametro s—dimensional de estorbo, con
k = q + s, entonces A, seguird una distribucién Ji-cuadrada con k — s grados de
libertad.



Apéndice B

Algunos calculos relevantes

B.1 Modelo limite para la distribucién Weibull

A continuacién se muestra cémo el modelo Gumbel, con pardametro de localizacién 6
y % un parametro de escala, es un modelo limite, de dos pardmetros, para el modelo
Weibull con parametro umbral 1 y pardmetros de escala y forma o y 3, respectiva-
mente.

Si en la funcién de densidad del modelo Weibull

fysp,0,8) = b <y — M>B_lexp [— (y;u>5] Tjpo0) () (B.1.1)

o g

se utiliza la reparametrizacion ¢ = Y8 y u = 0 — ¢, entonces

_ B
Flyi0.0.8) = wé)ﬁ(y—ewmﬁ—lexp{— (2= } (B.1.2)

_l(y=0 N\ <y—9 )5
_w< 0B +1> exp{ e +1 , (B.1.3)

de donde, tomando el limg_,, se obtiene

-1 B
i (150 41) - (1) | = e {50 o5,

(B.1.4)

que corresponde a la funcién de densidad de un modelo Gumbel, donde ) = o /8 y
0=p+yps.

B.2 La verosimilitud discretizada para el caso exponen-
cial con t.v.g.

En esta seccion se presentan algunos cédlculos que se omitieron en la Seccién 3.5.2,

donde se analiza la distribucion del estadistico de la razén de verosimilitudes, cuando

se utiliza la verosimilitud discretizada Lp, en la distribucién exponencial con tiempo

149



150 Algunos célculos relevantes

de vida garantizado.

La verosimilitud discretizada se expresé como:

Lp(p,0;x) = Li(p, 05x) + La(p, 03%x) (B.2.1)

o o
y
ORI A ~ 2
Lo(p,o;x) = |1 —exp | ———— exp | — Z X
g i=m+1 ©
o (1) o (Y]t ) T
(B.2.3)
La muestra discretizada x = x(q), ..., Z(y), se considera medida con un instrumento

de medicién que posee una precision fija 2h.

A continuacién se analizan sélo algunos de los cuatro escenarios posibles de la
Tabla 3.1, presentada en la Seccién 3.5.2.

B.2.1 Distribucién de —2log Rp(6p;x) en muestras de tamano uno y o
conocida

Como se explico en la Seccién 3.5.2, cuando se analizan muestras de tamano uno
y o conocida, se obtiene que i = x(;) — h y solamente se analiza el caso que a
continuacién se presenta.

Caso 1. En este Caso, tanto 1z como jio estdn dentro del intervalo (—oo, z (1) — h]
y como
Lp(p, 0 =00;x) = Li(p,0 = 00;x) = P(x(1) —h < X <z)+h)

(z() —Uh - M)} exp [ (z() +Uh - M)}

= (<" )oxp (2 [exw (2) —exo (<2 = ten (%),

donde k; > 0 y el emv se alcanza siempre en el extremo derecho del soporte de
Li(p, 0;%), por lo que se tiene que i = (1) — h.

= exp [

por (3.5.1)
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El comportamiento de —2log R(f0; X) para este caso es,

Li(po,0 = Uo;X)]
—2log R 1x) = —2lo — B.2.4
g Rp(po;x) g [ 1( o = 00:%) (B.2.4)
y
Li(po, 0 = 0g;x)  SXP (=z(1)/00) - exp (po/00) [GXP (h/oo) — exp (—h/Uo)}
Lai o = 00:%) exp (—ay) fon) - exp (/o) [exp (h/o0) — exp (~h/oo)|
B [ (za) —h—uo)]
=exp |———|,
o0
por lo que,
—h—
—2log Rp(po; x) = 2 (M) :
o0

Con lo anterior podemos calcular la distribucién de —2log Rp(10; %), esto es

_h_
P(—2log Rp(po;x) < 2) = P [2 <M> < 2}
0

o
z20
= P (20) S po+ 52 +h)
zZ0(
=1—exp [—(,uo + - +h - ,U/Q)/O'()} (B.2.5)
— 1—exp(—#/2) - exp (/o)
Usando nuevamente el argumento visto en la Seccién 3.5.1, si una variable aleato-

ria X sigue una distribucién Xé), entonces la variable Z = X — 2h/o( tiene una
distribucién dada por

2h 2h
P(Zgz):P<X—§z) :P<X§z—i—)
o 0o
=1—exp(—2/2)-exp(—h/og). (B.2.6)
De donde se concluye que —2log R(up;x) sigue una distribucién X%Q), trasladada
una distancia 2h/oy.

B.2.2 Distribucién de —2log Rp(/0; x) en muestras de tamano n y o cono-
cida

Para muestras de tamano n y o conocida se omitieron algunos cédlculos del Caso
4 de la Tabla 3.1, presentada en la Seccién 3.5.2, donde i € (1) — h, 1) +h] ¥y
po € (z(1y — h,z(1y + h]. En este caso

(z() +h—u)] }m y

a0

oo ; pth f—h n—m
o (‘ > f) exo (8 ) —exp (Ao By i)
i=m+1 0 0 0

Lp(p.0 = 00:%) = La(p, 0 = 00; %) = {1 — exp [—
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Calculando el logaritmo de Lp se tiene que

n

+h— ;
Ip(p,0 =00;%) = mlog{l — exp [_(x(l),u)] } _ Z L(i)

g (o
0 i=m+1 0

+ (n—m)log {exp <“J+Oh> — exp (“U_Ohﬂ (B.2.7)

y suponiendo que Ly es diferenciable, se calcula la funcién Score Sp(u, 0 = 0¢; %), a
partir de la cual puede obtenerse el estimador de maxima verosimilitud de . Asi,

_ mexp [~(z) + h)/oo] R
o = exp(—pu/og) —exp [—(z1 + h) /o] + =0, (B.2.8)

y el estimador maximo verosimil de p es

Ao 2 e (240
= —oglog -exp | ——
n—m o

n
= (z(1y +h) — oo log (n — m>

m
= (@) +h) + o log (1= =) (B.2.9)

donde m es el nimero de veces que se repite la observacién mas pequena.

El resultado anterior podriamos analizarlo de la manera siguiente. Consideremos
que

p=P(p<X <z +h) (B.2.10)
estoesp=1—exp|(u—h—xy)/00|, de donde obtenemos que
1)

p = (za)+h)+oolog(l —p). (B.2.11)

Asi, podemos entonces ver que el emv de p obtenido en (B.2.9), puede escribirse
como

= (.TU(l) + h) + 09 log(l — pmm), (B.2.12)

que serfa la versiéon empirica de la expresién (B.2.11), donde py, ,, = m/n.

B.2.3 Distribucién de —2log Rp(uo;x) en muestras de tamano n y o des-
conocida

Cuando el pardmetro de escala o, es desconocido, debe también estimarse, ya que
s6lo de esta manera se puede estudiar el comportamiento de —2log R(6p; x).
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Para el Caso 1 y en muestras de tamano n, la funcién de verosimilitud dis-
cretizada esta dada por

Lp(p,05x) = H {exp [—(zi —h—p)/o] —exp[=(z; + h —p)/ol}.  (B.2.13)

Calculando su logaritmo

Z?:l i

J + % + nloglexp(h/o) — exp(—h/o)], (B.2.14)

Ip(p, 03%) = —

derivando con respecto de o y sustituyendo i = x(;)—h como el estimador de méxima
verosimilitud de p, se llega a que el estimador de o estd dado por la expresion

_ ~ —1
~ T—ft+h
=2h- |l _— . B.2.15
0 [Og<w—ﬂ—h)] (219

Por otra parte, para el Caso 4, donde el emv de p resulta

e (25) e[ (47
p=-—oclog| —— | -exp |— | ——
n—m o

Z(:C(l)+h)—alog< i ),

n—m

como se mostré en la Seccién B.2.2, al derivar B.2.7 con respecto de ¢ y sustituir
este e.m.v. de u, se llega a que el estimador para el pardmetro de escala ¢ también
estd dado por (B.2.15).
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Apéndice C
Algunos conjuntos de datos analizados

A continuacién se presentan los conjuntos de datos que se utilizaron en algunos de
los ejemplos del Capitulo 4 de esta tesis.

C.1 Diametros de arboles de cerezas negras

Los siguientes datos representan 31 mediciones de los didmetros de drboles adultos
de cerezas negras (Ryan et al., 1985), medidos 54 pulgadas arriba del nivel del suelo.

8.3, 8.6, 8.8, 10.5, 10.7, 10.8, 11, 11, 11.1, 11.2, 11.3, 11.4, 11.4, 11.7, 12, 12.9,
12.9, 13.3, 13.7, 13.8, 14, 14.2, 14.5, 16, 16.3, 17.3, 17.5, 17.9, 18, 18, 20.6

C.2 Tiempos de deteccion de cancer en ratas

Los siguientes se obtuvieron de un experimento de induccién de cancer realizado por
Pike (1966) en el que se pinté la vagina de 19 ratas de laboratorio con un cancerigeno
y se procedié a contar el nimero 7' de dias, que transcurrieron hasta detectar un
carcinoma. Hay dos observaciones censuradas, denotadas con asterisco, para las
cuales no hay indicios de carcinoma alguno hasta el dia registrado.

143, 164, 188, 188, 190, 192, 206, 209, 213, 216, 220, 227, 230, 234, 246, 265,
304, 216*, 244*

C.3 Tiempos de espera de ratas para ejecutar tareas de
aprendizaje

La informacién que se presenta a continuacion, corresponde a los tiempos de latencia
de retencién en dos grupos de ratas, de un experimento que se llevd a cabo en el
nstituto de Neurobiologia de la UNAM, campus Querétaro, bajo la direccién del Dr.
Roberto Prado- Alcala.

e Grupo de ratas bajo el placebo: Dato minimo: z(;) = 4.32, dato mayor:
z(12) = 78.9, media: T = 6.08 y desviacion estandar: s = 21.68.
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e Grupo de ratas bajo la droga: Dato minimo: z(;) = 2.77, dato mayor: z(j9) =
65.74, media: T = 31.15 y desviacion estandar: s = 19.49.

C.4 Maximos anuales del nivel del mar en Port Pirie,
Australia

Los siguientes datos corresponden a los maximos anuales de las alturas diarias del
nivel del mar, entre 1923 y 1987, en Port Pirie, Australia. Estos datos pueden obten-
erse, del sitio
http://www.maths.lth.se/matstat /kurser /fms155mas231/datasetsR.html,

donde se encuentran capturados en una matriz de datos con nombre portpirie. R.

154, 49.6, 46.7, 58.3, 70.5, 90, 70.1, 105.7, 37.4, 40.8, 34.7, 58.9, 72.2, 30, 71.6,
100, 33.7, 49.9, 56.1, 142.3, 28.6, 54.8, 74.1, 60, 50.9, 38.6, 53.4, 132.5, 50.7, 40.8,
84.3, 38.8, 27.4, 67, 118.7, 23.2 55, 67.9, 87.3, 89, 98.7, 47.1, 71.6, 83.6, 44.3, 41.2,
35.9, 44.3, 410.4

C.5 Voltajes de rompimiento de fluidos

Los siguientes datos son presentados y analizados por Hirose y Lai (1997) y corre-
sponden a 20 mediciones de los voltajes de rompimiento de un fluido.

2.1, 3.4, 3.7, 2.7, 3.2, 3.5, 2.7, 2.7, 3.4, 3.3, 3.0, 2.9, 3.0, 3.4, 2.8, 3.5, 3.5, 3.4,
3.4, 3.6

C.6 Dureza de fibras de vidrio

El siguiente conjunto de datos, analizado por Smith y Naylor (1987a), representan
las mediciones de la fuerza necesaria para romper fibras de vidrio de 15 centimetros
de longitud.

0.37, 0.81, 0.94, 1.06, 1.13, 1.20, 1.28, 1.35, 1.40, 1.61, 0.40, 0.83, 0.95, 1.08, 1.14,
1.21, 1.29, 1.37, 1.42, 0.70, 0.86, 0.98, 1.09, 1.15, 1.22, 1.29, 1.37, 1.43, 0.75, 0.92,
1.03, 1.10, 1.17, 1.25, 1.30, 1.38, 1.51, 0.80, 0.92, 1.06, 1.10, 1.20, 1.28, 1.35, 1.40,
1.53
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