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Introduccion

Uno de los objetivos del control de bifurcaciones es establecer de antemano la creacién
o eliminacién de estados estacionarios tales como, puntos de equilibrio, ciclos limite,
toros y atractores extrafios, con sus respectivas caracteristicas de estabilidad. A pesar
de que hace un poco mds de veinte afios que comenzé el estudio del control de bifur-
caciones, s6lo se ha sistematizado el control de las bifurcaciones de codimensién uno:
silla-nodo, transcritica, horquilla y Hopf, ver [1, 2, 26, 24, 41, 39]. Ademads de unos pocos
de intentos aislados acerca del control de las bifurcaciones de codimensién dos, ver
[23,19, 27, 44].

En el presente trabajo, nos trazamos como objetivo principal, el de iniciar un andlisis
sistematico de la bifurcacion de codimension dos llamada Bifurcacion Takens-Bogdanov
(BTB), también conocida como bifurcacién doble-cero, que involucrara tanto el control
de la bifurcacién, como la generalizacién del teorema dado para ésta en su dimensién
minima IR?, a n dimensiones y m pardmetros. Por otro lado creemos que es posible ex-
tender este tipo de andlisis al resto de las bifurcaciones de codimensién dos a saber: la
bifurcacion Fold-Hopf (o cero-Hopf), y la bifurcaciéon Hopf-Hopf. Debemos aclarar que
este estudio estd dedicado al caso genérico de la bifurcacién, por que no podemos ig-
norar que existen otros casos degenerados que no se abordaron, pero que los podemos
considerar como problemas abiertos que en un futuro se pueden analizar, por ejemplo,
un caso degenerado particular fué estudiada por Dumortier et al. en [16], ellos conside-
ran la forma normal truncada

Y2 O3
! (ﬂy%+by1yz>+ v

con a # 0, y agregan términos de orden superior resonantes para obtener la forma
normal truncada hasta orden cuatro

Y2 > 1
Y (y%wi’yz ' @

y demuestran que

. Z2
z =
( 224+ u+20(vo+ 1121 £23)) >
es una deformacién versal de (1).

El andlisis que llevamos a cabo en el presente documento como ya mencionamos, lo
dividimos en dos partes:

1. Dado un sistema no lineal n-dimensional m-paramétrico

x=F(x,u), xeR", uelR"
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se dan condiciones suficientes sobre el campo vectorial F, tales que la dindmica so-
bre la variedad central bidimensional del sistema, es localmente topolégicamente
equivalente a la deformacién versal de la BIB dada por Bogdanov,

2. Dado un sistema de control no lineal en R”

x = fx)+g(x)u,

donde x € R", u € Ry f, g € C’, conr > 2, se den las condiciones suficientes
sobre los campos vectoriales, de tal manera que pueda ser posible disefiar una
ley de control escalar u, tal que al “cerrar el lazo” la dindmica sobre la variedad
central del sistema dado, sea topolégicamente equivalente a la deformacién versal
de la BTB dada por Guckenheimer y Holmes, y ademds puedan determinarse
a priori mediante la manipulacién de los que llamamos pardmetros de control, las
direcciones de las bifurcaciones y sus rasgos de estabilidad. Si es posible obtener
tal ley de control, entonces podemos decir que el sistema de control no lineal dado,
experimenta una bifurcacién controlable.

Con tal objetivo en mente, iniciamos nuestro andlisis con en el primer capitulo del
trabajo Preliminares Matemiticos, en el cual, nos dimos a la tarea de establecer una se-
rie de conceptos de los sistemas dindmicos que nos ayudardn en la formalizacién de
nuestro andlsis, podemos decir que los temas fundamentales aqui son la Teoria de la
Variedad Central y la Teoria de las Formas Normales. Damos también un breve repaso
de las bifurcaciones de codimensién uno inmersas en la BTB: la bifurcacion silla-nodo,
la bifurcacion de Hopf y la bifurcacién homoclinica.

En el capitulo dos La bifurcacién Tankens-Bogdanov, damos un panorama general de
lo que es la BTB, sus diferentes formas normales y deformaciones versales obtenidas
y trabajadas por los matemaéticos que fueron los pioneros en el estudio de la misma,
Floris Takens y Rifkat Ibragimovich Bogdanov, ver [13, 14, 35, 36] asi como también se
menciona la deformacién dada por Guckenheimer y Holmes, ver [22]. En la primera sec-
cién del capitulo dos, se dan las relaciones de equivalencia de estas tres deformaciones
versales. En otra seccién se analiza el diagrama de bifurcacién de la BTB, incluidos los
retratos fase en el espacio de estados.

En el capitulo tres Control de la bifurcacion Takens-Bogdanov en el plano, iniciamos
nuestro andlisis de la BTB en su dimensién minima que es IR?, el problema que nos
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planteamos es el siguiente:
Consideremos el sistema de control no lineal

X = fx)+glx)u 2

conx R, ueR, f, g€l conr>2.

Nuestros objetivos en este capitulo son encontrar una cambio de coordenadas x =
¢(z) y disefiar una ley de control u = u(x,p,y) donde p = (u1,u2)" representa un
vector de pardmetros de bifurcacion artificiales, mientras que v = (B1, B2, 61,02, 53)T
representa un vector de pardmetros de control indeterminados, tales que,

(i) el sistema a lazo-cerrado se transforma en

; 0322 > 3
- + O ,Z , 3
: ( Bip1 + Bapaza + 512% + 8rz125 (11, 2)°) 3)

(i) que sea posible encontrar tres curvas de bifurcacién ¢ (1, y2) = 0 donde el sistema

2= ( b5 > @
Bip1 + Bapaza + 6123 + 62z122 )
experimenta las bifurcaciones silla-nodo, Hopf y homoclinica respectivamente, y

(iii) que sea posible mediante la manipulacién de los pardmetros de control, que el
sistema (4) experimente todas las posibles direcciones de cada bifurcacién.

Llamaremos al sistema (4) una deformacién versal controlable del sistema de control (2),
y si tal ley de control u existe, entonces diremos que el sistema de control (2) experimenta
una bifurcacion Takens-Bogdanov controlable.

Los objetivos planteados en este capitulo se logran mediante una serie de trans-
formaciones de coordenadas y en cada una de ellas se va integrando una parte de la
entrada del control u, de tal manera que se logra demostrar el siguiente resultado.

Teorema 0.1 Considérese el sistema de control no lineal (2). Supongamos que existe xy € R?
tal que

H1) f(xo) =0,

H2) A = Df(xg) es similara | = ( 8 (1) >,

H3) gg¢(xo0) # 0, donde g3 es el vector propio izquierdo asociado al valor propio cero.

Entonces, si u = u(x,p,), el sistema a lazo cerrado (2), es localmente topolégicamente
equivalente a la deformacion versal controlable (4).



4 INDICE GENERAL

Concluimos el capitulo con una serie de problemas de aplicacién, con sus respectivas
simulaciones, a saber: el problema de el Oscilador de van der Pol forzado promediado,
ver [22]; un sistema de Depredador-Presa, ver [12] y finalmente se trabaja el Prototipo
de un sistema de referencia de control adaptativo, ver [33].

En el capitulo cuatro, Bifurcacién Takens-Bogdanov en IR", se logra la generalizacion
del teorema de la BTB originalmente establecido para sistemas biparamétricos en RR?
por Y.A. Kuznetsov, el cual se puede consultar en [28], cabe mencionar que en la liter-
atura no existen otros resultados de este tipo. Dicha generalizacién es para sistemas m-
paramétricos n-dimensionales. Y son dadas condiciones suficientes sobre el campo vec-
torial, tales que la dindmica sobre su variedad central bidimensional m-parametrizada,
es localmente topoldgicamente equivalente a la deformacién versal de la BTB dada por
Bogdanov en el plano. Se establece ademds una regla explicita para obtener en el espacio
de parametros, las superficies de bifurcacién de codimensién uno, inmersas en la BTB.

Entonces en esta parte el problema que nos planteamos es el siguiente:
Considérese el campo vectorial m-parametrizado

x=F(x,u), (5)

donde x € R", p € R", conm > 2,y F € C" (R" x R™), con r > 2. Supongamos que
existe (xo, pto) € R" x R™ tal que

Hl) F(.X‘o, "Mo) = 0, y

H2) DF(xo, po) ~ ( Jo 0 >, con Jo = ( 01 > y Ju una matriz de Hurwitz.

0 Ju 00

Nuestro objetivo en este capitulo es encontrar condiciones suficientes sobre el campo
vectorial F, tales que la dindmica sobre la variedad central en x = xq, sea localmente
topolégicamente equivalente a la deformacién versal de la BTB en el plano,

Z"l = 2Z (6)
Zy = Pi1+Baz1 +azi+ bzizy,

donde
ab # 0. (7)

El problema se resuelve mediante el cdlculo de la variedad central del sistema (5)
y encontrando las condiciones sobre ésta para que se satisfagan las condiciones de no
hiperbolicidad H1), H2) asi como la de no degeneracidad (7) y también una condicién
mas que denotamos como condicién de transversalidad sobre la transformacién de los
pardmetros de bifurcacién. Con lo anterior se logré demostrar el siguiente resultado:

Teorema 0.2 Dado el sistema no lineal (5). Supongamos que existe (xo, o) € R" x R™, tal
que satisface las condiciones
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H1) F(xo, o) =0,
H2) o[DF(xo, po)] = {A12=0; Re(A)) #0, j=3,...,n}, considérese el caso donde el

valor propio cero tiene multiplicidad geométrica uno, (no hiperbolicidad)
H3) ab #0, (no degeneracidad)
H4) S1y Sy son linealmente independientes, (transversalidad)

donde a y b son escalares, S1 y Sa son vectores en R™ que dependen del campo vectorial F.
Entonces, la dindmica sobre la variedad central del sistema (5), es localmente topoldgicamente
equivalente a la deformacién versal de la bifurcacion Takens-Bogdanov (6), donde By = ST (u —

Mo,y B2 = S5 ( — po)-

Cabe recalcar aqui la importancia de la condicién H4) sobre los términos S; y So,
ya que con ésta es posible asegurar que el espacio de pardmetros del campo vectorial
se puede mapear de manera sobreyectiva (localmente) sobre el plano de parametros de
bifurcacién, ademds de que es posible determinar la relacion explicita que hay entre las
superficies de bifurcacién en el espacio de parametros y las curvas de bifurcacién en el
plano de los pardmetros de bifurcacion. Al final de este capitulo también se trabaja un
problema de aplicacién Un ecosistema depredador-presa, ver [11] citado en [28], con sus
respectivas simulaciones.

En el capitulo cinco, Control de la bifurcacion Takens-Bogdanov en R", generalizamos el
resultado obtenido en el capitulo tres, con un anélisis muy similar, s6lo que en esta parte
primero calculamos la variedad central del sistema de control no lineal dado y sobre ésta
aplicamos el esquema trabajado en el capitulo tres. El problema que se resolvié en esta
parte es:

Consideremos el sistema de control no lineal n-dimensional

%= f(x) +g(x)u, ®)

donde x e R", u € R,y f, g € C"(R",R"), con r > 2. Supongamos que existe xo € R"
tal que se cumplen las condiciones de no hiperbolicidad planteadas en el capitulo 4:

Hl) f(xo) =0, y
H2) ¢ (Df(x0)) = {AM,2=0, Re(Aj) <0, para j=3,...,n}, considerdndose el caso

no diagonalizable. Es decir

Df(xg) ~ ] = ( {;) ](I)J >, Jo= ( 8 (1) > y Ju es una matriz Hurwitz. (9)

Nuestro objetivo es disefiar una ley de control escalar u = u(x, ,7y), donde u € R? es
un vector de pardmetros de bifurcacion artificiales, y v € R® es un vector de pardmetros de



6 INDICE GENERAL

control indeterminados, tal que la dindmica sobre la variedad central del sistema a lazo
cerrado

x = f(x)+g(x)ulx,u,y), (10)

es localmente topolégicamente equivalente a la deformacién versal controlable

. (5322
= . 11
z ( Bip1 + Papozo + (512% + 0rz120 > (11)

Si tal control u existe, diremos que el sistema (8) experimenta una bifurcacion Takens-
Bogdanov controlable.

Entonces, al aplicar la metodologia desarrollada en el capitulo tres a la variedad cen-
tral del sistema de control no lineal planteado en este capitulo, demostramos el siguiente
resultado

Teorema 0.3 Dado el sistema de control no lineal (8). Supongamos que existe xo € R" tal que
se cumplen las condiciones:

H1) f(xp) =0,
H2) o (Df(x0)) = {A12 =0, Re(Aj) <O, for j=3,...,n}, el caso no diagonalizable, y

H3) qlg(x0) # 0, donde g, es el vector propio izquierdo asociado al valor propio cero.

Entonces, si u = u(x, u,7y) la dindmica sobre la variedad central del sistema a lazo-cerrado
(10), es localmente topolégicamente equivalente a la deformacion versal (11).

Cabe hacer notar un detalle notable en el trabajo aqui presentado, y es con relacién
al importante hecho de que para controlar la BTB en un sistema no lineal ¥ = f(x)+
g(x)u, ademds de las condiciones de no hiperbolicidad naturales en el estudio de las
bifurcaciones que son: dado un punto de equilibrio x( del sistema, f(x9) = 0y Df(xo)
tenga un valor propio cero doble; sélo se pide que la segunda entrada del vector que
representa la parte constante del campo vectorial conductor g(x) (en su forma de Jordan)
sea diferente de cero, esto es g2¢(xg) # 0, donde sabemos que g es el vector propio
izquierdo de Df(x¢) asociado al valor propio cero.

Terminamos el capitulo cinco con un ejemplo de aplicacién, que consiste en el mo-
delo matematico del péndulo invertido dado en [3] al cual le aplicamos el resultado
obtenido en esta parte, e incluimos simulaciones donde se obtienen una bifurcaciéon
de Hopf supercritica y una bifurcaciéon de Hopf subcritica del sistema a lazo-cerrado
resultante.

Finalmente, se dan una serie de conclusiones, donde también se mencionan los di-
ferentes eventos en los que participamos con diferentes ponencias del presente trabajo,
los cuales podemos detallar como sigue:
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1. XVII Semana de Investigacién y Docencia en Matemaéticas. Los dias del 9 al 13
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Durante los dias del 14 al 19 de Octubre de 2007, en la Ciudad de Monterrey
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» Carrillo, FA., Verduzco, F. and Delgado, J. Analysis of the Takens-Bogdanov bifurcation
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» Carrillo, FA., Verduzco, F. and Delgado, J. Control of the n-dimensional Takens-
Bogdanov Bifurcation with Applications. Enviado para su publicacién.
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Capitulo 1
Preliminares Matematicos

En este capitulo, recordaremos algunos conceptos y resultados que desempefian un
papel muy importante en el andlisis y desarrollo del trabajo que presentamos en los
capitulos posteriores. Gran parte de lo que aqui se presenta fué extraido de [22, 42, 32].

1.1. Conceptos Generales

En esta seccion recordaremos los conceptos de Estabilidad Estructural, Generacidad
y Transversalidad asi como los Sistemas Hamiltonianos completamente integrables.

1.1.1. Estabilidad estructural, Generacidad y Transversalidad

Los modelos matemaéticos que ideamos para describir el mundo alrededor y den-
tro de nosotros son solamente aproximaciones. Por lo tanto, parece razonable que si
reflejan exactamente la realidad, los modelos por ellos mismos deben ser insensibles a
las perturbaciones y tener caracteristicas que sean “no atipicas”, en cierto modo eso no
es facil de caracterizar de una manera que sea ttil en las aplicaciones. Los intentos de
dar sustancia matemdtica a éstos ademds de ideas vagas han llevado a los conceptos
de estabilidad estructural y de generacidad, los cuales histéricamente han desempefiado
un papel importante en el desarrollo de la teoria de los sistemas dindmicos como tema
matemdtico. Otro concepto que defininimos en esta seccion es el de transversalidad, éste es
un ejemplo de una Spropiedad tipicaT, veremos que desempefiard un papel importante
en teoria local y global de bifurcaciones, asi como en caracterizar la dindmica cadtica.

El concepto de estabilidad estructural fué introducido por Andronov y Pontryagin en
1937, bajo el nombre de “systemes grossiéres”, o sistemas “gruesos” o sistemas “robustos”
y han jugado un papel central en la teoria de los sistemas dindmicos. Hablando a grosso
modo, un sistema dindmico se dice que es estructuralmente estable si sistemas “cercanos”
tienen la misma dindmica cualitativa. Por lo tanto, en la definicion de la estabilidad
estructural se debe proporcionar una receta para determinar cuando dos sistemas estan
“cerca”, y luego hay que especificar qué se entiende al decir que, cualitativamente, dos
sistemas tienen la misma dindmica.

Dos elementos de C"(R",R") se dice que son C’ e-cercanos (k < r), o s6lo Ck cer-
canos, si ellos a lo largo de sus primeras k derivadas, estdn dentro de una € medida en

9
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alguna norma. Hay un problema con esta definicion, a saber, R" es ilimitado, y el com-
portamiento en el infinito debe estar bajo control. Esto explica por qué la mayoria de la
teoria matematica de los sistemas dindmicos ha sido desarrollado usando espacios fase
compactos; sin embargo, en las aplicaciones esto no es suficiente por lo que se deben
hacer modificaciones.

Existen varias formas de manejar esta dificultad. Para los propésitos de nuestra dis-
cusion elegiremos la manera usual y supondremos que nuestros campos vectoriales
actiian sobre variedades diferenciales n-dimensionales no acotadas y compactas M. La
topologia inducida sobre C"(M, M) por esta medida de distancia entre dos elementos de
C"(M, M) es llamada topologia C*, para una discusién mas detallada pueden consultar
[42], [31] y [25].

La pregunta ;qué significa decir que dos sistemas dindmicos son cercanos? es re-
spondida usualmente, en términos de equivalencia. Especificamente, campos vectoriales
ck equivalentes, tienen la misma dindmica cualitativa, sobre este concepto hablaremos
mads detalladamente en secciones posteriores.

Definicién 1.1 Considérese un campo vectorial C", f en C'(M, M), entonces f se dice que es
estructuralmente estable, si existe una vecindad N de f en la topologia C¥, tal que f es C°
equivalente a cada campo vectorial en N.

Ahora definiremos lo que es una propiedad genérica para un campo vectorial en el
sentido topoldgico, este concepto se apoya en la idea de conjunto residual.

Definicién 1.2 Sea X un espacio topolégico, y sea U un subconjunto de X. U es llamado un
conjunto residual si contiene la interseccion de una cantidad numerable de conjuntos cada uno
de los cuales es abierto y denso en X. Si cada conjunto residual de X es denso, entonces X es
llamado un espacio de Baire.

Observacién 1.3 C"(M, M) equipado con la topologia C" (k < r) es un espacio de Baire. Ver
[31]

Definicién 1.4 Una propiedad de un campo vectorial se dice que es C* genérica si el conjunto
de campos vectoriales que la poseen, contienen un conjunto residual en la topologia C*.

Antes de abandonar esta seccién, introduciremos la idea de transversalidad, la cual
juega un papel central en muchos de los argumentos geométricos de este trabajo.

Transversalidad es una nocién geométrica, la cual trata con la interseccién de super-
ficies o variedades. Sean M y N variedades al menos C! diferenciables en R".

Definicién 1.5 Sea p un punto en R"; entonces M y N se dice que son transversales en p
sip € MO N;o,si p € MN N, entonces T,M + T,N = R", donde T,M y T,N denotan
los espacios tangentes de M y N respectivamente, en el punto p. M y N transversales, si son
transversales en cada punto p € R"; ver Figura 1.1.
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Figura 1.1: M y N transversales en p.

Ya sea 0 no que la interseccién es transversal, se puede determinar conociendo la
dimension de la intersecciéon de My N. Esto se puede ver como sigue. Usando la férmula
para la dimensién de la interseccion de dos subespacios vectoriales tenemos

dim(T,M + T,N) = dim T,M + dim T,N — dim(T,M N T, N).
Por la definiciéon 1.4, si M y N se intersectan transversalmente en p, entonces tenemos
n = dim T,M + dim T,N — dim(T,M N T, N).

Ya que las dimensiones de M y N son conocidas, entonces sabiendo la dimensién de
su interseccién nos permite determinar ya sea o no la intersecciéon transversal.

1.2. Teoria de la Variedad Central

La teoria serd desarrollada en dos casos: (i) Campos Vectoriales y (ii) Campos Vec-
toriales parametrizados.

1.2.1. Campos Vectoriales

Considere el sistema no lineal
W = X(w), (1.2.1)

donde w € R" y X es un campo vectorial suave. Un conjunto S C IR" se dice que es
una Variedad Invariante Local para (1.2.1), si para wg € S, la solucién w(t) de (1.2.1) con
w(0) = wp estd en S para |[t| < T donde T > 0. Si siempre podemos elegir T = oo,
entonces decimos que S es una Variedad Invariante.
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A 0
0 B
con valores propios con parte real cero y B una matriz (n — k) x (n — k) con valores

Supdngase que X(0) = 0y que DX(0) = ( >, donde A es una matriz k x k

: . x
propios con parte real negativa. Luego, de manera natural podemos hacer w = ( >,

y

con x € R¥ yy € R"k, obteniendo la siguiente representacion para el sistema (1.2.1),
¥ =Ax+f(x,y)
y=By+g(xy),

donde f(0,0) = g(0,0) =0y Df(0,0) = Dg(0,0) =0,y f,g € C", conr > 2.

(1.2.2)

Definicién 1.6 Una variedad invariante W€ serd llamada Variedad Central para el sistema
(1.2.2) si puede ser representada, de manera local, como sigue

WE.(0) = { (x,y) € R* x R" ™ |y = h(x), |x| <&, h(0) =0, Dh(0) =0}

para é suficientemente pequefia.

Observacién 1.7 El hecho de que h(0) = 0y Dh(0) = 0 nos garantiza que la variedad central

W .(0) es tangente al eigenespacio central E° en el origen.

Los siguientes tres teoremas que enunciaremos, estdn demostrados en [15]. El primero
de ellos nos garantiza la existencia de la variedad central.

Teorema 1.8 Existe una C” variedad central para el sistema (1.2.2). La dindmica del sistema
(1.2.2), restringida a la variedad central, estd dada, para v suficientemente pequefia, por el si-
guiente sistema k-dimensional

0= Av+ f(v,h(v)), (1.2.3)

conv eV CR-

El siguiente resultado establece que la dindmica de (1.2.3) cerca de u = 0, determina la
dindmica de (1.2.2) cerca de (x,y) = (0,0).

Teorema 1.9 (i) Suponga que v = 0 es un equilibrio estable (asintéticamente estable) (in-
estable) del sistema (1.2.3), entonces (x,y) = (0,0) es un equilibrio estable (asintética-
mente estable) (inestable) del sistema (1.2.2).

(ii) Suponga que el equilibrio (x,y) = (0,0) del sistema (1.2.2) es estable. Entonces, si
(x(t),y(t)) es una solucion de (1.2.2) con (x(0),y(0)) lo suficientemente pequefio, en-
tonces existe una solucién v(t) de (1.2.3) tal que

lim x(t) = o(t)+O(e )

t—o0

lim y(t) = h(o(t))+ O™,

t—o0

donde v > 0 es una constante
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Figura 1.2: Esquematizacién grafica del teorema 1.9.

Observacién 1.10 Lo que nos dice el teorema 1.9 es que la solucion u(t) del sistema (1.2.3),
representa, de manera aproximada, la proyeccion de la solucién (x(t),y(t)) del sistema (1.2.2),
sobre el eigenespacio E¢ = RK. Ver figura 1.2.

El daltimo teorema proporciona un método para aproximar la funcién h(x), cuya gréfica
es la variedad central. Antes de enunciarlo, encontraremos una ecuacién diferencial en
derivadas parciales, cuya incognita es justamente nuestra funcién h(x).

Sea (x(t),y(t)) € Wy

loc
al tiempo, obtenemos

(0), luego, se cumple que y(t) = h(x(t)),y derivando con respecto

y = Dh(x)x. (1.2.4)

Pero todo punto sobre la variedad central satisface la ecuacién (1.2.2), por lo tanto, la
ecuacion (1.2.4) es equivalente a

Bh(x)+g(x,h(x)) = Dh(x) (Ax+ f(x,h(x))).
Hagamos
N (h(x)) = Dh(x) (Ax+ f(x,h(x))) — Bh(x) — g(x,h(x)) = 0. (1.2.5)

Luego, nuestro problema es encontrar /(x) tal que satisfaga la ecuacién (1.2.5), a esta
ecuaciéon se le conoce como ecuacién homolégica ver [6]. Encontrar la soluciéon de esta
ecuacién en derivadas parciales es en general més dificil que resolver el sistema (1.2.2),
sin embargo, el siguiente teorema nos permitird aproximar la solucién de (1.2.5) con el
grado de precisiéon que se desee.

Teorema 1.11 Sea ¢ : R¥ — R" ¥ de clase C', con ¢(0) = D¢(0) = 0 tal que N'(¢p(x)) =
O(|x|7) cuando x — 0, para algiin q > 1. Entonces

|h(x) —¢(x)| = O(|x|7) cuando x — O
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1.2.2. Campos Vectoriales parametrizados

Considere el sistema no lineal parametrizado, escrito ya en bloques de Jordan

x=Ax+f(x,y,p)

. (1.2.6
y=By+g(x,y n )

con (x,y, 1) € RF x R"* x IRP, donde A posee valores propios con parte real cero y B
posee valores propios con parte real negativa, con f(0) = Df(0) =0y g(0) = Dg(0) =
0. Supongamos por un momento que p € RR? es un vector de estados, luego podemos
reescribir (1.2.6) como

x=Ax+f(x,y 1)
=0 (1.2.7)

y=By+g(x,y n),

llamado el sistema suspendido, que a su vez lo reescribimos como

() - ()()-"%)

y By +g(x,y, 1)

Tenemos entonces un eigenespacio central de dimensién k + p, por lo tanto existe una
funciéon y = h(x, u) cuya gréfica es la variedad central, localmente alrededor del origen
(x,y,u) = (0,0,0), del sistema (1.2.7). Luego, la dindmica sobre esta variedad central
estd dada por

X =Ax+ f(x,h(x, 1), 1)

PO, (1.2.8)

y la ecuacion (1.2.5) para determinar h(x, y) se reduce a

N (h(x, ) = %(w) (Ax+ f(x, h(x, 1), ) — Bh(x, p) = g(x, h(x, p), p) = 0. (1.2.9)

1.3. Formas Normales

La teoria de formas normales consiste en, dado un sistema no lineal
x = X(x),

con X(0) = 0, buscar un cambio de coordenadas x = y + h(y) tal que el sistema en las
nuevas coordenadas tenga la expresiéon “mas simple posible”.

Supongamos que el campo X ha sido desarrollado en serie de Taylor alrededor del
equilibrio x = 0, y que, ademds, su parte lineal se encuentra en forma de Jordan,

XZIX+F2(X)+F3(X)+"‘, (1.3.1)
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donde F, : R" — IR" es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios homogé-
neos de grado r. Supongamos que el campo X posee términos no lineales de grado r en
adelante, es decir,

¥=Jx+FE(x)+Fy(x)+---. (1.3.2)

Considere el cambio de coordenadas
x=y+h(y), (1.3.3)

donde h, : R" — IR" es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios homogé-
neos de grado 7, tal que || h,(y) || << 1. La idea es encontrar #, tal que, el sistema (1.3.2)
en las nuevas coordenadas no posea términos de grado r. Derivando (1.3.3) obtenemos

* = y+Dh(y)y
= (I+Dh(y))y, (1.3.4)

pero en I + Dh,(y) tenemos que || Dh,(y) ||< 1!, entonces es una matriz invertible, tal
que
(I+Dhy(y)™" = I = Dhe(y) + (Dhr(y) + -+,

luego, de (1.3.4) se sigue que
j = (I+Dh(y) 'z
= (I=Dhy(y)+ Dhy(y)* +- ) Ux+ F(x) + Faa (x) +---).

Pero F, (y + h,(y)) = F:(y) + DF-(y)h,(y) + - - -, luego entonces

i = (I1=Dh(y)+ Oh ()P +---) (J v+ he(y) + E () + O(y™D))

= Jy+ (E(y)+ Jh(y) — Dh(y)Jy) + O(|lyI™*Y)
= Jy+E@y)+0o(yl™),

donde F(y) = F(y) — (Dh,(y)Jy — Jhe(y)).

Observacién 1.12 Observe que si el campo vectorial X posee términos no lineales a partir de
orden r, entonces el cambio de coordenadas x = y + h,(y) produce un nuevo campo vectorial
también con términos no lineales a partir de orden r.

Veamos bajo que condiciones es posible asegurar la existencia de h, tal que F, = 0.
Considere el espacio vectorial H" de los campos vectoriales cuyas componentes son
polinomios homogéneos de grado 7, y sea L; : H" — H' el operador lineal dado por

Ly(h(y)) = Dhe(y)Jy — Jhe(y).

Tal operaciéon se conoce como el paréntesis de Lie (o corchete de Lie) de los campos
vectoriales Jy y h,(y). Basta probar que L; es invertible, ya que F, = 0 < h,(y) =

Lt (B (y)).

1Aqui || - || representa a la norma euclidiana, es decir, || A |= /]A], donde A es el valor propio mayor
de A.
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1.3.1. Campos Vectoriales Equivalentes y Conjugados

A manera de motivacién para entrar en el tema que nos concierne en esta seccién,
consideremos la siguiente situaciéon: hemos obtenido la forma normal de un campo
vectorial mediante una transformacion de coordenadas, ahora bien j;cémo modifica la
dindmica del sistema original esta transformacién de coordenadas?. Para contestar a
esta pregunta, comenzaremos con una definicién.

Sean

x = f(x), x € R", (1.3.5)
y = gly), yeRY
>

dos campos vectoriales C" (r
suficientemente grande de R").

Definicién 1.13 Las dindmicas generadas por los campos vectoriales f y g se dice que son C*
equivalentes (k < r), si existe un difeomorfismo h € C* el cual toma 6rbitas del flujo generado
por f, ¢(t,x), en orbitas del flujo generado por g, ¢(t,y), preservando la orientacién pero no
necesariamente la parametrizacion en el tiempo. Si h preserva ademds la parametrizacion en el
tiempo, entonces las dindmicas generadas por f y g se dice que son C* conjugadas.

Observacién 1.14 El término “preservando la orientacién” en la definicion 1.13 refiere al hecho
de que la direccién del movimiento a lo largo de una 6rbita es sin cambios bajo C* equivalencia.

Enunciaremos ahora, algunas de las consecuencias en las dindmicas de los campos
vectoriales de la definiciéon 1.13. Estos enunciados los haremos en forma de proposi-
ciones cuyas demostraciones son relativamente sencillas y pueden ser estudiadas en
[42]. Terminamos la secciéon enunciando otra consecuencia de la definicién 1.13 la cual
es el conocido teorema de Hartman-Grobman, cuya demostraciéon puede ser analizada
en [5] y [31]

Proposicién 1.15 Supongamos que f y g son C¥ conjugados. Entonces

i) Puntos fijos de f son mapeados en puntos fijos de g;

ii) Orbitas T-periddicas de f son mapeadas en drbitas T-periddicas de g.

Proposicién 1.16 Supongamos que f y g son C* conjugados (k > 1) y f(xo) = 0; entonces
Df (xo) tiene los mismos valores propios que Dg(h(xo)).

Las dos proposiciones previas trataron con C¥ conjugacion. Enseguida examinare-
mos las consecuencias de la C¥ equivalencia bajo la suposicién que el cambio en la
parametrizacion en el tiempo a lo largo de las orbitas es C!. La validacién de esta su-
posicién debe ser verificada en cada aplicaciéon especifica.
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Proposicién 1.17 Supogamos que f y g son CX equivalentes; entonces

i) Puntos fijos de f son mapeados en puntos fijos de g;

ii) Orbitas periddicas de f son mapeadas en Orbitas periddicas de g, pero los periodos no
necesariamente son iguales.

Proposicién 1.18 Supongamos que f y g son C* equivalentes (k > 1) y f(xo) = 0; entonces
los walores propios de D f(xg) y los valores propios que Dg(h(xo)) difieren por el producto de
una constante positiva.
El teorema de Hartman-Grobman

Considérese un campo vectorial C" (r > 1)

x = f(x), x € R", (1.3.7)

donde f es definida sobre un conjunto abierto de IR” suficientemente grande. Suponga-
mos que (1.3.7) tiene un punto fijo hiperbélico en x = xq (es decir, ninguno de los valores
propios de Df (xg) estd en el eje imaginario). Consideremos el campo vectorial asociado

&=Df(x0)¢  C€R" (1.3.8)
Tenemos el siguiente

Teorema 1.19 E! flujo generado (1.3.7) es C° conjugado al flujo generado por (1.3.8) en una
vecindad de el punto fijo x = xo.

1.4. Bifurcacién de puntos fijos de campos vectoriales

Considérese el campo vectorial parametrizado
y=gy,A), yeR', AeR’, (1.4.1)

donde g es una funcién C” sobre algtin conjunto abierto en R" x IR?. El grado de difer-
enciabilidad sera determinado por nuestra necesidad de expansion de Taylor de (1.4.1).
Usualmente es suficiente con C°.

Supongamos que (1.4.1) tiene un punto fijo en (y,A) = (yo, Ao), es decir, g(yo, Ao) =
0. Inmediatamente surgen dos preguntas

1. ¢El punto fijo es estable o inestable?

2. (Al variar A como se afecta a la estabilidad o inestabilidad?
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Para responder la pregunta 1., el primer paso es examinar el campo vectorial lineal
asociado a (1.4.1) alrededor del punto fijo (y,A) = (yo, Ao). Este campo vectorial lineal
es dado por

&¢=Dg(&, A  FeR" (14.2)

Si el punto fijo es hiperbolico (es decir, ninguno de los valores propios de Dg(yo, Ao)
estd sobre el eje imagionario), sabemos que la estabilidad de (yo, Ag) en (1.4.1) es deter-
minada por la ecuacién lineal (1.4.2). Esto también nos permite responder la pregunta
2, por que como los puntos fijos hiperbélicos son estructuralmente estables, al hacer
pequefias variaciones de A no se cambia la naturaleza de la estabilidad del punto fijo.

Supongamos que el punto fijo es no hiperbdlico, es decir, Dg(yo, Ag) tiene algun valor
propio sobre el eje imaginario. En este caso, para cada A “muy cercana” a Ay (y para
y cercana a Yo), pude ocurrir una dindmica radicalmente diferente. Por ejemplo, pun-
tos fijos pueden ser creados y destruidos y comportamientos dependientes del tiempo
como dindmicas periddicas o cuasi-periddicas, dindmicas caéticas pueden ser creadas.
En cierto sentido, entre mds valores propios sobre el eje imaginario existan mds exdtica
serd la dindmica.

(Qué es la bifurcacién de un punto fijo?

El término bifurcacion fué usado originalmente por Poincaré para describir la “di-
visiéon” de soluciones de equilibrio en una familia de ecuaciones diferenciales. Pero
éste es un término extremadamente general. Podemos comenzar aprendiendo su uso
en los sistemas dindmicos, entendiendo su uso en la descripcién de las estructuras de
Orbitas cerca de puntos fijos no hiperbolicos. Si queremos aplicar el término bifurcaciéon
al ejemplo ?? para describir el cambio en la estructura de la 6rbita cuando u pasa por
cero, entonces esto nos lleva a la siguiente

Definicién 1.20 Un punto fijo (x, u) = (0,0) de una familia uni-paramétrica de campos vec-
toriales uni-dimensionales se dice que experimenta una bifurcacion en yu = 0 si el flujo para
y x cerca de cero no es cualitativamente el mismo que el flujo cerca de x = 0 en y = 0.

Observacién 1.21 Hablando practicamente, un punto fijo (xo, po) de un campo vectorial uni-
dimensional es un punto de bifurcacion si, ya sea que una o mds curvas de puntos fijos pasan a
través de (xo, po) en el plano ux; entonces éstas se quedan completamente sobre uno de los lados
de la linea y = g en el plano ux.

Observacién 1.22 La condicién de que el punto fijo se no hiperbélico es necesaria pero no es
suficiente para que la bifurcacion ocurra en una familia uni-paramétrica de campos vectoriales.

En las siguientes secciones se usardn términos como codimensién y desdoblamiento
en la discucién de bifurcaciones particulares. La codimensién de una bifurcacion seréd la
dimensién mds pequeria del espacio de pardmetros, los cuales contienen a la bifurcacién.
Un desdoblamiento de una bifurcacion es una familia la cual contiene a la bifurcacién.
Mads adelante se ampliaran estos conceptos.
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<0 =0 >0

Figura 1.3: Retrato fase de la ecuacién (1.5.1).

1.5. Bifurcaciones de codimension uno

En esta seccion describiremos las bifurcaciones mas simples, las cuales son represen-
tadas por las siguientes cuatro ecuaciones diferenciales que dependen todas sobre un
pardmetro real p:

X =pu—x* (sillanodo),

X = px —x* (transcritica),

X =pu—x* (horquilla),
P (22

{ X y+x (u— (2 +y?)) (Hopf)
yo= xty (- (P +y7)

Aqui, haremos un breve estudio de s6lo dos de estas cuatro bifurcaciones: la bifur-
cacion silla-nodo y la bifurcacion de Hopf.

1.5.1. Bifurcacion silla-nodo
Consideremos el sistema unidimensional
X =pu+x% (1.5.1)

(1.5.1) se dice que es la forma normal para la bifurcacién silla-nodo. Para p > 0 existen
dos puntos criticos x = &, /i; Df (x,u) = —2x, Df(£/i, 4) = F,/#; y vemos que el
punto critico x = /i es inestable, mientras que el punto x = —,/ji es inestable. Para
u = 0, existe solamente un punto critico x = 0 y es un punto critico no hiperbdlico,
ya que Df(0,0) = 0; el campo vectorial f(x) = —x? es estructuralmente inestable; y
i = 0 es un valor de bifurcacién. Para y < 0 no existen puntos criticos. El retrato fase
para esta ecuacion diferencial se muestra en la figura 1.3. Para u > 0 las variedades es-
table e inestable unidimensionales, estdn dadas por W*(,/it) = (—/i, ), W*(— /1) =
(—oo, /#), y para yu = 0 la variedad central unidimensional W¢(0) = (—oo, c0). Toda la
informacioén sobre la bifurcacién es capturada en el diagrama de bifurcacién dado por
la figura 1.4.

1.5.2. Bifurcacién de Hopf

Consideremos aqui un sistema de la forma

x=f(x,u), (1.5.2)
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X p=x2

w wz

b
-
-
-

Figura 1.4: Diagrama de bifurcacion para la bifurcacién silla-nodo.

con y = pp y un punto de equilibrio x = xo, en el cual Df(xg, yp) tiene un par de
valores propios puramente imaginarios, +iw, con w > 0 y ningtn otro valor propio
con parte real cero. El teorema de la funcién implicita garantiza (ya que Df(xo, 1o) es
invertible) que para cada y cerca de i existird un punto de equilibrio p(u) cerca de x
el cual varia suavemente con u. No obstante las dimensiones de las variedades estable
e inestable en p (1) cambian si los valores propios de Df (p(u)) cruzan el eje imaginario
en po. Este cambio cualitativo en el flujo local cerca de p(u) se debe marcar por algunos
otros cambios locales en los retratos fase que no implican puntos fijos.

Una pista de qué sucede en el problema genérico de la bifurcacion que implica
un equilibrio con valores propios imaginarios puros se puede obtener de examinar los
sistemas lineales en los cuales hay un cambio de este tipo. Por ejemplo, considerar el
sistema

X =pux —wy

. (1.5.3)
Y= wx+uy

cuyas soluciones son

x(t coswt senwt X
(8) ) Z gme 0. (1.5.4)

y(t) senwt coswt Y0
Cuando p < 0, las soluciones espirales convergen al origen, y cuando y > 0 las solu-
ciones espirales se alejan del origen. Cuando y = 0, todas las soluciones son periddicas.
Incluso en una familia uni-paramétrica de ecuaciones, es frecuente encontrar un valor

del parametro en el cual haya una familia completa de 6rbitas periédicas, mds atin, hay
una superficie de 6rbitas periddicas que aparece en el problema genérico (1.5.2).

Mediante cambios de coordenadas suaves, las series de Taylor de grado 3 (tomando
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k=1), para el problema general puede ser trasladado a la forma

X =(dpu+hL(x*+y?))x— (w+cpu+b(x*+y2))y,

1.5.5
= (et b0+ D)+ [+ b+ ), 129
la cual puede ser expresada en coordenadas polares como
I 2
F=(dp+ b, (15.6)

0 = w+cu+ br.

Como el lado derecho de la ecuacion 7 en (1.5.6) es independiente de 6, vemos que ex-
isten Orbitas periddicas de (1.5.5) las cuales son circulos de radio » =constante, obtenidos
de las soluciones diferentes de cero de # = 0 en (1.5.6). Si l; # 0y d # 0O (el teorema
lineas abajo especifica quien es y que representa esta constante) esas soluciones per-
manecen a lo largo de la parabola 4 = —I17%/d. Esto implica que la superficie de 6rbitas
periédicas tiene una tangencia cuadrética con su plano tangente 4 = 0 en R? x R. El
teorema de la bifurcacion de Hopf establece que las propiedades cualitativas de (1.5.5)
cerca del origen permanecen sin cambio si se agregan los términos de orden superior al
sistema:

Teorema 1.23 (Teorema de la bifurcacién de Hopf) Supongamos que el sistema x = f(x, ),
x € R", u € R, tiene un punto de equilibrio (xo, uo) tal que

(H1) Dy f(x0, po) tiene un par de valores propios imaginarios puros y ningiin otro valor propio
con parte real cero.

(H2) Sean A(u), A(p) los valores propios de Dx f (xo, ) los cuales son imaginarios en y = i,

tales que

4= o (Re(AG)) g #0. (157)

Entonces existe una iinica variedad central tridimensional que pasa por (xo, plo) € R" X R y un
sistema de coordenadas suave para el cual la expansién de Taylor de grado tres sobre la variedad
central, en coordenadas polares, es dada por

o= (du+Lr)r,
6 = w+cu+br*

Si Iy # 0, entonces existe una superficie de soluciones periédicas en la variedad central, la cual
tiene tangencia cuadrdtica con el eigenespacio de A(po), A(po) que coincide en dimension dos,
con el paraboloide y = —%rz. Si I1 < 0, entonces, esas soluciones periédicas son estables,
mientras que si Iy > 0, son ciclos limite inestables.

Una prueba de este teorema estd dada en [18].

Observacién 1.24 Sily < 0, se dice que la bifurcacion de Hopf es Supercritica, mientras que si
1 > 0, se dice que la bifurcacién de Hopf es Subcritica. Los coeficientes de estabilidad d y 1, son
llamados velocidad de cruce y primer coeficiente de Lyapunov, respectivamente.
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d<0, I>0 d=0, 1l=0

Figura 1.5: Direcciones y estabilidades de la bifurcacién de Hopf

Como puede verificarse en [29], este teorema puede ser probado por una aplicacién
directa de los teoremas de la variedad central y de las formas normales que se estudiaron
en las secciones anteriores.

Observacién 1.25 La direccion hacia donde abre la superficie de soluciones periédicas en la
variedad central nos la proporciona el signo del producto d - 11, si d - 11 > 0 abre hacia la izquierda
del valor de bifurcacion, si d - 11 < 0 abre hacia la derecha del valor de bifurcacion.

Observacién 1.26 Como en la bifurcacion silla-nodo, existen cuatro diferentes direcciones para
la ocurrencia de la bifurcacion de Hopf que dependen de los signos de d y 1. Ver figura 1.5.

Una de estas direcciones esta representada en la figura 1.5.2.

1.5.3. Primer coeficiente de Lyapunov

Existe una expresion en los sistemas bidimensionales, para encontrar el primer coe-
ticiente de Lyapunov /; (ver [22]). Consideremos el sistema

X = Jx+ F(x),
donde | = 0 ~w , F(x) = B (x) con F(0) =0y DF(0) = 0. Entonces
0 FQ(.X‘)
I = —(Ry + wRy) (15.8)
1= T\ 2)s .
donde
Rl - [lele (lelxl + F1X2X2) - FZX]XQ (F2x1x1 + FZXzXz) - lelxl F2x1x1

+F1x2x2 Fszxz] ’x:O ’
R2 - [lelxlxl + F1x1x2x2 + FZX1X1X2 + FZXzXzXz] ’x:O .
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Figura 1.6: Familia uni-paramétrica de Orbitas periddicas S resultantes de la bifurcaciéon
de Hopf, en un punto de equilibrio no hiperbélico xp y un valor de bifurcacién y = .

1.6. Deformacion Versal

Consideremos los campos vectoriales

x=f(x), y=2gW),

donde f,gson C’(V),con V C IR" un conjunto abierto. Diremos que f y g son C topoldgi-
camente equivalentes si existe un difeomorfismo h € C¥, el cual toma 6rbitas de el flujo
generado por f, en 6rbitas del flujo generado por g, preservandose la orientacién pero
no necesariamente la parametrizacion en el tiempo. Si h preserva la parametrizacién en
el tiempo, entonces decimos que f y g son C¥ topolégicamente conjugados.

Considérese ahora los campos vectoriales “suaves”
x = f(x,A) (1.6.1)
yo= 8y.m),

donde x,y € R", A € R/, y u € R™. Supongamos que existen puntos de equilibrio tales
que f(xo,Ao) = 0y g(yo, o) = 0. Diremos que los campos vectoriales [-paramétricos
f y g son topolégicamente equivalentes si existe un mapeo continuo h : U — V, con U
una vecindad de (xp, Ag) y V una vecindad de vy, con h(xp, Ag) = yo, tal que, para cada
A = Ay, ha(-) = h(:,A), es un homeomorfismo que exhibe la equivalencia topolédgica
entre f y g. Si h) preserva la parametrizacién en el tiempo, diremos que f y g son
topolégicamente conjugados.

Diremos que el campo vectorial suave m-paramétrico

x=v(x,n),
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donde x € R", y € R™, con v(xp, po) = 0, es inducido por (1.6.1) si existe un mapeo
continuo ¢ : R — R/, con ¢(pg) = Ao, tal que

o(x, 1) = f(x, o(1)).

Definicién 1.27 La familia de campos vectoriales suaves (1.6.1) es llamada una deformacion
versal de
&= f(x,Ao) (1.6.2)

en el punto x = xo, si cada familia m-paramétrica suave que se reduce a (1.6.2) para una eleccion
particular de los pardmetros es equivalente a una familia de campos vectoriales inducida por
(1.6.1).

Ejemplo 1.28 Consideremos el campo vectorial en el plano

7;:<8 (1)>z—|—-~. (1.6.3)

Bogdanov [13] probé que, la forma normal truncada de (1.6.3)

. 3
zZ = 2 7
az1zp + bzs

donde ab # 0, tiene la deformacion versal

Z - < ZZ 2 > 7
W1+ poz1 + aziz +bzs

mientras que Takens [35] probé que, la forma normal truncada de (1.6.3)

. 23+ azj
zZ = ’
bz?

donde ab # 0, tiene la deformacion versal

Z:<zz—|—yzzl—|—az%>'
H1+ bzt

1.7. Teoria de Melnikov

La teorfa de Melnikov nos provee de una herramienta analitica para establecer la
existencia de trayectorias homoclinicas tranversales a mapeos de Poincaré para 6rbitas
periddicas de sistemas dindmicos perturbados. Empezaremos con un resultado para
sistemas en el plano de la forma

¥ = f(x)+eg(x,t) (1.7.1)

donde x € R? y g es periédica de periodo T en t. Note que el sistema puede ser escrito
como un sistema auténomo en R® definiendo x3 = t. Supondremos que f € C(R?) y
que ¢ € C1(R? x R). Siguiendo a [22], pp. 184-188, haremos las siguientes suposiciones:
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Figura 1.7: Retrato fase del sistema (1.7.1) no perturbado.

Al. Para e = 0 el sistema (1.7.1) tiene una 6rbita homoclinica I'p : x = (), —00 < t <
o0, en un punto silla hiperbélico xg y

A2. Para e = 0 el sistema (1.7.1) tiene una familia uni-paramétrica de 6rbitas periddicas

Y«(t) de periodo T, en el interior de I'y con % # 0; ver figura 1.7.

La funcion de Melnikov M(ty), entonces esta definida como

Mto) = [ e IO fq(0)) A gla(t) t+ to)t (17.2)

—0

donde el producto A de dos vectores u y v € R? es definido como u A v = uyv; — v1us.
Notese que la funcién de Melnikov M(tg) es proporcional a la derivada del mapeo de
Poincaré con respecto al pardmetro € en el interior de una vecindad del ciclo separatriz I'y
(0 en una vecindad de un ciclo). Antes de establecer el resultado principal de Melnikov
concerniente a la existencia de una 6rbita homoclinica transversa al mapeo de Poincaré,
necesitamos el siguiente lema, el cual establece la existencia de una 6rbita peridédica
Ye(t) de (1.7.1), y de aqui la existencia del mapeo de Poincaré P, para (1.7.1) con ¢
suficientemente pequefio.

Lema 1.29 Bajo la suposiciones A1y A2, para € suficientemente pequefio, (1.7.1) tiene una iinica
orbita periddica hiperbélica «v(t) = xo + O(e). Correspondientemente, el mapeo de Poincaré P,
tiene un tinico punto fijo hiperbélico del tipo silla x. = xo + O(e).

Teorema 1.30 Bajo la suposiciones Al y A2, si la funcién de Melnikov M(ty) definida por
(1.7.2) tiene un cero simple en [0, T| entonces para todo € # 0 sufientemente pequefio, las va-
riedades estable e inestable W*(x.) y W"(x.) del mapeo de Poincaré P, se intersectan transver-
salmente; es decir, P, tiene una 6rbita homoclinica transversa. Y si M(tg) > 0 (o < 0) para toda
to entonces W*(x.) NW"(x;) = @.

Las pruebas del lema y el teorema pueden ser analizadas en [22].
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Observacion 1.31 Sipara e =0, (1.7.1) es un sistema Hamiltoniano, es decir, si
o (2H _aryT
~\a9y’ ox/)
entonces V - f = 0y la funcién de Melnikov toma la forma

Mito) = [ Frnlt) Aglrn(t), t+ to)dr 173

Ahora, consideremos el sistema en el plano

x=f(x)+eg(x,t, ) (1.7.4)

donde el sistema no perturbado (¢ = 0) es un sistema Hamiltoniano y u = p(e).

Teorema 1.32 Supongamos que Al y A2 se satisfacen para (1.7.4). Si M(to) dada por (1.7.3)
tiene un cero simple, entonces para € > 0 suficientemente pequefio, la érbita homoclinica persiste
para (1.7.4).

1.7.1. Bifurcacion homoclinica

Supongamos el campo vectorial (1.7.4) (donde el sistema no perturbado es un sis-
tema Hamiltoniano), en este caso la funcién de Melnikov depende del parametro y, es
decir la podemos escribir M(to, ) y tenemos el siguiente teorema de bifurcacion para
la funcién de Melnikov.

Teorema 1.33 Si para (1.7.3), se satisface que M(to, po) =0, %TAg (to, to) =0, BBZT%/I(to, o) #0

y 83_11\44 (to, po) # 0, entonces para € # 0 suficientemente pequerio, el sistema (1.7.3) experimenta

una bifurcacién homoclinica a partir del valor de bifurcacion p = g+ O(e).

La prueba de este teorema la pueden analizar en [42], pp. 715,716.



Capitulo 2

La bifurcacion Takens-Bogdanov

En este capitulo, haremos una breve descripciéon y andlisis de una de las bifurca-
ciones de codimensién dos mds estudiada, la bifurcaciéon Takens-Bogdanov también cono-
cida como la bifurcacién doble cero, estd informacién se puede consultar con més detalle
en [18]. Tanto Floris Takens como Rifkat Bogdanov trabajarén esta bifurcaciéon de man-
era independiente y casi simultanea, de ahi su nombre. La codimensién dos significa
que basta con que varien s6lo dos pardmetros para que la bifurcacién ocurra.

Se sabe que un sistema en el plano

z=f(2),

experimenta la bifurcacién Takens-Bogdanov, si tiene un punto fijo zo tal que la ma-
triz Jacobiana evaluada en éste Df(zg) tiene un valor propio cero de multiplicidad
dos, asumiendo ademads que se satisfacen algunas condiciones de no degeneracidad,
las cuales mencionaremos mds adelante.

Tres bifurcaciones de codimensién uno ocurren dentro de la bifurcacion Takens-
Bogdanov: la bifurcacioén silla-nodo, la bifurcacién de Hopf y la bifurcacién homoclinica.
Esto es que todas las curvas asociadas con estas bifurcaciones concurren en la bifur-
cacion Takens-Bogdanov.

Las formas normales truncadas que trabajarén Takens y Bogdanov respectivamente
son:

. ([ m+az

i= ( b2 > 2.0.1)
y

_ 22

N ( az3 + bzyzp > ’ 202)

donde ambos considerarén el caso ab # 0. Ellos mostrarén de manera independiente
en [36, 14], que los términos de orden mayor o igual a tres no modifican la dindmica de
estas formas normales, y por lo cual pueden ser truncadas hasta el orden dos. Mostraron
también que las deformaciones versales para (2.0.1) y (2.0.2) son de la forma

; 2y + poz1 + az3
o ( 2 P:lj—lbz% 1 > (2.0.3)
y
s ZZ
o < M1+ M2z1 + EIZ% + bz12o > ’ (2.04)

27
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respectivamente.

Por otro lado, J. Guckenheimer y P. Holmes, trabajando con (2.0.2) demostrarén que

. V)
_ , 205
z ( 1+ pazo +azi +bzizp > (205)

también es deformacion versal de la bifurcacion Takens-Bogdanov.

2.1. Relacion de equivalencia entre las deformaciones versales

2.1.1. Takens a Bogdanov

Dada la deformacién versal (2.0.3) considerando ab # 0, si definimos

4q 84’
X =7 <21+%>, 2= 07 (z2+ poz1 +az3),

16a* bu3 4a
81:? Hl‘i‘@ y 822—?142/

se obtiene

. b X2
X = — 2 ’
2a €1+ &2x1 +x1 + x1X2

2.1.2. Bogdanov a Guckenheimer a Bogdanov

Dada la deformacién versal (2.0.4) propuesta por Bogdanov para la bifurcacién
Takens-Bogdanov, donde consideramos ab # 0, definiendo la siguiente transforma-
cién de variables de estado y pardmetros de bifurcacion:

A a 2a
X=2z1— ?2, y=2zy H1= ﬁ)\% +A, 2= —?)\2, (2.1.1)

al sustituir (2.1.1) en (2.0.4), se obtiene la deformacién versal propuesta por Gucken-
heimer, para la bifurcacién Takens-Bogdanov:

X =y
¥y = M+ Ay +ax?+bxy. 212)

El regreso es mds o menos similar, es decir, pasar de (2.1.2) a (2.0.4) lo logramos

introduciendo ahora la transformacion:

L

1
Z1 =X — ﬂ)\z, 2 =Y, )\1 = U1 - EVZ )\2 = —5-Ho2. (2.1.3)

Asi, sustituyendo (2.1.3) en (2.1.2) se obtiene (2.0.4).
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Por otro lado, si en (2.1.2) tomamos:

b? b|3 b a3 a
= —X, = —VY, = | — , )\ = — , )\ = ‘—‘ ,
G1="—% & 2] ‘a T M=ga, h=|ple
y considerando “ * " como la derivada con respecto a T, entonces obtenemos
o= &
. 214
b = et+elbh+i+ %5152, ( )
donde b
a , a
W) = signo (E) ,
por lo tanto, al sistema (2.1.4), lo podemos escribir también de la forma
o1 = & (2.1.5)

& = e1+el+ i+

Consideranto + cuando ab > 0, y/o considerando — cuando ab < 0.

2.2. El diagrama de bifurcacion y los retratos fase de la bifur-
caciéon Takens-Bogdanov

En esta seccién analizaremos en detalle la bifurcacién doble cero, la cual fué presen-
tada al principio del capitulo.

Considérese una familia de campos vectoriales
¥ o= fluye) (2.2.1)
vy = gnye)
donde x,y e R, e e R", m>2,y f,g € C®(x,y,€).

Supongamos que € = 0, (2.2.1) tiene un punto de equilibrio en x = y = 0 en el cual
la matriz de la parte lineal es similar al bloque de Jordan

01
00)
Asi, la forma normal de (2.2.1) para € = 0 es

X =y,
j = a+bxy+O0((x 1)) (2.22)

Observemos aqui que la primera ecuacién de la forma normal puede tener la forma

¥ =y+¢(xy), ¢ = O((x,y)|?). Por un cambio de coordenadas en una pequefia
vecindad del origen:

x=x, y=y+¢(xy),
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ésta puede ser transformada en (2.2.2).

Otra hipétesis basica en esta seccién es ab # 0 en (2.2.2). Bajo esta condicién, si
hacemos el cambio de coordenadas y del tiempo

a a? b
x—>ﬁx, y—>ﬁy, t—>Et,

la ecuacion (2.2.2) es transformada en

X =y,
y o= 2rxy+ 0P, (2.23)

si ab < 0, entonces el tiempo se invierte. Si se desea mantener la direccién del movi-
miento, entonces (2.2.2) deberi transformarse en una ecuacién que tenga la misma forma
que (2.2.2) cona =1, b = +1. Aqui consideraremos el caso b = 1. El caso b = —1 puede
ser discutido de manera similar.

Definicién 2.1 Una familia de campos vectoriales (2.2.1) es llamada una deformacién de (2.2.3)
si para € = 0 ésta tiene la forma (2.2.3).

Bajo la hipétesis anterior podemos suponer que (2.2.1) es una familia de deforma-
ciones de (2.2.3) de la siguiente forma

X

y+wi(x,y,¢€),

. 224
i = Pyt Ol (n)P) +waln ) @29
donde x,y € R, e € R", m > 0, wy, wy € C®(x,Y,€),y Wile=0 =0,i=1,2.
La prueba de que la siguiente familia bi-paramétrica de campos vectoriales
r =0 (2.2.5)

y o= p1tpay+xt+xy,

es una deformacion versal de (2.2.3), el lector la puede encontrar en [18]. Este resultado
no es obvio y su prueba fué dada originalmente en [13]-[14] y en [36].

El analsis de la bifurcacién que estamos trabajando se divide en tres partes. En la
primera parte estudiaremos el diagrama de bifurcacion y los retratos fase de (2.2.5), en
la segunda parte se reduce (2.2.4) a la forma candnica y en la tercera y tltima parte
se estudia la “versatilidad” de (2.2.5). Aquimostraremos la primera parte, la segunda y
tercera parte se puede ver con gran detalle en [18]

2.2.1. El diagrama de bifurcacién y los retratos fase del sistema (2.2.5)

Teorema 2.2 1. Existe una vecindad A de 1 = pp = 0 en R? tal que el diagrama de
bifurcacion de (2.2.5) dentro de A consiste del origen y de las siguientes curvas:

(@) SNt = {uluy =0, up >0},
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H @ vt
E©x o ¢
@ ©
1 <<< v

@ L@t

SN~

HL

Figura 2.1: El diagrama de bifurcacion y los retratos fase del sistema (2.2.5).

(b) SN~ = {‘M’}ll =0, up < 0},
(©) H={pulp=—p3, p2>0},
(d) HL = {p|pu1 = — 213+ O(u53"?), 2 > 0}.

2. El diagrama de bifurcacion y retratos fase de (2.2.5) para y € A se muestran en la figura
2.1, donde las regiones I — IV son formadas por las curvas de bifurcacién (a) — (d).

Una prueba del teorema 2.2 la daremos usando los siguientes lemas.

Lema 2.3 Existe una vecindad Ay de yy = pp = 0 tal que SN y SN~ son curvas de bifur-
cacion silla-nodo, mientras que H es una curva de bifurcacién de Hopf para el sistema (2.2.5).
Ademds, si (u1, p2) € AN region II y cerca de H, entonces el sistema (2.2.5) tiene un iinico
ciclo limite en una vecindad suficientemente pequefia del foco (—/—pu1,0). Por otra parte, éste
es inestable, y tiende al foco cuando (uy, y2) tiende a un punto sobre H. Los retratos fase de
(2.2.5) para (p1, u2) € AN {ulur > 0} se muestran en la figura 2.1.

Prueba: Si y; > 0, entonces (2.2.5) no tiene puntos de equilibrio. Si y; = 0, entonces
tiene un punto de equilibrio tnico (x,y) = (0,0) el cual es un punto silla para pp # 0,
y es una ciispide para pp = 0. El retrato fase cerca de (0,0) para 1 > 0 (ver [52] para
los detalles en la obtencién de los retratos fase). Finalmente, si #; < 0, entonces (2.2.5)
tiene dos equilibrios (x4,0), donde x4+ = £,/—p1. La matriz de 2 x 2 de la ecuacién
linealizada en (x4,0) es

0 1
A, = .
* ( £2/~f po /I >
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Puesto que

traza(As) = po /=1y det(Ar) = — (2 £ \/—p1),

(x4,0) es un punto silla y (x_,0) es un foco inestable para y, > \/—p1 y un foco estable
para pp < /—pu1. Por lo tanto, ocurre una bifurcaciéon de Hopf a lo largo de la curva
H = {pu|u1 = —u3, up > 0}, y ocurre una bifurcacion silla-nodo a lo largo de las curvas
SN* y SN~ y usando la férmula (1.5.8), es fécil obtener que el primer coeficiente de

Lyapunov es
1
| = —F—>0.
16,/ —H1
De aqui que el foco (x_,0) es inestable para pp = \/—p1. Ademds, (x_,0) serd un foco
estable rodeado por un ciclo limite inestable para p» < /—u1y |p2 —/—p1| < 1,

y el ciclo tiende al foco cuando (1, pt2) — H (Teorema 1.23). O

Para analizar el ciclo limite y la 6rbita homoclinica de (2.2.5), hagamos

;’ll - _(54/ VZ - g(SZ/

(2.2.6)
x—6x, y—08y t—5(6>0),
donde { y é son parametros nuevos. Entonces (2.2.5) se transforma en
X =y,
227
y = —1+4+x>46y+Sxy. (227)
Para § = 0, (2.2.7) es un sistema Hamiltoniano
X =y,
2.2.
y = —1+x2 (2.2.8)
con primera integral
2 3
H(x,y) = Shr—g = h. (2.2.9)

El retrato fase de (2.2.8) se muestra en la figura 2.2

Toda 6rbita cerrada de (2.2.8) rodeando (—1,0) corresponde a una curva de nivel
Iy ={(x,y)|H(x,y) =h, —3 <h < 3}.T} se “encoge” al equilibrio (—1,0) cuando / —
2

— %, y tiende al ciclo homoclinico cuando i — 3.

Ahora consideremos (2.2.7) como una perturbacién de (2.2.8) para un § pequefio.
Note que (2.2.7) tiene dos equilibrios: El punto A(1,0) es un punto silla, y el punto
B(—1,0) es un punto de equilibrio con indice +1 para cada J y {. De aqui que cada 6rbita
cerrada de (2.2.7) debe cortar el segmento de linea L = {(x,y)|[y =0, -1 <x > 1}y
rodear el punto B.

Por otro lado, para cada h € (—%, %), I';, (la 6rbita de (2.2.8)) intersecta L en exacta-
mente un punto P,(x(h),0). Por lo tanto, el segmento L puede ser parametrizado por

he(-%3).
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7

(-1.0) (L,0)

Figura 2.2: Retrato fase del sistema (2.2.8).

Para cada h € (—%, %), consideremos la trayectoria de (2.2.7) que pasa a través del
punto P,(x(h),0) € L. Vaya esta trayectoria hacia adelante y hacia atrds hasta que inter-
secte el eje x negativo en el punto Q> y Q1, respectivamente (figura 2.3). Denotaremos
el pedazo de trayectoria de Q1 a Q por y(h,0,(). Para h = —l—%, tomamos las posisiones

limite de v usando las variedades estable e inestable en A.

Lema 2.4 y(h,6,{) es una érbita periédica de (2.2.7) si y sélo si
F(h,5,0) = / (0 + x)ydx = 0. (22.10)
7(h,8,8)
Ademds, el sistema (2.2.7) tiene una 6rbita homoclinica si y sélo si (2.2.10) se satisface para
h=2.
Prueba: v(h,d,{) es una 6rbita periddica si y solo si Q; = Qy. De (2.2.9) tenemos que

wzl—xﬁéo, if x| #1.

De aqui, Q1 = Q2 siy sélo si H(Q1) = H(Q>).
Por otro lado, a lo largo de la 6rbita de (2.2.7) tenemos que

dH(x,y)

dt

dt = 6(¢+ x>y2’(2.2.7) dt = 6({ + x)ydx.
(227)

Esto implica que

HQ2) dH
H(Q2) — H(Q1) = /t(Q : ar

dt = 5/ 7(Z+ x)yix. (2.2.11)
(22.7) 7(0%)

Esto nos dé el resultado deseado. El caso homoclinico puede ser obtenido tomando el
limite cuando h — % — 0 (ver el lema (2.5). O
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Figura 2.3:

Lema 2.5 (Bogdanov [13]) Existe &g > 0 tal que la funcién F(h,d,() dada por (2.2.10) es
continua en el conjunto

ghsg,ogég%,a§5§€ﬂ,

WIN

u={(h:s7)]-

donde {1 < (o son constantes arbitrarias. Ademds F es C* en § y ( sobre U, y C™ en h sobre el

conjunto
2 2
V=A{(hsQ-3<h<3 0<6<d, H<{<0}

Prueba: Del resultado sobre la dependencia continua y diferenciable de soluciones sobre
condiciones iniciales y pardmetros, sabemos que F € C’en Uy F € C* en V. Para probar
que es C® endy { conh = —%, podemos usar el teorema de Andronov et al. [4] acerca de
la dependencia suave de soluciones sobre pardmetros cerca de un foco. Para probar F €
C¥endyconh= %, podemos usar el teorema de Shoshitaishvili [34] acerca de la de-
pendencia suave de la separatriz sobre los pardmetros.

Consideraremos F(h, 6, ) como una perturbacién de F(h,0, () y esta tltima es dada

por
F(h,0,7) = ZIo(h) + I (h), (2.2.12)

donde I;(h) = [—Tpxiydx, i = 0,1, y I, es la curva de nivel de H(x,y) = h. La
orientaciéon de I';, es determinada por la direccién del campo vectorial (2.2.89. Por la
férmula de Green

Io(h) = ydx:// dxdy >0, he <—g,g] ,
Ty D(h) 33

where D(h) es la regién encerrada por I';. Es facil mostrar que limy, . 5,3 Ip(h) =
limy, . 5,3 I1(h) = 0. Por el Teorema del Valor Medio para integrales, tenemos

xdxd
tim 100 _ g ooy XXy X(h) = -1,
-3 lo(h) ez [ fpgydxdy w2

donde (x(I),%(h)) € D(h) y D(h) colapsa al punto (—1,0) cuando h — —3.
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$th) B 7(h)
Figura 2.4
Ahora definamos "
I 2 2
—nmr T3<h=3
(2.2.13)
2
1, h — —g
Esta funci6n es continua en h € [, 2].

Observemos aqui que por el lerna 2.4, para determinar la existencia y el nimero de
Orbitas periddicas para (2.2.7), solamente necesitamos estudiar la existencia y el nimero
de ceros para la funcién F(h,d,{) con respecto a h € (—%, %) Por otro lado, F(h,6,()
puede ser aproximada por F(h,0,() = Ip(h)({ — P(h)). De aqui, el comportamiento de
la funcién P = P(h) como un radio de dos integrales Abelianas, es crucial en nuestra
discucién.

Lema 2.6 Si —3 < h < 3, entonces P(h) satisface la ecuacion de Riccati

(9n* — 4)P'(h) = 7P* +3hP —5.) (2.2.14)

Prueba: Tenemos que

‘ n(h)
Ii(h) = / x'ydx = 2/ x'ydx, i=0,1,2,..., (2.2.15)
T, &(h)

donde 77(h) y ¢(h) se muestran en la figura 2.4 y

B3\ 12
y = [2 (h —x+ ?>] (2.2.16)
De (2.2.9), obtenemos que
() i
I/(h) = 2/ “dx, i=0,1,2,.... (2.2.17)
&y Y

Usando (2.2.15), (2.2.16) y (2.2.25), tenemos
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n(h) xiyZ 2
L;i(h) :2/ ——dx = 2hIi(h) — 21}, (h) + 31}, 5 (h). (2.2.18)
Y 3

Por otro lado, una integracién por partes muestra que

1) n(h) Litl(,2
_ 1 / X (x 1>dx ‘
ey L1 Jem y

xi+1

i+1

Li(h) =2

y

Como y(&(h),h) =y(n(h),h) =0, obtenemos por (2.2.25) que

1

(Iisq (h) = Iis (1)) (2.2.19)
Quitando I}, (k) de (2.2.18) y (2.2.19), tenemos
(2i+5)Ii(h) = —4I; 1 (h) + 6hI{(h).

En particular, tenemos
5Ip = —A4I +6hl),
{ 7L, = —4I,+6hl,. (2.2.20)
Pedimos que I>(h) = Iy(h). De hecho, de (2.2.9) dH = y dy + (1 — x?) dx, es decir,
(1—x})ydx=ydH—y*dy. (2.2.21)

Entonces (2.2.20) se convierte en

{510 — 6hI, — 4L,

2222
7L = —4I)+6hl. (2.2:22)

Para —% < h < 3, (2.2.22) es equivalente a la siguiente ecuacién de Picard-Fuchs

(On?—4)1; = Lniy+71,

2.2.23

{ (9n? —4)I, = 5Ip+ZnI,. ( )
Es facil obtener (2.2.14) de (2.2.23), (2.2.13), y de la siguiente ecuacién

1

P'(h) =

(I — I Io). O

Lema 2.7 P(h) tiene las siquientes propiedades:

Nl

7

2. P'(h) < Opara —% < h < %, P'(h) — —% cuando h — —3%,y P'(h) — —oco cuando
h— 2
3
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s

(-2/3,

(2/3,5/7)

-2/3 o [/ | 2/3

Figura 2.5:

Prueba: P (/) es una solucién de (2.2.14) y P(h) — 1 cuando i — —3. Reescribimos
(2.2.14) de la siguiente forma

4P = —7P2—3hP+S5,

dh  _
o = —9h+4.

(2.2.24)

La grafica de P(h) es la 6rgita heteroclinica que va del punto silla (—3,1) al nodo (3, 3)

en el plano (h,P) (ver figura 2.5). Asi P(h) — % cuando h — %

(1) i
I'(h) :2/ ~dx, i=0,1,2,.... (2.2.25)
HONN

La gréfica de la ecuaciéon
7P?> +3hP—5=0 (2.2.26)

tiene dos ramas de curvas sobre las cuales la direccién del campo vectorial (2.2.24) es
horizontal. La rama de la hipérbola (2.2.26) arriba del eje h es dada por

Co: q(h) = % [—3h + (9n* + 140)%} : (2.2.27)
34%

A lo largo de la curva C, tenemos P'(h) = 0y q'(h) = —7z 5 De aqui que el

campo vectorial (2.2.24) es transversal a C; de izquierda a derecha para —% < h < 2.
Esto se sigue de (2.2.14) y (2.2.27) que

lim P =—3 y q(-3)=-7
hﬂf%
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Por lo tanto, la grafica de P(h) estd totalmente arriba de C,, esto es que P’() < 0 para
—2 < h < 3. Elhecho que P'(h) — —oo cuando & — % puede ser obtenido directamente
de (2.2.14). 0

Ahora, usando las propiedades de P(l), continuaremos con la prueba del Teorema
2.2.

Lema 2.8 Existe una vecindad Ay de py = pp = 0, tal que para (j1, y2) € Ay existe una curva

5
HL = {y]yl = —%y% +0 <y§> , M2 >0 la cual es una curva de bifurcacion homoclinica

de (2.2.5).

Prueba: Por el lema 2.4 y (2.2.10), la condicién de existencia de la érbita homoclinica

de (2.2.7) es: F(3,6,{) = 0. De (2.2.12), (2.2.13) y el lema 2.7, F(3,0,Zo) = 0, donde

lo=P3) =3y g—fg(g,o,g) = Ip(3) > 0. Por el teorema de la funcién impicita, existe

dp > 0y una funciéon ¢ = (), definida para 0 < § < dy, tal que F(%,é,g(&)) = (, esto
es que v(3,6,{(5)) es una 6rbita homoclinica.

Usando (2.2.6), podemos cambiar el pardmetro (6, {) y regresar a (1, 42) para obtener
la ecuacién de la curva de bifurcacion.

De hecho, pr = {62y {(8) = Zo(14+ O(8)) = 2(1+ O(6)) implica que § = O(y%l)
cuando yip — 07. En suma p; = —8*y pp = {62 implican que

2 2
I R ) __@ 2 2
=~y =~ 0+00) = 25y2+0(u2 ,

donde py > 0y (p1, 42) € Ao = {(p1, u2)| [pa| + |p2| < 53}. Esto completa la prueba del
lema. O

Lema 2.9 Para un hy € (—3,3) dado, existe 6, > 0 y una vinica funcién { = {1(h, §) definida
enh € [hy,3],0 <8 < 6, tal que

(1°) Ia trayectoria  7y(h,6,01(h,8)), h <h <3 y 0 <65 <8, esunadrbita
periddica de (2.2.7); y

29 %<0, m<h<? 0<6<é.

Prueba: Notemos de (2.2.12) que
F(h,6,0)l5—0 = lo(h)C+ Li(h) = Io(h)(§ — P(h)), (2.2.28)
donde P(h) est4 definida en (2.2.13). De aqui, para cada h* € [hy, 3] tenemos

JF
E(h*,0,P(h*)) =0, 2| =Iy(h") >0.
ag 6=0
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Por el teorema de la funcién implicita existe 6* > 0, c* > 0, y una funcién { = {*(h,d)

definidaen 0 <0 <J0*yh*—oc* <h < h*+0c" (si h* = %, entonces consideramos el

intervalo h* — o < h < h*) tal que
F(h,5,0*(h,0))=0.

Esto significa que y(h, 6, {*(h,J)) es una 6rbita periddica de (2.2.7).

Entonces, por compacidad de [k, %], existe ;7 > 0 y una funcién zeta = (1(h,0)
definida para0 <6 <61, h; <h< % tal que

C1(h,0) = P(h), F(h,0,01(h,6))=0,) (2.2.29)

es decir, la trayectoria y(h,6,{1(h,0)) es una 6rbita periddica de (2.2.7) que pasa por el
punto (x,y) = (x(h),0).

Como F € C*® paratodad, {,y —% <h< % (lema 2.5), obtenemos de (2.2.29), (2.2.28)
y el lema 2.7 que

OF  9F 3l JF

hTanan Y g, P >0

=0

o = () (2a(h,0)  P(h)) ~ Io(h)P'(h) > 0.

6=0, £=01(h,0)

WIN

Esto implica que (nétese que I} (/) es finita para —% < i <

a1(h,9)

oh

)

<0, M<h<

)
2 az1(h,8)
6=0 3

, Y Y — —o0, cuando h—>§.

=0

De aqui, podemos elegir §; suficientemente pequerio, tal que

WQ 0<6<6, Mm<h<

WIN

Por lo tanto, para cualquier dy € (0,61) y 6o € ({(d), P(h1)), donde {(8) = 2(1+ O(6))
es la funcion definida en el lema 2.8, existe un tnico hy € (hy, %) tal que {o = {1(ho, o).
De aqui

F(ho, 80, Z0) =0, (2.2.30)

es decir, y(ho, oo, o) es una Orbita periédica para (2.2.7).

Por otro lado, consideremos la trayectoria 7 (h, do, (o) para h cerca de hy. De (2.2.11)
y (2.2.30) tenemos

oF

H(Qz) — H(Q1) = 6F(h,6,80) = 6 [ﬁ

< (h— ho)] , (2.2.31)
(80.00)

donde Q1 y Q2 son los puntos de interseccién de (%, do, (o) y el eje-x (ver figura 2.3), y
h estd entre hg y h. Como ‘3—5 > (0 para ¢ suficientemente pequefia, (2.2.31) implica que la
Orbita periddica vy (ho, do, (o) es un ciclo limite inestable. O
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Lema 2.10 Existe hy € (—3%,3), 62 > 0 y una nica funcion { = {»(h,d) definida para

_%Shth, 0 <6 < 6, tal que

(i) si{ =(a(h,6), =3 <h <hy y 0<6< 8, entonces el sistema (2.2.7) tiene un
ciclo limite inestable «y(h, 5, {2(h, 6)) que pasa a través del punto (x(h),0);

(i) %<0, —2<h<h, 0<36<6

Prueba: La ecuacién linealizada de (2.2.7) en el foco (—1,0) tiene la matriz

( _02 5@1_1) > (2.2.32)

Los valores propios en (—1,0) son

1

5 {5@ —1)+i[8—06*(7—1)7]
De aqui las condiciones del teorema de Hopf 1.23 son satisfechas y la velocidad de cruce
d > 0.

A continuacién, usaremos la férmula (1.5.8) y obtenemos que el primer coeficiente
de Lyapunov | = 55 (6 —26%) >.

NI

Por el teorema 1.23 podemos encontrar X > —1, J, > 0, y una funcién { = ZZ(x, J)
definida para —1 < x <%, 0 < <6, tal que y(h,6,,(x,6)) es una orbita periddica
de (2.2.7) que pasa a través del punto (x,0). Ademds como d - I > 0, tenemos que

7
E)ixZ <0, -1<x <%, 0<90 <9, (2.2.33)
De (2.2.9) tenemos que x = x() satisface x — ;x> = h. Entonces
ax(h) 2 2
—=-<h< - 2234
By >0, para 3 = <3 (2.2.34)

Si tomamos h, como el valor que satisface x(hy) = X, entonces —% <hy < %
Sea
Ca(h,8) = Zy(x(h), 6). (2.2.35)
Entonces concluimos que (i) se cumple.
De (2.2.35), (2.2.33) y (2.2.34), tenemos que

agZ aZZ / 2
== =22 .x'(h —=<h<h <5<
Y I X()<0, 3< < 1y, 0<6 <6,
y entonces concluimos que (ii) se cumple. O

Lema 2.11 Existe una vecindad Az de j1 = pp = 0, tal que si (yq, u2) € Az y estd entre las
curvas H y HL (definidas en los lemas 2.3 y 2.8 respectivamente), el sistema (2.2.5) tiene una
linica orbita periddica y es un ciclo limite inestable. Ademds, cuando (p1, u2) tiende a H, el ciclo
limite colapsa en el foco; cuando (1, pi2) tiende a HL, el ciclo limite tiende al ciclo homoclinico.
El sistema (2.2.5) no tiene ciclos limite si (y1, u2) € (HU HL) N As.
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Prueba: En lugar de (2.2.5) primero consideremos (2.2.7).

Por el lema 2.10, existe hy € (—%, %), d2 > 0, y una funcién ¢ = {»(h,d) definida en
—% <h< %, 0 < 6 < 4, con las propiedades (i) y (if).

Si elegimos hy € (—%, hy), entonces por el lema 2.9 existe 6; > 0 y una tnica funcién
{=101(h,0) definidaenhy <h <3, 0<4 <6 con las propiedades (1°) y (2°).

Ahora, sea d3 = min(6y,d). Entonces por la unicidad de ;(h, §) tenemos que
C1(h,6) = 62(h,0), hi <h < hy, 0<6<ds.

Asi, podemos definir una funcién en el intervalo completa —% < h < % como sigue

=
VAN

Ta(h,8) s < ho,
¢ =103(h9) = 0<6<6s,
C1(h,8)  si hp<h<},

WIN

la cual satisface

1. y(h,0,C3(h, )) es una Orbita periddica de (2.2.7) que pasa a través del punto
(x(h),0), 3<h<3,

2. %<0, -2<n<}

QJIN

0<6<ds.

La condicién 2 implica que para cada dy € (0,d3) y o € [{(dp), 1], donde { = {(6) es
la funcién correspondiente a la bifurcacion homoclinica y descrita en el lema 2.8, existe
una tnica hg € [—3, 3] tal que {o = Z3(ho, do). Asi, si o € ((do), 1) entonces v (ho, do, {o)
es la tnica 6rbita periédica de (2.2.7). Ademéds, ésta es un ciclo limite inestable. Si {o —
{(d0)+ (o -), entonces el ciclo limite tiende al ciclo homoclinico (o al foco).

Finalmente regresemos a los pardmetros yi1 y 4 — 2 usando el reescalamiento (2.2.6).

Como py = — 6% pp = {0% laregion 0 < 6 <63, () < ¢ < 1a una regién ctispide
0>y > —5§ y (p1, H2) estd entre las curvas de bifurcacion Hy HL (Ver figura 2.6). No-
tando que {3(—3,6) =1, {3(3,6) = {(9) (definida en el lema 2.8), y 33 < 0, concluimos
que el ciclo limite colapsard en el foco o se convertird en un ciclo homoclinico cuando
(1, u2) se dirija a H o HL respectivamente. La existencia de d3 garantiza la existencia de
la vecindad As. Esto completa la prueba.

Lema 2.12 Existe una vecindad Ay de yy = pip = 0, tal que si (p1, pt2) € Ag y estd arriba de la
curva H o abajo de la curva HL, entonces el sistema (2.2.5) no tiene érbitas periddicas y tiene el
retrato fase mostrado en la figura 2.1.

Prueba: Por el lema 2.11 sabemos que si (p1, 42) € Az N (HU HL), entonces el sistema
(2.2.5) no tiene 6rbitas periédicas y cualquier trayectoria positiva -y que nace en el punto
pel={(xy)—1<x<1, y=0} es una espiral en expansion si (yy,ji2) € H o una
espiral en contraccion si (pq, pi2) € HL (ver figura 2.1).
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R

7 7 ¢ o

Figura 2.6:

Reescribiendo (2.2.5) en la forma

x= P(xy) v,
y= Qxy) p1+x*+xy+puy.

Notemos que

P Q

=y>>0, si y#O0. (2.2.36)
P op
Byz Byz

Esto significa que (2.2.5) es una familia de campos vectoriales rotados con respecto a y».
Para detalles de campos vectoriales rotados, ver [52].

Ahora tomamos A4 = Ajz. Para cualquier (u1, y2) € A4y arriba de H (o abajo de HL)
podemos encontrar (y1,7,) € H (o € HL). Cualquier orbita periédica de (2.2.5),, z,)
que nace en el punto p € L es una espiral expansiva (contractiva), y debido a (2.2.36),
la trayectoria positiva 7 de (2.2.5),, ,,,) que nace en el mismo punto p debe estar local-
izado totalmente fuera (dentro) de 7 y de aqui que <y es también una espiral expansiva
(contractiva). El retrato fase es mostrado en la figura 2.1. O

Combinando las conclusiones de los lemas 2.3, 2.8, 2.11 y 2.12, obtenemos el teorema
2.2, donde A = A1 N A NA3N Ay,



Capitulo 3

Control de la bifurcacion Takens-Bogdanov en el
plano

Como estd demostrado en el capitulo anterior, sobre una deformacién versal de la
bifurcacion Takens-Bogdanov es posible encontrar dindmicas que experimentan bifurca-
ciones como: la silla-nodo, la de Hopf y la homoclinica. En este capitulo consideraremos
un sistema en el plano, cuyo campo vectorial nominal tiene un valor propio cero de
multiplicidad algebraica dos, y la idea es encontrar bajo que condiciones existe una ley
de control escalar, tal que sea posible establecer a priori que el sistema a lazo-cerrado ex-
perimenta cualquiera de las tres bifurcaciones mencionadas con anterioridad. Diremos
entonces que tales sistemas experimentan la bifurcacién Takens-Bogdanov controlable. Al
final del capitulo se discutiran algunos problemas de aplicacién.

3.1. Planteamiento del problema

Consideremos el sistema de control no lineal

y=TJy+f(y)+gy)u (3.1.1)

cony€e REueR, ] = ( 8 (1) >,f(y) = fa(y) + O(|y|?), donde

2 2
_ a11y1+a12y1y2+a13y2> — b4+ My+O(lyl?
fly) = gAY AV ) gty) bt My + Oy,

donde b = ( Zl >, yM= (mij)2><2-
2

Nuestros objetivos en este capitulo son encontrar una cambio de coordenadas y =
§(z) y diseiar una ley de control u = u(y, p,y) donde p = (y1, y2) representa un vector
de pardmetros de bifurcacion artificiales, mientras que y = (B1, B2, 91, &2, 03) representa
un vector de pardmetros de control indeterminados, tales que,

(i) el sistema a lazo-cerrado se transforma en

. (5322 > 3
Z = + 0O ,2)1°), 3.1.2
( Biu1 + Bapoza + 6123 + brz122 (1w 2)) (3.1.2)

43



44 Control de la bifurcacién Takens-Bogdanov en el plano

(i) que sea posible encontrar tres curvas de bifurcacion ¢ (u1, y2) = 0 donde el sistema

. (5322 >
z= p 3.13
( i + Papaza + 012} + S22 (3.13)
experimenta las bifurcaciones silla-nodo, Hopf y homoclinica respectivamente, y

(iii) que sea posible mediante la manipulacién de los pardmetros de control, que el
sistema (3.1.3) experimente todas las posibles direcciones de cada bifurcacién.

Llamaremos al sistema (3.1.3) una deformacion versal controlable del sistema de control
(3.1.1), y diremos que el sistema de control (3.1.1) experimenta una bifurcacién Takens-
Bogdanov controlable.

3.2. Deformacion versal controlable

En esta seccién encontraremos un cambio de coordenadas y = 1(z) y disefiaremos
una ley de control u(y, u,7y) tal que el sistema de control no lineal (3.1.1), se convierte
en (3.1.2).

3.2.1. Primer cambio de coordenadas y primera entrada de control

En esta secciéon daremos un primer cambio de coordenadas y una primera entrada de
control para obtener, obtener la parte lineal y la parte constante de (3.1.2). Consideremos
el cambio de coordenas y la entrada de control

y = P(w+ H(w)) (32.1)
u = Pi+o,
donde
P = (pij),
Hw) = o= (Vg ) (o))

2 2
( CLWS + CrpW W2 + C13W5 >
2 2
C21WT + CW W2 + C23W5

Obsérvese que

[P(I+DH(w))]™"y

= (I+DH(w)) 'P7[JP(w+ H(w))+ f(P(w+ H(w))) +
g(P(w+ H(w))) (Bip1 +0)]

w =
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pero para w = 0,

(I+DH(w))™! = I—-DH(w)+ O(|lw]?),
f(P(w+ H(w))) = fa(Pw)+O(|w]),
g(P(w+H(w))) = b+ MPw+ O(]wF),
entonces
w = (I—DH(w)+--- )P (J(Pw+ H(w))+ fo( Pw)+---+
(b+MPw+---) (Bip1 +0))
= BuP b+ Jw+ pyiMw + f,(w) + O (m|w]?) +(w)v,
donde
= Plp,
P~iMP —2(P'b)THy,
= P 'fo(Pw)+ JH(w) — DH(w)Jw,
P~ p + Mw + O(|w|?).

€ =l
|

~— —

fal
g(w

Lema 3.1 If by # 0, entonces existen Py H(w), tales que

a) Plb:€2:<(1)>/

b)7:<8 %”)

0 M=0.
Prueba:
b p
De a) y b) se sigue que P = ‘8 b | De c) se sigue que
2
my1by — bymy
Clp = b—2/
63 (b1m1by — b2may + m1ab3 — babymyy)
C13 = > s
o _ mm
22 5
o — 1 bymgy + maoby
Definamos

~ ~ 2, ~ ~ 2

- B + apw w2 + a;3w
w = P 1 Pw) = @1(’(0) = < zllwl ~ ~ 5

fa(w) f2(Pw) ( far(w) a21w% + axpwiwy + azsw%

).
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donde
~ _ auby—anb
ay = —,
3
_ 24,1 b?
ap = (2a11 —axn)by + appby — %,
~ 1)
a3 = b; (—anbi + ba(a11bg — azabi + by (arob1 — axby + a13b2))),
2
iy = ax1ba
03
_ 2a21by + axb;
apy = ——,
3
_ ay b?
Gy = amby + ayby + ——2

by

Observe que

1 fH(Pw) + JH(w) — DH(w)Jw

fa(w) \ | ( 65Ha(w) > ([ St

foo(w) 0 03102 5>
(w) + 83 Ha(w) — d3wa 382t

fao(w) — G532

~ 2 ~ 2
( (a11 + d3¢c21) wi + (@12 + d3c20 — 203c11) wiwo + (a13 + 3¢23 — d3¢12) W) >
anw? + (Gan — 263001) wiwy + (A3 — d3¢20) W3 ’
entonces, si hacemos ¢ = au;ﬂ y 1 = (5 , entonces,

72(”’):(- 2 -ﬁlsw% = 2>/

Ay w7y + Axnwiwy + d3w;

donde
a1z = a3+ 03(co3 —c12),
dy = dn,
Ay = dp —203C,
Az = 3 — 03C0.

Entonces, de (3.2.1) y (3.2.2), el sistema (3.1.1) se transforma en

W = Brpres + Jw + fo(w) + O (ua|w|?) + (e2 + O(Jw|?))w. (3.2.7)
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3.2.2. Segundo cambio de coordenadas y segunda entrada de control

Con este segundo cambio de coordenadas y segunda entrada de control, obten-
dremos la parte no lineal de (3.1.2). Ahora, consideremos el cambio de coordenadas
y la entrada de control

w = z+h(z), (3.2.8)
v = ulz+q(z),

h (Z) > < d1122 + d12z122 + d1322 >
d d — 4 T/ — 4 4 h - - 1 2
onde = (z1,22)", m (1, 12), 1) ( hy(z) d123 + dxnz12p + dpsz3

[ — ( 51 52 >/ y q(z) = q123 + q2z122 + q325. Entonces, sustituyendo (3.2.8) y (3.2.9) en
3 4

(3.2.7), obtenemos
z = (I-Dh(z)+---) ([51#162 +J(z4+1(2)) + fo(z + 1(2)) + O(mlz]?)
+(e2+ O(|2%) (uLz +q(2)))
Bipie + Jz + pLzey — P1pnDh(z)e2 + fo(2) + Jh(z) + q(z)ea — Dh(z)]Jz + O(|(u, z) )
= Bumes+Jz+ulz+E(z)+0(|(n2))),

donde
L
ulz = pulLze, — Piu1Dh(z)e; = ( gLZ > ,
con Ly = Prdrz 2P1dns , Ly = h—pBidnn I — 2P 'y
0 0 l3 l4

B(z) = Fole)+Th(@) +q(z)er— Dh(z)]z = (721(2)”3'12(2)_‘5322%(2)).

Foa(2) +4(2) — 632252 (2)

Lema 3.2 Si by # 0, entonces existen L, q(z),y h(z) tales que

0 0
plz= ( Bapoza > v (=)= ( 6123 + 622122 >

Prueba:
Esto es directo, si definimos

L = (°© _25_61‘713 ,
0 B2
2

q(z) = (01— an) 2z + (02 — ax) 2122 + (—an3) 23,

h(z) = (—;.ﬁ)
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O
Entonces se sigue que sustituyendo (3.2.8) y (3.2.9) en (3.2.7) obtenemos
z= ( 0322 5 > +O(|(n,2)P). (3.2.10)
Bip1 + Popazo 4 121 + 022122
Ahora, estableceremos el teorema principal de esta seccion.
Teorema 3.3 Dado el sistema de control no lineal
y=Jy+faly)+- - +8&W)u, (3.2.11)
01 b1 ,
donde | = 0 0 ygly)=b+My+---, conb= b ) Si by # 0, entonces la ley de
2

control escalar

u(y, m,7) = Pipr + uLP ty +q(P1y), (3.2.12)

0 B 0 b
q(y) = (61 — G21) y3 + (62 — G22) y1y2 + (—a23) y3, es tal que el sistema a lazo-cerrado (3.2.11-
3.2.12) es suavemente equivalente al sistema

0 _ 2Pians by by
donde u = (p1,42), v = (B1,B2,61,02,03), L = % , P = % ;Y

: 0322 > ;
‘= +O((,2)P).
( B + Baphaza + 6122 + 62212 (1(u,2) )

Prueba:
Consideremos el sistema a lazo-cerrado (3.2.11-3.2.12)

= P+ Jy+ BimaMy + (ULP'y)b+ fo(y) +q(P~y)b+ O(| (1, 9) %)
= Xy un)+o(wyl), (32.13)

y el homeomorfismo ¢ : R> — IR?, dado por

y=9(z) = P(z+H(2)),
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con H(z) = H(z) + h(z), donde H(z) y h(z) estan dados por el lema 3.1 y el lema 3.2,
respectivamente. Entonces,

z = (P(I+DH(z) 'y
= (1= DH(E)+ ) P Xy )+
= PP 'b+ P[Pz + By (PTIMPz — DH(2)P~'b) + (uLz)P'b
+P 1o (Pz) + P71 PH(z) — DH(z)P Y Pz + q(z)P b 4 - -
= PP 'b+ P[Pz + Bupn (PT'MPz— DH(z)P~'b) — B1pnDh(z) P b

+(uLz)P~ b + P~ fo(Pz) + P~ JPH(z) — DH(z)P Pz + P~'JPh(z2)
—Dh(z)P'JPz+q(z)P b+ - - -
= Biprea+ Jz+ BripiMz + uLlz+ B(z) + - -

(5322 3
p— O ) ‘
< ﬁl;’ll +52y222+(512%+(522122 > + (’(V Z)’ )

Corolario 3.4 El sistema a lazo-cerrado (3.2.11-3.2.12) es localmente topolégicamente equiva-
lente al sistema

. (5322
2z ) — ] 3.2.14
Z (z,10,7) ( By + Bapoza + (512% + 02212 > ( )

El sistema (3.2.14) es llamado deformacion versal controlable del sistema de control no
lineal (3.2.11).

3.3. Andlisis de bifurcacion

En esta seccién daremos un andlisis de bifurcacién para la deformacién versal con-
trolable (3.2.14). Tres curvas de puntos de bifurcacion: silla-nodo, Hopf y homoclinica,
se encuentran en el plano de pardmetros de bifurcacion (u1, p2).

3.3.1. Puntos de equilibrio
Obsérvese que

Z(z,u,7)=0 & 22:0,y[51y1+512%:0,

es decir, ZOi = (j: —%,0) son puntos de equilibrio. Definamos z; = \/—ﬁé—fl, en-

tonces, la matriz Jacobiana en z3 estd dada por

+ _ 0 03
DZ(ZO/V/,)/) - < :*:2(512_1 52112:*:522-1 7 (331)
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con los valores propios

Ma(zg) = % (([ﬁm + 6,71) + \/ (Bopiz £ 6221)* £ 8515321> . (3.3.2)

3.3.2. Curva de puntos de bifurcacién silla-nodo

Dadas 1y J1, entonces, es claro que el sistema (3.2.14) experimenta una bifurcacién
silla-nodo en zy = (0,0) cuando u; = 0. Por ejemplo, si 161 > 0(< 0), entonces,
para y; > 0(< 0), el sistema (3.2.14) no tiene puntos de equilibrio, mientras que para
u1 < 0(> 0) tiene dos puntos de equilibrio z;. Ademds, para los casos donde existen
dos puntos de equilibrio,

(i) Si 6163 > 0 entonces ZOi es una silla,
(i) Si £6103 <0y Bopa £ d2z1 > 0, entonces ZOi es una fuente,
(iii) Si £6103 <0y Bap2 £ 221 < 0, entonces ZOi es un sumidero.

Para estudiar la estructura de la 6rbita cerca de y; = 0, con y, arbitrario, usaremos la
teoria de la variedad central. Consideremos el pardmetro de bifurcaciéon p;, como una
variable de estado, entonces (3.2.14) se transfora en el sistema extendido

Zl 0 0 (53 21 0
()G ) ()-(a)
Zn 0 B1 PBou2 ) fo(z)

donde fo(z) = 512% + 052123, y a través del cambio de coordenadas

22 0 —g; Bam2 P2

se transforma en la forma normal

é1 0 —Ba g o1 ~ 5z o(PP)
1 | =10 0 0 1 | + 0 &

—_

() 0 0 Bap2 P2 [;zljfo(P@
) 03 ( ) 0B >
= - +o197+ —— +---
1 Batia Prin + 0191+ ==
=0
. 1
g2 = Popogr+ Btz (G197 +--),
cuya variedad central bidimensional es dada por ¢, = _([%;SW(P% + - -+, y la dindmica
en ésta es determinada por el sistema unidimensional parametrizado
, J
§1= — 75— (B +0197)

Bap2
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(\N<>%¥@

i<l W0 i<t 0
P 0,800
) B 0,8<0
U< Mi<h %
Hi<Q Hi>0
<0,8>0
{©) B0, 0 B1<O> 5<0

Figura 3.1: Direcciones de la bifurcacion silla-nodo cuando d3 > 0, B2 < 0,y p2 > 0.

Lema 3.5 Dadas 63, B2, Y p2, con Bopip # 0. Si B101 # 0, entonces el sistema (3.2.14) experi-
menta la bifurcacién silla-nodo en zo = (0,0) cuando pq = 0.

Es decir, sobre el plano de parametros de bifurcacién, la curva

Csn = { (p1,2) [u1 =0, up #0}

representa la curva de puntos de bifurcacion silla-nodo.

Notese que si fijamos el signo de d38242, entonces, dependiendo de los signos de
los pardmetros de control B1 y 61, podemos establecer a priori cualquiera de las cuatro
posibles direcciones de la bifurcacién silla-nodo en zp = (0,0) cuando y1 = 0. Diremos
entonces que el sistema (3.2.14) experimenta la bifurcacién silla-nodo controlable en
zo = (0,0) sobre Cg,.

Por ejemplo, si consideramos d3 > 0, B2 < 0, y p2 > 0, esto es, _ﬁjﬁ > 0, la figura
3.1 nos muestra la cuatro posibles direcciones de la bifurcacién silla-nodo.

3.3.3. Curva de puntos de bifurcacién de Hopf

Definamos jfi; = %21, entonces de (3.3.2), si yp &= Ffip y £103 < 0, concluimos que

1 . _ _
Alrz(z()i) = E <(ﬁ2y2 + (522_1) + l\/— (ﬁz}lz + (5221)2 T 8(51(5321) ,

es decir, Re (Alrz(zoi)) = % (Bapz £ 0221).

Luego entonces, si jp = Ffia y £5193 < 0, entonces Alrz(zoi) = +i\/F2610321, ¥
d

d= d}lg (Re ()\1 2(20 )))

|142=112

= %52, (3.3.3)

|142=112
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esto es, el sistema (3.2.14) experimenta la bifurcaciéon de Hopf en z = ZOi cuando yy =

TFjio. Para establecer la estabilidad de las 6rbitas periddicas que surgen en la bifurcacién,
necesitamos calcular el primer coeficiente de Lyapunov [, el cual es dado por (1.5.8). Para
poner el sistema (3.2.14) en su forma normal haremos el cambio de coordenadas

p=P"(z-z),

donde P = ( a()) %9) >, con w% = F26103Z1, y después de algunos cdlculos obtenemos
0

) 0102

P11 = —woP2 + 520390192+ ;—;’@%

P2 = woP,
y entonces

5,62
| =523 (3.3.4)

16/ B

Lema 3.6 Siyp = Fjiay +0103 < 0, entonces

Ma(zg)),,,, = TiVF26621,
d . 1
4= d—,uZ (Re ()\1,2(20 )))|142=172 o 552/

5203
+ 2%
16,/ B
esto es que el sistema (3.2.14) experimenta la bifurcacién de Hopf en z = zoi cuando py = Fji.

Observe que

) 2
o= Fjla & p1= ——1[5%%,
p19;

entonces, en el plano de los pardmetros de bifurcacién, la curva

_ _ 515% 2
Cu =19 (hup2) |1 =——354;
p165

representa la curva de puntos de bifurcacion de Hopf.

Finalmente, dependiendo de los signos de B, y &, tenemos los signos de la ve-
locidad de cruce d y el primer coeficiente de Lyapunov [, dados por (3.3.3) y (3.3.4),
respectivamente, y asi podemos establecer a priori cualquiera de las cuatro posibles
direcciones de la bifurcacion de Hopf. Entonces diremos que el sistema (3.2.14) experi-
menta la bifurcacién de Hopf controlable en z = ZOi sobre Cy, y llamaremos coeficientes
de controlabilidad ady I.

Si consideramos B1 < 0, 41 < 0, y 63 > 0, entonces, 4163 < 0, y por el lema 3.6, el
sistema (3.2.14) experimenta la bifurcaciéon de Hopf en z = zJ cuando y, = —jio. La
figura 3.2 nos muestra las cuatro direcciones para este caso.
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53

X2
N ﬁiéD.

5 >0, 6,>0

ANS
M=}

B, >0, 8,<0 B<0, 8,50

Figura 3.2: Direcciones de la bifurcacién de Hopf cuando 1 <0, 41 <0,y d3 > 0.

3.3.4. Curva de puntos de la bifurcacién homoclinica

Para encontrar la curva de puntos de bifurcaciéon homoclinica es necesario un anélisis
global alrededor de los puntos de equilibrio, usando el método de Melnikov tratado en
la seccién (1.7). Empezaremos con un reescalamiento de las variables de estado asicomo

los pardmetros y el tiempo

) o
21 = fwy, 2= Swy, = — et g = el
B1 B2
yt= %T, asi que (3.2.14) se convierte en
W) 032 > +0(e)
wo 0 (w% — 1) + €y (VZUz + ZU{(UQ)

- ( o1 (f‘i?)i 1) > +€< ) (sz(jrwlwz) > +0(E@).

Obsérvese que para ¢ = 0, el sistema no perturbado

Zi)l = (53702
Wy & (wi—1),

(3.3.5)
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representa un sistema Hamiltioniano completamente integrable con funcién Hamilto-
niana dada por

2 3

53 (@) _ 5 (M — (A1) — %) , for 6165 <0,
2 3

PG {0) M (M — (1)) + %) , for 6103 > 0,

y con la funcién de Melnikov

[ee]

M(w) = dats | () (veo(e) + w()eo(e) .

—0

Definamos

’yl(t) =1 —3S€Ch2 ( %t> ;Y 72(t) = SeCh2 (V 51253 ) tanh ( V %t> ’

entonces, el siguiente lema nos da la érbita homoclinica y la funcién de Melnikov para
diferentes valores de é; y ds.

Lema 3.7 1. Si 61 > 0y 63 > 0 entonces

Y(t) = (710),3\/5\/%720)) y M(v) = 25V3 (sz\/i (7v —5)

2. 5161 <0y d3 < 0entonces

v(t) = (71(t)/—3\/§ %720)) y M(v) = —%\/552\/;?;(71/—5)

3. Sid1 > 0y d3 < 0 entonces
v(t) = ( 1(1),3V2 ——72( )) y M(v) = —2=V26 | —= (7v +5)
4. 5i 61 <0y d3 > 0 entonces

v(t) = (- 1(1), —3v2 ——72( )) y M(v) = 2 V2, —5—1(7V+5)
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w, W,

4,>0 &,<0

SN N

1
1

W,

g<0 650 It

NEEZAN N\

Figura 3.3: Direcciones de la bifurcacién homoclinica.

De esto se sigue M(v) =0siv = j:%, es decir, la curva de puntos de bifurcacién
homoclinica es dada por

V= ié—l—@(s),
7
pero j1 = _%34 et = —?—fﬂl, y
) 2 &2 ( 5 > > 56, 2 3
M2 =g, B, \ 7 (¢) 7B, (7)
esdecir 12 = 8964 1 O(5) = _BL A O(ed ¢
My = 49,%3 +0(e) = Py s H1t (€”), entonces
_ 49515% 2 5/2
1= E—ﬁl(s%‘MZ—i_O(VZ )
2
Tenenmos que sobre la curva Cp,,, = { (u1, 12) | 1 = _%%V% + O(Hg/Z)/ 1y # 0} el

sistema (3.2.14) experimenta la bifurcacién homoclinica. Esto se sigue del lema 3.7 que,
dependiendo de los signos de é; y J3, es posible obtener cuatro diferentes 6rbitas homo-
clinicas. Por ejemplo, si 613 > 0, tenemos la érbita homoclinica en z = z, mientras que
si 6103 < 0, tenemos la ¢rbita homoclinica en z = z; . Diremos entonces que el sistema
(3.2.14) experimenta la bifurcacién homoclinica controlable sobre Cj,,,,.

La figura 3.3 nos muestra las cuatro diferentes direcciones de la bifurcacién homo-
clinica.

Con el andlisis de bifurcacién anterior, hemos probado la siguiente:
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Proposicién 3.8 Dada la deformacion versal controlable

= o )
—\ Bip1 + Bapazo + 6123 + Saz1z0 )’

entonces, en una vecindad del punto de equilibrio zy = (£4/— g—llyl, 0), en el plano de pardmetros
de bifurcacion pq — p, el sistema a lazo-cerrado (3.2.11-3.2.12) experimenta

(1) una bifurcacion silla-nodo controlable sobre la curva
Con = { (1, p2) |11 =0, 2 #0}

(ii) una bifurcacién de Hopf controlable sobre la curva

&p3
Cy =19 (1 p2) | m1=——"S5Hus3 pa #0
5152

(iii) una bifurcacion homoclinica controlable sobre la curva

_ _ 49 515% 2 5/2
Chom = { (h,p2) [ 1 = Bpat T O(u"), p2 #0
O
3.4. Resultado principal
Considérese el sistema de control no lineal
x=F(x)+ G(x)u, (34.1)

donde x € R?, F,G : R? — RR? son campos vectoriales suaves, y u es una entrada de

control escalar. Supongamos que existe xo € R? tal que F(xp) = 0y A = DF(xq) es

similar a | = 01

- \0 0

vectores propios derechos generalizados de A asociados al valor propio A = 0, es decir,

App = 0y Apy = p1, entonces Q = (p1p2).- Si 1,92 € R? son los vectores propios

izquierdos generalizados de A asociados al valor propio A = 0, es decir, gJA =0y
T

g1 A = g1, entonces Q! = ( ZlT >

2
Ahora, consideremos la expansién de Taylor alrededor de x = xo,

>. Entonces, existe Q tal que Q'AQ=].5Si p1, P2 € R? son los

F(x) = A(x—xo)+%D2F(xo)(x—xo,x_x0)+...,
G(x) = G(x0) +DG(x0)(x —x0) +---,
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entonces, el cambio de coordenadas y = Q~!(x — x¢) transforma el sistema (3.4.1) en

y=Jy+ foly)+---+(b+My+--)u,

donde

1

faly) = 5Q7'D*F(x0) (Qy,Qy),

o = 0= (S ) < (),
M = Q'DG(x0)Q.

Finalmente, estableceremos el teorema principal de este capitulo.

Teorema 3.9 Considérese el sistema de control no lineal
x=F(x)+ G(x)u, (34.2)

donde x € R?, F,G : R> — R? son campos vectoriales suaves, y u es una entrada de control
escalar. Supongamos que existe xo € R? tal que F(xg) = 0y A = DF(xo) es similar a

01 s
| = ( 00 > Considérese

a) la ley de control escalar

u(x, 1, ) = Bip1 + uLK(x — x0) + g (K(x — x9)), (3.4.3)
0 _2/31513 by by
donde p = (p1,42), v = (B1,B2,01,02,63), ,P=| % ,
0 B2 0 b
Q= (p1p2), K= (QP) ", y q(x) = (8 — p1) 2+ (62 — Giz) X1 %2 + (—7323) 2%,

b) el difeomorfismo 1 : R? — R?, dado por
x=19(z)=x+ K (z+H(z) +h(z)),

donde H(z) y h(z) son dados por el lema 3.1 y el lema 3.2, respectivamente, y

T

c) el punto zy = (j:,/—ﬁjs—f”ﬂ) .

Entonces, si g3 G(xo) # 0, el sistema a lazo-cerrado (3.4.2-3.4.3) es localmente topoldgicamente
equivalente a la deformacion versal controlable

_ ( 0322 >
Bip1 + Bapaza + 6125 + Saz1z0 )
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Figura 3.4: Cuatro posibles diagramas de bifurcacién.

3.5. El diagrama de bifurcacion y los retratos fase

El disefio de la ley de control (3.4.3) tiene cinco pardmetros de control indetermi-
nados, y dependiendo del signo de ellos, el sistema a lazo-cerrado (3.4.2-3.4.3) puede
experimentar cualquier direccion de cualquiera de las tres bifurcaciones, es decir, el
sistema a lazo-cerrado tiene 2° = 32 diagramas de bifurcacién diferentes.

En esta seccién generaremos sélo cuatro de ellos, de la siguiete forma: Primero, selec-
cionamos la érbita homoclinica caracterizada por 4; < 0y d3 > 0. Luego, consideramos
el caso, B1 > 0. Finalmente, analizamos las cuatro direcciones posibles de la bifurcaciéon
de Hopf, tomando en cuenta los signos de B, y é,. Ver la figura 3.4.

3.6. Aplicaciones

En esta seccion mostraremos la aplicaciéon de nuestro resultado principal en tres
problemas diferentes, en dicha aplicacién nos concetramos mds que nada en que nue-
stro resultado funcione matemadticamente, y en adelante, esto mismo haremos en las
aplicaciones de los resultados que obtengamos.
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3.6.1. Oscilador de van der Pol forzado promediado

Un oscilador muy popular con amortiguamiento no lineal es la ecuacién de van der
Pol,

¥+ a(x? —1)% + x = Bcos(wt),

donde «, B son parametros no negativos. La aplicacién original modela un circuito eléc-
trico con una vélvula triodo, tales sistemas poseen ciclos limite y oscilaciones sostenidas.
La ecuacién promediada es (ver [22])

X = —ox3+x(1—x5—x3) (3.6.1)

X2 = ox1+ x(1 —x%+x%) -9,

donde ¢ = (1 — w?)/aw,y § = B/2aw. Observe que para (7,6) = (1/2,1/2), el sistema
promediado tiene el punto de equilibrio xg = (1/2,1/2), cuya linealizacién tiene un
doble valor propio cero. Si consideramos J, es decir, §, como una entrada de control,
6 = 1 +u, y fijamos ¢ = 1/2, entonces (3.6.1) se transforma en

X =F(x)+ G(x)u,

—3%2 +x1(1 = xj — x3)
ot m - 4 ) - }
0 -1
0 0

donde F(x) = ( > y G(x) = ( Y > Observe que F(xo) =

0,y A = DF(x9) = ( >, es decir, A tiene un valor propio cero de multipli-

1 0
0 -1

0 . (0 B _ ([ 1/ 0 _ 1
( 1 > Siguiendo el teorema 3.9, L = (0 By >, P = ( 0 1 >, K= (QpP)! =

( %9) 01 >, y q(z) = (01 — 21?)2% + (2 + %)zlzz — 322, entonces, la ley de control
- 3

cidad algebraica dos. Ademds, Q = ( > = Q7!, entonces b = Q7 'G(xg) =

u = Bipg + uLK(x — x0) + q(K(x — x0)),

nos permite controlar la bifurcacién Takens-Bogdanov en x = x(. Para producir el
diagrama de bifurcaciéon dado por la figura 3.4-c, hacemos 1 = 6 = d3 = 1,y
B2 = 61 = —1, y obtenemos la ley de control

3 1 3 3
u = (E —x2> M1+ <_§+x2> yz—ix%— Ex%—5x1x2—|—4x1 +4xy — 2.

Entonces, 11 = y3 es la curva de la bifurcacion de Hopf, mientras que ji1 = 323 + - - -
es la curva de puntos de la bifurcaciéon homoclinica. Para p; = 0,0001, la figura 3.5 nos
muetra una bifurcacién de Hopf supercritica, mientras que la figura 3.6 nos muestra una
6rbita homoclinica.
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Figura 3.6: Orbita homoclinica para y1 = 0,0001 y pp = 0,0073289795.
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3.6.2. Sistema Depredador-presa

Consideremos el sistema en el plano

X1 = x1— (362)

X = —Xo+ — 0X5.
2 2T 14 an 2

Este sistema modela la dindmica de un ecosistema de depredador-presa, donde x; y x»
son las poblaciones de depredador y presa respectivamente, y los pardmetros no neg-
ativos «, y & describen el comportamiento de poblaciones aisladas y sus interacciones.

Ver [12]. Observe que para («,6) = (ag,dp) = (\/5 -1,3(v2- 1)), el sistema tiene el
punto de equilibrio xg = (3 +2v/2,2 + v/2), cuya linealizacién tiene un valor propio

cero doble. Si consideramos J, como la entrada de control, 6 = &y + u, y fijamos a = «o,
entonces (3.6.2) se transforma en

x=F(x)+ G(x)u,
x| — X1X2

donde F(x) = ( - 13{&;*@ 502 ) y G(x) = ( —Ox% > Siguiendo el teorema 3.9,
“+agx1

la ley de control

u = ((3\/5—4)361—1—(\/5—2)362—1—3—\/5) 11

(Do (Do

99 175 7 17
[ [ B S I _
+ (35\/_ > > X7 > (\/E 2> X35 (6\/_ > > X1X2

+<22—%>x1—<%—;>x2+2\/§—3,

produce el diagrama de bifurcacién dado por la figura 3.4-d, con f1 = o =d3 =1,y
01 = 6, = —1. La figura 3.7 nos muestra una bifurcacién de Hopf subcritica.
3.6.3. Prototipo de un sistema de referencia de control adaptativo

En estudio del modelo de sistema de referencia de control adaptativo, eventualmente
cae en el andlisis del sistema

X1 = x1—x1x0+1 (3.6.3)

Xy = lXﬁCz—i-lex%,

donde x; es relacionada con un error, x, con una ganancia y «1, x> son relacionadas
con parametros de adaptacién. Ver [33] para mds detalles. Obsérves que para (aq, ap) =
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57 5 55 5 o1 b2
xf

Figura 3.7: Bifurcacién de Hopf subcritica para p1 = 0,0001 y u2 = 0,008.

(o1, 02) = ( —%, 88—1), el sistema tiene un punto de equilibrio xp = ( —%, %), cuya lineal-
izacién tiene un valor propio cero doble. Si consideramos a a1, como una entrada de
control, a1 = xg1 + u, y fijamos ay = agp, entonces (3.6.3) se transforma en

x=F(x)+ G(x)u,

. x1—x1xp+1 . 0 ..
donde F(x) = ( o162 + 022 > y G(x) = ( % > Siguiendo el teorema 3.9, la ley de

control
1 1
uo= 3 (—12x7 — 27x2) uq + 3 (4x1 +9x2+3) U2
2 106 28
—4x? _6x2 - = - =
X7 — 6x5 3x1x2 9 x1 +3x2 3

produce el diagrama de bifurcacién dado por la figura 3.4-a, con f1 =B, =dr =93 =1,
y 01 = —1. La figura 3.8 nos muestra una bifurcacion de Hopf supercritica.
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Figura 3.8: Bifurcaciéon de Hopf supercritica para p1 = 0,0001 y pp = 0,008.
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Capitulo 4

Bifurcaciéon Takens-Bogdanov en R"

Originalmente, Takens en 1974 [35] y Bogdanov en 1975 [13], dieron condiciones
suficientes para que un sistema no lineal m-paramétrico en el plano sea topolégica-
mente equivalente a la deformacién versal (o desdoblamiento universal) de la bifur-
cacién Takens-Bogdanov. Tiempo después, Y.A. Kuznetsov, con otro tipo de célculos ob-
tuvo el caso particular m = 2. En este capitulo presentamos una generalizacién al resul-
tado de Takens y Bogdanov, siguiendo la filosofia del anélisis de Kuznetsov, pero desde
otro punto de vista y con otro tipo de herramientas matematicas, esta generalizaciéon
es en el sentido de que encontramos condiciones suficientes para un sistema no lineal
n-dimensional k-parametrizado, cuya matriz Jacobiana evaluada en un punto critico de
interés, tiene un valor propio cero de multiplicidad algebraica y geométrica igual a dos
y el resto de los valores propios con parte real diferente de cero, tal que la dindmica
sobre la variedad central bidimensional de este sistema, sea topolégicamente equiva-
lente a la deformacién versal mencionada anteriormente. Aunque Kuznetsov mencioné
que la generalizacién al caso n-dimensional de su resultado no brinda nada nuevo, esta
generalizacion no es obvia. En este capitulo tomamos la tarea de hacer esta generaliza-
cién desde un punto de vista el cual permite un célculo explicito de las superficies de
bifurcaciéon —ver el teorema 4.10. Analizaremos una familia de campos vectoriales con
un punto de equilibrio cuya linealizacién tiene un valor propio cero doble. Daremos
condiciones suficientes sobre el campo vectorial, tales que la dindmica sobre la variedad
central bidimensional del campo vectorial es localmente topolégicamente equivalente
a la deformacion versal dada por Bogdanov [13]. Este andlisis es el primer paso ha-
cia la generalizacién del resultado dado en el capitulo anterior, sobre el control de la
bifurcacion Takens-Bogdanov para un ntimero arbitrario de pardmetros y dimensiones.

4.1. El teorema de la Bifurcacién de Takens-Bogdanov

A continuacion se expone el teorema de Takens-Bogdanov en la versién presentada
por James D. Meiss [30].

65
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Teorema 4.1 Takens-Bogdanov
Consideremos el sistema no lineal

x=flx,p),
donde x € R?, y € R* y supongamos que f € C*(R? x RY,IR?) que satisface las siguientes
condiciones

H1) £(0,0;0) =0, Df(0,0;0) = ( 00

01 >, (cond. de singularidad o no hiperbolicidad)

H?2) Dxfo‘(O,O;O) #0, (Dxxfx + Dy fy) |(0,0;0) # 0, (cond. de no degeneracidad)
H3) Rango (D(W) (f, tr(Df),det(Df))> ‘(0 00 4. (cond. de transversalidad)

Entonces existe una vecindad alrededor del origen en la cual las dindmicas de f son inducidas
por la forma normal

Z1 = 2y,

Zy = M1+ poz1 + az% + bz12,

donde a = Dxfo‘(O,O;O) y b= (Daxfx+ Dxyfy) |(0,0;O)'

4.2. Planteamiento del problema

Considérese el campo vectorial m-parametrizado
x=F(x,u), (4.2.1)

donde x ¢ R", p € R",conm > 2,y F € C" (R" x R™), con r > 2. Supongamos que
existe (xo, pto) € R" x R™ tal que

Hl) F(.X‘o, "Mo) = 0, y

H2) ¢ (DF(xq,t0)) = {Aj € C | A12 =0, Re(A;) #0, for j=3,...,n},considerando
el caso no semisimple.

El caso no semisimple se refiere al caso cuando la multiplicidad geométrica del valor
propio cero es uno.

Nuestro objetivo en este capitulo es encontrar condiciones suficientes sobre el campo
vectorial F, tales que la dindmica sobre la variedad central en x = xq, sea localmente
topolégicamente equivalente a la deformacién versal de la bifurcacién Takens-Bogdanov
genérica, en el plano

5 = 2 (4.2.2)
Zp = P1+Prz1+ az% + bz129,

donde
ab # 0. (4.2.3)
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4.3. Dinamica sobre la variedad central

En esta seccion usaremos la teoria de la variedad central para determinar la dindmica
sobre la variedad central m-parametrizada bidimensional en el punto de equilibrio x =

Xo para p ~ po.
4.3.1. Forma de Jordan

Consideremos la expansion de Taylor alrededor de (xo, jo), para el campo vectorial
F(x,p)en (42.1)

F(x, ) = DF(xo, pro) (x — x0) + Fu (%0, po) (# — po)
1
—I—EDZF(xo, po) (x — xo, x — x0) + Fux (x0, po) (4 — po, x — x0) +---.  (43.1)
De la hipétesis H2) tenemos que,

Proposicién 4.2 La matriz A = DF(xo, o) € R™" es similar a la matriz

donde |1 € R("1=2)x(1=2) o5 t4] que
o(J1) = {Aj € C|Re(Aj) #0, para j=3,...,n}.

Sean p1, p2 € R" los vectores propios derechos generalizados de A asociados al valor propio
A=0:
Ap1=0; Apr = p1. (4.3.2)

Sea P = (py, pa, Po), donde Py € RU"=2)%("=2) Ig matriz que contiene los vectores propios
derechos generalizados asociados a los valores propios de la matriz ;. Se sabe que

PlAP = . (4.3.3)
Entonces, si
q{ L]TA = 0
Pl=| 4} entonces { z T
nA = 9.
Qo !

Es decir, q1,q2 € R" son los vectores propios izquierdos generalizados de A asociados al valor
propio A = 0.

Prueba: Sabemos que

) apr qip2 91D
P'P=| qipr alp2 aiPo | = Luxn,

Qop1 Qop2 QoPo
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entonces
qip1=1y giP=qmp =P =0.
De (4.3.3)
AP=P] <= (Ap1Ap AR)=(0p1 PoJh). (43.4)
Ademas

PP~ = p1g] + p2q3 + PoQo = Luxn.
Entonces, de (4.3.4),
A = A(ppP)
= (Ap1)qi + (Ap2)q; + (APo)Qo
= pi9; + PoJ1Qo,

por lo tanto,
7 A = (q3p1)q5 + (93 P0)1Qo0 = 0,

g1 A= (q1p1)q; + (91 Po) 1Qo = 45.

4.3.2. Cambio de coordenadas

En esta seccién usaremos un primer cambio de coordenadas para poner el campo
vectorial de la parte derecha de (4.2.1) en su forma de Jordan.

Considérese el cambio de coordenadas y de pardmetros

y=P '(x—x0), vy a=p— o (4.3.5)

entonces (4.2.1) se transforma en

. , 1__
vy = Jy+ P 'E(xo po)a+ EP 'D2F(xo, po) (Py, Py) +
P Fe(xo, po) (&, Py) + - - - . (4.3.6)

Definamos vg = (p1 p2), ¥y wo = (g1 g2)7, entonces P = (vg Py) y P! = ( .y >

Qo
() -v=remm=(G070):

es decir, y; = wo(x — x0) € R?, y y2 = Qo(x — x0) € R"* 2. También tenemos,

Ahora definamos

Py = ooy + Poy2,
D?F(xo, po) (Py, Py) = D*F(xo, pto) (voy1 + Poya, voy1 + Poya)
= D*F(xq, pto) (voy1, voy1) + 2D?F(x0, to) (voy1, Poyz2)
+  D?F(xo, jo) (Poya, Poy2),
Fux(xo0, pto) (2, Py) = Fux(xo, pto) (&, voy1) + Fux (x0, o) (&, Poy2),
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por lo tanto (4.3.6) se transforma en
. 1
y1 = Joy1+ woF,(xo, po)a + EwoD2F(Xo, to) (voy1, voy1) +
1
woD?F (xo, o) (voy1, Poy2) + EwoD2F(Xo, 1o) (Poy2, Poy2)
+woFyux (xo0, to) (&, voy1) + woFyux (xo, o) (, Poy2) +
. 1
2 = Jiya+ QoFu(xo, po)a + 5QuD*F (xo, po) (voy1, voy1) +
1
QoD*F(xo, o) (vay1, Poy2) + EQ0D2F(XOI 1o) (Poy2, Poy2)
+QoFux (x0, o) (&, voy1) + QoFyux (X0, po) (&, Poy2) +
Con el fin de simplificar el sistema anterior, usaremos la siguiente
V1 Ll
Definicién 4.3 Dados v € R", v = y L e R™0=s) £ = , donde L; €
Vn Ln

R™, definimos el producto

Entonces, si definimos gq; = (g1, - -

woD?F(xo, o) (voy1, voy1)

De manera similar,

woD?F(xo, o) (voy1, Poy2
woD?F(xo, o) (Poy2, Poy2
woFux (xo, po) (&, voy1

)
)
)
woFyux (xo0, po) (&, Poy2)

n
ve Ll = ZV{LI‘
i=1

.,qin)T para i = 1,2, observe que

(voy1) TD2F1 (x0, Ho)voy1

qf)
T

TD2F (x0, Ho) VoY1
> i1 92i(voy1) T D?Fi(xo, o) voya

Zl 1 L]21D F (.X'o, .MO)UOyl
q1 @ D2F(xq, pto) ) ooy )
(voy1)T (g2 @ D?F(x0, to))voy1

wo ® D*F(x, 1t0)) (00, %0)] (1, 1)-

)
)

wo @ Fux (X0, 110)) vo] (&, y1),
)

wo @ Fux (x0, 110)) Po] (a,y2),

( voy1)" Yoy q1iD*Fi(xo, Ho)voy1 )
[(

>im1 q1i(voyr) T D?Fi(xo, po) voya )

[(wo ® D*F(x0, o)) (v0, Po)] (y1,v2),
= [(wo e D*F(x0,0)) (Po, Po)] (y2,¥2),
[(
[(
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y también de manera similar podemos reemplazar Qg por wp.

Por lo tanto, el sistema puede ser escrito como el sistema extendido
( 1 ) ( Jo woF,(xo, o) O ) ( v1 ) ( Fi(yi, a,y2) )
i |=1 o 0 0 « |+ 0 , 437)
V2 0 QoFu(xo,10) |1 v2 Fa(y1,a,y2)
Fi(yr, &, y2) = % [ (wo ® D*F(x0, o)) (vo, v0)] (y1,41)
+ [(wo @ D*F(xo, o)) (0o, Po)] (y1,y2)
+% [(wo @ D*F(x0, o)) (Po, Po)] (y2, y2)
+ [(wo ® Fux(x0, 10)) vo] (2, y1) + [(wo ® Fux (xo, pt0)) Po] (a,y2) +- -+,
a1, 2) = 5 [(Qo# D*F(x0, o)) (20,20)] (1,1
+ [(Qo ® D*F(x0, 40)) (vo, Po)] (y1,y2)

_|_% [(QO ° DZF(Xo,Ho)) (Po, PO)] (y2/y2)
+ [(Qo ® Fux (x0, o)) vo] (&, y1) + [(Qo ® Fux (x0, t0)) Po] (&, y2) + -+ - -

donde

Para calcular la variedad central local m-parametrizada en el punto de equilibrio y = 0,
primero consideramos el cambio de coordenadas

x| =P a |, (4.3.8)
4 Y2

L 0 0 ILb 0 0

donde P = ( 0 Iy 0 ) yP 1= ( 0 L, O ), con K» = J;1QoF,(xo, o).
0 —Ky I,—» 0 Ky I,»

Entonces, a través de (4.3.8) el sistema (4.3.7) se transforma en

(-0 () ()
i =0 0o o « |+ 0 ) (4.3.9)
é 0 0 ]1 g f2(€/“l€)

donde Rg = woF, (xo, o), ¥

fl(élalg) = fl(é/ , g_KZW)/

f2(€/“/€) = ]:Z(C, a, g—Kzlx).
De la teoria de la variedad central, el sistema (4.3.9) tiene una variedad central { =
h(Z,a) = O(|& a|?), con h(0,0) = Dh(0,0) = 0, y la dindmica sobre esta variedad

central esta dada por

g = ]OC + Row +f1(C/ Dé,h(é,ﬁé))
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donde

f1(& a,h(E, ) = F1(E, 0, h(E, &) — 7 QoFy (xo, o))
= [(wo ® Fux(x0, o)) vo] (&, )
+ [(wO o D*F(xo, o)) (PO]leOFy(xO/VO)/UO)} (a,¢)

+§ [(wo ® D*F(x0, o)) (v0,20)] (¢, &)+ O(|al) + O(|¢, a]’).

Observe que no es necesario calcular la variedad central (&, a) por que ésta no afecta
los términos cuadraticos en f.

Entonces, hemos probado el siguiente

Lema 4.4 Sea el sistema no lineal

x=F(x,p),
que satisface las condiciones de no hiperbolicidad H1) — H2) en el punto de equilibrio (xo, Ho)-
Entonces la dindmica sobre la variedad central m-parametrizada bidimensional en el punto de
equilibrio x = xo para y ~ o, estd dada por

& = Jof+ Rou+ Ra(a,§)+ 5 Re(E,8) + O(laf) + O(Ig,af’),  (4310)

donde & = wo(x — x0), & = p — po, Ao = PoJ; 'Qo, v

Ry = woF,(xo, po), (4.3.11)
Ri = (wo e Fux(xo,10)) vo

+ (wo ® D*F(x0, o)) (AoFy(x0, o), v0), (4.3.12)
Ry = (woeD?F(xo, po)) (vo, vo). (4.3.13)

4.4. Teorema principal

En esta seccion probaremos el teorema principal del capitulo. La prueba la dividire-
mos en una serie de lemas, con los cuales transformaremos el sistema (4.3.10) en el caso
genérico de la deformacion versal de la bifurcacién Takens-Bogdanov.

4.4.1. Equivalencia topolégica entre la variedad central y la deformacién versal

Primero reescribimos (4.2.2) como

z = Joz + Bie2 + Baziea + ho(z), (4.4.1)

donde e; = (0,1)7, y

0
h = .
(2) ( az% + bzyzp >
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Luego, nuestro objetivo es encontrar un cambio de coordenadas
T Lr
C=z+Lox+« le—i—iz Lyz,

donde Ly € R¥™, [, € R2x(mx2) [, ¢ R2X(2%2) q] que (4.3.10) sea transformado en
(4.4.1). Observe que

E=T+aTLi+2TLy))z & z2=(I+aTL; +27L,)71E,
pero para |z| & 0, tenemos que (I +a’Ly +2zTL)) ' =1—a’L; —zTL, + - - -, entonces,
A T T T
z = Joz+ (JoLo+ Ro)a+ (]o(oc Liz) +a' Rz + (Loa) R22>
1 1
+ <§]O(ZTL2Z> + EZTRQZ> +--,

~ ~ 1 e
= Joz+ Roa + ocTRlz + EZTRQZ + .-,

donde,
Ro = JoLo+ Ro,
Ri = Li+Ry—LiJo+ LR, — R{L,
Ry = Ly+ Ry —2LyJo,

con,

Lgl L L

L02 12 22
_ LEZ - L1 o Ly
LO - < 0 > ’ Ll < 0 ’ LZ - 0 .

Observacién 4.5 En el transcurso de las pruebas de los siguientes lemas, haremos uso del si-
guiente hecho elemental: si la matriz X = (X' X*) € R™? es dividida en dos columnas,

entonces
XJo = (Xl X2> (8 (1)>: (0X1>.

Lema 4.6 Existe Ly tal que ﬁoa = B1en.

RT L]TF (XO "Mo) .
Prueba: Observe que Ry = wyF, (xo, = ol > = ( LopA , entonces, si
e %o oy (30, o) ( Ry, q3 Fu (x0, o)

definimos
Lop = —Fy (x0, o)1, y B1 = 42 Fu(x0, o),

el resultado se sigue. ]

Observacién 4.7 Obsérvese que Loy aiin permanece sin determinarse.
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Lema 4.8 Existe Ly tal que 12"Roz = (az} 4 bz122)e.
Prueba: Primero, de (4.3.13),

° 2
Rar= (wn e DF(x0 ) o) = ( (13 DpE L) (o))

donde

(9i ® D*F(xo, pto)) (vo, v0) =
( p1 (qi® D*F(xo,1t0)) P p1 (9i ® D*F(x0, o)) p2 )

p3 (qi® D*F(xo,10)) p1 p3 (4 ® D*F(xo, jt0)) p2
_ ( piDip1 piDip2 >
piDip1 piDip2

con D; = gq; « D?F(xq, o). Luego, si definimos
_ ( 2P2Dap2+piDipy L
12 2
Ly = ( —piDipr  3p;Dape >
2PiDapz 20— piDip2 )

donde I{, y I3, estan sin determinar. El resultado se sigue, con

1
a = 5p1 (729 D*F(xo o)) p1,
b = pl(q10D?F(xo,10)) p1+p1 (92 @ D*F(xo, o)) p2. (44.2)

Lema 4.9 Existen Lo y Lo tales que szﬁlz = Brz162.

Prueba: Recordemos que
~ R _ ~
Ry = ( i ) =Li+Ri = Lijo+ LRy — RG L,
12

L1z + Ry1 — Lyt Jo + Lnglj ﬁngl
Ri» — LioJo + LRy — RI Ly ’

si definimos _
Liz = Li1Jo — Ri1 — LERoy + R Ly,
entonces
Riy = 0,
Riz = Ryp+ LY (R + Raio) — RY (Laz + LatJo) + Ruto.
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entonces usando la observacion 4.5,
§12 = (Ez ’ ﬁﬁ)
= (R%z + LRy — RjLyy | Ry + R, + Lg (Ry; + R3y) — R (Ly; + L3y) ) :

Ahora, de (4.3.12) y (4.3.13), se sigue que parai,j =1,2,

R, = |:L]i . (Fux(xofﬂo) - (AoFu(xo/Vo))TD2F(xo/Ho)>} p;j
, TD‘ ,
z p3 Dipj
entonces, si definimos
1
Ln = b ((PlTDlm + P%Dzi?z) Ro1 + (lb + l§2> Roz — R}y — R%2> ;

1 b
l, = ng <D1 + ED2> p2,

se sigue que
R2
R12 - 0,

2a

Ri, = [ - (p1 (919 D*F(x0, ) p2 + p2 (92 D*F(x0, o)) p2)

—p1 (92 ® D*F(xo, o)) Pz} Ey (xo, #0) 1
2
2a
—— (qi . (Fux(xofﬂo) - (AoFu(xo/Vo))TD2F(xo/Vo)>> pi
i=1

+ (92 ¢ (Fux (0, p0) = (AoFu(x0, #0)) " D*F(x0, o) ) ) pi,

esto es,
- 0 ~
ocTRlz = TS = (ocTRb) z1€2,
&’ Rypz1

entonces, si definimos B, = ocTRb, el resultado se sigue. O

Antes de establecer el teorema principal, definamos
S1 = F;(xom0)q2
2a
S2 = [?(Pf (91 D*F(x0,#0)) p2 + 3 (42 ® D*F(x0, 1to)) p2)

—p1 (g2 ® D*F(xo, po)) Pz} E; (xo, po)

2a2

_? ‘
=1

+ (929 (Fux (%0, ) — (AoFu (%o, o)) TD*F(x0, o) ) ) pr- (443)

(qi . (Fux(xofﬂo) - (AoFu(xo/Ho))TD2F(xo/Plo)>> pi
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Ademas, para desdoblar la bifurcacién doble cero de la variedad central, la transforma-
ci6n T : R™ — R?, dada por

_( ST(u— o)
Tl = ( SlT(V—Vo) >

debe tener rango dos, es decir, S; y S, deben ser linealmente independientes. Entonces
como consecuencia de los lemas 3-5 podemos establecer ahora el resultado principal

Teorema 4.10 Dado el sistema no lineal
x=F(x,u), (4.4.4)
donde x € R", y € R™ con m > 2, tal que, existe (xg, po), que satisfacee las condiciones

H1) F(xo, po) =0,

H2) o[DF(xo po)] = {Mp=0; Re(Aj) #0, j=3,...,n}, (no hiperbolicidad)
H3) ab #0, (no degeneracidad)
H4) S1y Sy son linealmente independientes, (transversalidad)
donde

1
a = §P1T (92 @ D*F(xq, o)) p1,
b = pi(q10D?F(xo,10)) p1+pi (92 ® D*F(xo, o)) p2,
y S1, Sz son dados por (4.4.3). Entonces, la dindmica sobre la variedad central del sistema (4.4.4)
en x = xo Yy = Mo, el cual es dado por (4.3.10), es localmente topolégicamente equivalente a la

deformacion versal de la bifurcacion Takens-Bogdanov

21 = Zp
Zy = B1+Poz1+azt+bziz,

donde B1 = S (i — po), y B2 = S5 (4 — po).

4.5. Un ejemplo de aplicacién

En esta seccién presentaremos un ejemplo con cuatro pardmetros como una ilus-
tracién del teorema 4.10.
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Un ecosistema depredador-presa.

Consideremos el siguiente sistema de dos ecuaciones diferenciales:

% — o XN1Xo 42
1= x 1+axg €xy,
(4.5.1)
. _ XpX 2
Xo = =Xt gy —0Xy

Las ecuaciones (4.5.1), modelan la dindmica de un ecosistema de un depredador con
una presa. Las variables x; y x, son niimeros poblacionales (a escala) del depredador y la
presa, respectivamente, mientras «, y, €, y 6 son pardmetros no negativos que describen
el comportamiento de las poblaciones aisladas y su interaccién (ver [11] citado en [28]).
Suponiendo que £ = 0 esta fijo. Con el fin de que en el diagrama de bifurcacién del
sistema con respecto a los tres pardmetros restantes («,, ¢), pueda ser exibida la bifur-
cacién de codimension dos Takens-Bogdanov, consideraremos que a € (0,1) y ay < 1.

Si consideramos u = («,7,6)", entonces

) = <<% “TH> T ’ (a' oc(ll_Jr“oc)' (1 fzx)2>T>

es una familia de puntos de equilibrio cuya linealizacién tiene un valor propio cero

doble, y
1 1+a 0 T
P1:<[X>/ P2:< 0 >/ q1:<l>/ q2:<_1;1)>/
« o(l+a

son los vectores propios derechos e izquierdos (generalizados) respectivamente, asocia-
dos al valor propio cero. Ademads, de (4.4.2),

2

_ 17 2 _
a = Zpl (g2 @ DF(xo, po))p1 = (1+“)3/
T ) T ) w?(a—1)
b= p1lq e D°F(xo po))pr+ pr (928 DF(%o po))p2 = T Sy
y, de (4.4.3),
ST _ 1 l ﬂ
U \at(1+a) a2 a3 )7
R 20 =20 —1) a?>-3a—-2 a’>—2a-—1
2 (e +1)2(a—1) a2—1 " a(a—1)

Asi las condiciones H1), H2), H3) y H4) son satisfechas para toda « € (0,1). Por lo
tanto, si elegimos « = 1, el sistema (4.5.1) es localmente topolégicamene equivalente a

Z1 = 2o,

: _ 2.2 1
Zy = PB1+ Pz + 3521 — 182122,
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S,

opf

=

Figura 4.1: Superficies de bifurcaciéon: S, superficie de la bifurcaciéon silla-nodo, Sy
superficie de la bifurcacién de Hopf y Sy, superficie de la bifurcacién homoclinica.

donde

1 2 2
Bi=<S,u> y Ba=<Spyu> con ul=(a— 57~ 5,5— §).
Las superficies de bifurcacién en el espacio de pardmetros es mostrado en la figura 4.1.
En la figura 4.2 se muestran las diferentes bifurcaciones que el sistema (4.5.1) experi-
menta para diferentes valores de &, 7y y J.
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- Cex-xyl(t +ax) act2 g-23
X' =x-xyl(l+ax) a=.5 g= 6666666666666 X =x-xyl
y'=-gy+xyii+ax)-dy d = 22022202222222 yi=-gyexyllt+ax) -dy d=2/9-1/100

305

L L
a9 395 4 405 41 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7

. ) X =x-xyllt +ax) a=12-1100 g-4
X' =x=xyi(1 +ax) a=12 g=23 . z
¥ =-gy+xylt +ax)-dy d-29-1/10 y'=-gy+xyli+ax-dy d-29

Figura 4.2: Diferentes dindmicas del sistema (4.5.1), de izquierda a derecha, de arriba a
abajo: (a) Punto ctspide en xo = (4,3)T paraa = 3, y = %, = %. (b) Foco estable. (c)
Continuacion del foco estable. (d) Un ciclo limite estable.



Capitulo 5

Control de la bifurcacion Takens-Bogdanov
n-dimensional

En este capitulo extendemos el andlisis y disefio de la ley de control hecho en el capi-
tulo 3, es decir, dado un sistema de control no lineal n-dimensional, cuya linealizacién
en un punto de equilibrio tiene un valor propio cero doble y el resto de sus valores
propios con parte real negativa. Mediante un cambio de coordenadas llevamos éste a su
forma de Jordan, donde podemos reconocer sus eigenespacios central y estable. Luego,
seguimos la misma técnica del capitulo 3, para disefiar una ley de control tal que al
cerrar el lazo, el sistema n-dimensional resultante, tenga una variedad central bidimen-
sional topolégicamente equivalente a la deformacién versal controlable de la bifurcaciéon
Takens-Bogdanov.

5.1. Planteamiento del problema

Consideremos el sistema de control no lineal n-dimensional

x=f(x)+g(x)u, (5.1.1)

donde x e R", u € R,y f, g € C"(R",R"), con r > 2. Supongamos que existe xo € R"
tal que se cumplen las condiciones de no hiperbolicidad planteadas en el capitulo 4

H1) f(xo) =0,y

H2) o (Df(x0)) = {A12=0, Re(A;) <0, para j=3,...,n}, considerandose el caso
no diagonalizable. Es decir

Df(xg) ~ ] = ( {;) ](I)J >, Jo= ( 8 (1) > y  Ju es una matriz Hurwitz.
(5.1.2)

Nuestro objetivo es disefiar una ley de control escalar u = u(x, ,7y), donde u € R? es
un vector de pardmetros de bifurcacion artificiales, y v € R® es un vector de pardmetros de
control indeterminados, tal que la dindmica sobre la variedad central del sistema a lazo-
cerrado

x = f(x)+g(x)ulx, u,y), (5.1.3)

79
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es localmente topolégicamente equivalente a la deformacién controlable

. (5322 >
= . 514
( Bip1 + Bapaza + 6127 + 8az120 ( )

Diremos que el sistema (5.1.4) es una deformacién versal controlable del sistema a
lazo-cerrado (5.1.3). Si tal control u existe, diremos que el sistema (5.1.1) experimenta
una bifurcacién Takens-Bogdanov controlable.

5.2. El sistema en su forma de Jordan

En esta seccion se da el primer cambio de coordenadas del capitulo, para poner el
sistema (5.1.1) en forma normal (forma de Jordan). La expansién de Taylor alrededor
del punto de equilibrio x( del sistema (5.1.1), toma la forma

% = Df(x0)(x —x0) + %(x —x0) " D?f (x0) (x — x0) + - - -+ (g(x0) + Dg(x0) (x — x0) + - - - ),

(5.2.1)
por H2), Df(xp) tiene un valor propio cero de multiplicidad algebraica dos, entonces
supongamos que p1 y p2 son sus vectores propios derechos generalizados asociados a
A =0, es decir,

Df(xo)pr=0 y Df(xo)p2=p1,

y supongamos igual que 41 y g2 son los vectores propios izquierdos generalizados, aso-
ciados a A = 0, es dedir,

02Df(x0) =0 y qiDf(x0)p2= 42,
donde < p;,q; >=1y < p;,q; >=0, parai # j.
Definamos matrices
Q=(wP) y Q'= ( go >,
0
donde

g7
vo = (p1 p2), wo= ( qlf > (5.2.2)
2

y Py, Qo son las matrices que contienen los vectores propios generalizados izquierdos y
derechos, de la matriz [g.

Si definimos y = Q! (x — xo) el sistema (5.2.1) toma la forma

y=Jy+ %Q’l(Qy)TDZf(xo)Qer ot (b+My+-- ), (5.2.3)
donde ] = Q7 !Df(x0)Q, b = Q 'g(x0) y M = Q 'Dg(x0)Q. Definamos ahora
y1 = wo(x—x9) € R?, (5.2.4)
y2 = Qo(x—x9) € R"?, (5.2.5)
bi = woeg(xo) € R?, (5.2.6)
by = Qog(xo) € R"?, (5.2.7)
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([ My M\ [ woDg(x0)vo wng(xo)Po>
M= ( Mz M, > B ( QoDg(x0)vo QoDg(x0)Py ) 6.28)

Con el fin de simplificar los calculos de los términos del sistema (5.2.3), usaremos el
producto e definido en la seccién 4.2.2. Observe que Qy = voy1 + Poy2, entonces

_ ~( wo _ ( wo(Qy)"D*f(x0)Qy
Q= G ) @ eas= ( Gigrme oy )

Ademas,
wo(Qy) D*f(x0)Qy = wo(voyr + Poy2)" D*f (x0) (voy1 + Poy2)
= wo (leng2f(xo)voy1 + 2y 05 D*f (x0) Poy2+
y3BY D*f (x0) Poyz )

= woy] v D*f(x0)voyr + 2woy{ vy D*f (xo) Poy2 +
woys Py D*f(x0) Poy2,

luego entonces, si g; = (g1, - - -,qin) ", entonces

r Y194 D f1(x0) vy
woy] vy D*f (x0)voyn = (Z%) :
2\ Yol D2 fa(xo) ooy

> i1 417 (109 D* fi(x0) voy1)
>2i-1 427 (109 D*fi(x0) voy1)

Y19 (Z}; quD2fj(xo)> VoY1

Y10y (Z}; q2iD2fj(x0)> VoY

e D2
S SRR

= Y195 (wo ® D*f(x0)) voy1,

y se sigue que

wo(Qy)'D*f(x0)Qy = yivf(woe D*f(x0))vey1 + 21 vf (wo ® D*f(x0)) Poy2
+y3 Py (wo ® D*f (x0)) Poya.

De manera similar,

Qo(Qy)"D*f(x0)Qy = yiv;(Qo e D*f(x0))voy1 + 2y1vg(Qo ® D*f (x0)) Poy2
+y3 Py (Qo ® D*f (x0)) Poy.-
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Lema 5.1 Considérese el sistema de control no lineal (5.1.1)

t = f(x)+g(x)u,

y supongamos que existe xo que satisface H1) — H2). Entonces el cambio de coordenadas y =
Q Y(x — x¢) transforma (5.1.1) en

. 1
1= Joyr + 5100 (wo @ D*f (x0)) ooy + y10g (wo ® D*f(x0)) Poy2 (5.2.9)
1
+ 55 B (w0 @ D*f (x0)) Poya + -+ -+ (b + Miys + Mayz + - ),
1
Y2 = Juy2+ Eyfvg (Qo ® D*f (x0))voy1 + y1 05 (Qo ® D*f (x0)) Poy2 (5.2.10)

1
+5Y3 B3 (Qo ® D*f (x0))Poyz + - -+ (bz + May1 + My + - - Ju,

Es importante mencionar que algunos términos en (5.2.9)-(5.2.10) son irrelevantes
para nuestros propositos, por lo tanto, de aqui en adelante consideraremos el sistema
reducido

1
1. = Joy1+ Elevg(wo o D*f(x0))voy1 + yi vf (wo ® D*f(x0)) Py + - - -
+(b1+ Miy; + Mayo + - - ), (5.2.11)
1
Y2 = Juy2+ §V1TU(§(QO o D*f(x0))ooy1 + - - -+ (b2 + May1 + - - - ),

y definimos

T a1 3412
171 2 yl(%ﬂlz a3 >y
fa(y1) = 2¥170 (wo @ D*f(x0))voy1 = 1 (5.2.12)
yT< az1 3022 >y1
! %ﬂzz az3
donde
1
an = 5pi (9:9 D*f(x0)) p1
ap = pi(qi®D*f(x0)) p2 (5.2.13)
1
ap = EP% (g: ® D*f(x0)) p2,
parai=1,2.

5.3. Disefio de la ley de control

En esta seccién, seguiremos el desarrollo hecho en el capitulo tres, para encontrar
un cambio de coordenadas y = ¥(z) y disefiar una ley de control u(y, u,y) tal que,
las dindmicas sobre la variedad central del sistema de control no lineal (5.1.1), sean
localmente topolégicamente equivalente a (5.1.4).



5.3 Disefio de la ley de control 83

5.3.1. Primer cambio de coordenadas y primera entrada de control

Consideremos el cambio de coordenadas y la entrada de control

y1 = Pw+H(w)), y2=y>,

3.1
u = Liu+o, (6:3.1)

donde

o= (i)o=(n)
Pt = (pij)2><2/
H(w) = wTHow:<wTH01w>:<Hl(w)>

wTHo2w

_ cnw% + 2C12Z01W2 + C13w%
C21w% + 2cwwy + Czsw%

Observe que
j1 =P (I+DH(w))w < w=(I+DH(w)) " P ly.
Siw =0, (I+DH(w))'=1—-DH(w)+ O(Jw|?). Ademés,
y1 = Jo(Pw+PH(w))+ % (Pw+ PH(w))" vf (wo ® D*f(x0))vo (Pw + PH(w))

+ (Pw+ PH(w))" vg (wy e D*f (x0)) Poya + - -
+(b1+ M; (Pw+ PH(w)) + May2 + - - -) (Lgy +v>

= bngy + JoPw + (Mlprgy + M2y2Lgy>

+ (]oPH(w) + % (Pw)T o8 (wo D2f(xo))vo (Pw) + (Pw)T v (wo e D2f(xo))Poy2> + ..

+(b1 + MiPw + May2 + - - - ),
entonces,

w = (I+DH(w)) Py
= (I-DH(w)+---)P [bngy + JoPw + (Mlprgy + M2y2L3y>
+ (]oPH(w) + % (Pw)T vg(wo ° D2f(xo))vo (Pw) + (Pw)T vg(wo ° D2f(xo))Poy2
+(by + My Pw + My, + - - - )]

)

= BiLfp + Jow+ MLl + fo(w) + w Roya + -+ (by + Myw+ P~ Moy + -+ ) v,
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donde
b = P i,
Jo = PP,
My = P'MiP —2b, Hy,
folw) = P'fo(Pw)+ JoH(w) — DH(w)Jyw,
Ry = PTof (P! (woe D*f(x0))) Py, (5.3.2)

>=21 p1j (45 @ D*f (x0))

>3 paj (g7 D*f (x0))

P~ (wo e D*f(x0)) =

De manera similar,
o =boLip+Juya+- -+ (ba+- ).

Entonces, hemos probado el siguiente

Lema 5.2 El sistema (5.2.11) es transformado en

W = biLgp+Tow+MwLip+fo(w) + @ Raya+ -+ (B + Miw+ P~ Maya -+ ) v,
J2 = bLip+Juy2+ -+ (b2t )y, (5.3.3)

a través del cambio de coordenadas y la entrada de control (5.3.1).

Lema 5.3 Si gl g(xo) # 0, entonces existen Py Hy tales que

Prueba:
De (5.2.6), tenemos que

_ _( qig(x0) \ _ [ bu
o1 = wog(xo) = ( q;Tg(xo) > B ( bz >
y de (5.2.8),

T T
91 Dg(x0)p1  q1 Dg(x0)p2 > _ ( my mi >
M; = D = =
' woDg(x0)2o (qug(XO)Pl qug(xo)m My Moo

donde m;j = q] Dg(x0)p;. Entonces, si definimos

b
p—( & m (5.3.4)
0 b2
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y
cr — mi1bia — byymyy
12 T ,
83 (biimarbiy — b3ymyr + maab2, — biobiimyy)
€13 = > s
2by,
c _
2 255"
= bi1myy + mabyo
3 2by, '
el resultado se sigue. ]

If g2 ¢(x0) # 0, definimos

E(W) = P*1f2(Pw) — ( El(w) ) _ < Ellw% +512W1W2+El3w% >/

~ 5~ ~" 5
fao(w) A1W7 + Axnwiwy + a3w;
donde
~ _ anbp —anbn
i, = —,
3
2a21b2
~ 1
ap = (2a11 —axn)bi + apbin — b
12
3
~ 3 2 2
M3 = 5 (—anby; + bia(aby; — anbiy + bia(aobin — axbin + aizbi2))),
12
~ axbio
21 — > s
o3
~ _ 2axby +axnbip
axp = ’
3
2
~ El21b11
a3 = axnbiy +axpbip + o
12
, Tp+25 i
Lema 5.4 Siglg(xo) #0,c11 = %&, yCop = —%, entonces,
S
fo(w) = o2
2 A w? + dpwiwy + dyzwi )’
donde
a3 = a13+ 03(c3 —2c12),
Ay = 4y,
Ay = Ay —203¢y,

dy3 = a3 — 203000
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Prueba:
Sélo observe que

fo(w) = P~ 1fz(PW)JrfoH(W)—DH(W)Tow
for(w) ( 53 Ho (w) > [ Gwa gt
(w) 0 (53ZU23§%
for )

w) + d3Ha(w) — 53w2£;
f22( ) — 31, 22

Jwy

:< (@11 + 03¢1) Wi + (@12 + 263020 — 203¢11) wiwa + (@13 + J3¢23 — 285¢12) W3 >

E2lw% + (522 — 2(53C21) wiwo + (523 — 2(53C22) w%

Entonces, hemos probado el resultado principal de esta seccion

Proposicién 5.5 Si gl ¢(x) # 0, entonces existen Py Hy tales que, el cambio de coordenadas
y la entrada de control (5.3.1) transforma (5.2.11) en

W = Lijpes+ Jow+ fr(w)+w Royp + -+ -+ <€2+P71M2y2+ - > v
i, = szgil +Jaya + -+ (ba+-- )0, (5.3.5)
O
5.3.2. Segundo cambio de coordenadas y segunda entrada de control
Ahora, consideremos el cambio de coordenadas y la entrada de control
w = z+h(z), y2=12 (53.6)

v = ulLiz+k(z),

zThiz > _ ( d1123 + 2d1pz120 + d1323 >

_ T T _ Ty
donde z = (z1,22)", = (p1, 2)", h(z) = z hoz = ( Thyp d2lz% © Ddyzize & dzg,z%

Ly = ( ;1 ;2 > and  k(z) = k122 + koz120 + k3Z3. (5.3.7)
3 4

Lema 5.6 El sistema (5.3.5) se transforma en
: = Liuery+Tyz+ (yTlee2 — Dh(z)Lgy@) + (72(2) + Joh(z) — Dh(z)]yz + k(z)e2>

_+_ZTF2y2 + P (538)
2 = bLipu+Taya+---.

a través del cambio de coordenadas y la entrada de control (5.3.6).
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Prueba:
Sélo observe que

W= (I+Dh(z))z < z=(I+Dh(z)) " w,

y,siz~0, (I+Dh(z)) ' =1-Dh(z)+0(|z]?),y fo(z+h(z)) = fo(z) + - - - O
De (5.3.2), sabemos que

F2 = PT’(](]; (Pil (ZUO ° D2f(xo))> Py
>=21 p1j (g5 @ D*f (x0))

= Pl Py
>3 paj (7@ D*f (x0))
PTof (S py (479 D*F (x0))) o (R,
PTog (Z?:l paj (q;® D2f(x0))> Py (E22)2><(n72)

pero, de (5.3.4),

Ry = ( Pi ((Lh - %Lh) * D2f(xo)> P )

& (bup! -+ buap?) ( (11— 202) # D2f(30)) B

blZ blZ

o _ [ i@erio)n
5 (bupl +b12pl) (G20 D*f(x0)) Py )

Lema 5.7 Dado el sistema (5.3.8),

(i) la variedad central es dada por yy = — ;' boLip+ - -,y

(ii) las dindmicas sobre la variedad central estdn dadas por

z= L ues+Joz + u' Lz + Fa(2), (5.3.9)
donde
T_
. —2Lg (hore2)" = Lo (J5'b2) Ran
— T ,
Ly —2Lo (haea)" — Lo (]ﬁllh) RL
KE(z) = 72(2) + Joh(z) — Dh(2)]yz + k(z)ea.
Prueba:
Consideremos

V2=¢(z,4) = iz+Qap+---,
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entonces 1> = @12, y del sistema (5.3.8) tenemos que

boLiy+ Ju(@1z + @opt) + - - - = @1(Ly pea + Joz) + - - -,

entonces _
(b2L§ + T2 — p1Lgex)pu + (Jugr — 91]0)z =0,

asi, debemos resolver el sistema

boLY + Juga — p1Ller = 0, (5.3.10)

Jup1—¢1Jy = O. (5.3.11)

Por el lema de Sylvester (ver [17],[21]), la ecuacién (5.3.11) tiene solucién tnica @1 = 0
y sustituyendo este valor en la ecuacién (5.3.10), tenemos que ¢, = —] ﬁlszg , por lo

tanto la variedad central de (5.3.8) es dada por
yo=—Jg'balip+ . (5.3.12)
Luego, sustituyendo (5.3.12) en la primera ecuacién de (5.3.8), obtenemos
: = Liuey+Tyz+ |:HTL12€2 — Dh(z)L{ues — 2" RoJ 7' boL{

+ [£(2) +Toh(z) ~ Dh(@)Toz + k(@)es] +- -+

0 \_ (0,
HTle —H Ll !

Dh(z)Lines = 2uTLoz"hoer = 2u"Lg ( EhgleigTZ ) =u ( ng EhgleigT ) o

pero,

yTleez

7

_ _ T_1
2" R ] ba > 7| Lo <]H1b2> Ry
o -1 = T
z RZZ]H by Lo (]ﬁ1b2> RL

entonces, el resultado se sigue. O

ZTﬁzfﬁlbng}l = VTL()(

Proposicién 5.8 El sistema (5.3.9) es localmente suavemente equivalente a la deformacién ver-
sal controlable

; 032> > 3
- +O0((12)I). 5.3.13
- ( Bipi1 + Papoza 4 6123 + b2z1z2 (1, 2)[7) (5.3.13)

Prueba:
Debemos probar que

B(z) — ( 0 > , (5.3.14)

6123 + 622122

w'Lz = ( 525222>. (5.3.15)



5.4 Resultado principal 89

Observe que

B(z) = f,(z)+Joh(z) — Dh(z)]yz + k(z)ea

_ ( (@1325) + 63(2"hopz) — 2" ho1] oz >
(G123 + Txz122 + G2323) — 2L hon) oz

( (63d21) 23 + (263d22 — 63d11) 2122 + (63da3 — S3d12 + T13) 23 >
(A1 + k1) 23 + (G2 — 03da1 + ka) 2122 + (@23 — G322 + k3) 23

_ T __r
—2Lg (ho1e2)" — Lo (]Hlb2> Ry
T -1 T
L1 —2Lg (hoze2)” — Lo (IH b2> Ry,
T_
—Lo <2 (hmez)T + (Iﬁlb2> R;)

Li—Lg (2 (hooez)” + <IH1b2>TF§2>
(50)
(5 6)

T _
Si llamamos al vector ( ] §1b2> R; = (nj,np), para i = 1,2, entonces una solucién del
sistema (5.3.14-5.3.15) es dada por

Ly = (%1>,

_ _ 2pas
L= (O Almemm) =T (5.3.16)
0 B2
_ _ 1 _
k(Z) = ((51 — Elﬂ)Z% + ((52 — azz)lez + (51’121(53 — Elzg,)Z%,

2 1, .2

I . —HNp1Z7 — N112122 — 511225
y (Z) - _ 1 5 + o] ) 2 .

nmziz2 — 35 (0311 + 2m3)z5
Finalmente, mediante un andlisis de bifurcacién como el trabajado en el capitulo
tres, podemos verificar también en esta parte, que existen tres curvas de bifurcaciéon
implicitas en la bifurcacién Takens-Bogdanvo: la bifurcacién silla-nodo, la bifurcaciéon
de Hopf y la bifurcacién homoclinica. Tales curvas de bifurcaciéon estan dadas en la
proposicion 3.8.

|

5.4. Resultado principal

En esta seccién estableceremos el teorema principal del capitulo.
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Teorema 5.9 Dado el sistema de control no lineal

x=f(x)+g(x)u, (5.4.1)

donde x € R", u € R,y f, g € C"(R",R"), con r > 2. Supongamos que existe xo € R" tal
que, las siguientes condiciones son satisfechas:

H1) f(xo) =0,

H2) o (Df(x0)) = { M2 =0, Re(A;) <0, for j=3,...,n}, considerando el caso no semi-
simple, y

H3) g2 g¢(xo) # 0, donde g5 es el vector propio izquierdo asociado al valor propio cero.

Entonces, si
u=LEu+ p"LiP  wo(x — x0) + k(P 'wo(x — x0)), (54.2)

donde Lo, L1, k(z), P, y wo son dados por (5.3.16), (5.3.4) y (5.2.2) respectivamente, las dindmi-
cas sobre la variedad central del sistema a lazo-cerrado (5.4.1-5.4.2) es localmente suavemente
equivalente al sistema

: 0322 > 3
- +O((1,2)]?).
’ ( Bpi + Papiaza + 6123 + 6rz12 (1(u,2) )

Prueba:
Considerando la variedad central del sistema a lazo-cerrado (5.4.1-5.4.2), donde y; =

wo(x — x0),

vi = Joyn+folyr)+- -+ b1+ My +---) (51#1 + "L Py +k(P*1y1)>

Prpabr + Joy1 + BruaMiyt + (T LiP ™ y1)br + fa(y1) + k(P~'yn)br + O(I(1,y)I°)
= Xy, 7))+ Oy, (5.4.3)

y el difeomorfismo ¢ : R> — R?, dado por

y1=19(z) = P(z+ H(z)),
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con H(z) = H(z)+ h(z), donde H(z) y h(z) son dados por (5.3.1) y (5.3.6) respectiva-
mente. Entonces,
z = (P(I+DH(2)) " 1
= (I=DH(z)+---) P X((2), 1)+ - -
= BunP by + P oPz+ Buyur (PMiPz — DH(z)P by ) + (47L1z) P~ 1hy
+P 7 f(Pz)+ P JoPH(z) — DH(z)P ' JoPz + k(z) P~ by + - - -
= PP~y + P~V JoPz+ puyur (PT'MPz — DH(z)P~'by) — BipnDh(z)P by
+(u L1z) P~y + P fo(P2z) + P JoPH(z) — DH(2)P~'JoPz + P~ JoPh(z)
—Dh(z)P oPz+k(z)P by + - -
= Bipiea+ Joz + PrpaMiz + pLz+ Fr(z) + - - -

0322 ;
p— O / ‘
( Bip1 + Bapazo + 6127 + 8az120 > +O(|(n,2)°)

Corolario 5.10 Las dindmicas sobre la variedad central del sistema a lazo-cerrado (5.4.1-5.4.2)
son localmente topoldgicamente equivalentes al sistema

2 (5322 >

2=2(zp7) = . 5.4.4

(1) ( Bipa + Bapazz + 512% + 0rz120 ( )

El sistema (5.4.4) es llamado deformacion versal controlable del sistema de contro no
lineal (5.4.1).

5.5. Ejemplo de Aplicacién: Un péndulo Invertido

En esta seccién, proponemos un sistema mecanico oscilatorio basandonos en partic-
ular en el modelo propuesto en [3]. El sistema es un péndulo subactuado con una disco
a manera de inercia, montado en el extremo libre del péndulo.

5.5.1. Descripcién del sistema

El sistema mecénico considerado, se muestra en la Figura 5.1. Es un péndulo con-
vencional con un disco de inercia en su extremo libre. El sistema acttia por medio de
torques aplicados al disco por un motor de corriente directa montado sobre el brazo del
péndulo. Es sistema es subactuado ya que el péndulo puede rotar libremente alrededor
de su punto pivote.

El modelo dindmico de este sistema estd dado por
X1 = X
Xo = rpsinxq 4+ rpxz— 3o, (5.5.1)
X3 = —nsinx; —n(l+p)xs+r(l+p)o,
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Figura 5.1: El péndulo subactuado.

donde x; es el dngulo del brazo (x; = 0 es la posicién vertical hacia arriba) con respecto
a la vertical, x; es la velocidad angular del brazo, x3 es la velocidad angular del disco
con respecto al brazo, v es la entrada de control (es el voltaje aplicado al motor), y 7y,
2, 13, p > 0 son coeficientes constantes considerados a partir de pardmetros fisicos del
péndulo. La posicién del disco no es considerada como un estado del sistema, por que
ésta es irrelevante para la estabilizacion del péndulo en posicién invertida y con el fin
de hacer el andlisis de bifurcacién mas simple.

Consideraremos el origen (xg = (0,0,0)) como nuestro punto de equilibrio. Pero
antes, haremos las siguientes consideraciones para la entrada de control v

v=x"x+u, (5.5.2)

donde x = (1, %2, x3)7 y x = (x1, X2, x3)T, entonces, sustituyendo (5.5.2) en (5.5.1), obte-
nemos

%= f(x) +g(x)u, (5:53)
donde,

X2

f(x) = r18in xq + mpx3 — YsKTx ’
—rysinx; — r2(1+p)xs+r3(1 +p)xlx

y

0

8(x) = —73 4
r3(1+p)

es claro que f(xp) = 0.

Si definimos k1 = r1/13, K, = 1/r3 y k3 = 12/ 13, entonces, la matriz Jacobiana de
(5.5.3), evaluada en x( es

0 1 0
Df(xo) — 0 _1 0 7
—n+1+p)r1 1+p 0
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cuyos valores propios son Ao = 0y A3 = —1. Ahora, si definimos matrices

Q= (p1 p2 p3);

q1
q
a3

and Q1< ),

donde .
0 pri -1
Pl = 0 7 PZ = 0 7 PS = 1 7
1 0 pri—p—1
0 0T 0
=\ p+tl—prn |, @2=|pn |, g={11/,
1 0 0
01 0
entonces Q"1 Df(x)- Q= 0 0 0
0 0 -1
01 0
P l.Df(xo))-P=| 0 0 0 |, ademas glg(xy) = —prirs #0.
00 -1
0 1 0
Df(xo) - 0 _1 0 7
—-n+1+p)r1 1+p 0
cuyos valores propios son Ao = 0y A3 = —1. Ahora, si definimos matrices
o (a
Q=(p1p2ps); and Q =| q; |,
93
donde .
0 pri -1
Pl = 0 4 PZ = 0 4 PS = 1 7
1 0 pri—p—1
0 0T 0
=\ p+l=-pn |, 2= prn |, g3=| 1],
1 0 0
01 0
entonces Q"1 Df(x)-Q=|[ 0 0 0 |, ademds ¢lg(xo) = —prirs # 0, entonces
00 —1

podemos aplicar el teorema principal de este capitulo a (5.5.3) en xg = 0. Si definimos

5183 (r10x1 + px2 + x2 + x3)?

ul (x/ ,)/) = rlrgp

52(53(r1px1 + pxo+ x2 + X3) (x1 + XZ) n

7

222
rr3p
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0.01 002

-002 001 001 0.02 002 -001

=05 =] 4=051 H:=1

Figura 5.2: Una bifurcacién de Hopf supercritica en el valor de bifurcacién yq = 0,5 con
#2 = 1, mostrada en el plano x1x;.

entonces, la entrada de control u es dado por

Bap2

r3

u(x, p,v) = Bipr — (%1 +x2) +ur(x,7)- (5.5.4)

Si tomamos los valores r1 = 30, 1, = 0,0245, r3 = 0,0393, p = 250 (que son los valores
asignados en [3]). Para producir el diagrama de la bifurcacién de Hopf dada en la Figura
3.4-c, tomamos f1 = =93 =1, o = =1y 1 = —1/2,y obtenemos la ley de control

v(x, 1) = x x4 uy+2545u5(x1 + x2) 4 323,73x7 + 647,46x1x7 + 21,31x5 + 0,08x2x3
—5,76 x 1073, (5.5.5)

entonces, el sistema a lazo-cerrado (5.5.1)-(5.5.5), es
X1 = X

%2 = 30sinx; —30x1 — x2 — 0,0393u1 — pa(x1 + x2) — 12,7x% — 25,45x1x0 + 5 x 107 Bxqx3
—0,84x3 — 0,0033x2x3 + 2,26 x 1077x3

x3 = —30sinx; + 7530x1 +251x2 + 9,861 + 251ua(x1 + x2) + 3193,383(% 4 6386,77x1x2
+5 x 10~ M xyx3 4 210,17x3 + 0,82x0x3 — 5,6 x 107°x3.
(5.5.6)
Para observar la bifurcacién de Hopf supercritica como en la figura 3.4-c, elegimos
la condicion inicial (0,0,200), con valores p; = 0,51y up = 1. Ver la figura 5.2.
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Ahora, para producir el diagrama de bifurcacién dado por la figura 3.4-b, definimos
B1 =063 =1y B = = = —1 con estos valores, obtenemos la ley de control

o(x,u) = xlx+4uy+2545u5(x1 + x2) — 1294,93x2 — 712,47 x1x5 — 0,26x1x3 — 22,39x3
—0,09x2x3 — 1,15 x 107°x3, (5.5.7)

entonces, el sistema a lazo-cerrado (5.5.3)-(5.5.7), es

X1 = X,

%2 = 30sinx; —30x1 — x2 — 0,0393p1 — pa(x1 + x2) +50,89x2 + 28x1x7 + 0,01x1x3
+0,88x3 + 0,0036x2x3 + 4,5 x 1077x3

x3 = —30sinx; + 7530x1 +251x7 + 9,861 + 251 ua(x1 + x2) — 12773,54x% —7028x1x2
—2,56x1x3 — 220,9x3 — 0,9x2x3 — 0,00011x3.
(5.5.8)

0.008
0.006

0004

-0.002.

a T 8
=

\’

-0.004.

-0.006.

-0.008.

-0.01 -0.005 0.005 0.01 -0.006 -0.004 -0.002 0002 0.004

14,=09 Jo=—1 =11 Jo=—1

Figura 5.3: Diferentes estabilidades para el punto critico (0,0, —249,75) para diferentes
valores de y1 con yp = —1, mostrado en el plano x1x;.

Para observar una bifurcacién de Hopf subcritica como en la figura 3.4-b, elegimos el
punto critico (0,0, —249,75). Si calculamos los valores propios de la matriz Jacobiana del
sistema (5.5.8) evaluada en el punto critico para diferentes valores de 1, por ejemplob: si
#1 =09y up = —1, los valores propios de la matriz Jacobiana son {—1,0,026 +1,38i}; si
#1 = 1,1y uo = —1,los valores propios de la matriz Jacobiana son { —1, —0,0244 4+ 145i}.
Podemos observar que al pasar a través del valor de bifurcacién yu; = 1, la estabilidad
del punto critico cambia, podemos observar esto claramente en la Figura 5.3, donde

X1
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elegimos la condicién inicial (0,0, —249). Por lo tanto, podemos suponer que al cruzar
por el valor de bifurcacién p; = 1, surge una 6rbita cerrada inestable.



Conclusiones

En esta parte expondremos una serie de conclusiones a las cuales hemos llegado,
esta exposicion se hard por capitulos, seguidamente enunciaremos los eventos a los
cuales hemos participado con diferentes ponencias del presente trabajo, y los articulos
de investigacion que con el mismo hemos logrado publicar. Finalmente, enlistaremos
una serie de problemas abiertos que serdn abordados en el futuro, a manera de darle
continuidad este proyecto de investigaciéon que comenzamos con la bifurcacién Takens-
Bogdanov.

Luego entonces, las conclusiones al trabajo las podemos enunciar como sigue:

1. Con respecto al disefio de la ley control escalar para la bifurcacién Takens-Bogdanov
en el plano, podemos concluir que para un sistema de control no lineal en el plano,
si la matriz Jacobiana evaluada en el punto critico de interés del campo vectorial,
tiene un valor propio cero de multiplicidad dos, basta que se satisfaga una sim-
ple condicién para el campo vectorial conductor en su forma de Jordan, para que
el mencionado disefio sea posible. Como se sabe tal condicién tiene que ver con
que la parte constante de la segunda entrada del campo vectorial conductor en su
forma de Jordan sea diferente de cero, si esto se satisface, entonces, diremos que
el sistema a lazo-cerrado resultante experimenta la bifurcacién Takens-Bogdanov
controlable.

2. Del analisis y resultado del capitulo cuatro se puede concluir que para una familia
m-parametrizada de campos vectoriales n-dimensionales, cuya linealizacion en un
punto de equilibrio tiene un valor propio cero de multiplicidad dos y ningtan
otro valor propio con parte real cero, encontramos condiciones suficientes sobre
la familia de campos vectoriales mencionada, tal que la dindmica sobre la varie-
dad central bidimensional de dicha familia m-paramétrica de campos vectoriales,
es de manera local, topolégicamente equivalente a deformacién versal dada por
Bogdanov, de la bifurcacién Takens-Bogdanov.

3. En en el capitulo final concluimos que para un sistema de control no lineal n-
dimensional, donde la linealizacién del campo vectorial nominal en un punto de
equilibrio, tiene un valor propio cero doble y ningtin otro valor propio con parte
real cero, se demostr6 que bajo las mismas condiciones suficientes que para el caso
planar, es posible disefiar una ley de control escalar para este sistema de control no
lineal n-dimensional, tal que la dindmica sobre la variedad central bidimensional
del sistema a lazo cerrado, es localmente topolégicamente equivalente a deforma-
cién versal dada por Guckenheimer y Holmes, de la bifurcacién Takens-Bogdanov.

97
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Eventos

Los eventos y/o congresos, en los cuales he participado con la exposicién de los
diferentes resultados presentados en esta tesis, son:

1.

XVII Semana de Investigacién y Docencia en Matemaéticas. Los dias del 9 al 13
de Marzo de 2007, en la Ciudad de Hermosillo, Son. Con la presentacién de la
ponencia Control de Ocilaciones en la bifurcacion Takens-Bogdanov.

. XL CONGRESO NACIONAL DE LA SOCIEDAD MATEMATICA MEXICANA.

Durante los dias del 14 al 19 de Octubre de 2007, en la Ciudad de Monterrey
N.L. Con una conferencia por invitacién titulada Sobre el control de bifurcaciones de
codimension dos.

Segundo Congreso Latinoamericano de Estudiantes de Matemdticas, EXPRIME
2008, Exposiciones Primaverales de Memorias. Durante los dias del 22 al 24 de
Abril de 2008, en la Ciudad de San Luis Potosi, S.L.P. Con la conferencia titulada
Control de oscilaciones en la bifurcacién Takens-Bogdanov.

47th IEEE Conference on Decision and Control. Los dias del 9 al 11 de Diciembre
de 2008, en Canctin, Quintana Roo. Con la conferencia Control of the Hopf bifurcation
in the Takens-Bogdanov bifurcation.

Taller de Control y Sistemas Dindmicos durante la XIX Semana de Investigacion
y Docencia en Matemdticas. Durante los dias del 2 al 6 de Marzo de 2009, en
la Ciudad de Hermosillo, Son. Con la ponencia Andlisis de la bifurcacién Takens-
Bogdanov en campos vectoriales m-parametrizados.

IT Encontro Interactivo de Matematica Aplicada, EIM@ 2009. Los dias del 27 al 30
de Octubre de 2009, en diferentes sedes de Brasil, Perti y México. Con la video-
conferencia por invitacién Andlisis de la bifurcacién Takens-Bogdanov en campos m-
paramétricos.

Articulos de Investigacién

Los articulos de investigacion que dierén lugar a esta tesis son:

» Francisco A. Carrillo and Fernando Verduzco. Control of the Planar Takens-Bogdanov

Bifurcation. Acta Applicandae Mathematicae. Volume 105, Number 2, pp. 199-225.
Springer Netherlands. February 2009.

» Carrillo, FA., Verduzco, F. and Delgado, J. Analysis of the Takens-Bogdanov bifurcation

on m-parameterized vector fields. International Journal of Bifurcation and Chaos. Por
publicarse en Vol. 20, No. 4, April 2010.

» Carrillo, FA., Verduzco, F. and Delgado, J. Control of the n-dimensional Takens-

Bogdanov Bifurcation with Applications. Enviado para su publicacion.
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