
UNIVERSIDAD DE SONORA

División de Ciencias Exactas y Naturales

Programa de Posgrado en Matemáticas
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Abstract

The Mean field theory has its origins on particle physics with Pierre Weiss’s

work in the 1900’s. The goal of this theory is to simplify systems analysis, which

are composed of a large number on interacting particles, proposing a new system,

calling mean field, which it is easier to analyze. This system is formed by the effect of

a group of particles that share certain property. In general terms, mean field theory

has been adopted for describing microscopic phenomena from a macroscopic point

of view, that is, instead of analyzing each of particles, the average behavior of a

group of them is studied.

Given this idea, applications of mean field theory have spread to other areas as

economics, finance, ecology, biology and operations research (see [3, 6, 8, 9, 11, 12,

13, 14, 24, 25, 28, 32, 37, 39]) where each particle is identified in a general form as

an object or as an agent. For example:

models in economics and finance, where objects represent each small investor;

The study of the behavior of large populations in Biology;

reforestation policy design, maintenance and exploitation of forests, in which

case each tree is represented by an object.

Recently, mean field theory has been applied in game theory to study the in-
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teractions between a large number of objects, which represent each player. These

games are known as mean field games and were introduced in 2006, independently,

by Minyi Huang, Rowland Malhamé and Peter Caines in Montreal, and by Jean-

Michel Lasry and Pierre-Louis Lions in Paŕıs (véase [7, 29, 30, 31]). Nowadays, mean

field game theory is a branch of game theory (see [1, 4, 15, 18, 26, 28, 31]). It is

therefore a set of concepts, mathematical tools, theorems, simulation methods and

algorithms.

Another class of applications of the mean field theory is in optimization problems

of dynamic systems which consist of a large number of objects interacting with

each other. That is, systems such as those mentioned above where it is possible to

formulate a problem of sequential decisions under uncertainty conditions. In this

case, a stochastic control problem is posed, where there is a central controller with

specific interests, and in order to determine optimal control policies under certain

optimality criteria.

This is the kind of problems we deal with in this work. That is, control problems

of systems composed by a large number of objects interacting with each other, under

a mean field approach.

We consider a controlled stochastic system composed of a large number of N

interacting objects which share a common environment. At each step, the objects

are randomly distributed in a finite number of classes, and there is a central controller

whose decisions affect the behavior of objects. Once the controller takes a decision,

objects change to another class randomly. In particular we will assume that evolution

of the object n at time t is determined by a difference equation, homogeneous in N ,

of the form

XN
n (t+ 1) = F (XN

n (t), CN(t), at, ξ
n
t ), t = 0, 1, ..., (1)
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where F is a known function, XN
n (t) is the class of the object n at time t, CN(t) is the

context of the environment, at is the control or action selected by a central controller,

and ξnt is the random disturbance. In addition, at each stage, a cost resulting from

the movement of the objects and the selected control is generated. In this sense, we

propose a suitable Markov control model to study this class of systems, in which the

controller aims to select actions to minimize a given discounted cost criterion.

The facts that N is too large (N ∼ ∞), lead to formulate an alternative sche-

me to analyze the corresponding optimal control problem. Indeed, our approach to

follow will be framed in the context of the mean field theory, under which, instead

of analyzing a single object, we focus on the number or proportion of objects oc-

cupying certain class at each stage. This defines a control model MN whose states

are precisely the proportions of objects evolving according to a suitable stochastic

difference equation, depending on N. Then, by taking limit as N goes to infinity,

we obtain the so-called mean field control model M, whose states are probability

measures, resulting of the limit of the aforementioned proportions, which in turn

satisfy a deterministic difference equation. In this way M can be considered as an

approximating model forMN , in the sense that any optimal control policy π∗ asso-

ciated to M can be used to control the original process (the N−system) on MN ,

and therefore the objective is to measure its optimality deviation. Clearly, the good

performance of π∗ on MN depends of the accuracy of the mean field limit of MN

to M as N →∞.

The control problem in mean field model is studied depending on the conditions

in the system. For example, the main feature of our work is to assume that the dis-

tribution of random variables {ξnt } is unknown. This implies that the corresponding

dynamic on modelsMN andM is unknown, and therefore the problem is analyzed



xiv ABSTRACT

under the following two scenarios:

(i) The process {ξnt } is formed by observable, independent and identically distribu-

ted random variables for each object.

(ii) The process {ξnt } is unobservable, and random variables are independent but

not necessarily identically distributed.

In case (i), the dynamic of the objects as well as the mean field process depend on

the unknown density ρ. Thus, besides the analysis of the limit behavior as N →∞,

the controller must implement a statistical estimation procedure for ρ in order to get

some information about the dynamic of the objects. To this end, at each stage t, ρ

is estimated from historical observations ξ0, ξ1, ...ξt, collected during the evolution of

the system. Such estimation procedure is then combined with the minimization task

for obtaining control policies. However, as is well-known, the discounted criterion

depends strongly on the decisions selected in the first stages, precisely where the

information on ρ is rather poor or deficient. This fact implies that, in general, under

discounted criteria, procedures of estimation and control do not provide optimal

policies (see, e.g., [17, 19, 23, 36]). Thus, in this paper we seek optimality results in

a weaker sense, the so-called eventually asymptotically optimality.

In case (ii), we will appeal to the minimax theory. This allow us to define as a

first step a game against nature model MN whose states are now the proportions

of objects, as in case (i). Then, by letting N → ∞ and applying an appropriate

type of laws of large numbers, we obtain a game against nature M, independent

of N, whose states are precisely the probability measures obtained as limit of the

proportions. The model M is referred to as the mean field game against nature.

Under this scheme, we can establish solutions for the game model M, and obtain

a “worst case” optimal control policy π∗. Then, our approach consists in analyzing
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the minimax deviation of π∗ when it is used to control the original process defined

onMN . Specifically we aim to show that π∗ is a (worst case) optimal control policy

in an asymptotic sense as N →∞.

According to cases (i) y (ii), our research consists in the following problems:

1.- Estimation and control problem for system of interacting objects under mean

field approach.

2.- Minimax control problem for system of interacting objects under mean field

approach.

Therefore, this thesis is a combination of mean field theory with techniques of

control processes and adaptive Markov control for problem 1 [5, 17, 19, 20, 23, 36, 38]

and minimax control techniques for problem 2 [34, 16, 33, 35]. With the results of

our research, papers [21, 22] were developed.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La teoŕıa de campo medio tiene sus oŕıgenes en el área de la f́ısica con los trabajos

de Pierre Weiss en la década de 1900. Esta teoŕıa tiene como objetivo simplificar el

análisis de sistemas (o campos) que se componen de un número grande de part́ıcu-

las que interactúan entre śı, proponiendo un sistema, llamado campo medio, más

fácil de analizar, el cual se forma por el efecto promedio de un grupo de part́ıculas

que comparten cierta propiedad. En términos generales, la teoŕıa de campo medio

se ha adoptado para describir fenómenos microscópicos desde un punto de vista

macroscópico, en el siguiente sentido: en lugar de analizar cada part́ıcula de for-

ma individual, lo cual seŕıa prácticamente imposible, se estudia el comportamiento

promedio de un grupo de ellas, dando lugar al campo medio.

Tomando en cuenta esta idea, las aplicaciones de la teoŕıa de campo medio se ha

extendido a otras áreas como economı́a, finanzas, ecoloǵıa, bioloǵıa e investigación

de operaciones (ver [3, 6, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 24, 25, 28, 32, 37, 39]) donde cada

part́ıcula es identificada genéricamente con un objeto o agente. Por ejemplo:

modelos en economı́a y finanzas, donde los objetos representan a cada pequeño

1



2 Introducción

inversionista;

estudio del comportamiento de grandes poblaciones de seres vivos en Bioloǵıa;

diseño de poĺıticas de reforestación, mantenimiento y explotación de bosques,

en cuyo caso cada árbol es representado por un objeto.

Recientemente, la teoŕıa de campo medio se ha aplicado en el área de teoŕıa

de juegos para estudiar las interacciones entre un número muy grande de agentes

económicos, los cuales representan a cada jugador. A estos juegos se les conoce como

juegos de campo medio y fueron introducidos en el año 2006, de forma independiente,

por Minyi Huang, Rowland Malhamé y Peter Caines en Montreal, y por Jean-Michel

Lasry y Pierre-Louis Lions en Paŕıs (véase [7, 29, 30, 31]). Actualmente, los juegos

de campo medio es un área bien establecida y estudiada dentro de la teoŕıa de juegos

(véase [1, 4, 15, 18, 26, 28, 31]), la cual incluye sus propios teoremas, conceptos y

técnicas de simulación.

Otra clase de aplicaciones de la teoŕıa de campo medio es en problemas de optimi-

zación de sistemas dinámicos que se componen de un número grande de objetos que

interactúan entre śı. Es decir, sistemas como los mencionados anteriormente donde

es posible formular un problema de decisiones secuenciales, y en condiciones de in-

certidumbre. En este caso, es posible plantear un problema de control estocástico

donde existe un controlador central con intereses bien espećıficos, de tal manera que

el objetivo es determinar poĺıticas de control óptimas con respecto ciertos criterios

de optimalidad.

Esta es la clase de problemas que estudiaremos en el presente trabajo. Es decir,

problemas de control de sistemas de interacción de objetos bajo un esquema de

campo medio, los cuales describimos a continuación.
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Consideremos un sistema compuesto por una gran cantidad N de objetos que

interactuan entre śı, los cuales se pueden clasificar y comparten un ambiente en

común. En cada etapa los objetos se encuentran distribuidos aleatoriamente en un

número finito de clases, y además existe un controlador central cuyas decisiones

afectan el comportamiento de los objetos. Esto es, una vez que el controlador to-

ma una decisión, los objetos cambian de clase de manera aleatoria. En particular

supondremos que la evolución del n-ésimo objeto está dada por una ecuación en

diferencias de la forma

XN
n (t+ 1) = F (XN

n (t), CN(t), at, ξ
n
t ), t = 0, 1, . . . ,

donde F es una función conocida, XN
n (t) representa la clase del n-ésimo objeto,

CN(t) es el contexto del ambiente que comparten los objetos, at la acción (o con-

trol) seleccionada por el controlador, y {ξnt } es una sucesión de variables aleatorias.

Además, en cada etapa, se genera un costo como resultado del movimiento de los

objetos y de la acción elegida. En este sentido, nos enfrentamos a un problema

de control estocástico, en el cual el objetivo del controlador es tomar acciones que

minimicen el criterio de costo descontado.

El hecho de que el número de objetos N sea muy grande (N ∼ ∞) nos lleva

seguir el enfoque de la teoŕıa de campo medio, la cual, en el contexto del problema

de control estocástico descrito previamente, consiste en lo siguiente. En lugar de

analizar cada objeto, nos centramos en el análisis de la proporción de objetos que

ocupan cada clase. Tomando en cuenta este hecho, es posible definir un modelo de

control MN cuyos estados son precisamente las proporciones de objetos. Entonces,

tomando ĺımite cuando N →∞, y aplicando un tipo de ley de los grandes números,

obtenemos un nuevo modelo, el llamado modelo de control de campo medio, M

(independiente de N), cuyos estados son las medidas de probabilidad resultantes del
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ĺımite de las proporciones. Por lo tanto, M puede ser considerado como un modelo

aproximante para el modelo original MN de tal forma que una poĺıtica óptima π∗

asociada aM puede ser usada para controlar el proceso original correspondiente al

modelo MN . Por lo tanto, el objetivo es medir la desviación de optimalidad de π∗

en un sentido asintótico cuando N →∞. Es claro que el buen desempeño de π∗ en

MN dependerá de la precisión del proceso ĺımite de MN a M cuando N →∞ (el

ĺımite de campo medio).

El problema de control en el modelo de campo medio se estudia dependiendo de

las condiciones en el sistema de interacción de objetos. Por ejemplo, la caracteŕısti-

ca principal de nuestro trabajo es el suponer que la distribución de las variables

aleatorias {ξnt } es desconocida. Esto implica que la dinámica de las proporciones o

de los estados en el modelo MN , aśı como la dinámica de las probabilidades en M

también sea desconocida, y por lo tanto el problema se analizará bajo los siguientes

dos escenarios:

(i) El proceso {ξnt } esta formado por variables aleatorias observables, independien-

tes e idénticamente distribuidas para cada objeto.

(ii) El proceso {ξnt } es no observable y las variables aleatorias son independientes

pero no necesariamente idénticamente distribuidas.

El caso (i) se estudiará mediante métodos de estimación y control en el modelo

M. Esto es, sea ρ la densidad común y desconocida de las variables aleatorias

{ξnt } para cada n. En cada etapa, tomando en cuenta el historial de observaciones

ξn0 , ξ
n
1 , . . . , ξ

n
t recopiladas durante la evolución del sistema, el controlador obtiene

un estimador ρt de ρ, y por lo tanto se obtiene una estimación de la dinámica.

Tal proceso de estimación se combina con el proceso de minimización para obtener

poĺıticas de control en el campo medio. Sin embargo, como se conoce, el criterio
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descontado depende fuertemente de las decisiones tomadas en las primeras etapas,

precisamente donde la información acerca de ρ es pobre o deficiente. Este hecho

implica que, en general, bajo el criterio descontado, los métodos de estimación y

control no proveen poĺıticas óptimas (vea por ejemplo, [17, 19, 23, 36]). Por lo tanto

se recurre a resultados de optimalidad en un sentido más débil, los cuales combinan el

proceso de estimación (t→∞) con el ĺımite de campo medio (N →∞), obteniendo

las llamadas poĺıticas eventualmente-asintóticamente óptimas.

La hipótesis de observabilidad del proceso {ξnt } en el caso (i) es determinante

para la implementación del método de estimación y control, y por lo tanto no es

aplicable al caso (ii). Bajo este último escenario, el problema de control del sistema

de interacción de objetos lo estudiaremos como un problema de control minimax,

también conocido como juego contra la naturaleza. En este caso supondremos que la

única información que posee el controlador es que las distribuciones de las variables

aleatorias ξnt ’s pertenecen a un conjunto apropiado de medidas de probabilidad Γ.

Además, el controlador tiene un oponente, la “naturaleza ”, quien, en cada etapa

selecciona una distribución del conjunto Γ para la correspondiente variable aleatoria

ξnt . Por lo tanto el objetivo del controlador será minimizar el máximo costo incurrido

por la naturaleza.

Al igual que en el caso (i), para el modelo de juegos contra la naturaleza, apli-

camos la teoŕıa de campo medio, y de esta manera se define el modelo de control

minimaxMN
mxm cuyos estados son las proporciones de objetos en cada clase. Enton-

ces, haciendo N →∞ obtenemos un nuevo modelo de control minimaxMmxm, que

es independiente de N , y cuyos estados son medidas de probabilidad obtenidas como

ĺımite de las proporciones. Al modelo Mmxm lo llamamos modelo de control mini-

max de campo medio. Bajo este esquema, podemos resolver el problema de control
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minimax asociado al modelo Mmxm y obtener una poĺıtica de control minimax π∗.

Aśı, nuestra aproximación consiste en analizar la desviación minimax de π∗ cuando

ésta se aplica en el proceso de control original MN
mxm. Espećıficamente mostramos

que π∗ es una poĺıtica de control minimax en un sentido asintótico cuando N →∞.

Considerando los casos (i) y (ii), nuestra investigación se centra en el análisis de

los siguientes problemas:

1.- Problema de estimación y control en sistemas de interacción de objetos bajo en

esquema de campo medio.

2.- Problema de control minimax en sistemas de interacción de objetos bajo un

esquema de campo medio.

Estos problemas tienen como antecedente el trabajo en [12] en el cual se aborda

un problema similar considerando completamente conocidas las componentes que

definen la dinámica de los objetos y bajo criterios con horizonte finito. Dicha inves-

tigación se centra principalmente en las tasas de convergencia al de campo medio,

más que en los resultados de optimalidad, como es nuestro caso.

Por lo tanto, el presente trabajo es una combinación de la teoŕıa de campo medio

con las técnicas de los procesos de control de Markov y control adaptado para el

Problema 1 [5, 17, 19, 20, 23, 36, 38] y con las técnicas de control minimax para el

Problema 2 [34, 16, 33, 35]. Con los resultados obtenidos en nuestra investigación

se desarrollaron los art́ıculos [21, 22] los cuales corresponden a los problemas 1 y 2

respectivamente.

El trabajo está estructurado de la siguiente manera. Los Caṕıtulos 2 y 3 se desa-

rrollan considerando el escenario (i). En particular, en el Caṕıtulo 2 se introducen los

elementos para la descripción del sistema de interacción de objetos, y en el Caṕıtulo
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3 se introducen las hipótesis que garantizan la existencia de estrategias óptimas bajo

el criterio descontado. Además se presenta la construcción de las poĺıticas adapta-

das eventualmente-asintóticamente óptimas para el controlador. Después, bajo el

escenario del caso (ii), en el Caṕıtulo 4 estudiamos el problema de control minimax

bajo el criterio de costo descontado. De igual forma, se construyen estrategias, las

cuales resultan ser asintóticamente minimax para el modelo original. Por último en

el Caṕıtulo 5, se presenta un ejemplo para ilustrar nuestras hipótesis.
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Notación y terminoloǵıa

Denotaremos por N (respectivamente N0) al conjunto de los enteros positivos

(resp. enteros no negativos); R (resp. R+) representa el conjunto de los números

reales (resp. reales no negativos).

Por otro lado, dado un espacio de Borel Z (esto es, un subconjuto de un espacio

métrico completo y separable), denotamos a su σ−álgebra de Borel por B(Z) y

el atributo de “medible”será aplicado para referirse a conjuntos Borel medibles o

funciones Borel medibles.

Sea M(Z) el conjunto de las medidas con signo finitas en Z. Si Z ⊂ R es finito,

es decir Z = {1, 2, ..., z}, identificaremos a cualquier p ∈ M(Z) como un vector

p := (p(1), p(2), ..., p(z)). En particular, denotaremos por P(Z) ⊂M(Z) al conjunto

de medidas de probabilidad en Z. En este caso, cualquier medida p ∈ P(Z) puede

ser expresada en términos de su distribución de probabilidad {p(i) : i ∈ Z} donde

p(i) ≥ 0, i ∈ Z, y
∑z

i=1 p(i) = 1. Observemos que con la topoloǵıa heredada de R,

Z = {1, 2, · · · , z} es un conjunto de Borel, por lo que el conjunto P(Z) también lo

es. Como es usual, | · | será la notación de la norma en R.

Definiremos la norma L∞ en M(Z)×Rd, para un conjunto finito Z de la siguiente

manera. Para cada vector (p, c) ∈M(Z)× Rd:

‖(p, c)‖∞ := máx
{
‖p‖1

∞ , ‖c‖
2
∞
}
,

donde ‖p‖1
∞ := máx {|p(1)|, ..., |p(z)|} y ‖c‖2

∞ := máx {|c1| , ..., |cd|} , donde c =

(c1, · · · , cd). Además, para un espacio de Borel A, denotaremos por dA a la métri-

ca heredada. Para cada (p, c, a), (p′, c′, a′) ∈ P(Z) × Rd × A la correspondiente

L∞−distancia se define

‖(p, c, a)− (p′, c′, a′)‖3
∞ := máx

{
‖p− p′‖1

∞ , ‖c− c
′‖2
∞ , dA(a, a′)

}
.
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SeaW : P(Z)×Rd×A→ R. Diremos queW satisface una condición de tipo Lipschitz

en P(Z)×Rd si existe una constante LW tal que para cada (p, c), (p′, c′) ∈ P(Z)×Rd

y a ∈ A se satisface

|W (p, c, a)−W (p′, c′, a)| ≤ LW máx
{
‖p− p′‖1

∞ , ‖c− c
′‖2
∞

}
.

Observe que esta propiedad no es exactamente la condición usual de Lipschitz. Sin

embargo, a lo largo del trabajo emplearemos el término función de Lipschitz para

esta situación, especificando en cada caso la propiedad a la que nos referimos.

Para una matriz An×n definimos a su correspondiente norma como

‖A‖0
∞ := máx

i,j
|Aij|.

Sean Z y A espacios de Borel. Un kernel estocástico Q (·|·) es una función Q :

B(Z) × A → [0, 1], tal que Q (·|a) es una medida de probabilidad en B(Z) para

cada a ∈ A fija, y Q (B|·) es una función medible en A para cada B ∈ B(Z) fijo.

Finalmente, B(Z) denota la clase de las funciones de Z con valores en los reales

que son acotadas y lo dotamos con la norma del supremo ‖v‖ := supz∈Z |v(z)| ,

mientras que Cb(Z) es el subespacio de B(Z) que consiste en lan funciones continuas

y acotadas.
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Para una fácil lectura, a continuación resumiremos la notación empleada a lo

largo de este trabajo.

Lista de variables principales

N ∈ N Número de objetos

S = {1, 2, . . . , s} Espacio de las clases

XN
n (t) Clase del n-ésimo objeto al tiempo t

F : S × Rd × A× R→ R Dinámica del proceso {XN
n (t)}

ξnt Ruido aleatorio del n-ésimo objeto al tiempo t

CN(t), c(t) ∈ Rd Contexto del ambiente

MN
i (t) Proporción de objetos en el estado i al tiempo t

~MN(t) ∈ PN Vector de proporciones

at ∈ A Acción seleccionada por el controlador al tiempo t

g Dinámica del contexto del ambiente

yN(t) := (MN(t), CN(t)) Estado del sistema con N objetos al tiempo t

YN = PN(S)× Rd Espacio de estados del sistema con N objetos

r Función de costo

α ∈ (0, 1) Factor de descuento

πN = {πNt } ∈ ΠN Poĺıtica para el controlador

π̃ = {µt} ∈ ΠΓ Poĺıtica para el oponente

V N Costo total α-descontado para el sistema de N

objetos

V N
∗ N -función de valor (minimax)

πN = {πNt } ∈ ΠN Poĺıtica para el controlador

~m Medida de ocupación en el conjunto P(S)

y(t) := (~m(t), c(t)) Estado del sistema determinista
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ΦN Función de discrepancia en el modelo de N objetos

Φ Función de discrepancia en el modelo determinista

Y = P(S)× Rd Espacio de estados del modelo determinista

H Dinámica del proceso {y(t)}

v Costo total α-descontado para el sistema determinista

v∗ Función de valor (minimax) para el sistema determinista

MN Modelo de control asociado al sistema de N objetos

M Modelo de control ĺımite

GN
ρ Dinámica del vector de proporciones ~MN

HN
ρ Dinámica del proceso {yN(t)} en MN

Gρ Dinámica de ~m

Hρ Dinámica del proceso {y(t)} en M

Kρ
ij(a, c) Probabilidad de transición de la clase i a la clase j

MN
mxm Modelo de control minimax asociado al sistema de N objetos

Mmxm Modelo ĺımite del modelo de control minimax

GN Dinámica del vector de proporciones ~MN

HN Dinámica del proceso {yN(t)} en MN
mxm

G Dinámica de ~m

H Dinámica del proceso {y(t)} en Mmxm

µt Distribución de ξt que pertenecen al conjunto Γ

Kij(a, µ, c) Probabilidad de transición de la clase i a la clase j para el

caso minimax

π̃ = {µt} ∈ ΠΓ Poĺıtica para el oponente



Caṕıtulo 2

Modelo de control de Markov para

Sistemas de interacción de objetos

2.1. Introducción

En este caṕıtulo se describe el sistema de interacción de objetos considerando

que las v.a. que definen la dinámica de los objetos son observables y que son i.i.d..

En particular, se introducen las condiciones necesarias para aplicar la teoŕıa de

campo medio. Con estos elementos se introduce el modelo de control correspondiente

y se plantea el problema de control óptimo bajo el criterio de costo descontado.

Por último se establece un conjunto de hipótesis que garantizan la existencia de la

solución a dicho problema.

2.2. Descripción del Sistema de objetos

Consideremos un sistema de control estocástico a tiempo discreto compuesto por

un número grande N de objetos que interactúan entre śı como se describe a conti-

13
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nuación. Sea XN
n (t), n = 1, 2, . . . , N , t ∈ N0, la clase o estado del n-ésimo objeto

en el tiempo t y que toma valores en el conjunto S = {1, 2, . . . , s} ⊆ N. Existe un

controlador central quien, en cada etapa, influye en el comportamiento de los obje-

tos mediante la elección de una acción o control at elegidas dentro de un conjunto

de Borel A. Suponemos también que los objetos comparten un ambiente en común

que influye en el comportamiento del sistema. Llamemos CN(t) ∈ Rd al contexto

del ambiente al tiempo t ∈ N. Una vez que el ambiente es especificado, el comporta-

miento y la evolución de los objetos se consideran independientes. Concretamente,

consideremos que la evolución del proceso
{
XN
n (t)

}
t∈N0

está dado de acuerdo a una

ecuación en diferencias estocástica, homogénea en N , de la forma

XN
n (t+ 1) = F (XN

n (t), CN(t), at, ξ
n
t ), t = 0, 1, ..., (2.1)

donde F : S×Rd×A×R→ S es una función medible (conocida para el controlador)

y {ξnt : t ≥ 0, n = 1, 2, . . . N} es una familia de variables aleatorias independentes e

idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) con densidad común ρ desconocida para el

controlador, y definida en un espacio de probabilidad (Ω,F , P ). Como consecuencia

de las definiciones anteriores, es posible definir la ley de transición Kρ de cada objeto

en términos de la función F, de la siguiente manera: para todo n = 1, 2, . . . , N ,

Kρ
ij(a, c) := P

[
XN
n (t+ 1) = j

∣∣XN
n (t) = i, at = a, CN(t) = c]

=

∫
R
Ij[F (i, c, a, z)]ρ(z)dz, i, j ∈ S, (a, c) ∈ A× Rd, (2.2)

donde IB representa la función indicadora para el conjunto B. Esta relación define

la ley de transición mediante el kernel estocástico Kρ = Kρ(a, c) =
[
Kρ
ij(a, c)

]
.

Notemos que Kρ representa la distribución condicional común de los estados.

A lo largo de este trabajo supondremos que los objetos son observables por

el controlador de acuerdo a la clase en que se encuentran, de tal manera que el



2.2. DESCRIPCIÓN DEL SISTEMA DE OBJETOS 15

controlador puede determinar el número de objetos en cada una de las clases i ∈ S

y calcular su proporción. En este sentido, el comportamiento del sistema puede

ser reformulado analizando la proporción de objetos en cada clase. Sea MN
i (t) la

proporción de objetos en la clase i ∈ S al tiempo t, esto es,

MN
i (t) :=

1

N

N∑
n=1

I{XN
n (t)=i}, i ∈ S.

Denotamos por ~MN(t) al vector cuyas componentes son las proporciones MN
i (t)’s:

~MN(t) = (MN
1 (t),MN

2 (t), . . . ,MN
s (t)). (2.3)

Observemos que ~MN(t) ∈ PN(S) := {p ∈ P(S) : Np(i) ∈ N,∀i ∈ S} ⊂ P(S) y

que PN(S) es un conjunto finito.

Supondremos que el contexto del ambiente es un sistema dinámico cuya evolución

está determinada por la ecuación en diferencias:

CN(t+ 1) = g(CN(t), ~M(t+ 1), at), t ∈ N0, (2.4)

donde g : Rd×P(S)×A→ Rd es una función conocida. También supondremos que la

evolución de ~MN(·) depende de la ley de transición Kρ de los objetos. Concretamen-

te, supondremos que existe una función medible GN
ρ : PN(S)×Rd×A×RN → PN(S)

tal que

~MN(t+ 1) = GN
ρ ( ~MN(t), CN(t), at, ~wt), (2.5)

donde {~wt} es una sucesión de vectores aleatorios independientes e idénticamente

distribuidos (i.i.d.) en RN con distribución común θ.

Sea YN := PN(S)× Rd y HN
ρ : YN × A× RN → YN la función definida como

HN
ρ (y, a, ~w) := (GN

ρ (y, a, ~w), g(c,GN
ρ (y, a, ~w), a)). (2.6)
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Entonces, tomando yN(t) := (MN(t), CN(t)), de acuerdo a (2.4) y (2.5), HN
ρ define

la dinámica del proceso
{
yN(t)

}
; esto es,

yN(t+ 1) = (GN
ρ (yN(t), at, ~wt), g(CN(t), ~MN(t+ 1), at))

= (GN
ρ (yN(t), at, ~wt), g(CN(t), GN

ρ (yN(t), at, ~wt), at))

= HN
ρ

(
yN(t), at, ~wt

)
. (2.7)

Finalmente, asumiremos que el costo por etapa depende de la configuración del

sistema dada por yN(t) y de las acciones seleccionadas por el controlador central.

Definiendo el espacio Y := P(S)× Rd y observando que YN := PN(S)× Rd ⊂ Y, el

costo por etapa puede ser representado por una función medible

r : Y× A→ R. (2.8)

2.3. N-Modelo de control de Markov

De acuerdo a la descripción del sistema de interacción de objetos, es posible

aplicar la teoŕıa de los procesos de control de Markov para formularlo como un

problema de control óptimo de Markov.

Definamos el modelo de control de Markov asociado al sistema de N objetos

(N -MCM) como:

MN :=
(
YN , A,H

N
ρ , θ, r

)
(2.9)

El modelo de control MN representa un sistema estocástico controlado que se ob-

serva en los tiempos t = 0, 1, . . ., el cual evoluciona de la siguiente manera: sea

yN(t) = ( ~MN(t), CN(t)) ∈ YN el estado del sistema al tiempo t y at la acción

aplicada por el controlador al tiempo t. Si yN(t) = y ∈ YN y at = a ∈ A en-

tonces: 1) Se incurre un costo r(y, a); 2) el sistema se mueve a un nuevo estado



2.4. OPTIMALIDAD EN EL N -MCM 17

y′ = yN(t+ 1) = ( ~MN(t+ 1), CN(t+ 1)) de acuerdo a la ley de transición

Qρ(B|y, a) = Prob
[
yN(t+ 1) ∈ B|yN(t) = y, at = a

]
, B ∈ B(YN)

=

∫
RN
IB
[
HN
ρ (y, a, ~w)

]
θ(d~w),

donde HN
ρ es la función definida en (2.6). Una vez que el sistema se encuentra en

el estado y′, se aplica un nuevo control a′ ∈ A(y′) y se repite el proceso. Además,

vamos a suponer que los costos por etapa son acumulados durante la evolución del

sistema con un horizonte infinito usando un criterio de costo descontado, por lo que

las acciones tomadas por el controlador central están dirigidas a minimizar el costo

esperado total descontado que introduciremos mas adelante.

2.4. Optimalidad en el N-MCM

En esta parte presentaremos las componentes que definen el problema de control

óptimo, aśı como las hipótesis que garantizan la existencia de poĺıticas óptimas bajo

el criterio de costo descontado asociado al N -MCM (2.9).

Poĺıticas de control: Como es usual, las acciones aplicadas por el controlador son

seleccionadas de acuerdo a reglas conocidas como poĺıticas de control, las cuales

defnimos a continuación.

Sean HN
0 := YN y HN

t :=
(
YN × A× RN

)t × YN , t ≥ 1, el espacio de historias

hasta el tiempo t. Un elemento hNt de HN
t es de la forma

hNt = (yN(0), a0, ~w0, . . . , y
N(t− 1), at−1, ~wt−1, y

N(t)),

donde yN(t) =
(
~MN(t), CN(t)

)
. Una poĺıtica de control es una sucesión πN =

{
πNt
}

de kérneles estocásticos πNt en A dado HN
t tales que πNt

(
A|hNt

)
= 1 para cada

hNt ∈ HN
t , t ∈ N0. Denotaremos por ΠN al conjunto de todas las poĺıticas de control.
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Ahora, sea F el conjunto de las funciones medibles f : Y → A y FN := F|YN
la restricción de F en YN . Diremos que una poĺıtica πN ∈ ΠN es una poĺıtica de

Markov (determinista) si existe una sucesión
{
fNt
}
⊆ FN tal que para cada t ∈ N0

y hNt ∈ HN
t , π

N
t

(
·|hNt

)
= δfNt (yN (t))(·). En este caso πN toma la forma πN =

{
fNt
}

.

En particular, si fNt ≡ fN para alguna fN ∈ F y para todo t ∈ N0, decimos que

πN es una poĺıtica estacionaria. Denotamos por ΠN
M al conjunto de las poĺıticas de

Markov, y siguiendo una convención estándar, usaremos la misma notación de FN

para denotar al conjunto de las poĺıticas estacionarias.

Observación 2.4.1. (a) Denotamos por ΠM al conjunto de las poĺıticas de Markov

deterministas cuando usamos F en lugar de FN ; esto es, ΠM es la familia de

sucesiones de funciones {ft} ⊂ F. Observemos que una poĺıtica π = {ft} ∈ ΠM

cuyos elementos ft están restringidos a YN se convierte en un elemento de ΠN .

(b) Por argumentos estándares (vea [20]), para cada πN ∈ ΠN y estado inicial

yN(0) = y ∈ YN , existe un espacio de probabilidad
(

Ω′,F ′, P πN

y

)
donde

Ω′ :=
(
YN × A× R× RN

)∞
, F ′ su respectiva σ−álgebra producto y P πN

y es

una medida de probabilidad que satisface las siguientes propiedades. Para cada

t ∈ N0:

(i) P πN

y (yN(0) ∈ B) = δy(B), B ∈ B(YN),

(ii) P πN

y (at ∈ C|hNt ) = πNt (C|hNt ), C ∈ B(A),

(iii) Propiedad de Markov:

P πN

y

[
yN(t+ 1) ∈ B|hNt , at

]
= Qρ(B|yN(t), at)

=

∫
RN
IB
[
HN
ρ

(
yN(t), at, ~w

)]
θ(d~w), (2.10)

B ∈ B(YN).
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Criterio de optimalidad descontado. Para cada poĺıtica de control πN ∈ ΠN y

estado inicia yN(0) = y ∈ YN , definimos el costo total esperado descontado como

V N(πN , y) := EπN

y

∞∑
t=0

αtr(yN(t), at), (2.11)

donde α ∈ (0, 1) es el factor de descuento y EπN

y representa el operador esperanza

respecto a la medida de probabilidad P πN

y inducida por la poĺıtica πN y el estado

inicial yN(0) = y. Diremos que πN∗ es óptima para el N -MCM si y solo si

V N
∗ (y) := ı́nf

πN∈ΠN
V N(πN , y) = V N(πN∗ , y) ∀y ∈ YN . (2.12)

En este caso, V N
∗ le llamaremos la N−función de valor.

Por lo tanto, el problema de optimización asociado al sistema de interacción de

N objetos en el que estamos interesados en analizar es precisamente encontrar una

poĺıtica πN∗ que satisfaga (2.12), el cual, en la terminoloǵıa de la teoŕıa de los procesos

de control de Markov, constituye el problema de control óptimo en el modelo MN .

Ahora impondremos a nuestro modelo MN algunas condiciones de compacidad

y continuidad para establecer posteriormente el resultado que proporciona una ca-

racterización de las poĺıticas óptimas y de la N -función de valor en términos de la

solución de cierta ecuación funcional llamada la N -ecuación de optimalidad (vea,

por ejemplo, [19, 38]):

Hipótesis 1. (a) El espacio de control A es un espacio compacto de Borel, cuya

métrica será denotada por dA.

(b) La función g en (2.4) es una función Lipschitz con constante Lg; esto es, para

c, c′ ∈ Rd, ~m, ~m′ ∈ P(S), a, a′ ∈ A,

‖g(c, ~m, a)− g(c′, ~m′, a′)‖2
∞ ≤ Lg máx

{
‖c− c′‖2

∞ , ‖~m− ~m′‖1
∞ , dA(a, a′)

}
.

(2.13)
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Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Lg ≥ 1.

(c) La función a 7−→ HN
ρ (y, a, w) definida en (2.6) es continua para toda y ∈ YN y

w ∈ RN .

(d) La función de costo por etapa r es acotada por alguna constante R > 0 y

uniformemente de Lipschitz con constante Lr; esto es,

|r(y, a)| ≤ R ∀(y, a) ∈ Y× A,

y para cada y, y′ ∈ Y,

sup
(a,a′)∈A×A

|r(y, a)− r(y′, a′)| ≤ Lr ‖y − y′‖∞ .

Como consecuencia de esta hipótesis tenemos el siguiente resultado, el cual es

bien conocido en la literatura de los procesos de control de Markov (ver [5, 19, 20,

38]).

Proposición 2.4.1. Suponiendo que la Hipótesis 1 se cumple. Entonces

(a) La N−función de valor V N
∗ satisface la N−ecuación de optimalidad

V N
∗ (y) = mı́n

a∈A

{
r(y, a) + α

∫
RN
V N
∗
[
HN
ρ (y, a, ~w)

]
θ(d~w)

}
, y ∈ YN . (2.14)

Además, ∣∣V N
∗ (y)

∣∣ ≤ R

1− α
, y ∈ YN .

(b) Existe fN∗ ∈ FN tal que fN∗ (y) ∈ A alcanza el mı́nimo en (2.14), i.e.,

V N
∗ (y) = r(y, fN∗ ) + α

∫
RN
V N
∗
[
HN
ρ

(
y, fN∗ , ~w

)]
θ(d~w), y ∈ YN , (2.15)

y además, la poĺıtica estacionaria πN∗ =
{
fN∗
}
∈ ΠN

M es óptima para el modelo

de control MN .
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La Proposición 2.4.1 representa la ventaja principal de formular el problema de

control de sistemas de iteracción de objetos como un problema de control de Markov,

ya que ésta proporciona una manera sencilla de modelar el problema, al menos

formalmente, por medio de la programación dinámica. Sin embargo, en el contexto

de nuestro trabajo, es decir, cuando N es un número muy grande y la densidad ρ

es desconocida, la aplicación de la Proposición 2.4.1 es muy limitada. Esto obliga a

recurrir a métodos alternativos para resolver el problema o proporcionar métodos

de aproximación razonables a su solución. Estos temas serán tratados en el próximo

caṕıtulo.



22 Modelo de control de Markov



Caṕıtulo 3

Estimación y Control en Sistemas

de Interacción de objetos bajo un

esquema de campo medio

3.1. Introducción

El problema que abordamos en este caṕıtulo es de optimalidad bajo el supuesto

de que el proceso de perturbaciones aleatorias {ξt} que definen la dinámica de los

objetos (2.2) son v.a.i.i.d. y observables pero con densidad desconocida ρ.

Como se comentó en el caṕıtulo anterior, la Proposición 2.4.1 proporciona un

marco de trabajo flexible para el análisis de optimalidad en el sistema de interac-

ción de objetos. Sin embargo, desde el punto de vista práctico, su utilidad es muy

limitada cuando N es muy grande (N ∼ ∞) o por desconocimiento parcial o to-

tal de la densidad ρ. Por ejemplo, para analizar las ecuaciones (2.14) y (2.15), nos

enfrentamos con una integral múltiple de dimensión N la cual podŕıa resultar muy

23
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dif́ıcil de calcular, si no es que imposible; esto sumado al hecho de que la dinámica

del sistema depende de la densidad ρ la cual suponemos desconocida. Para superar

ambos obstáculos recurrimos a la teoŕıa de campo medio y a técnicas de estimación

estad́ıstica de ρ. Especificamente, como un primer paso, introduciremos un modelo

de control adecuado M que representa el “modelo ĺımite”de MN cuando N →∞;

este nuevo modelo es conocido como modelo de control de campo medio, el cual tam-

bién depende de la densidad desconocida ρ. Una vez que se tiene bien definido el

modelo M, se plantea el problema de control correspondiente, es decir el proble-

ma de control de campo medio. Sin embargo, como M depende de ρ, proponemos

métodos de estimación y control para la construcción de las poĺıticas, y el objetivo

es medir su desviación de optimalidad cuando estas son usadas para controlar el

sistema original correspondiente al modelo MN . En otras palabras, en el modelo

de campo medio nos enfrentamos a un problema de control adaptado, cuyas poĺıti-

cas resultan ser “cercanamente”óptimas en MN en un sentido asintótico cuando

N →∞.

En términos generales, nuestro método consiste en considerar a M como un

modelo de aproximación para MN .

3.2. El modelo de control de campo medio

Recordemos que Y := P(S) × Rd. Consideremos un sistema de control determi-

nista {(~m(t), c(t))} con valores en Y que depende impĺıcitamente de la densidad ρ

en (2.2), y cuya dinámica se rige por medio de las ecuaciones en diferencias

~m(t+ 1) = Gρ(~m(t), c(t), at), (3.1)

c(t+ 1) = g(c(t), ~m(t+ 1), at), (3.2)
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donde (~m(0), c(0)) = (~m, c) ∈ Y representa la condición inicial, at ∈ A es el control

(o acción) tomada al tiempo t, g : Rd×P(S)×A→ Rd es la función definida en (2.4)

y Gρ : P(S) × Rd × A → P(S) es una función de Lipschitz conocida (que depende

de ρ) con constante LG; esto es, para ~m, ~m′ ∈ P(S), c, c′ ∈ Rd, y a, a′ ∈ A,

‖Gρ(~m, c, a)−Gρ(~m
′, c′, a′)‖1

∞ ≤ LG máx
{
‖~m− ~m′‖1

∞ , ‖c− c
′‖2
∞ , dA(a, a′)

}
.

(3.3)

Debido a la naturaleza determinista del proceso (3.1)-(3.2), es claro que el proceso

{~m(t), c(t)} está completamente determinado por la sucesión de acciones {at} ⊂ A

y por la condición inicial (~m, c) ∈ Y. Además, supondremos (ver Hipótesis 3 mas

adelante) que el proceso y(t) := (~m(t), c(t)) representa el ĺımite de campo medio;

esto es, y(t) será el proceso ĺımite de yN(t) := ( ~MN(t), CN(t)) en (2.7) cuando N

tiende a infinito.

Sea Hρ : Y×A→ Y la función que define la dinámica del proceso {(~m(t), c(t))};

esto es,

Hρ(y, a) := (Gρ(~m, c, a), g(c,Gρ(~m, c, a), a)) , y = (~m, c) ∈ Y, a ∈ A. (3.4)

De (3.1) and (3.2), podemos escribir

y(t+ 1) = (Gρ(~m(t), c(t), at), g(c(t), ~m(t+ 1), at))

=: Hρ(y(t), at), t ≥ 0, (3.5)

con y(0) = (~m, c) ∈ P(S)×Rd. Un cálculo directo nos lleva a que Hρ es una función

de Lipschitz como lo establece el siguiente resultado.

Lema 3.2.1. Bajo la Hipótesis 1, la función Hρ : Y × A → Y es Lipschitz con

constante LHρ = máx{Lg, LgLG}.
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Demostración. Sea (y, a), (y′, a′) ∈ Y×A con y = (~m, c) y y = (~m′, c′), y recordemos

que Gρ y g son funciones de Lipschitz. Entonces, por (3.4),

‖Hρ(y, a)−Hρ(y
′, a′)‖∞ =

‖(Gρ(~m, c, a), g(c,Gρ(~m, c, a), a))− (Gρ(~m
′, c′, a′), g(c′, Gρ(~m

′, c′, a′), a′))‖∞

= máx{‖Gρ(~m, c, a)−Gρ(~m
′, c′, a′)‖1

∞ , ‖g(c,Gρ(~m, c, a), a)− g(c′, Gρ(~m
′, c′, a′)‖2

∞}

≤máx{LG, LgLG}máx{‖~m− ~m′‖1
∞ , ‖c− c

′‖2
∞ , dA(a, a′)}

= máx{LG, LgLG}máx{‖y − y′‖∞ , dA(a, a′)}

Por lo que

‖Hρ(y, a)−Hρ(y
′, a′)‖∞ ≤ LHρ máx {‖y − y′‖∞ , dA(a, a′)} , (3.6)

con LHρ = máx {Lg, LgLG} .

Usando la función de costo por etapa r definida para el N -MCM (2.8), podemos

entonces definir el modelo de control de campo medio como

M = (Y, A,Hρ, r),

el cual tiene una interpretación similar al N−MCM MN , que describimos en (2.9).

3.3. Optimalidad en el campo medio

En esta sección presentamos resultados ya conocidos relativos a la optimalidad

del sistema controlado (3.1)-(3.2) cuando se usa el criterio descontado determinista.

Básicamente estos resultados muestran caracterizaciones de las poĺıticas óptimas y

de la función de valor correspondiente, como soluciones de una ecuación funcional

asociada al modelo de control de campo medio.
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Es bien conocido (consulte, por ejemplo, [5]) que para sistemas de control deter-

ministas, una poĺıtica de control π es una sucesión de reglas de decisión (o selectores)

π = {ft} ⊂ F. Por lo tanto, de acuerdo a la Observación 2.4.1(a), podemos natural-

mente considerar el conjunto ΠM como el conjunto de las poĺıticas de control para el

modelo M. Aśı, dada una poĺıtica de control π ∈ ΠM junto con la condición inicial

y(0) = y ∈ Y, definimos el costo total descontado para el modelo de campo medio

como

v(π, y) =
∞∑
t=0

αtr (y(t), at) . (3.7)

Entonces, el problema de control de campo medio es encontrar una poĺıtica π∗ ∈ ΠM

tal que

v∗(y) := ı́nf
π∈ΠM

v(π, y) = v(π∗, y), y ∈ Y, (3.8)

donde v∗ es la función de valor de campo medio y π∗ se dice que es poĺıtica óptima

para el modelo de control de campo medio M.

Observemos que de la continuidad de la función Hρ (vea Lema 3.2.1), la compa-

cidad del espacio de control A y la continuidad de la función de costo por etapa r,

podemos establecer el siguiente resultado relacionado con la función de valor (ver,

por ejemplo, [5, 19, 38]).

Proposición 3.3.1. a) La función de valor v∗ satisface la ecuación de optimalidad

de campo medio

v∗(y) = mı́n
a∈A
{r(y, a) + αv∗ [Hρ (y, a)]} , y ∈ Y. (3.9)

Equivalentemente,

mı́n
a∈A

Φ(y, a) = 0, y ∈ Y,
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donde Φ(·, ·) es la función de discrepancia definida como

Φ(y, a) := r(y, a) + αv∗ [Hρ (y, a)]− v∗(y). (3.10)

Además,

|v∗(y)| ≤ R

1− α
, y ∈ Y,

donde R es la cota uniforme de la función de costo r. b) Existe f ∗ ∈ F que alcanza

el mı́nimo en (3.9), es decir,

v∗(y) = r(y, f ∗) + αv∗ [Hρ (y, f ∗)] , y ∈ Y, (3.11)

y la poĺıtica estacionaria π∗ = {f ∗} ∈ ΠM es óptima para el modelo de control

M.

Observación 3.3.1. Sea {(yt, at)} una sucesión de pares estado-acción correspon-

diente a la aplicación de una poĺıtica estacionaria π∗ = {f ∗} ∈ ΠM . Observemos

que por el principio de optimalidad y argumentos de programación dinámica, π∗ es

una poĺıtica óptima si y solo si Φ(yt, f
∗(yt)) = 0, para toda t ∈ N0.

La función de valor y la poĺıtica óptima están bien caracterizadas por la Pro-

posición 3.3.1 y la Observación 3.3.1, pero no son directamente aprovechables pues

dependen de la densidad ρ, la cual en nuestro caso es desconocida. Sin embargo,

mostraremos que bajo ciertas condiciones, y usando métodos adecuados de estima-

ción y control se pueden encontrar poĺıticas con buenas propiedades de optimalidad.

Este punto lo estudiamos en la siguiente sección.



3.4. ESTIMACIÓN Y CONTROL EN EL CAMPO MEDIO 29

3.4. Estimación y control en el campo medio

Si la densidad ρ es desconocida, entonces la función Hρ que define la dinámica

del proceso de control de campo medio (3.5), también es desconocida. Luego, bajo la

hipótesis de observabilidad del proceso de perturbaciones aleatorias {ξt}, es posible

plantear un problema de control adaptado en el modelo de campo medio M. Es

decir, el controlador puede implementar métodos estadśiticos de estimación de ρ y

por lo tanto de Hρ, junto con técnicas de control, con el fin de obtener información

sobre la evolución del sistema para obtener poĺıticas óptimas. Espećıficamente, antes

de elegir la acción at al tiempo t, el controlador obtiene un estimador ρt de ρ, y por

lo tanto un estimador Ht = Hρt de la función Hρ, y entonces sus decisiones son

adaptadas a este estimador para obtener un control at = at(ρt).

Para fijar ideas, supongamos que ξ0, ξ1, ..., ξk−1 son realizaciones independientes

de una variable aleatoria con densidad desconocida ρ y ρk(·) := ρk(·; ξ0, ξ1, ..., ξk−1)

un estimador de esta densidad tal que,∫
R
|ρk(z)− ρ(z)| dz → 0 c.s. (3.12)

y

sup
(y,a)∈Y×A

‖Gρk(y, a)−Gρ(y, a)‖1
∞ → 0 c.s., (3.13)

donde y = (~m, c), y Gρk , k ∈ N es la función que define la dinámica del proceso

{~m(t)} (vea (3.1)) cuando se usa la densidad ρk en vez de ρ. Aśı, Gρk define un

nuevo proceso estimado el cual es generado por la función (vea (3.4) y (3.5))

Hk(y, a) := (Gρk(y, a), g(c,Gρk(y, a), a)) , y = (~m, c) ∈ Y, a ∈ A.

Lema 3.4.1. Bajo la Hipótesis 1, se cumplen las siguientes afirmaciones:

sup
(y,a)∈Y×A

‖Hk(y, a)−Hρ(y, a)‖∞ → 0 c.s., cuando k →∞, (3.14)
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Eπ
y

[
sup

(x,a)∈Y×A
‖Hk(x, a)−Hρ(x, a)‖∞

]
→ 0, cuando k →∞. (3.15)

Demostración. Dado que g es una función de Lipschitz, tenemos que para cada

y = (~m, c) ∈ Y, a ∈ A,

‖g(c,Gρk(y, a), a)− g(c,Gρ(y, a), a)‖2
∞ ≤ Lg ‖Gρk(y, a)−Gρ(y, a)‖1

∞ . (3.16)

Entonces, combinando (3.13) y (3.16), obtenemos

sup
(y,a)∈Y×A

‖g(c,Gρk(y, a), a)− g(c,Gρ(y, a), a)‖2
∞ → 0 c.s., cuando k →∞.

De esta manera podemos ver fácilmente que (3.14) se cumple. Además, para cada

π ∈ ΠM y y ∈ Y, de (3.14) y el teorema de la convergencia dominada, podemos

concluir (3.15) debido a que ρk no depende de π ni de y.

Sea {vk} una sucesión de funciones vk : Y → R en el espacio Cb(Y) definidas

como:

v0 ≡ 0;

vk(y) = mı́n
a∈A
{r(y, a) + αvk−1 [Hk (y, a)]} , k ∈ N, y ∈ Y. (3.17)

Entonces, tomando en cuenta que la función (y, a)→ Hk (y, a) , k ∈ N, es continua

y que A es compacto, por teoremas de selección medible de uso estándar (vea, por

ejemplo, Proposition D5(a) en [20]), para cada k ∈ N, existe f̂k ∈ F (que depende

de ρk), tal que

vk(y) = r(y, f̂k) + αvk−1

[
Hk

(
y, f̂k

)]
, y ∈ Y. (3.18)

Definición 3.4.1. Sean f̂k, k ∈ N, los selectores que satisfacen la relación (3.18).

Definimos la poĺıtica de control π̂ = {f̂k} ∈ ΠM , k ∈ N0, donde f̂0(y) es cualquier

acción fija en A.
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Observemos que esta poĺıtica es completetamente calculable para el controlador,

y por tanto, de acuerdo a nuestro objetivo, estamos interesados en el estudio de

su optimalidad. A las poĺıticas que se definen por medio de procesos de estimación

y control se les conoce como poĺıticas adaptadas en la literatura de los procesos de

control de Markov. Generalmente, este tipo de poĺıticas no resultan ser óptimas bajo

el criterio de costo descontado ya que depende fuertemente de las decisiones tomadas

en las primeras etapas, que en nuestro caso, es justo donde el proceso de estimación

estad́ıstica tiene poca información de la dinámica desconocida. Esto implica que,

en general, no es posible asegurar que π̂ es una poĺıtica óptima en el sentido usual

para el modelo de campo medio. Por lo tanto, necesitamos hacer uso de un criterio

de optimalidad más débil para analizar su optimalidad, el cual es motivado por

el comentario en la Observación 3.3.1 (vea, por ejemplo, [17, 19, 23, 36] para mas

información acerca de este criterio de optimalidad).

Definición 3.4.2. Decimos que una poĺıtica π ∈ ΠM es eventualmente óptima

para el modelo de control de campo medio (o simplemente eventualmente óptima)

si y sólo si,

ĺım
t→∞

Eπ
yΦ(y(t), at) = 0, y ∈ Y,

para cualquier condición inicial y(0) = y ∈ Y. Donde Φ es la función de discrepancia

definida en (3.10).

Antes de establecer un resultado importante en este caṕıtulo, necesitamos impo-

ner el siguiente requerimiento técnico.

Hipótesis 2. La constante LHρ definida en (3.6) satisface que αLHρ < 1.

Teorema 3.4.2. Bajo las Hipótesis 1 y 2, la poĺıtica π̂ obtenida mediante el método
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iterativo descrito en (3.18), es eventualmente óptima.

El resto de esta sección está enfocada a la demostración del Teorema 3.4.2, la

cual esta basada en los siguientes lemas 3.4.3 y 3.4.4.

Sean {ut} ⊂ Cb(Y) las funciones de iteración de valores en el campo medio

definidas como:

u0 ≡ 0; (3.19)

ut(y) = mı́n
a∈A
{r(y, a) + αut−1 [Hρ (y, a)]} , t ∈ N, y ∈ Y. (3.20)

Como se muestra en [5, 19, 38], nuestras hipótesis nos llevan a

v∗(y) = ĺım
t→∞

ut(y), y ∈ Y, (3.21)

donde v∗ es la función de valor de campo medio, la cual satisface (3.9).

Lema 3.4.3. Suponga que la Hipótesis 1 se cumple. Entonces:

(a) Para cada t ∈ N0, las funciones ut generadas por medio de las iteraciones (3.19)-

(3.20) son Lipschits continuas con constante

Lut := Lr

t−1∑
l=0

(
αLHρ

)l
. (3.22)

(b) Además, si se satisface la Hipótesis 2, entonces la función de valor de campo

medio v∗ es Lipschitz continua con constante

Lv∗ =
Lr

1− αLHρ
, (3.23)

donde Lr y LHρ son las constantes de Lipschitz de las Hipótesis 1(d) y (3.6),

respectivamente.
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Demostración. (a) Procederemos por inducción. Primero, de (3.19), claramente la

parte (a) se cumple para t = 0. Ahora supongamos que ut es una función de Lipschitz

cuya constante es como en (3.22). Entonces, para y, y′ ∈ Y, de (3.20) tenemos

|ut+1(y)− ut+1(y′)| ≤ sup
a∈A
{|r(y, a)− r(y′, a)|+ α |ut [Hρ(y, a)]− ut [Hρ(y

′, a)]|} .

Aśı, dado que r y Hρ son funciones de Lipschitz (por las Hipótesis 1(d) y (3.6)),

usando la relación (3.22), obtenemos

|ut+1(y)− ut+1(y′)| ≤ Lr ‖y − y′‖∞ + αLutLHρ ‖y − y′‖∞

≤

(
Lr + αLHρLr

t−1∑
l=0

(
αLHρ

)l) ‖y − y′‖∞ ≤ Lr

(
1 +

t−1∑
l=0

(
αLHρ

)l+1

)
‖y − y′‖∞

= Lr

t∑
l=0

(
αLHρ

)l ‖y − y′‖∞ .
Por lo tanto, ut+1 es una función de Lipschitz con constante

Lut+1 := Lr

t∑
l=0

(
αLHρ

)l
.

Este hecho prueba la parte (a).

(b) Para y, y′ ∈ Y, sumando y restando los términos ut(y) y ut(y
′) obtenemos

|v∗(y)− v∗(y′)| ≤ |v∗(y)− ut(y)|+ |ut(y)− ut(y′)|+ |ut(y′)− v∗(y′)|

≤ |v∗(y)− ut(y)|+ Lut ‖y − y′‖∞ + |ut(y′)− v∗(y′)| , ∀t ∈ N0,

(3.24)

donde la última desigualdad se debe a la parte (a). Ahora observemos que bajo la

Hipótesis 2

ĺım
t→∞

Lut = Lr

∞∑
l=0

(
αLHρ

)l
=

Lr
1− αLHρ

. (3.25)
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Por lo tanto, haciendo t→∞ en (3.24), tenemos que de (3.21) y (3.25) se obtiene

|v∗(y)− v∗(y′)| ≤
Lr

1− αLHρ
‖y − y′‖∞ , y, y′ ∈ Y,

esto es, v∗ es una función continua de Lipschitz.

Lema 3.4.4. Sea vk la familia de funciones generada por las iteraciones (3.17), y

v∗ la función de valor en (3.8) (ver (3.9)). Entonces, bajo las Hipótesis 1 y 2, para

cada π ∈ ΠM y y ∈ Y, Eπ
y ‖v∗ − vk‖ → 0, cuando k →∞.

Demostración. De (3.9) y (3.17), tenemos, para cada k ∈ N y y ∈ Y,

|v∗(y)− vk(y)| ≤ α sup
a∈A
|v∗ [Hρ(y, a)]− vk−1 [Hk(y, a)]|

≤ α sup
a∈A
|v∗ [Hρ(y, a)]− v∗ [Hk(y, a)]|+ α sup

a∈A
|v∗ [Hk(y, a)]− vk−1 [Hk(y, a)]| ,

donde en la última desigualdad sumamos y restamos el término v∗ [Hk(y, a)] . Aśı,

del Lema 3.4.3 y el hecho que v∗, vk ∈ B(Y) ∀k ∈ N,

0 ≤ ‖v∗ − vk‖ ≤ Lv∗ sup
(y,a)∈Y×A

‖Hρ(y, a)−Hk(y, a)‖∞ + α ‖v∗ − vk−1‖ , (3.26)

lo cual implica

Eπ
y ‖v∗ − vk‖ ≤ Lv∗E

π
y

[
sup

(y,a)∈Y×A
‖Hρ(y, a)−Hk(y, a)‖∞

]
+ αEπ

y ‖v∗ − vk−1‖ ,

(3.27)

para cada π ∈ ΠM y y ∈ Y. Sea l := ĺım supk→∞E
π
y ‖v∗ − vk‖ < ∞. Aśı, haciendo

k →∞ in (3.27) y usando la convergencia en (3.15), obtenemos l ≤ αl. Finalmente,

dado que α < 1, podemos deducir que ĺımk→∞E
π
y ‖v∗ − vk‖ = 0, lo cual demuestra

el resultado.
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3.4.1. Demostración del Teorema 3.4.2.

Definamos para cada k ∈ N, la función de discrepancia aproximada Φk : Y×A→

R como

Φk(y, a) := r(y, a) + αvk−1 [Hk (y, a)]− vk(y), (y, a) ∈ Y× A.

Ahora observemos que para cada k ∈ N y (y, a) ∈ Y× A,

|Φ(y, a)− Φk(y, a)| ≤ |v∗ [Hρ(y, a)]− vk−1 [Hk(y, a)]|+ |v∗(y)− vk(y)| .

Entonces, del Lema 3.4.4, haciendo k →∞ obtenemos

Eπ̂
y

[
sup

(y,a)∈Y×A
|Φ(y, a)− Φk(y, a)|

]
→ 0. (3.28)

Por otro lado, observando que Φk(y, f̂k(y)) = 0, y ∈ Y, tenemos

0 ≤ Φ(y(k), f̂k(y(k))) =
∣∣∣Φ(y(k), f̂k(y(k)))− Φk(y(k), f̂k(y(k)))

∣∣∣
≤ sup

(y,a)∈Y×A
|Φ(y, a)− Φk(y, a)| ,

Aśı, de (3.28), obtenemos

ĺım
k→∞

Eπ̂
yΦ(y(k), ak) = 0. �

3.5. Convergencia en el campo medio

En esta sección estudiamos la eficiencia de la poĺıtica eventualmente óptima π̂

obtenida en la Sección 3.4; esto es, estamos interesados en analizar la desviación de

optimalidad de π̂ cuando se usa para controlar el proceso original
{
yN(t)

}
. Clára-

mente, tal desviación de optimalidad debe ser medida en términos de la diferencia

entre las correspondientes funciones de valor óptimo V N
∗ y v∗ de los modelos MN
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y M respectivamente y como fue señalado en la Sección 2, tiene que ser analizada

en un sentido asintótico. Este análisis constituye el resultado principal de este tra-

bajo. Para probar tal resultado imponemos las siguientes hipótesis relacionadas con

la convergencia de las trayectorias yN(·) a las trayectorias y(·), definidas en (2.7) y

(3.5), respectivamente.

Observemos que de acuerdo a las Proposiciones 2.4.1 y 3.3.1, y de la definición

de la poĺıtica π̂, podemos restringir nuestro análisis a la clase todas las poĺıticas de

Markov ΠM . Además recordemos que para cualquier t ∈ N0 dado,

‖yN(t)− y(t)‖∞ = máx
{
‖ ~MN(t)− ~m(t)‖1

∞ , ‖CN(t)− c(t)‖2
∞

}
. (3.29)

Hipótesis 3. (a) ( ~MN(0), CN(0)) = (~m(0), c(0)) = (~m0, c0) = y ∈ YN , para todo

N ∈ N.

(b) For cada y ∈ YN , T ∈ N y ε > 0, existen constantes positivas K y λ tales que

sup
π∈ΠM

P π
y

{
sup

0≤t≤T

∥∥yN(t)− y(t)
∥∥
∞ ≥ γT (ε)

}
≤ KTe−λNε

2

, (3.30)

donde γT (ε)→ 0 cuando ε→ 0.

Usaremos la siguiente notación:

Para cada poĺıtica fija π = {ft} ∈ ΠM , denotamos

aπ,Nt := ft(y
N(t)) and aπt := ft(y(t))

las acciones al tiempo t correspondientes a la aplicación de la poĺıtica π bajo

el proceso
{
yN(t)

}
y {y(t)}, respectivamente.
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Para cada T ∈ N,

YT := sup
0≤t≤T

‖yN(t)− y(t)‖∞ (3.31)

y

K(T ) := (Lg)
T máx{Lg, diam(A)}, (3.32)

donde Lg ≥ 1 es la constante de Lipschitz en Hipótesis 1(b) y diam(A) :=

sup(a,a′)∈A×A d(a, a′).

Ahora estamos en condiciones de establecer uno de nuestros resultados principa-

les. Primeramente, proporcionamos una cota para la diferencia entre las funciones

de valor V N
∗ y v∗, que a su vez definen un esquema de aproximación cuando N →∞.

Luego mostramos que la poĺıtica control π̂ es eventualmente óptima en el modelo

de control MN en un sentido asintótico.

Teorema 3.5.1. Supongamos que se cumplen las Hipótesis 1, 2 y 3. Entonces:

(a) Para cada T ∈ N, 0 ≤ t ≤ T y y ∈ YN ,

sup
ϕ∈ΠM

Eϕ
y

∣∣V N
∗ (yN(t))− v∗(y(t))

∣∣ ≤ 2RαT

1− α

+ Lr
1− αT

1− α

[
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
]
.

(3.33)

(b) La poĺıtica de control π̂ ∈ ΠM definida en Definición 3.4.1 es eventualmente

asintóticamente óptima para el N modelo de control de Markov MN cuando

N →∞; esto es

ĺım
t→∞

ĺım
N→∞

Eπ̂
yΦN(yN(t), f̂t) = 0, (3.34)
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donde

ΦN(yN , a) := r(yN , a)+α

∫
RN
V N
∗
[
HN
ρ

(
yN , a, w

)]
θ(dw)−V N

∗ (yN), yN ∈ YN

(3.35)

es la función de discrepancia en el N−MCM MN (ver (3.10)).

En el resto de esta sección supondremos que las Hipótesis 1, 2 y 3 se cumplen. Ba-

sados en este hecho, la prueba del Teorema 3.5.1 será consecuencia de las siguientes

proposiciones.

Proposición 3.5.2. (a) Para cada π ∈ ΠM y T ∈ N,

YT := sup
0≤t≤T

‖yN(t)− y(t)‖∞ ≤ K(T ). (3.36)

(b) Para cada y ∈ YN y T ∈ N,

sup
π∈ΠM

Eπ
y

[
sup

0≤t≤T
‖yN(t)− y(t)‖∞

]
≤ KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε). (3.37)

Demostración. (a) Para obtener (3.36) es suficiente mostrar que para cada t ∈ N0

y π ∈ ΠM

‖yN(t)− y(t)‖∞ ≤ (Lg)
t−1 máx{Lg, diam(A)}. (3.38)

Entonces nos enfocaremos en obtener (3.38). Notemos que bajo la Hipótesis 3(a)

tenemos aπ,N0 = aπ0 =: a0 ∈ A y ‖yN(0) − y(0)‖∞ = 0. Por otro lado, dado que

~MN(t) y ~m(t) son medidas de probabilidad, se sigue que ‖ ~MN(t) − ~m(t)‖1
∞ ≤ 1,

pata todo t ∈ N0. Por lo tanto, dado que Lg ≥ 1, la demostración se reduce a

analizar la norma ‖ · ‖2
∞ en (3.29). En particular, obtendremos (3.38) si mostramos

que

‖CN(t)− c(t)‖2
∞ ≤ (Lg)

t−1 máx{Lg, diam(A)}, ∀t ∈ N0. (3.39)
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Para esto procederemos por inducción. Primero, observemos que de (2.4) y (3.2)

obtenemos

‖CN(1)− c(1)‖2
∞ = ‖g(c0, ~M

N(1), a0)− g(c0, ~m(1), a0)‖2
∞

≤ Lg‖ ~MN(1)− ~m(1)‖1
∞ ≤ Lg (por (2.13)).

También,

‖CN(2)− c(2)‖2
∞ = ‖g(CN(1), ~MN(2), aπ,N1 )− g(c(1), ~m(1), aπ1 )‖2

∞

≤ Lg máx
{
‖CN(1)− c(1)‖2

∞, ‖ ~MN(2)− ~m(2)‖1
∞, dA(aπ,N1 , aπ1 )

}
≤ Lg máx {Lg, 1, diam(A)} = Lg máx {Lg, diam(A)} .

Ahora, supongamos que (3.39) se cumple para algún t ∈ N. Entonces

‖CN(t+ 1)− c(t+ 1)‖2
∞ = ‖g(CN(t), ~MN(t+ 1), aπ,Nt )− g(c(t), ~m(t+ 1), aπt )‖2

∞

≤ Lg máx
{
‖CN(t)− c(t)‖2

∞, ‖ ~MN(t+ 1)−m(t+ 1)‖1
∞, dA(aπ,Nt , aπt )

}
(by (2.13))

≤ Lg máx
{

(Lg)
t−1 máx{Lg, diam(A)}, 1, diam(A)

}
(by (3.39))

≤ (Lg)
t máx{Lg, diam(A)}.

Esto demuestra (3.39) lo que a su vez implica (3.38) y (3.36).

(b) Observemos que para cada y ∈ YN , π ∈ ΠM , T ∈ N y ε > 0, la esperanza en

(3.37) satisface (ver (3.31))

Eπ
y [YT ] = Eπ

y

[
YT I{YT≥γT (ε)} + YT I{YT<γT (ε)}

]
≤ Eπ

y

[
YT I{YT≥γT (ε)}

]
+ γT (ε)P π

y (YT < γT (ε)) ≤ Eπ
y

[
YT I{TT≥γT (ε)}

]
+ γT (ε). (3.40)

Por otro lado, tanto por (3.36) y la no negatividad de YT , tenemos

YT
1 +K(T )

≤ YT
1 + YT

≤ 1,
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lo cual implica
YT

1 +K(T )
I{YT≥γT (ε)} ≤ I{YT≥γT (ε)}.

Aplicando este hecho junto con la definición de YT y la Hipótesis 3(b) tiene como

consecuencia

1

1 +K(T )
Eπ
y [YT I{YT≥γT (ε)}] ≤ P π

y (YT ≥ γT (ε)) ≤ KTe−λNε
2

, π ∈ ΠM .

Finalmente, de (3.40) obtenemos

Eπ
y [YT ] ≤ KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε), π ∈ ΠM , (3.41)

y tomando supremo sobre π ∈ ΠM en (3.41) demostramos la parte (b).

A continuación presentaremos algunos resultados relacionados con el criterio de

costo descontado con horizonte finito para los modelos MN y M definidos de la

siguiente manera: Para cualquier π ∈ ΠM , y ∈ YN ⊂ Y y T ∈ N,

V N
T (π, y) := Eπ

y

[
T−1∑
k=0

αkr(yN(k), ak)

]
and vT (π, y) :=

T−1∑
k=0

αkr(yN(k), ak).

Proposición 3.5.3. Sean Lr y R las constantes en Hipótesis 1(d). Entonces, para

cada y ∈ YN , ε > 0, T ∈ N y 0 ≤ t ≤ T , los siguientes enunciados se cumplen:

(a)

sup
π∈Π

Eπ
y

∣∣∣r(yN(t), aπ,Nt )− r(y(t), aπt )
∣∣∣ ≤ Lr

(
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
)

;

(3.42)

(b)

sup
ϕ∈Π

Eϕ
y

[
sup
π∈Π

∣∣V N
T (π, yN(t))− vT (π, y(t))

∣∣]
≤ Lr

1− αT

1− α

[
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
]

; (3.43)
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(c)

sup
ϕ∈Π

Eϕ
y

[
sup
π∈Π

∣∣V N(π, yN(t))− V N
T (π, yN(t))

∣∣] ≤ RαT

1− α
; (3.44)

(d)

sup
ϕ∈Π

Eϕ
y

[
sup
π∈Π
|v(π, y(t))− vT (π, y(t))|

]
≤ RαT

1− α
. (3.45)

Demostración. (a) Fijemos una poĺıtica π ∈ ΠM y T ∈ N. Entonces, la Hipótesis

1(d) junto con la Proposición 3.5.2, nos llevan a las siguientes relaciones

Eπ
y

∣∣∣r(yN(t), aπ,Nt )− r(y(t), aπt )
∣∣∣ ≤ LrE

π
y

[
‖yN(t)− y(t)‖∞

]
(3.46)

≤ LrE
π
y

[
sup

0≤t≤T
‖yN(t)− y(t)‖∞

]
≤ Lr

(
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
)
.

Esto implica la parte (a).

(b) Para cada π ∈ ΠM ,

|VT (π, yN(t))− vT (π, y(t))| =

∣∣∣∣∣Eπ
yN (t)

{
T−1∑
k=0

αkr(yN(k), aπ,Nk )−
T−1∑
k=0

αkr(y(k), aπk)

}∣∣∣∣∣
≤

T−1∑
k=0

αkEπ
yN (t)

∣∣∣r(yN(k), aπ,Nk )− r(y(t), aπk)
∣∣∣

≤ Lr
1− αT

1− α

[
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
]
,

donde la última desigualdad se sigue de (3.46). Esto implica

sup
π∈Π

∣∣V N
T (π, yN(t))− vT (π, y(t))

∣∣ ≤ Lr
1− αT

1− α

[
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
]
, ∀t ∈ N0.

Tomando esperanza Eϕ
y en ambos lados de esta expresión, y tomando supremo sobre

ϕ ∈ ΠM , obtenemos (3.43).

(c) Para cada π ∈ ΠM , tenemos∣∣V N(π, yN(t))− V N
T (π, yN(t))

∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣Eπ
yN (t)

{
∞∑
k=0

αkr(yN(k), aπ,Nk )−
T−1∑
k=0

αkr(yN(k), aπ,Nk )

}∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=T

αkEπ
yN (t)|r(y

N(k), aπ,Nk )| ≤ R

∞∑
k=T

αk ≤ RαT

1− α
.
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Por lo tanto, podemos observar que fácilmente se cumple (3.44).

(d) Se sigue usando los mismos agumentos que en (c).

3.5.1. Demostración del Teorema 3.5.1(a)

Sea πN∗ =
{
fN∗
}
∈ ΠN

M una poĺıtica óptima estacionaria para el N−MCM MN

(ver Proposicion 2.4.1(b)), y para un selector arbitrario f̃ ∈ F, definimos la poĺıtica

estacionaria π̄ =
{
f̄
}
∈ ΠM , donde f̄ : Y→ A esta dada por

f̄(y) = fN∗ (y)IYN (y) + f̃(y)I[YN ]c(y).

Además, sea ϕ ∈ ΠM una poĺıtica arbitraria y denotemos yNϕ (t) = yN(t) ∈ YN y

yϕ(t) := y(t) ∈ Y. Observemos que para cada t ∈ N0,

V N
∗ (yN(t)) = V N(πN∗ , y

N(t)) = V N(π̄, yN(t)) ≤ sup
π∈ΠM

V N(π, yN(t)).

Por lo tanto,

V N
∗ (yN(t))− v∗(y(t)) ≤ sup

π∈ΠM

V N(π, yN(t))− ı́nf
π∈ΠM

v(π, y(t))

lo cual a su vez implica

∣∣V N
∗ (yN(t))− v∗(y(t))

∣∣ ≤ sup
π∈ΠM

∣∣V N(π, yN(t))− v(π, y(t))
∣∣ , t ∈ N0.
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Por lo tanto, para cada y ∈ YN y 0 ≤ t ≤ T ,

Eϕ
y

∣∣V N
∗ (yN(t))− v∗(y(t))

∣∣ ≤ Eϕ
y

[
sup
π∈ΠM

∣∣V N(π, yN(t))− v(π, y(t))
∣∣]

≤ Eϕ
y

[
sup
π∈ΠM

{∣∣V N(π, yN(t))− V N
T (π, yN(t))

∣∣+
∣∣V N
T (π, yN(t))− vT (π, y(t))

∣∣
+ |vT (π, y(t))− v(π, y(t))|}]

≤ Eϕ
y

[
sup
π∈ΠM

∣∣V N(π, yN(t))− V N
T (π, yN(t))

∣∣]+ Eϕ
y

[
sup
π∈ΠM

∣∣V N
T (π, yN(t))− vT (π, y(t))

∣∣]
+ Eϕ

y

[
sup
π∈ΠM

|vT (π, y(t))− v(π, y(t))|
]

≤ 2RαT

1− α
+ Lr

1− αT

1− α

[
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
]
,

donde la última desigualdad se debe a la Proposición 3.5.3. Finalmente, tomando

supremo sobre ϕ ∈ ΠM obtenemos (3.33).�

3.5.2. Demostración del Teorema 3.5.1(b)

Para facilitar la notación, sea âNt := aπ̂,Nt y ât := aπ̂t . Entonces, consideremos{
(yN(t), âNt )

}
∈ YN ×A y {(y(t), ât)} ∈ Y×A las sucesiones de pares estado-acción

correspondiente a la aplicación de la poĺıtica π̂ (ver Definición 3.4.1). Para cada

t ∈ N0, definamos la variable aleatoria

∆N
t :=

∣∣ΦN(yN(t), âNt )− Φ(y(t), ât)
∣∣ .

Entonces, de la definición de las funciones de discrepancia ΦN y Φ dadas en (3.35)

y (3.10), respectivamente, para cada t ∈ N0 tenemos
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∆N
t ≤

∣∣r(yN(t), âNt )− r(y(t), ât)
∣∣+
∣∣V N
∗ (yN(t))− v∗(y(t))

∣∣
+ α

∣∣∣∣∫
RN
V N
∗
[
HN
ρ

(
yN(t), âNt , w

)]
θ(dw)− v∗(Hρ (y(t), ât))

∣∣∣∣
≤
∣∣r(yN(t), âNt )− r(y(t), ât)

∣∣+
∣∣V N
∗ (yN(t))− v∗(y(t))

∣∣
+

∣∣∣∣∫
RN

{
V N
∗
[
HN
ρ

(
yN(t), âNt , w

)]
− v∗(y(t+ 1))

}
θ(dw)

∣∣∣∣ (by (3.5))

=
∣∣r(yN(t), âNt )− r(y(t), ât)

∣∣+
∣∣V N
∗ (yN(t))− v∗(y(t))

∣∣
+
∣∣Eπ̂

y

[
V N
∗ (yN(t+ 1))− v∗(y(t+ 1)) | hNt , âNt

]∣∣ (by (2.10))

≤
∣∣r(yN(t), âNt )− r(y(t), ât)

∣∣+
∣∣V N
∗ (yN(t))− v∗(y(t))

∣∣
+ Eπ̂

y

[∣∣V N
∗ (yN(t+ 1))− v∗(y(t+ 1))

∣∣ | hNt , âNt ] . (3.47)

Tomando esperanza Eπ̂
y en (3.47) y usando propiedades de la esperanza condicional

tenemos

Eπ̂
y

[
∆N
t

]
≤ Eπ̂

y

∣∣r(yN(t), âNt )− r(y(t), ât)
∣∣+ Eπ̂

y

∣∣V N
∗ (yN(t))− v∗(y(t))

∣∣
+ Eπ̂

y

∣∣V N
∗ (yN(t+ 1))− v∗(y(t+ 1))

∣∣ .
Además, por la Proposición 3.5.3 y el Teorema 3.5.1 obtenemos

Eπ̂
y

[
∆N
t

]
≤ Lr

[
KTe−λNε

2

(1 +K(T ) + γT (ε))
]

+
4RαT

1− α

+ 2Lr
1− αT

1− α

[
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
]
,

para cualquier ε > 0 arbitrario y T > t.

También, observemos que

Eπ̂
y

[
ΦN(yN(t), âNt )

]
≤ Eπ̂

y

[
|ΦN(yN(t), âNt )− Φ(y(t), ât)|

]
+ Eπ̂

y [Φ(y(t), ât)]

= Eπ̂
y [∆N

t ] + Eπ̂
y [Φ(y(t), ât)] ≤ Lr

[
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
]

+
4RαT

1− α

+ 2Lr
1− αT

1− α

[
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
]

+ Eπ̂
y [Φ(y(t), ât)] .
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Aśı, tomando ĺımite cuando N →∞ obtenemos

0 ≤ ĺım
N→∞

Eπ̂
y

[
ΦN(yN(t), âNt )

]
≤ LrγT (ε) +

4RαT

1− α
+ 2Lr

1− αT

1− α
γT (ε)

+ Eπ̂
y

[
Φ(y(t), f̂t(y(t)))

]
. (3.48)

Finalmente, como ε y T son arbitrarios, haciendo t → ∞ en (3.48), un simple uso

del Teorema 3.4.2 muestra que

ĺım
t→∞

ĺım
N→∞

Eπ̂
y

[
ΦN(yN(t), âNt )

]
= 0

lo cual demuestra el resultado deseado.�
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Caṕıtulo 4

Sistemas de interacción de objetos

modelados como juegos contra la

naturaleza bajo un esquema de

campo medio

4.1. Introducción

En este caṕıtulo estamos interesados en estudiar el problema de control de siste-

mas de interacción de objetos, descrito en el Caṕıtulo anterior, considerando que el

proceso de perturbaciones aleatorias {ξnt }, que interviene en la dinámica del sistema

(2.1) está formado por v.a. independientes pero no necesariamente idénticamente

distribuidas ni observables, y con distribución desconocida.

Como podemos observar, la hipótesis de observabilidad aśı como el hecho de

asumir que {ξnt } es una familia de v.a.i.i.d., fue determinante en el caṕıtulo anterior

para poder implementar métodos de estimación y control con el fin de construir

47
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poĺıticas, lo cual claramente no es posible bajo el contexto actual.

Ahora, la hipótesis principal será asumir que la única información que posee el

controlador en cada etapa es que la distribución desconocida µt, correspondiente

a la familia de v.a. {ξnt }Nn=1, pertenece a un conjunto apropiado Γ de medidas de

probabilidad. Este hecho nos permite modelar el problema de control asociado al

sistema de interacción de objetos como un juego contra la naturaleza. Estos juegos

son una clase de sistemas de control minimax los cuales consisten en asumir que

el controlador tiene un oponente, la “naturaleza”, quien en cada etapa selecciona

la distribución µt (desconocida por el controlador), de las v.a. {ξnt }Nn=1, sobre el

conjunto Γ. De esta manera, el objetivo del controlador es minimizar el máximo

costo que genera la naturaleza.

Por el hecho de tratar con un número grande de objetos (N ∼ ∞) no es posible

calcular poĺıticas minimax. Entonces recurrimos a la teoŕıa de campo medio y segui-

remos un procedimiento similar al del caṕıtulo anterior. Es decir, primero definimos

el modelo minimax MN
mxm correspondiente al juego contra la naturaleza cuyos es-

tados son las proporciones de objetos en cada clase. Entonces, haciendo N → ∞

obtenemos un nuevo modelo Mmxm, que corresponde al juego contra la naturaleza

de campo medio. Sobre el modelo Mmxm es posible garantizar la existencia de una

poĺıtica minimax π∗. Entonces analizamos la desviación minimax de π∗ cuando ésta

se usa para controlar el proceso original definido enMmxm. Por lo tanto, nuestro ob-

jetivo es demostrar que π∗ es una poĺıtica minimax en un sentido asintótico cuando

N →∞.
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4.2. Descripción del sistema

En esta ocasión describiremos el sistema de interacción de objetos bajo este nuevo

contexto. Para una fácil referencia y claridad en la exposición, parte de la notación

y descripción introducidos en los caṕıtulos anteriores los reescribiremos.

Consideremos un sistema de control estocástico a tiempo discreto compuesto por

un número grande de objetos que interactúan entre śı, donde XN
n (t), n = 1, 2, . . . , N ,

t ∈ N0 representa la clase del objeto n al tiempo t, tomando valores en un conjunto

dado S = {1, 2, . . . , s} ⊆ N. En cada etapa, un controlador central selecciona una

acción o control at de un conjunto de Borel A, la cual influye en el comportamiento

de los objetos. Supongamos que los objetos comparten un ambiente en común, y

sea CN(t) ∈ Rd el contexto del ambiente al tiempo t ∈ N0. El comportamiento aśı

como la evolución de los objetos son consideradas independientes. Esto es, el proceso{
XN
n (t)

}
t∈N0

evoluciona de acuerdo a la ecuación en diferencias:

XN
n (t+ 1) = F (XN

n (t), CN(t), at, ξ
n
t ), t = 0, 1, ..., (4.1)

donde F : S × Rd × A× R→ S es una función dada (conocida por el controlador)

y {ξnt : t ≥ 1, n = 1, 2, . . . , N} es una familia de variables aleatorias independientes,

posiblemente no observables definidas en un espacio de probabilidad (Ω,F , P ′) to-

mando valores en D ⊂ R, con correspondiente distribución µnt ∈ Γ ⊂ P(D). Esto

es,

µnt (B) := P ′ [ξnt ∈ B] , t ∈ N0, n = 1, 2, . . . , N, B ∈ B(D). (4.2)

Supondremos que para cada t ≥ 0 fija,

µ1
t = µ2

t = . . . = µNt =: µt

es decir, µt es la distribución común al tiempo t del ruido que afecta a cada objeto.

Además, supongamos que µt es desconocida para el controlador, la cual puede cam-
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biar de etapa a etapa. Esto es, para cada t ≥ 0 tendrá una distribución µt la cual

influirá en la configuración del sistema al tiempo t.

Podemos escribir la ley de transición K de cada objeto en términos de la función

F como:

Kij(a, µ, c) := P
[
XN
n (t+ 1) = j

∣∣XN
n (t) = i, at = a, µnt = µ,CN(t) = c]

=

∫
R
Ij[F (i, c, a, z)]µ(dz), i, j ∈ S, (a, c) ∈ A× Rd, µ ∈ Γ. (4.3)

Esta relación define una ley de transición mediante el kernel estocástico K =

K(a, µ, c) = [Kij(a, µ, c)] .

Al igual que en los caṕıtulos anteriores supondremos que los objetos son obser-

vables de acuerdo a las clases donde se encuentran localizadas, aśı que el controlador

solo puede determinar el número de objetos en cada una de las clases i ∈ S. Aśı,

el comportamiento del sistema puede ser reformulado mediante la proporción de

objetos en cada clase. Ciertamente, sea MN
i (t) la proporción de objetos en la clase

i ∈ S al tiempo t:

MN
i (t) :=

1

N

N∑
n=1

I{XN
n (t)=i}, i ∈ S,

y denotemos por ~MN(t) al vector cuyas componentes son los MN
i (t)’s:

~MN(t) =
(
MN

1 (t),MN
2 (t), . . . ,MN

s (t)
)
.

Notemos que ~MN(t) pertenece al conjunto PN(S) := {p ∈ P(S) : Np(i) ∈ N, ∀i ∈

S} ⊂ P(S).

Por otro lado, supongamos que el contexto del ambiente CN(·) y las proporciones

~MN(·) son sistemas dinámicos definidos por las ecuaciones en diferencias:

CN(t+ 1) = g(CN(t), ~MN(t+ 1), at), t ∈ N0, (4.4)
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~MN(t+ 1) = GN( ~MN(t), CN(t), at, µt, ~wt), (4.5)

donde g : Rd × P(S) × A → Rd y GN : PN(S) × Rd × A × Γ × RN → PN(S)

son funciones conocidas y {~wt} es una sucesión de v.a.i.i.d. en RN con distribución

común θ.

Claramente, el comportamiento del sistema de interacción de part́ıculas está

determinado por la evolución del proceso
{

( ~MN(t), CN(t))
}
, cuya dinámica puede

ser expresada como sigue. Recordando que YN := PN(S)× Rd, sea HN : YN ×A×

Γ× RN → YN la función definida como

HN (y, a, µ, w) := (GN(y, a, µ, w), g(c,GN(y, a, µ, w), a)). (4.6)

Denotando a yN(t) := ( ~MN(t), CN(t)), de acuerdo a (4.4) y (4.5), HN define la

dinámica del proceso
{
yN(t)

}
:

yN(t+ 1) = (GN(yN(t), at, µt, ~wt), g(CN(t), ~MN(t+ 1), at))

= (GN(yN(t), at, µt, ~wt), g(CN(t), GN(yN(t), at, µt, ~wt), at))

= HN
(
yN(t), at, µt, ~wt

)
. (4.7)

Asumiremos que la función de costo por etapa depende de la configuración del

sistema dado por yN(t) y de la acción seleccionada por el controlador. Entonces,

el costo será representado por una función medible r : Y × A → R, donde Y :=

P(S)× Rd. Recuerde que YN := PN(S)× Rd ⊆ Y.

Por lo tanto el problema de control óptimo para el controlador es encontrar

una poĺıtica dirigida a minimizar el criterio de costo descontado. Sin embargo, es

importante enfatizar que en cada etapa la única información que se tiene acerca de la

distribución µt es que pertenece al conjunto Γ, por lo cual las técnicas tradicionales

no son aplicables. De esta manera el problema se modelará como un juego contra la

naturaleza, mismo que describiremos en la siguiente sección.



52 Descripción del sistema

4.3. Formulación del problema como un juego con-

tra la naturaleza

En términos generales, un juego contra la naturaleza consiste en suponer que el

controlador tiene un oponente quien selecciona la distribución µt en cada etapa, de

tal manera que el objetivo es minimizar el máximo costo incurrido. Los elementos

que intervienen para formular el sistema de interacción de objetos como un juego

contra la naturaleza lo podemos agrupar en el siguiente modelo de control minimax

(abreviado N -Minimax):

MN
mxm :=

(
YN , A,Γ, H

N , θ, r
)
. (4.8)

El modeloMN
mxm tiene la siguiente interpretación. Al tiempo t, el controlador obser-

va la configuración del sistema por medio del estado y = yN(t) = ( ~MN(t), CN(t)) ∈

YN , el cual está comupesto por las proporciones de los objetos y por el contexto del

ambiente. Entonces el controlador selecciona una acción a = at ∈ A mientras que el

oponente (la naturaleza) elige una distribución µ = µt ∈ Γ de la variable aleatoria

ξt. Como consecuencia ocurre lo siguiente: (1) un costo r(y, a) es incurrido, y (2) el

sistema se mueve a un nuevo estado y′ = yN(t + 1) = ( ~MN(t + 1), CN(t + 1)) de

acuerdo a la ley de transición

Q(B|y, a, µ) := P
[
yN(t+ 1) ∈ B|yN(t) = y, at = a, µt = µ

]
=

∫
RN
IB
[
HN (y, a, µ, w)

]
θ(dw),

con HN como en (4.6). Una vez que la transición al estado y′ ocurre, el proceso se

repite.

Observemos que los cambios de la confguración del sistema, gobernado por la ley

de transición Q, depende fuertemente de las distribuciones {µt} seleccionadas por el
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oponente. Por lo tanto las acciones seleccionadas por el controlador estan dirigidas

a minimizar el máximo costo total esperado descontado introducido mas adelante.

A fin de asegurar la existencia de minimizadores, estableceremos las siguientes

condiciones de continuidad y compacidad.

Hipótesis 4. (a) El espacio de control A es un espacio de Borel compacto, cuya

métrica es denotada por dA.

(b) La función g en (4.4) es una función de Lipschitz con constante Lg; esto es,

para c, c′ ∈ Rd, ~m, ~m′ ∈ P(S), a, a′ ∈ A,

‖g(c, ~m, a)− g(c′, ~m′, a′)‖2
∞ ≤ Lg máx

{
‖c− c′‖2

∞ , ‖~m− ~m′‖1
∞ , dA(a, a′)

}
.

(4.9)

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Lg ≥ 1.

(c) El conjunto Γ ⊂ P(D) (ver (4.2)) es compacto.

(d) La función a 7−→ HN(y, a, µ, w) definida en (4.6), es continua, para toda y ∈

YN , µ ∈ Γ y w ∈ RN .

(e) La función de costo por etapa r es una función acotada y uniformemente de

Lipschitz con constante Lr; esto es, existe una constante R > 0 tal que

|r(y, a)| ≤ R ∀(y, a) ∈ Y× A,

y para cada a, a′ ∈ A y y, y′ ∈ Y,

sup
(a,a′)∈A×A

|r(y, a)− r(y′, a′)| ≤ Lr ‖y − y′‖∞ .
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4.3.1. Criterio de optimalidad descontado

Sea HN
0 := YN y HN

t :=
(
YN × A× Γ× RN

)t × YN , t ≥ 1, el espacio de las

historias hasta el tiempo t. Un elemento hNt de HN
t es escrito como

hNt = (yN(0), a0, µ0, ~w0, . . . , y
N(t− 1), at−1, µt−1, ~wt−1, y

N(t)),

donde yN(t) =
(
~MN(t), CN(t)

)
. Una poĺıtica de control para el controlador es

una sucesión πN =
{
πNt
}

de kerneles estocásticos πNt en A dado HN
t tales que

πNt
(
A|hNt

)
= 1 para toda hNt ∈ HN

t , t ∈ N0. Denotaremos por ΠN al conjunto de

todas las poĺıticas para el controlador.

De igual forma como se hizo en el Caṕıtulo 2, denotaremos por F al conjunto

de todas las funciones medibles f : Y → A y FN := F|YN la restricción de F en

el conjunto YN . Entonces, las poĺıticas markovianas y estacionarias se definen de

manera similar. Denotemos por ΠN
M y FN al conjunto de las poĺıticas de Markov y

al conjunto de las poĺıticas estacionarias para el controlador, respectivamente.

Además denotemos por ΠM al conjunto de las poĺıticas de Markov deterministas

para el controlador cuando se usa F en lugar de FN ; esto es, ΠM es la familia de

sucesiones de funciones {ft} ⊂ F. Por lo tanto cualquier poĺıtica π = {ft} ∈ ΠM

cuyos elementos ft son restringidos a YN se convierte en un elemento de ΠN .

Por otro lado, supondremos que las acciones del oponente dependen solo de las

decisiones tomadas a través del tiempo. Esto es, una poĺıtica de control para el

oponente es una sucesión π̃ = {µt}, con µt ∈ Γ y t ∈ N0. Denotaremos por ΠΓ al

conjunto de las poĺıticas para el oponente.

Para cada par de poĺıticas
(
πN , π̃

)
∈ ΠN × ΠΓ y estado inicial yN(0) = y ∈ YN ,
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definimos el costo esperado total descontado como

V N(πN , π̃, yN) := EπN ,π̃
y

∞∑
t=0

αtr(yN(t), at), (4.10)

donde EπN ,π̃
y denota el operador esperanza con respecto a la medida de probabilidad

P πN ,π̃
y inducida por (πN , π̃) ∈ ΠN × ΠΓ dado yN(0) = y. Por lo tanto, el problema

de control minimax para el controlador es encontrar una poĺıtica πN∗ ∈ ΠN tal que

V N
∗ (yN) := ı́nf

πN∈ΠN
sup
π̃∈ΠΓ

V N(πN , π̃, yN) = sup
π̃∈ΠΓ

V N(πN∗ , π̃, y
N), yN ∈ YN . (4.11)

En este caso, V N
∗ se dice ser la N−función de valor minimax.

Bajo las condiciones impuestas en el modelo N -MinimaxMN
mxm, podemos esta-

blecer los siguientes resultados, los cuales nos dan una caracterización de la poĺıtica

minimax y de la N -función de valor minimax en términos de la solución de una

ecuación funcional llamada la N -ecuación minimax (ver por ejemplo, [16, 35]):

Para u ∈ B (Y) y (y, a, µ) ∈ Y× A× Γ, definimos

T(a,µ)u(y) := r(y, a) + α

∫
RN
u
[
HN (y, a, µ, w)

]
θ(dw), (4.12)

T̂au(y) := sup
µ∈Γ

T(a,µ)u(y), (4.13)

y

Tu(y) := mı́n
a∈A

sup
µ∈Γ

T(a,µ)u(y) = mı́n
a∈A

T̂au(y), (4.14)

Ahora establecemos el siguiente resultado

Proposición 4.3.1. Si la Hipótesis 4 se cumple, entonces:

(a) El operador T es de contracción con módulo α.

(b) T es un operador de Cb(YN) en śı mismo.
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(c) Para cada u ∈ Cb(YN) existe fN∗ ∈ F tal que

Tu
(
yN
)

= sup
µ∈Γ

T(fN∗ ,µ)u(yN), yN ∈ YN . (4.15)

Demostración. (a) Sean u, u′ ∈ B(Y) y (y, a, µ) ∈ Y× A× Γ. Entonces

|Tu(y)− Tu′(y)| =
∣∣∣∣mı́n
a∈A

sup
µ∈Γ

T(a,µ)u(y)−mı́n
a∈A

sup
µ∈Γ

T(a,µ)u
′(y)

∣∣∣∣
≤ sup

a∈A

∣∣∣∣sup
µ∈Γ

T(a,µ)u(y)− sup
µ∈Γ

T(a,µ)u
′(y)

∣∣∣∣
≤ sup

a∈A
sup
µ∈Γ

∣∣T(a,µ)u(y)− T(a,µ)u
′(y)
∣∣

= |r(y, a) + α

∫
RN
u
[
HN (y, a, µ, w)

]
θ(dw)

− r(y, a)− α
∫
RN
u′
[
HN (y, a, µ, w)

]
θ(dw)|

≤ α

∫
RN
|u
[
HN (y, a, µ, w)

]
− u′

[
HN (y, a, µ, w)

]
|θ(dw)

≤ α

∫
RN

sup
y∈YN

|u (y)− u′ (y)| θ(dw)

≤ α ‖u− u′‖ . (4.16)

Luego, tomando supremo sobre y ∈ YN obtenemos

‖Tu− Tu′‖ ≤ α ‖u− u′‖ .

(b) Para probar esta parte, primero mostraremos que el operador T es acotado.
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Para u ∈ Cb(YN), y ∈ YN y a ∈ A tenemos

|T̂au (y) | = | sup
µ∈Γ

T(a,µ)u (y) | ≤ sup
µ∈Γ
|T(a,µ)u (y) |

≤ sup
µ∈Γ
|r (y, a) + α

∫
RN
u
[
HN (y, a, µ, w)

]
θ (dw) |

≤ sup
µ∈Γ
|r (y, a) |+ α sup

µ∈Γ

∫
RN
|u
[
HN (y, a, µ, w)

]
|θ (dw)

≤M + α ‖u‖ . (4.17)

Ahora tomando supremo sobre todo µ ∈ Γ llegamos a que

|Tu (y) | ≤ M̂ ∀y ∈ YN ,

donde M̂ := M + α ‖u‖ lo cual implica ‖Tu‖ <∞.

Ahora mostraremos la continuidad de T̂a en YN . Observemos primero que, para

u ∈ Cb(YN), el operador T(a,µ)u
(
yN
)

es continuo en YN × A. Entonces, usando el

hecho de que Γ es un conjunto compacto, por el Teorema de Berge (ver [16], [35])

obtenemos que supµ∈Γ T(a,µ)u
(
yN
)

=: T̂au
(
yN
)

es continuo en a ∈ A. Esto implica,

por la Hipótesis 4(a), que el operador T es continuo.

(c) De la continuidad del operador T , la Hipótesis 4, y aplicando un teorema

de selección medible (ver [20]) podemos garantizar la existencia de minimizadores

fN∗ ∈ F tales que

Tu
(
yN
)

= mı́n
a∈A

{
T̂au

(
yN
)}

= T̂fN∗ u
(
yN
)
, (4.18)

obteniendo aśı la parte (c).
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Observación 4.3.1. Se puede demostrar que Cb(YN) es un subconjunto cerrado del

espacio de Banach B(YN), por lo que Cb(YN) subespacio completo de B(YN).

Ahora, dado que T es un operador de contracción de Cb(YN) en śı mismo y Cb(YN) ⊂

B(YN) es completo, por el Teorema de Punto fijo de Banach, existe una única fun-

ción ũ ∈ Cb(YN) tal que para todo yN ∈ YN ,

ũ
(
yN
)

= T ũ
(
yN
)
,

y

‖T nu− ũ‖ ≤ αn ‖u− ũ‖ ∀u ∈ Cb(YN), n ∈ N0. (4.19)

Definimos la sucesión {vn} ⊂ Cb(YN) como v0 = 0, y para n ≥ 1,

vn
(
yN
)

= Tvn−1

(
yN
)
, yN ∈ YN .

Ahora establecemos el siguiente resultado que nos asegura la existencia de una

poĺıtica minimax para el modelo MN
mxm.

Teorema 4.3.2. Supongamos que la Hipótesis 4 se satisface. Entonces:

(a) La función de valor minimax (4.11) es la única solución en Cb(YN) que satisface

V N
∗
(
yN
)

= TV N
∗
(
yN
)
, yN ∈ YN .

(b) Para cada n ∈ N, ∥∥vn − V N
∗
∥∥ ≤M

αn

1− α
. (4.20)

(c) Existe fN∗ ∈ F tal que para toda yN ∈ YN ,

V N
∗
(
yN
)

= sup
µ∈Γ

{
r
(
yN , fN∗

)
+ α

∫
RN
V N
∗
[
HN

(
yN , fN∗ , µ, w

)]
θ(dw)

}
. (4.21)
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Equivalentemente

ΦN
(
yN , fN∗

)
= 0, (4.22)

donde

ΦN
(
yN , a

)
:= sup

µ∈Γ

{
r(yN , a) + α

∫
RN
V N
∗
[
HN(yN , a, µ, w)

]
θ (dw)

}
−V N
∗
(
yN
)
,

(4.23)

es la función de discrepancia en el N−MCMinimaxMN
mxm. Más aún

{
fN∗
}

es

una poĺıtica minimax para el controlador, esto es,

V N
∗
(
yN
)

= sup
π̃∈ΠΓ

V N
(
yN , fN∗ , π̃

)
.

Demostración. (a)-(b) Primero observemos que vn = T nv0 para todo n ∈ N0. Aśı,

tomando u = v0 en la desigualdad (4.19) tenemos

‖vn − ũ‖ ≤ αn ‖ũ‖ ∀n ∈ N0. (4.24)

Por lo tanto, si mostramos que ũ = V N
∗ las partes (a) y (b) serán demostradas.

Sea fN ∈ F un selector tal que

ũ
(
yN
)

= sup
µ∈Γ

T(fN ,µ)u
(
yN
)

yN ∈ YN . (4.25)

Entonces,

ũ
(
yN
)
≥ r

(
yN , fN

)
+α

∫
RN
ũ
[
HN

(
yN , fN , µ, w

)]
θ(dw) ∀yN ∈ YN , µ ∈ Γ. (4.26)

Ahora, sea π̃ = {µt} ∈ ΠΓ una poĺıtica arbitraria para el oponente y
{(
yNn , f

N
(
yNn
)
, µn
)}

una sucesión de ternas estado-acciones correspondiente a la aplicación de las estra-

tegias fN y π̃. Entonces, iterando la desigualdad (4.26) obtenemos

ũ
(
yN
)
≥ EfN ,π̃

yN

[
n−1∑
t=0

αtr(yN(t), fN(yN t(t)))

]
+ αnEfN ,π̃

yN
ũ
(
yN (n)

)
, (4.27)
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lo cual, haciendo n→∞, implica

ũ
(
yN
)
≥ V N

(
yN , fN , π̃

)
. (4.28)

Como π̃ ∈ ΠΓ es arbitraria, de (4.11) y (4.27) tenemos

ũ(yN) ≥ V N
∗ (yN), yN ∈ YN (4.29)

Por otro lado, para una poĺıtica arbitraria πN ∈ ΠN , π̃ ∈ ΠΓ y estado yN ∈ YN

tenemos

Eπ,π̃
yN

[
αt+1ũ

(
yN (t+ 1)

)
|ht, at

]
= αt+1

∫
RN
ũ
[
HN

(
yN (t) , at, µt, w

)]
θ (dw)

= αt[r
(
yN (t) , at

)
+ α

∫
RN
ũ
[
HN

(
yN (t) , at, µt, w

)]
θ (dw)

− r
(
yN (t) , at

)
]

≥ αt
[
ũ
(
yN (t)

)
− r

(
yN (t) , at

)]
(4.30)

por lo tanto

αtr
(
yN (t) , at

)
≥ −Eπ,π̃

yN

[
αt+1ũ

(
yN (t+ 1)

)
− αtũ

(
yN (t)

)
|ht, at

]
.

Entonces, tomando esperanza Eπ,π̃
yN

y sumando sobre t = 0, . . . , n− 1, tenemos

Eπ,π̃
yN

n−1∑
t=0

αtr
(
yN (t) , at

)
≥ ũ

(
yN
)
− αnEπ,π̃

yN
ũ
(
yN (t)

)
∀n ∈ N.

Finalmente, haciendo n→∞, se sigue que

V N
(
πN , π̃, yN

)
≥ ũ

(
yN
)
yN ∈ YN , (4.31)

lo cual implica que

V N
∗
(
yN
)
≥ ũ

(
yN
)
yN ∈ YN . (4.32)
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Combinando (4.29) y (4.32) demostramos que ũ = V N
∗ .

(c) La existencia de fN ∈ F se sigue de la parte (a) y de la Proposición 4.3.1(c).

Además, aplicando argumentos similares a la demostración de (4.28), tenemos que

para cualquier poĺıtica arbitraria π̃ ∈ ΠΓ

V N
∗ (yN) ≥ V N

(
yN , , fN , π̃

)
∀yN ∈ YN .

lo cual implica

V N
∗
(
yN
)

= sup
π̂∈ΠΓ

V N
(
fN , π̂, yN

)
∀yN ∈ YN ,

esto es, fN es una estrategia minimax.

Siguiendo un procedimiento similar al del caṕıtulo anterior, en la siguiente sección

introduciremos el modelo correspondiente al juego contra la naturaleza en campo

medio con el fin de evitar la dependencia en N . Este modelo se obtendrá como ĺımite

del modelo MN
mxm cuando N →∞.

4.4. Juegos contra la naturaleza de campo medio

Consideremos el proceso de control determinista {(~m(t), c(t))} ∈ Y = P(S)×Rd

definido por el sistema de ecuaciones

~m(t+ 1) = G(~m(t), c(t), at, µt); (4.33)

c(t+ 1) = g(c(t), ~m(t+ 1), at), (4.34)

donde (~m(0), c(0)) = (~m, c) ∈ Y representa la condición inicial, at ∈ A es el control

seleccionado al tiempo t, µt es la distribución del ruido aleatorio ξt, al tiempo t,

g : Rd×P(S)×A→ Rd es la función definida en (4.4) y G : P(S)×Rd×A×Γ→ P(S)
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es una función de Lipschitz con constante LG; esto es, para ~m, ~m′ ∈ P(S), c, c′ ∈ Rd,

y a, a′ ∈ A,

‖G(~m, c, a, µ)−G(~m′, c′, a′, µ)‖1
∞ ≤ LG máx

{
‖~m− ~m′‖1

∞ , ‖c− c
′‖2
∞ , dA(a, a′)

}
.

(4.35)

Con el fin de definir el juego contra la naturaleza de campo medio, consideremos

la función H : Y×A×Γ→ Y que determina la dinámica del proceso {(~m(t), c(t))};

esto es,

H(y, a, µ) := (G(~m, c, a, µ), g(c,G(~m, c, a, µ), a)) , y = (~m, c) ∈ Y, a ∈ A, µ ∈ Γ.

(4.36)

Entonces, de (4.33) y (4.34),

y(t+ 1) = (G(~m(t), c(t), at, µt), g(c(t), ~m(t+ 1), at))

=: H(y(t), at, µt), t ≥ 0, (4.37)

con y(0) = (~m, c) ∈ P(S)× Rd = Y.

Las siguientes hipótesis se refieren a la convergencia de las trayectorias yN(·) a

las trayectorias y(·) definidas en (4.7) y (4.37), respectivamente.

Hipótesis 5. (a) ( ~MN(0), CN(0)) = (~m(0), c(0)) = (~m0, c0) = y ∈ YN , para todo

N ∈ N.

(b) Para cualquier y ∈ YN , T ∈ N y ε > 0,

sup
(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

P π,π̃
y

{
sup

0≤t≤T

∥∥yN(t)− y(t)
∥∥
∞ > γT (ε)

}
≤ KTe−λNε

2

, (4.38)

donde γT (ε)→ 0 cuando ε→ 0 y T →∞.
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Aplicando argumentos similares a la demostración de la Proposición 2.4.2 (b), es

fácil mostrar que bajo la Hipótesis 5, para cada y ∈ YN , (π, π̃) ∈ ΠM × ΠΓ, T ∈ N

y ε > 0,

Eπ,π̃
y

[
sup

0≤t≤T
‖yN(t)− y(t)‖∞

]
≤ KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε), (4.39)

donde

K(T ) := (Lg)
T máx{Lg, diam(A)},

Lg ≥ 1 es la constante de Lipschitz en Hipótesis 4(b) y diam(A) := sup(a,a′)∈A×A d(a, a′).

Usando la misma función de costo por etapa r definida en (4.8) y tomando en

cuenta la Hipótesis 5, podemos definir el modelo de control minimax asociado al

juego contra la naturaleza de campo medio como

Mmxm = (Y, A,H, r), (4.40)

el cual es interpretado como el ĺımite, cuando N →∞, del modelo N−MCMinimax

MN
mxm.

Considerando la naturaleza determinista del proceso (4.33)-(4.34), podemos con-

siderar al conjunto ΠM como el conjunto de las poĺıticas para el controlador en el mo-

deloMmxm. Entonces, para cada (π, π̃) ∈ ΠM×ΠΓ y condición inicial y(0) = y ∈ Y,

definimos el costo total descontado para el modelo de campo medio como

v(π, π̃, y) =
∞∑
t=0

αtr (y(t), at) . (4.41)

Aśı, el problema de control minimax es encontrar una poĺıtica π∗ ∈ ΠM tal que

v∗(y) := ı́nf
π∈ΠM

sup
π̃∈ΠΓ

v(π, π̃, y) = sup
π̃∈ΠΓ

v(π∗, π̃, y), y ∈ Y, (4.42)

donde v∗ es la función de valor minimax de campo medio y π∗ se dice ser una poĺıtica

minimax para el modelo de campo medio Mmxm.
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De acuerdo a la descripción del problema, podemos establecer el siguiente teo-

rema minimax de campo medio cuya demostración es similar a la de la Proposición

3.3.1.

Teorema 4.4.1. Si la Hipótesis 4 se cumple, entonces:

(a) La función de valor minimax (4.42) es la única solución en Cb(Y) que satisface

v∗ (y) = Tv∗ (y) , y ∈ Y,

donde, para u ∈ Cb(Y) y y ∈ Y,

Tu(y) := mı́n
a∈A

sup
µ∈Γ
{r(y, a) + αu [H (y, a, µ)]} .

(b) Para cada n ∈ N,

‖vn − v∗‖ ≤M
αn

1− α
.

(c) Existe f ∗ ∈ F tal que

v∗ (y) = sup
µ∈Γ
{r (y, f ∗) + αv∗ [H (y, f ∗, µ)]} ,

y más aún π∗ = {f ∗} ∈ ΠM es una poĺıtica minimax para el controlador, esto

es,

v∗ (y) = sup
π̃∈ΠΓ

v (y, f ∗, π̃) .

Observe que la existencia de la poĺıtica minimax π∗ no depende de N , por lo que

es calculable. Aśı que a continuación vamos establecer el resultado principal de este

caṕıtulo.
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Teorema 4.4.2. Bajo las Hipótesis 4 y 5 la poĺıtica de control minimax π∗ = {f ∗}

para el modelo de control de campo medio M es asintóticamente minimax para el

modelo minimax MN , cuando N →∞. Esto es

ĺım
N→∞

ΦN (y, f ∗) = 0, y ∈ YN , (4.43)

donde ΦN es la función de discrepancia definida en (4.23).

El Teorema 4.4.2 establece que si usamos la poĺıtica π∗ para controlar el proceso

original (4.7), correspondiente al modelo MN , la desviación minimax se desvanece

a cero, cuando N →∞. Esto es, para N suficientemente grande, π∗ es una poĺıtica

minimax para el modelo N−MCMinimax MN
mxm.

4.4.1. Demostración del Teorema 4.4.2

La demostración del Teorema 4.4.2 está basada en los siguientes resultados que

son una adaptación al caso minimax de los resultados usados en en Caṕıtulo 2. Por

lo tanto, solo incluiremos la parte esencial de sus demostraciones.

Para cada (π, π̃) ∈ ΠM×ΠΓ, y ∈ YN ⊂ Y y T ∈ N, definimos el costo descontado

con horizonte finito T como:

V N
T (π, π̃, y) := Eπ,π̃

y

[
T−1∑
k=0

αkr(yN(k), ak)

]
, vT (π, π̃, y) :=

T−1∑
k=0

αkr(y(k), ak).

Usaremos la siguiente notación. Para una poĺıtica fija π = {ft} ∈ ΠM , denotamos

aπ,Nt := ft(y
N(t)) y aπt := ft(y(t))

a las acciones al tiempo t correspondientes a la aplicación de la poĺıtica π bajo el

proceso
{
yN(t)

}
y {y(t)}, respectivamente.
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Lema 4.4.3. Sean Lr y R las constantes en la Hipótesis 4(e). Entonces, bajo las

Hipótesis 4 y 5, para cada y ∈ YN , ε > 0, T ∈ N, 0 ≤ t ≤ T , and (ϕ, ϕ̃) ∈ ΠM ×ΠΓ,

los siguientes enunciados se cumplen:

(a)

Eϕ,ϕ̃
y

[
sup

(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

∣∣V N
T (π, π̃, yN(t))− vT (π, π̃, y(t))

∣∣]

≤ Lr
1− αT

1− α

[
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
]

; (4.44)

(b)

Eϕ,ϕ̃
y

[
sup

(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

∣∣V N(π, π̃, yN(t))− V N
T (π, π̃, yN(t))

∣∣] ≤ RαT

1− α
; (4.45)

(c)

Eϕ,ϕ̃
y

[
sup

(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

|v(π, π̃, y(t))− vT (π, π̃, y(t))|

]
≤ RαT

1− α
. (4.46)

(d)

Eϕ,ϕ̃
y |V N

∗
(
yN (t)

)
−v∗ (y (t)) | ≤ 2RαT

1− α
+Lr

1− αT

1− α

[
KTe−λNε

2

(1 +K (T )) + γT (ε)
]
.

(4.47)

Demostración. (a) Notemos que bajo la Hipótesis 4(e) y (4.39) para cada (π, π̃) ∈

ΠM × ΠΓ

Eπ,π̃
y

∣∣∣r(yN(t), aπ,Nt )− r(y(t), aπt )
∣∣∣ ≤ LrE

π,π̃
y

[
‖yN(t)− y(t)‖∞

]
≤ LrE

π,π̃
y

[
sup

0≤t≤T
‖yN(t)− y(t)‖∞

]
≤ Lr

(
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
)
. (4.48)

Ahora, para cada par de poĺıticas (ϕ, ϕ̃) ∈ ΠM×ΠΓ, denotemos las correspondientes

trayectorias como yN(t) := yNϕ,ϕ̃(t) y y(t) := yϕ,ϕ̃(t). Entonces tenemos
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sup
(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

|VT (π, π̃, yN(t))− vT (π, π̃, y(t))|

= sup
(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

∣∣∣∣∣Eπ,π̃
yN (t)

[
T−1∑
k=0

αkr(yN(k), aπ,Nk )−
T−1∑
k=0

αkr(y(k), aπk)

]∣∣∣∣∣
≤

T−1∑
k=0

αk sup
(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

Eπ,π̃
yN (t)

∣∣∣r(yN(k), aπ,Nk )− r(y(t), aπk)
∣∣∣

≤ Lr
1− αT

1− α

[
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
]

Pϕ,ϕ̃
y -c.s., (4.49)

donde la última desigualdad se sigue de (4.48). Aśı (4.44) se tiene tomando esperanza

Eϕ,ϕ̃
y (·) en ambos lados de (4.49).

(b) De nuevo, para cada par de poĺıticas (ϕ, ϕ̃) ∈ ΠM × ΠΓ, denotemos las corres-

pondientes trayectorias como yN(t) := yNϕ,ϕ̃(t) y y(t) := yϕ,ϕ̃(t). Aśı, obtenemos

sup
(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

∣∣V N(π, π̃, yN(t))− V N
T (π, π̃, yN(t))

∣∣
≤ sup

(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

∣∣∣∣∣Eπ,π̃
yN (t)

[
∞∑
k=0

αkr(yN(k), aπ,Nk )−
T−1∑
k=0

αkr(yN(k), aπ,Nk )

]∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=T

αk sup
(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

Eπ,π̃
yN (t)
|r(yN(k), aπ,Nk )| ≤ R

∞∑
k=T

αk ≤ RαT

1− α
Pϕ,ϕ̃
y -c.s., .

(4.50)

Por lo tanto, (3.44) se obtiene tomando esperanza Eϕ,ϕ̃
y (·) en ambos lados de (4.50).

(c) Por argumentos similares usados en la demostración de la parte (b) se prueba

la parte (c).

(d) Definamos la poĺıtica estacionaria π̄ =
{
f̄
}
∈ ΠM , donde f̄ : Y → A está dada

por

f̄(y) = fN∗ (y)IYN (y) + f̃(y)I[YN ]c(y),
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siendo πN∗ =
{
fN∗
}
∈ ΠN

M una poĺıtica minimax estacionaria para el N−Minimax

MN
mxm (ver Teorema 4.3.2), y f̃ ∈ F, un selector arbitrario. Además, para ϕ ∈ ΠM

una poĺıtica arbitraria fija, denotemos yNϕ (t) = yN(t) ∈ YN y yϕ(t) := y(t) ∈ Y.

Observemos que para cada t ∈ N0 y π̃ ∈ ΠΓ,

V N
∗ (yN(t)) = sup

π̃∈ΠΓ

V N(πN∗ , π̃, y
N(t)) = sup

π̃∈ΠΓ

V N(π̄, π̃, yN(t)) ≤ sup
(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

V N(π, π̃, yN(t)).

Por lo que,

V N
∗ (yN(t))− v∗(y(t)) ≤ sup

(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

V N(π, π̃, yN(t))− ı́nf
π∈ΠM

sup
π̃∈ΠΓ

v(π, π̃, y(t)),

que a su vez implica

∣∣V N
∗ (yN(t))− v∗(y(t))

∣∣ ≤ sup
(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

∣∣V N(π, π̃, yN(t))− v(π, π̃, y(t))
∣∣ , t ∈ N0.

Por lo tanto, para cada y ∈ YN , 0 ≤ t < T,

∣∣V N
∗ (yN(t))− v∗(y(t))

∣∣ ≤ sup
(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

{
|V N(π, π̃, yN(t))− V N

T (π, π̃, yN(t))|

+ |V N
T (π, π̃, yN(t))− vT (π, π̃, y(t))|

+ |vT (π, π̃, y(t))− v(π, π̃, y(t))|}

≤ sup
(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

|V N(π, π̃, yN(t))− V N
T (π, π̃, yN(t))|

+ sup
(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

|V N
T (π, π̃, yN(t))− vT (π, π̃, y(t))|

+ sup
(π,π̃)∈ΠM×ΠΓ

|vT (π, π̃, y(t))− v(π, π̃, y(t))|

≤ 2RαT

1− α
+ Lr

1− αT

1− α

[
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
]
Pϕ,ϕ̃
y -c.s.,

(4.51)

donde la última desigualdad se debe a las partes (a)-(c). Finalmente, tomando es-

peranza Eϕ,ϕ̃
y (·) en ambos lados de (4.51), obtenemos (4.47).
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Observación 4.4.1. Observe que de (2.7) y (3.5) tenemos

yN(1) = HN(yN(0), a0, µ0, ~w0) := yNµ0
(1)

y

y(1) = H(y(0), a0, µ0) := yµ0(1).

Entonces, (4.47) implica que para cada y ∈ YN ⊂ Y, ε > 0, T ∈ N, y para todo

(ϕ, ϕ̃) ∈ ΠM × ΠΓ,

sup
µ∈Γ

Eϕ,ϕ̃
y |V N

∗
(
yNµ (1)

)
− v∗ (yµ (1)) | ≤ 2RαT

1− α

+ Lr
1− αT

1− α

[
KTe−λNε

2

(1 +K (T )) + γT (ε)
]
.

(4.52)

Prueba del Teorema 4.4.2.

Sea Φ (·, ·) ≥ 0 la función de discrepancia para el modelo de juego contra la natura-

leza de campo medio definida como

Φ (y, a) := máx
µ∈Γ
{r(y, a) + αv∗ [H(y, a, µ)]} − v∗ (y) , y ∈ Y. (4.53)

(compare (4.23)) Notemos que de la definición de poĺıtica minimax de campo medio

π∗ = {f ∗} (ver Teorema 4.4.1), tenemos Φ (y, f ∗) = 0.

Sea π̃ ∈ ΠΓ una poĺıtica arbitraria para el oponente, con µ0 = µ ∈ Γ. Entonces,

para cada yN(0) = y(0) = y ∈ YN ⊂ Y, de la propiedad de Markov tenemos∫
RN
V N
∗
[
HN(y, f ∗, µ, w)

]
θ(dw)−v∗ [H(y, f ∗, µ)] = Eπ∗,π̃

y

[
V N
∗ (yN(1))− v∗(y(1))|hN0 , µ

]
(4.54)

lo cual a su vez implica∣∣∣∣∫
RN
V N
∗
[
HN(y, f ∗, µ, w)

]
θ(dw)− v∗ [H(y, f ∗, µ)]

∣∣∣∣ = Eπ∗,π̃
y

∣∣V N
∗ (yN(1))− v∗(y(1))

∣∣ .
(4.55)
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Esto nos lleva a que

ΦN (y, f ∗) = |ΦN (y, f ∗)− Φ (y, f ∗) |

=

∣∣∣∣sup
µ∈Γ

{
r (y, f ∗) + α

∫
RN
V N
∗
[
HN (y, f ∗ µ,w)

]
θ (dw)

}
− V N

∗ (y)

− sup
µ∈Γ
{r (y, f ∗) + αv∗ [H (y, f ∗, µ)]}+ v∗ (y)

∣∣∣∣
≤ |V N

∗ (y)− v∗ (y) |

+ α sup
µ∈Γ

∣∣∣∣∫
RN
V N
∗
[
HN (y, f ∗, µ, w)

]
θ (dw)− v∗ [H (y, f ∗, µ)]

∣∣∣∣
≤ |V N

∗ (y)− v∗ (y) |

+ α sup
µ∈Γ

Eπ∗,π̃
y |V N

∗
(
yN (1)

)
− v∗ (y (1)) |, (4.56)

donde la última desigualdad se debe a (4.55). Usando este hecho junto con la relación

(4.52), el Lema 4.4.3 implica

0 ≤ ΦN (y, f ∗) ≤ 4RαT

1− α
+ 2Lr

1− αT

1− α

[
KTe−λNε

2

(1 +K(T )) + γT (ε)
]
,

para ε > 0 y T ∈ N arbitrarios. Por lo tanto, haciendo N → ∞ demostramos el

Teorema 4.4.2, esto es

ĺım
N→∞

ΦN(y, f ∗) = 0.�



Caṕıtulo 5

Ejemplo: Modelo de

consumo-inversión

5.1. Introducción

Con el fin de ilustrar nuestros resultados, presentaremos el siguiente sistema de

consumo-inversión que se compone de un número grande de pequeños inversionistas.

Mostraremos que las hipótesis asumidas en este trabajo se satisfacen. Esencialmen-

te nos enfocaremos a definir las dinámicas de las proporciones y del contexto del

ambiente, en verificar las Hipótesis 1-3, y mostrar que la función Gρ es Lipschitz

(ver 3.3), todo esto para el problema de estimación y control. La verificación de las

Hipótesis 4 y 5 establecidas para el modelo del juego contra la naturaleza se hace

mediante procedimientos completamente similares, y por lo tanto las omitiremos.

71
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5.2. Un modelo de consumo-inversión con subsi-

dios/impuestos controlado

Consideremos un sistema de consumo-inversión compuesto por N “pequeños

”inversionistas, es decir, agentes económicos cuyas decisiones individuales no tie-

nen influencia en el mercado de precios. Estos agentes invierten en varios activos

con diferentes tasas de retorno y consumen algún producto espećıfico. Además, su-

pondremos que existe un controlador central, por ejemplo, el gobierno o algúna

organización pública que apoya con un subsidio para incentivar a los inversionistas

o impone una impuesto que los inversionistas deben pagar. Por simplicidad, consi-

deraremos solo dos activos para los inversionistas: uno de ellos es libre de riesgo con

tasa de retorno fijo τ , y el otro tiene tasa de retorno aleatoria ξt que toma valores

en un conjunto acotado Z ⊆ R. La fracción de capital asociada que se invierte en

la opción con riesgo es una función ϕ1 : N → [0, 1] que depende del contexto del

ambiente, el cual toma valores en el conjunto N. Naturalmente, (1−ϕ1) representará

la fracción de capital invertida en la opción libre de riesgo. Por otro lado, supondre-

mos que cada inversionista consume una cantidad ϕ2 : N→ R+ que también es una

función acotada que depende del contexto del ambiente.

En el escenario de nuestro trabajo, dado que el espacio de estados S es finito,

supondremos que el uso de los centavos es despreciable. Sea at la decisión del con-

trolador central en el tiempo t, y supondremos que at ∈ A := {0,±1, ...± a∗} para

algún a∗ ≥ 0. Esto es, al tiempo t

at = impuesto de tamaño −at (si at < 0) o subsidio de tamaño at (si at > 0).

Denotando por XN
n (t) ∈ S := {0, 1, · · · , s} el capital del inversionista n al tiempo
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t. Entonces

XN
n (t+1) = int

{[
(1− ϕ1(CN(t)))(1 + τ) + ϕ1(CN(t))ξt

] [
XN
n (t)− ϕ2(CN(t)) + at

]}
,

(5.1)

donde int{x} representa la parte entera de x. Suponemos que s ∈ N0 es lo suficien-

temente grande y las funciones ϕm, m = 1, 2, satisfacen una condición de Lipschitz

con constantes Lϕm , m = 1, 2, respectivamente, tomando valores en conjuntos apro-

piados tales que se satisface lo siguiente

F (i, c, a, z) := int {[(1− ϕ1(c))(1 + τ) + ϕ1(c)z] [i− ϕ2(c)− a]} ∈ S. (5.2)

Lema 5.2.1. La función F definida en (5.2) es Lipschitz con constante

LF := 2 + Lϕ2 + (1 + τ + z)
(
iLϕ1 + a∗Lϕ1 + L̄ϕ2 + L̄ϕ1Lϕ2 + Lϕ1L̄ϕ2

)
,

donde L̄ϕm es una cota de ϕm, m = 1, 2 y a∗ = máxa∈A |a|.

Demostración. Observemos primero que para cualquier par de números reales a y b

se satisface

|int{a} − int{b}| = |a+ α− b− β| = |a− b+ α− β|.

≤ |a− b|+ 1 (5.3)
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De esta manera, para (a, c), (a′, c′) ∈ A×N, un estado i ∈ S y z ∈ R fijos por (5.3)

|F (i, c, a, z)−F (i, c′, a′, z)| ≤ |[(1− ϕ1(c))(τ + 1)][i− ϕ2(c)− a]

− [(1− ϕ1(c′))(τ + 1)][i− ϕ2(c′)− a′]|+ 1

≤ 1 + |ϕ2(c)− ϕ2(c′)|+ |a− a′|+ i(τ + 1)|ϕ1(c)− ϕ1(c′)|

+ (τ + 1)|ϕ1(c)ϕ2(c)− ϕ1(c′)ϕ2(c′)|

+ (1 + τ)|aϕ1(c)− a′ϕ1(c′)|+ iz|ϕ1(c)− ϕ1(c′)|

+ z|ϕ1(c)ϕ2(c)− ϕ1(c′)ϕ2(c′)|+ z|aϕ1(c)− a′ϕ1(c′)|

≤ 1 + Lϕ2 ‖c− c′‖
2
∞ + |a− a′|+ i(τ + 1)Lϕ1|c− c′|

+ (τ + 1)(L̄ϕ1Lϕ2 + Lϕ1L̄ϕ2) ‖c− c′‖2
∞

+ (τ + 1)(a∗Lϕ1 ‖c− c′‖
2
∞ + L̄ϕ1|a− a′|) + izLϕ1 ‖c− c′‖

2
∞

+ z ‖c− c′‖2
∞ (L̄ϕ1Lϕ2 + L̄ϕ2Lϕ1)

≤ máx{‖c− c′‖2
∞ , |a− a

′|} [2 + Lϕ2 + (z + τ + 1)(iLϕ1

+ a∗Lϕ1 + L̄ϕ2 + L̄ϕ1Lϕ2 + L̄ϕ2Lϕ1)]

De aqúı podemos deducir que F satisface la siguiente condición de Lipschitz:

|F (i, c, a, z)− F (i, c′, a′, z)| ≤ LF máx
{
‖c− c′‖2

∞ , |a− a′|
}
, (5.4)

donde

LF = 1+(1 + τ + máxz∈Z |z|)
(
Lϕ1s+ L̄ϕ1Lϕ2 + L̄ϕ2Lϕ1 + a∗Lϕ1 + Lϕ2

)
+(1+τ)(1+Lϕ2).

Ahora, si ρ es la densidad de la tasa de retorno ξt, la ley de transición toma la

forma

Kρ
ij(a, c) =

∫
R
Ij[F (i, c, a, z)]ρ(z)dz, (5.5)
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para cada i, j ∈ S y (a, c) ∈ A×N. Además, dado que F es una función con valores

en S := {0, 1, · · · , s}, es fácil ver que para todo i, j ∈ S, a, a′ ∈ A, c, c′ ∈ N, la

función indicadora satisface la desigualdad∣∣1j[F (i, c, a, z)]− 1j[F (i, c′, a′, z)]
∣∣ ≤ ∣∣F (i, c, a, z)− F (i, c′, a′, z)

∣∣
≤ LF máx

{
‖c− c′‖2

∞ , |a− a
′|
}
,

debido a la propiedad de Lipschitz de F dada en (5.2.1). Aśı, de (2.2),∣∣Kρ
ij(a, c)−K

ρ
ij(a

′, c′)
∣∣ ≤ ∫ ∣∣Ij[F (i, c, a, z)]− Ij[F (i, c′, a′, z)]

∣∣ ρ(z)dz

≤ LF máx
{
‖c− c′‖2

∞ , |a− a
′|
}
, (5.6)

lo cual implica que Kρ es de Lipschitz.

A continuación procederemos a mostrar la ecuación en diferencias que determina

la dinámica de las proporciones { ~MN(t)} (vea (2.5)). La base para obtener la función

GN
ρ es el siguiente resultado, el cual se demuestra en [13], Teorema 1.

Teorema 5.2.2. Sea {at} cualquier sucesión de acciones elegidas del conjunto A,

entonces el proceso ~MN(t) es de Markov.

Puesto que ~MN(t), t ∈ N, pertenece al conjunto PN(S) (ver (2.3)), es una cadena

de Markov con espacio de estados finito. Por otra parte, note que (ver [12])

MN
i (t+ 1) =

1

N

s∑
k=0

NMN
k (t)∑

n=1

I{Aρki(at,CN (t))}(w
k
n(t)), (5.7)

donde

Aρki(a, c) := [Γρki(a, c),Γ
ρ
ki+1(a, c)] ⊆ [0, 1], (5.8)

Γρki(a, c) :=
i−1∑
l=0

Kρ
kl(a, c), k, i ∈ S. (5.9)
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y wnk (t) son v.a. uniformes en [0, 1] independientes.

Para cada i ∈ S y t ∈ N0, denotemos

~wi(t) := (wi1(t), · · · , wiNMN
i

(t))

y

~wt := (~w0(t), · · · , ~ws(t)).

Cabe notar que
∑s

i=0NM
N
i (t) = N, aśı ~wt ∈ [0, 1]N . Esta afirmación implica que

el número de v.a. (uniformes) involucradas en la dinámica (5.7) coincide con el

número N de pequeños inversionistas; un hecho que es presentado de manera general

mediante la dinámica (2.5).

Reescribiendo las expresiones anteriores como en (2.7), y considerando que YN :=

PN(S)× N y Y := P(S)× N, definamos, para yN(t) = (MN(t), CN(t)) ∈ YN ,

GN
ρ,i(y

N(t), at, ~wt) :=
1

N

s∑
k=0

NMN
k (t)∑

n=1

I{Aρki(CN (t),at)}(w
k
n), i ∈ S.

La función GN
ρ toma la siguiente forma vectorial

GN
ρ (y, a, w) =

(
GN
ρ,0(y, a, w), ..., GN

ρ,s(y, a, w)
)
, (y, a, w) ∈ YN × [−a∗, a∗]× [0, 1]N ,

(5.10)

dando lugar a la siguiente expresión

~MN(t+ 1) = GN
ρ ( ~MN(t), CN(t), at, ~wt). (5.11)

Finalmente, para definir la dinámica del proceso {yN(t)}, supondremos que g :

N×P(S)× [−a∗, a∗]→ R es una función arbitraria que satisface la Hipótesis 1(b), de

manera que el contexto del ambiente evoluciona de acuerdo a la siguiente ecuación:

CN(t+ 1) = g(CN(t), ~MN(t+ 1), at), t ∈ N0. (5.12)
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Entonces, (5.11) y (5.12) definen la función

HN
ρ (y, a, w) := (GN

ρ (y, a, w), g(c,GN
ρ (y, a, w), a)), (5.13)

la cual determina la dinámica del proceso
{
yN(t)

}
similar a (ver (2.7)).

Ahora, supongamos que la función de costo por etapa r es acotada y uniforme-

mente de Lipschitz con constante Lr; esto es, para alguna constante R > 0

|r(y, a)| ≤ R ∀(y, a) ∈ Y× A,

y para cada a, a′ ∈ A y y, y′ ∈ Y,

sup
(a,a′)∈A×A

|r(y, a)− r(y′, a′)| ≤ Lr ‖y − y′‖∞ .

Finalmente, dado que el espacio de acciones A es finito, por tanto compacto, la

continuidad de a 7−→ HN
ρ (·, a, ·), requerida en Hipótesis 1(c), se cumple trivialmente.

Este hecho, junto con la consideración de que la función en (5.12) es de Lipschitz,

implica la Hipótesis 1.

5.2.1. Proceso de Campo Medio

Continuando con nuestro ejemplo, en esta parte definimos el sistema de control

determinista {(~m(t), c(t))} ∈ Y como

~m(t+ 1) = ~m(t)Kρ(at, c(t)) (5.14)

c(t+ 1) = g(c(t), ~m(t+ 1), at), (5.15)

donde Kρ es la matriz [Kρ
ij], cuyos elementos son kérneles estocásticos definidos en

(5.5) y g : N × P(S) × A → N es la función definida en (5.12). Observemos que

~m(t+ 1) es el vector con componentes

mj(t+ 1) =
s∑
i=1

mi(t)K
ρ
ij(at, c(t)),
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donde ~m(0) = m ∈ P(S). En este caso la función Gρ en (3.1) toma la forma

Gρ(~m, c, a) = ~mKρ(a, c), (~m, c) ∈ Y, a ∈ A, (5.16)

y como el kernelKρ es de Lipschitz (ver (5.6)), también lo esGρ, como fue establecido

en (3.3), con constante de Lipschitz LG.

Con el fin de definir el proceso de control determinista, consideremos la función

Hρ : Y× A→ Y que define la dinamica del proceso {(~m(t), c(t))}; esto es,

Hρ(y, a) := (Gρ(~m, c, a), g(c,G(~m, c, a), a)) , y = (~m, c) ∈ Y, a ∈ A, µ ∈ Γ. (5.17)

De (3.1) y (3.2), podemos escribir

y(t+ 1) = (Gρ(~m(t), c(t), at), g(c(t), ~m(t+ 1), at))

=: Hρ(y(t), at), t ≥ 0, (5.18)

con y(0) = (~m, c) ∈ P(S)× N = Y.

Por el Lema 3.2.1, tenemos que la función definida en (5.18) es de Lipschitz

con constante LHρ , y para garantizar la Hipótesis 2 supondremos que se satisface

αLHρ < 1 donde α es el factor de descuento.

Más adelante mostraremos que (5.14)-(5.15) es, en efecto, el proceso ĺımite de

(5.11)-(5.12).

5.2.2. Proceso de estimación

Sea ρk un estimador de la densidad ρ que satisface (3.12). El objetivo es mostrar

la convergencia establecida en (3.13)
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Para el estimador ρk, definimos, de manera similar a (5.5), el kernel de transición

estimado Kk(a, c) =
[
Kk
ij(a, c)

]
con componentes (ver (5.2))

Kk
ij(a, c) =:

∫
R
Ij[F (i, c, a, z)]ρk(z)dz, i, j ∈ S, (a, c) ∈ A× R.

También definimos

Gρk(~m, c, a) := ~mKk(a, c), (~m, c) ∈ Y, a ∈ A,

y

Hk(y, a) := (~mKk(a, c), g(c, ~mKk(a, c), a)) , y = (~m, c) ∈ Y, a ∈ A.

Observemos que para cada i, j ∈ S, (a, c) ∈ A× N,∣∣Kk
ij(a, c)−K

ρ
ij(a, c)

∣∣ ≤ ∫
R
|ρk(z)− ρ(z)| dz.

Por lo tanto, de acuerdo a (3.12)

sup
(a,c)∈A×N

‖Kk(a, c)−Kρ(a, c)‖0
∞ → 0 c.s., cuando t→∞, (5.19)

lo cual implica (ver (5.16))

sup
(y,a)∈Y×A

‖Gρk(y, a)−Gρ(y, a)‖1
∞ =

sup
(y,a)∈Y×A

‖~mKk(a, c)− ~mKρ(a, c)‖1
∞ → 0 c.s., cuando k →∞. (5.20)

5.2.3. Convergencia en Campo Medio

Para concluir, demostraremos que la Hipótesis 3(b) se cumple, es decir, (5.14)-

(5.15) es el proceso ĺımite de (5.11)-(5.12). Sea π = {ft} ∈ ΠM una poĺıtica arbitraria

y y ∈ YN ⊂ Y el estado inicial. Definimos

BNρ
inj (t) := I{Aρij(aπ,Nt ,CN (t))}(w

i
n(t)), i, j ∈ S, n ∈ N,
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donde CN(t) es como en (5.12) y win(t) son v.a.i.i.d. con distribución uniforme en

[0, 1]. Observemos que para cada t ∈ N0,
{
BNρ
inj (t)

}
inj

son v.a.i.i.d. con distribución

Bernoulli cuya media es

Eπ
y

[
BNρ
inj (t)|a

π,N
t = a, CN(t) = c

]
= Kρ

ij(a, c)

=

∫
Ij[F (i, c, a, z)]ρ(z)dz, i, j ∈ S, (a, c) ∈ A× N.

Entonces, para un ε > 0 fijo, por la desigualdad de Hoeffding, tenemos

P π
y

∣∣∣∣∣∣
NMN

i (t)∑
n=1

BNρ
inj (t)−NMN

i (t)Kρ
ij

(
aπ,Nt , CN(t)

)∣∣∣∣∣∣ < Nε

 > 1− 2e−2Nε2 .

Consideremos el conjunto

Ω̄ =

ω ∈ Ω′

∣∣∣∣∣∣
NMN

i (t)∑
n=1

BNρ
inj (t)−NMN

i (t)Kρ
ij

(
aπ,Nt , CN(t)

)∣∣∣∣∣∣ < Nε

 ⊂ Ω′

(ver Observación 2.4.1(b)) y sea εt un número positivo tal que
∥∥yN(t)− y(t)

∥∥
∞ ≤ εt;

esto es, ∥∥∥ ~MN(t)− ~m(t)
∥∥∥1

∞
≤ εt y

∥∥CN(t)− c(t)
∥∥2

∞ ≤ εt. (5.21)

Aśı, de (5.7), (5.14) y (5.21), tenemos que las siguientes relaciones son ciertas en Ω̄:

∣∣MN
j (t+ 1)−mj(t+ 1)

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
s∑
i=0

1

N

NMN
i (t)∑

n=1

BNρ
inj (t)−Nmi(t)K

ρ
ij

(
aπ,Nt , c(t)

)∣∣∣∣∣∣
≤

s∑
i=0

1

N

∣∣∣∣∣∣
NMN

i (t)∑
n=1

BNρ
inj (t)−Nmi(t)K

ρ
ij

(
aπ,Nt , c(t)

)∣∣∣∣∣∣
≤

s∑
i=0

1

N

∣∣∣∣∣∣
NMN

i (t)∑
n=1

BNρ
inj (t)−NMN

i (t)Kρ
ij

(
aπ,Nt , CN(t)

)∣∣∣∣∣∣+
s∑
i=0

∣∣MN
i (t)−mi(t)

∣∣Kρ
ij

(
aπ,Nt , CN(t)

)
+

s∑
i=0

mi(t)
∣∣∣Kρ

ij

(
aπ,Nt , CN(t)

)
−Kρ

ij

(
aπ,Nt , c(t)

)∣∣∣ < (s+ 1)ε+ (s+ 1)εt + LKεt.

(5.22)
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Por lo tanto, dado que el lado derecho de la última desigualdad no depende de j,

tenemos ∥∥∥ ~MN(t+ 1)− ~m(t+ 1)
∥∥∥1

∞
≤ (s+ 1)ε+ (s+ 1)εt + LKεt.

Por otro lado, dado que g es una función de Lipschitz (ver Hipótesis 1), las expre-

siones (5.12) y (5.15)) junto con (5.21) y (5.22) nos conducen a∥∥CN(t+ 1)− c(t+ 1)
∥∥2

∞ ≤
∥∥∥g(CN(t), ~MN(t+ 1), aπ,Nt )− g(c(t), ~m(t+ 1), aπ,Nt )

∥∥∥2

∞

< Lg máx {εt, (s+ 1)ε+ (s+ 1)εt + LKεt} = Lg ((s+ 1)ε+ (s+ 1)εt + LKεt) ,

lo cual implica que en el conjunto Ω̄ (recordemos que Lg ≥ 1)∥∥yN(t+ 1)− y(t+ 1)
∥∥
∞ < Lg ((s+ 1)ε+ (s+ 1)εt + LKεt) .

Considerando ahora
∥∥yN(0)− y(0)

∥∥
∞ = ε0 = 0 (ver Hipótesis 3(a)) y aplicando un

procedimiento inductivo, un cálculo directo nos lleva a que en el conjunto Ω̄,∥∥yN(t+ 1)− y(t+ 1)
∥∥
∞ < Lg(s+ 1)εβt, t ∈ N0,

donde {βt} es una sucesión creciente. Entonces, para un T ∈ N fijo,∥∥yN(t+ 1)− y(t+ 1)
∥∥
∞ < Lg(s+ 1)εβT , ∀0 ≤ t ≤ T,

en el conjunto Ω̄. Por lo tanto, bajo la poĺıtica π ∈ ΠM ,

P π
y

[
sup

0≤t≤T

∥∥yN(t+ 1)− y(t+ 1)
∥∥
∞ < Lg(s+ 1)εβT

]
≥ 1− 2e−2Nε2 .

De aqúı, si hacemos γT (ε) := Lg(s+ 1)εβT , K = λ = 2, implica que

sup
π∈ΠM

P π
y

{
sup

0≤t≤T

∥∥yN(t)− y(t)
∥∥
∞ ≥ γT (ε)

}
≤ KTe−λNε

2

.

Finalmente, observemos que γT (ε)→ 0 cuando ε→ 0.

Por lo que la Hipótesis 3 se cumple.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y problemas abiertos

En los últimos años la teoŕıa de campo medio ha tenido un gran desarrollo por

la extensa variedad de sus aplicaciones en distintas áreas como economı́a, finanzas,

ecoloǵıa, bioloǵıa e investigación de operaciones (ver [3, 6, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 24,

25, 28, 32, 37, 39]). Dentro de estas aplicaciones se encuentra el análisis de sistemas

dinámicos que se componen de un número grande de objetos (part́ıculas o agentes)

que interactúan entre śı. Mas aún, suponiendo que existe un controlador que puede

influir en el comportamiento de los objetos, es posible plantear un problema de

control óptimo. Este tipo de problemas fue la motivación principal para el desarrollo

del trabajo.

En particular se estudió un sistema compuesto por una gran cantidad N de

objetos que interactúan entre śı, los cuales se pueden clasificar y además comparten

un ambiente en común. Se asumió que la evolución de cada objeto está dada por

una ecuación en diferencias que depende, entre otras variables, de un ruido aleatorio

ξt con distribución desconocida. A partir de este hecho, y aplicando las teoŕıas de

procesos de control de Markov, control adaptado y control minimax, se propuso un

modelo de control apropiado, y considerando que el número de objetos N es muy

83
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grande (N ∼ ∞) nos llevó a pensar en un esquema de la teoŕıa de campo medio

para proponer una solución al problema de control óptimo correspondiente.

Después de realizar un análisis del planteamiento del problema en general, nues-

tra investigación se centró en el estudio de los siguientes problemas:

1.- Problema de estimación y control en sistemas de interacción de objetos bajo en

esquema de campo medio.

2.- Problema de control minimax en sistemas de interacción de objetos bajo un

esquema de campo medio.

Como resultado de nuestra investigación se logró demostrar la existencia de

poĺıticas eventualmente-asintóticamente óptimas para el Problema 1 y poĺıticas mi-

nimax para el Problema 2, dando lugar al desarrollo de los art́ıculos [21, 22]. El

art́ıculo [21] se encuentra aceptado para su publicación, mientras que [22] esta so-

metido.

La diferencia escencial entre estos dos problemas está en las hipótesis respecto

al proceso de perturbaciones aleatorias {ξt}. En el primer caso {ξt} es una suce-

sión de variables aleatorias observables independientes e idénticamente distribuidas,

mientras que el segundo solo asume independencia. Dependiendo de la situación a

modelar uno puede determinar la teoŕıa mas adecuada por aplicar: estimación y

control o minimax. Por ejemplo, en problemas de medio ambiente, finanzas y eco-

nomı́a el asumir que el ruido aleatorio es observable podŕıa ser una hipótesis un

poco realista, situación que no se presenta en muchos problemas de investigación de

operaciones donde la variable aleatoria es observable.

Por otro lado, el hecho de haber supuesto que los objetos evolucionan de acuerdo

a una ecuación en diferencias implica que los estados deben ser cantidades númericas



6.1. PROBLEMAS ABIERTOS 85

que satisfacen la relación funcional correspondiente, lo cual restringe el potencial de

aplicaciones. El caso mas general seŕıa asumir que la dinámica es determinada por un

kérnel de transición. Sin embargo, es importante observar que nuestros resultados son

aplicables a este caso general siempre y cuando el kérnel sea completamente conocido

o si depende de un parárametro desconocido, ya sea observable o no observable.

6.1. Problemas abiertos

El criterio de optimalidad estudiado fue el de costo descontado. Usualmente,

este criterio es aplicado en economı́a y finanzas. Sin embargo, en muchos pro-

blemas se necesita analizar el comportamiento asintótico del sistema. En estos

casos, el criterio mas adecuado es el de costo promedio, cuyo estudio constituye

un problema abierto. El reto matemático que se presenta en este caso es el de

combinar la convergencia de los procesos del N -sistema al de campo medio,

con el ĺımite de los promedios y el de estimación.

Una posible extensión de nuestro trabajo podŕıa considerar el problema con

dos controladores que toman decisiones para influir en el comportamiento de

los objetos, y que tienen intereses opuestos. En este caso, el problema podŕıa

analizarce como un juego estocástico de suma cero, y en el contexto de ecua-

ciones en diferencia, considerar el caso en el que la distribución de las variables

aleatorias es desconocida por uno o ambos controladores.

En una dirección distinta a la anterior, pero dentro de la teor¿1
2
ia de juegos,

podemos plantear el problema donde cada objeto representa un jugador. Es

decir, tendriamos un juego con una cantidad muy grande de jugadores, con un

objetivo común u opuesto. Esto da lugar a los juegos de campo medio, área

en la que aún existen muchos problemas abiertos.
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Como se puede observar, nuestro trabajo se desarrollo bajo las siguientes

hipótesis: costos acotados, espacio de estados numerable o finito, condiciones

de compacidad y de acotamiento (Lipschitz) en las funciones, entre otros. Por

lo tanto, un problema abierto, de forma natural, es debilitar dichas hipótesis.

Como podemos observar, una de las caracteŕısticas principales de nuestro tra-

bajo fue la de modelar el sistema de interacción de objetos como un problema

de control óptimo markoviano. Por lo tanto, tomando en cuenta el amplio

desarrollo de la teoŕıa de procesos de control de Markov y lo joven de las apli-

caciones de la teoŕıa de campo medio a problemas de optimizacïı¿1
2
n, es posible

proponer nuevos problemas. Por ejemplo, sistemas parcialmente observables,

procesos a tiempo continuo, sistemas no estacionarios, desarrollo de nuevas

teoŕıas de control adaptado, etc., aśı como la combinación de estos.
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