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Abstract

In the present work we study a class of Poisson and Dirac structures on a fibered manifold
M which are compatible with the fiber bundle structure in a natural sense. We will distin-
guish three types of compatibility: partially coupling, almost coupling and coupling. The first
two types generalize the coupling property of Poisson structures around symplectic leaves.
We present a geometric approach for the construction of a wide class of Poisson and Dirac
structures that generalize the results obtained by Vorobev 2001, Vaissman 2004, Dofour and
Wade 2008. The main results that we present are related to the following topics: characte-
ristics subsets in M of compatible Poisson structures, a factorization of the Jacobi identity,
conditions for that gauge transformation of Poisson and Dirac structures preserves the almost
coupling property, a description of global behavior of almost coupling Poisson and unimo-
dularity criteria in the low dimensional cases and similocal equivalence of Poisson structures
around a common symplectic leaf.
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Introduccion

El presente trabajo estd dedicado al estudio de algunos problemas abiertos de la geometria
de las estructuras Poisson que constituyen un campo de investigacién actual.

En términos algebraicos, una estructura de Poisson en una variedad diferencial M se de-
fine como una estructura de édlgebra de Lie {, } en el anillo de funciones de clase C* la cual
es compatible con el producto puntual de funciones por medio de la regla de Leibniz. Estos
objetos se relacionan con otras estructuras importantes en geometria moderna como es el caso
de los algebroides y grupoides de Lie.

En 1977, A. Lichnerowicz en [42] introdujo una definicién “geométrica contravariante” de
estructura de Poisson en términos del calculo de Schouten para campos tensoriales contrava-
riantes antisimétricos, dando lugar a un estudio sistematico de la geometria de Poisson estre-
chamente relacionado con la teoria de foliaciones singulares en el sentido de Stefan-Sussman.
Concretamente, cada estructura de Poisson {, } estd definida por un campo bivectorial II en
M, llamado tensor de Poisson, que satisface una versién diferencial de la indentidad de Jacobi
que implica la integrabilidad de su distribucién caracteristica. En general, esta distribucion
integrable resulta singular y su foliacién consiste de hojas de dimensién variable las cuales
tienen asociada una estructura simpléctica natural inducida por II. Asi, geométricamente,
una variedad de Poisson se puede pensar como una unién de variedades simplécticas (hojas
simplécticas), usualmente de dimensiones variables, dispuestas de una manera suave en la
variedad. Un ejemplo importante de este tipo de foliaciones se presenta como el espacio de
orbitas de la accién coadjunta de un grupo de Lie sobre su codlgebra. En este caso la estruc-
tura simpléctica viene dada por la llamada forma de Kirillov-Kostant-Souriau. A este tipo de
estructuras se les denomina de Lie-Poisson. La interpretaciéon geométrica de las variedades de
Poisson provee una generalizacién a la categoria de estructuras de Dirac [26]: una variedad
de Dirac es una foliacién presimpléctica singular.

En esta tesis desarrollamos un enfoque uniforme para el estudio de una clase natural de
estructuras de Poisson y Dirac que son compatibles con estructuras fibradas. Este tipo de
variedades (fibradas) aparecen frecuentemente como espacios fase para sistemas dindmicos
en diversas aplicaciones fisicas [58, 52, 33, 51, 47]. Ademds, el problema de formas normales
alrededor de subvariedades de Poisson lleva de manera natural al estudio de las estructuras
de Poisson en haces fibrados vectoriales (haces normales) [72, 73, 14, 15, 46].



En términos geométricos, en un haz fibrado 7w : M — B, distinguiremos tres tipos de com-
patibilidad. Concretamente, el tensor de Poisson II se dird

= parcialmente acoplado si
(Vo) NV = {0}, (1)

donde V C TM es la distribucion vertical de ;

= casi acoplado, o de casi acoplamiento, si ademas de ser parcialmente acoplado, existe un
subhaz horizontal (una conexién Ehresmann) H,

TM = HaV, (2)

tal que
IT*(V°) C H; (3)

= acoplado, o de acoplamiento, si es de casi acoplamiento y el subhaz horizontal H en la
descomposicién (2) es maximal en el sentido que

H = IT%(V°). (4)
Notemos que las estructuras de Poisson de acoplamiento son una subclase de las estructuras

de casi acoplamiento y estas, a su vez, son una subfamilia de las estructuras parcialmente
acopladas.

Parcialmente Acoplado

Casi Acoplamiento

Acoplamiento

Estructuras de Poisson Compatibles

Ademds, observemos que las condiciones (2) y (3) implican que la distribucién caracteristi-
ca de II admite una descomposicién

¢l =cll o clf, (5)
donde C:=TI*(V°) CH y CII:=C"NV CV son distribuciones suaves (singulares).

La definicién de compatibilidad dada en tefminos de la condicién de acoplamiento (4)
proviene del llamado método de acoplamiento para haces fibrados simplécticos [58, 33]. En



el articulo [51] este procedimiento de acoplamiento se extendié a una clase especial de haces
vectoriales de Poisson (haces co-adjuntos asociados con haces principales) y se introdujo la
clase de estructuras gauge de Lie-Poisson. En el contexto de la geometria de Poisson semilocal
(alrededor de hojas simplécticas), el método de acoplamiento para haces fibrados de Poisson
fue desarrollado en [72, 73] con algunas generalizaciones en [64, 66, 74, 68, 8, 22, 74].

El estudio de las estructuras de Poisson parcialmente acopladas ain no cuenta con un
buen desarrollo. Un punto de partida para su progreso puede ser la relacién que existe entre
las estructuras de Poisson parcialmente acopladas y las conexiones parciales generalizadas
24, 36, 61]. Concretamente, la primera condicién en (3) dice que la distribucién singular CH
es una conexion parcial (generalizada) en M relativa al subhaz vertical V.

El propésito general de este trabajo es estudiar las estructuras de Poisson de casi acopla-
miento en un contexto global, problema que atin no cuenta con un tratamiento completo. Sobre
este objetivo, en particular, presentamos un desarrollo mas detallado y general de resultados
que se encuentran en trabajos previos tales como [72, 73, 64, 66, 65, 68]. También abordamos
otro problema interesante que se relaciona con nuestro estudio: la existencia y construccion
de estructuras de Poisson con foliaciones caracteristicas predeterminadas, en particular, la
construccién de estructuras de Poisson con Casimires predeterminados [16, 29, 59].

En el Capitulo 3 se dan algunas respuestas a este ultimo problema construyendo estructuras
de Poisson de tipo Flashcka-Ratiu, ver el Teorema 3.2.3 y Corolario 3.2.4. Ademads se exponen
algunos resultados técnicos en torno al operador traza que utilizamos en capitulos posteriores.

En el Capitulo 4, el cual es uno de los principales de esta tesis, los problemas que aborda-
mos y los resultados que presentamos se pueden resumir en los siguientes términos:

1. Dominio de Acoplamiento. Como anteriormente mencionamos la propiedad de aco-
plamiento parcial es mas general que la de casi acoplamiento. Pero, con el Teorema 4.1.6,
mostramos que cada tensor de Poisson II parcialmente acoplado en una variedad fibrada M
es de casi acoplamiento en un abierto NI que es denso en M. Atn maés, bajo ciertas condi-
ciones, probamos que existe un abierto “méximo” MY C N'™ con la propiedad: II|ym es de
acoplamiento (ver el Teorema 4.1.14). Este abierto recibe el nombre de dominio de acopla-
miento. En la Proposicién 4.2.9 mostramos que si II es de casi acoplamiento, entonces M es
invariante bajo el flujo de campos Hamiltonianos. En consecuencia, queda foliado por hojas
simplécticas de distintas dimensiones. Se prueba ademds que la frontera MY consiste de
puntos singulares de II. Pese a lo anterior, notemos que existen estructuras de Poisson de casi
acoplamiento con M™ = ) que no necesariamente son verticales.

2. Factorizaciéon de la Identidad de Jacobi. Primero, en el Teorema 4.2.3 mostramos
que para un tensor de Poisson de casi acoplamiento II en M la condicién (3) implica una
descomposicion tensorial II = IIgz + Il intrinseca, en el sentido que no depende de la co-
nexién de Ehresmann H en (3) (ver también Teorema 4.1.17). Esta descomposicién induce
una factorizacién de la identidad de Jacobi en cuatro ecuaciones (4.17)-(4.20) para las compo-



nentes 1y y Iy que llamaremos ecuaciones de integrabilidad. La ecuacién (4.17) implica que
la componente vertical IIy, es un tensor de Poisson vertical que define una estructura de haz
de Poisson en M (ver el Teorema 4.2.3). En el dominio de acoplamiento M las ecuaciones
(4.17)-(4.20) tienen una interpretacién geométrica natural [72, 73], en particular, la ecuacién
(4.18) asegura que la conexién H en (3) es de Poisson en M. Esto motiva la pregunta sobre
la extensién de H]y,m a una conexién de Poisson en todo M. Tener una respuesta afirmativa
a esta pregunta es importante para la aplicaciéon del método de homotopia de Moser a estruc-
turas de Poisson de casi acoplamiento (ver el punto 7). Finalmente, en la Proposicién 4.2.5 se
presentan condiciones para que la componente horizontal IIz sea un tensor de Poisson en M
que se basan en una generalizacién de la identidad de curvatura para el caso de acoplamiento
[72, 73]. Un estudio més detallado de las ecuaciones de integrabilidad la realizamos para el
caso de variedades fibradas de baja dimensién que se prensenta en lineas posteriores.

3. Simetrias de las Ecuaciones de Integrabilidad y Transformaciones Gauge. Por
una simetria de las ecuaciones de integrabilidad entenderemos una transformacion que pre-
serva las soluciones de estas ecuaciones. Una clase especial de simetrias son inducidas por las
llamadas transformaciones gauge para tensores de Poisson, las cuales se distinguen por pre-
servar cada hoja de la foliacion simpléctica y modificar inicamente la estructura simpléctica
sobre la hoja. En general, las transformaciones gauge no preservan la clase de estructuras de
Poisson de casi acoplamiento. Como principal resultado presentamos el Teorema 4.3.2 en el
cual se dan condiciones suficientes para que una transformacién gauge preserve la propiedad
de ser de casi acoplamiento. En este contexto, en el Corolario 4.3.4 se dan férmulas explicitas
para determinar las componentes horizontal y vertical de la transformacion gauge de un tensor
de Poisson de casi acoplamiento. Con el Corolario 4.3.5 se presenta una familia de 2-formas
diferenciales que satisfacen de manera natural las condiciones del Teorema 4.3.2. Finalmente,
el Corolario 4.3.7 afirma que esta clase especial de transformaciones gauge dejan invariante el
dominio de acoplamiento. La proposicion 4.5.28 es una realizacién de estas condiciones para
variedades fibradas 5-dimensionales.

4. Procedimiento de Reconstruccion. La idea bésica aqui es construir un tensor de Pois-
son de casi acoplamiento en una variedad fibrada a partir de estructuras de Poisson de este
tipo en la variedad base. En este sentido, con la Proposiciéon 4.4.1, presentamos condiciones
necesarias y suficientes para que en una clase especial de variedades fibradas el levantamien-
to horizontal de tensores de Poisson de casi acoplamiento sea un tensor de Poisson (de casi
acoplamiento). Notemos que el levantamiento horizontal de todo tensor de Poisson posee de
manera automatica la propiedad de casi acoplamiento (3).

5. Haces Fibrados Orientables con Bases 2-Dimensionales. En las variedades fibra-
das con base de dimensiéon dos se pueden construir de una manera explicita estructuras de
Poisson de casi acoplamiento. Concretamente, bajo condiciones de orientabilidad, cada ten-
sor de Poisson de casi acoplamiento Il se corresponde con lo que denominamos un triple de
Poisson (ver la Definicién 4.5.2) el cual consiste de una conexién de Ehresmann, una funcién
escalar global k y una forma diferencial #. En términos de estos objetos, las ecuaciones de
integrabilidad (4.17)-(4.20) involucran operaciones naturales para formas diferenciales, ver el
Teorema 4.5.1. El dominio de acoplamiento en este caso es M = {x # 0}. Como consecuen-



cia mostramos que II es vertical si y solamente si M1 = @. Con esto en cuenta, II posee el
siguiente comportamiento global: en M es de acoplamiento, en el interior Int(A \ M™) es
vertical y en la frontera OM" se cumple una condicién de compatibilidad entre la diferencial
dr y la forma (, ver la Proposicién 4.5.8. Por otro lado, probamos que existe una obstruc-
cién cohomolégica para que II sea unimodular en el dominio de acoplamiento M y que en
el interior de su complemento es unimodular de manera automaética, ver el Teorema 4.5.11.
Asumiendo que la obstruccién en M no se presenta, en el Teorema 4.5.13 damos condiciones
necesarias y suficientes para que Il sea unimodular de manera global, es decir, para que exista
una forma de volumen en M que es invariante bajo el flujo de los campos Hamiltonianos de II.

6. Caso Variedades Fibradas de Baja Dimensién. Como aplicacion de los resultados
obtenidos en el apartado anterior, realizamos un estudio de variedades fibradas 3, 4 y 5
dimensionales. Para el caso tridimensional probamos que todo tensor de Poisson de casi aco-
plamiento es, o bien vertical, o bien horizontal respecto a una conexién de Ehresmann que
es plana en su dominio de acoplamiento, ver la Proposicién 4.5.16. En particular, mostramos
que la fibracién de hopf S? — S? no admite estructuras de Poisson de acoplamiento. Para el
caso 4-dimensional con base 2-dimensional, suponiendo orientabilidad, vemos que cada tensor
de Poisson de casi acoplamiento se corresponde con un triple de Poisson que en este caso con-
siste de una conexién de Ehresmann y dos funciones escalares globales cuyas diferenciales se
ven involucradas en la realizacion de las ecuaciones de integrabilidad, ver Proposicién 4.5.21.
Ademas, derivamos condiciones para que permiten construir estructuras de Poisson (de casi
acoplamiento) de tipo Flaschka-Ratiu. Para el caso 5-dimensional con base 2-dimensional,
asumiendo orientabilidad, cada tensor de Poisson de casi acoplamiento se corresponde con
un triple de Poisson que consiste de una conexién de Ehresmann, una funcién escalar global
y una l-forma vertical, ver la Proposicién 4.5.22. Para al problema de unimodularidad, la
Proposicion 4.5.26 y la Proposicion 4.5.27 permiten construir ejemplos y contraejemplos de
estructuras de Poisson de casi acoplamiento unimodulares. Ademas, en términos de los triples
de Poisson, presentamos una construccién explicita de un tipo especial de transformaciones
gauge que preservan la propiedad de casi acoplamiento, ver la Proposicién 4.5.28. Utilizando
este tipo de simetrias, mostramos una manera de construir triples de Poisson que inducen
una familia de tensores de Poisson de casi acoplamiento que se pueden pensar como deforma-
ciones infinitesimales de un tensor de Poisson de casi acoplamiento dado, ver la Proposicion
4.5.29. Este resultado se relaciona con el método de promedios en el cual se utilizan deforma-
ciones infinitesimales de tensores de Poisson verticales [2]. En este sentido, nuestro resultado
se puede considerar una generalizacion de esta técnica en variedades fibradas 5-dimensionales.

7. Ecuacion de Homotopia y Equivalencia de Poisson. El método de homotopia de
Moser proporciona un algoritmo para resolver el problema de equivencia clasica entre dos
tensores de Poisson al menos a nivel (semi) local. El punto clave en este método es resolver
una ecuacién para una un campo vectorial dependiente del tiempo que se llama ecuacidn de
homotopia (4.101). El flujo de tal campo provee la equivalencia deseada. En nuestro trabajo
adaptamos este método a la clase de tensores de Poisson de casi acoplamiento. Finalmente,
probamos que dos tensores de Poisson relacionados por una transformacién gauge alrededor
de una hoja simpléctica comiin son equivalentes alrededor de ella, ver el Teorema 4.6.4. Hemos
de mencionar que este resultado es conocido y que nuestra aportacion es formular una versién
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més detallada de un criterio de equivalencia que se presenta en [30, 72, 73, 15]. Los resulta-
dos obtenidos en esta direccién estan orientados al problema, importante e interesante, del
estudio las subvariedades de Poisson [46, 15]. En particular, bajo qué condiciones se realiza la
propiedad de casi acoplamiento alrededor de esta clase de subvariedades. Otro problema, es el
describir los tipos de subvariedades de Poisson que existen para una estructura (de Poisson)
de casi acoplamiento.

8. Estructuras de Dirac de Casi Acoplamiento. En el Capitulo 5 estudiamos una clase
especial de estructuras de Dirac: las de casi acoplamiento [66, 22, 74, 8, 67]. Presentamos dos
definiciones, una de las cuales implica la existencia de un tensor de Poisson vertical intrinseco
a la estructura de Dirac de casi acoplamiento en cuestion. Ademads, se presenta una respuesta
al problema de dar condiciones bajo las cuales las transformaciones gauge para estructuras
de Dirac preserven la propiedad de casi acoplamiento.



Capitulo 1

Preliminares

A lo largo de las secciones de esta tesis M denotara una wvariedad diferencial real finita
dimensional con dim M = m. Serdan T*M y TM los haces vectoriales cotangente y tangente
sobre M respectivamente. Por C}} se entenderd el anillo de funciones diferenciables reales en
M y por T'TM el lgebra de campos vectoriales suaves con la operacién [,] que denota el
corchete de Lie para campos vectoriales

Por T'AF T*M se denotard el Cyi-moédulo de k-formas diferenciales en M y por T’ NETM el
de k-vectores, k € Z. Por convenio, para k£ = 0 cada uno de estos mdédulos coincidiran con
el anillo Cfy y para k <0, 6 k> m, con el médulo trivial {0}. Asi, se definen

TATM =@ TANTM y TATM :=@TATM
k€eZ keZ

El simbolo A denota el producto exterior, o producto cufia, en los respectivos médulos.

Las notaciones antes mencionadas se mantendran a lo largo de las paginas de este trabajo
salvo mencién explicita de lo contrario. Los objetos diferenciales con los que se trabajen a lo
largo de las secciones se asumiran de clase C*°.

1.1. Corchetes de Poisson

Una estructura de Poisson en una variedad diferencial M es un corchete de Lie en el anillo
de funciones suaves C}y el cual es compatible con el producto puntual por medio de la regla
de Leibniz. Esto es, una operacién R-bilineal y antisimétrica

LY O x Cyf — Gy, (f,9) — {f, g},

la cual verifica la identidad de Jacobi

{{fag}7h} + {{gvh}af} + {{hv f}:g} = 0, (1'1)
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v la regla de Leibniz
{f,gh} = {f,95h + g{f. h}, (1.2)

para cualesquiera f,g,h € Cy}.

La operacién binaria {, } se llama corchete de Poisson. Al par (M,{,}) se le denomina varie-
dad de Poisson y al par (Cyf,{,}) dlgebra de Poisson.

Como consecuencia de la regla de Leibniz se tiene que, para cada funcién h en M, la
aplicacion f — {h, f} es una derivacién en Cj7. Por tanto, existe un tnico campo vectorial
X, € 'TM, llamado campo Hamiltoniano asociado h, determinado por

Lx,f = {h.f}, Vfe G (1.3)

La funcién A recibe el nombre de funcién Hamiltoniana, o simplemente, Hamiltoniano.

El conjunto de todos los campos Hamiltonianos forman una subélgebra de Lie del algebra de
campos vectoriales en M. En efecto, por definicién, la asignacién h — X} es R-lineal y por
(1.1) se sigue que

[Xhys Xny| = X{h1,h2}7

esto es, el corchete de Lie de dos campos Hamiltianos es nuevamente un campo Hamiltoniano.

Por la antisimetria del corchete de Poisson, cada funcién h resulta una integral primera de su
campo Hamiltoniano asociado, £x,h = 0. Hecho que es conocido en fisica como el principio
de conservaciéon de la energia. El conjunto de todas las integrales primeras de un campo Ha-
miltoniano X}, hereda del corchete de Poisson una estructura de algebra de Lie conocida como
el dlgebra de simetrias del campo Xj,. El resultado en el cual se fundamenta esta afirmacion
se conoce como Teorema de Poisson.

A las funciones cuyo campo Hamiltoniano asociado es nulo se les llama funciones de
Casimir. Asi, una funcién K es una funcién de Casimir para el corchete de Poisson si

{K,f} =0 paratoda fe€ Cf. (1.4)

Por definicién, el conjunto de todas la funciones de Casimir generan el centro del algebra de
Poisson (C37,{,}) vy en consecuencia forman una subalgebra de Lie de éste. Notemos que cada
funcién de Casimir resulta ser una integral primera de todo campo Hamiltoniano relativo al
corchete {, }.

Como consecuencia de la identidad de Jacobi los campos Hamiltonianos resultan ser una
derivacién del corchete de Poisson, esto es, Lx,{f, g} ={Lx,f,9} +{f,£Lx,9}, para cua-
lesquier funciones f,g en M. Esta observacién es de particular interés ya que la propiedad
anterior no es exclusiva de estos campos. Por ejemplo, todo campo vectorial deriva trivial-
mente al corchete de Poisson cero, sin embargo, el iinico campo Hamiltoniano asociado a este
corchete es el campo vectorial nulo.
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Se define como campo de Poisson a todo campo vectorial en M que es una derivacion del
corchete de Poisson, es decir, W € I' TM es un campo de Poisson si

Lwif,g} = {Lwf gt +{f.Lwyg}, Vf.ge Cy. (1.5)

El conjunto de todos los campos de Poisson forman una subdlgebra de Lie del algebra de
campos vectoriales en M. Esta subdlgebra admite como ideal al conjunto de campos Hamil-
tonianos, es decir, el corchete de Lie entre un campo de Poisson y un campo Hamiltoniano
resulta un campo Hamiltoniano, [W, X}] = X, ». En consecuencia, los campos de Poisson
preservan el dlgebra de funciones de Casimir, esto es, X¢,, kx =0 si K es Casimir.

La condicién (1.5) para un campo de Poisson W es equivalente a pedir que el flujo F1¥, de
este campo preserve el corchete de Poisson: {(Flt *f Flt g} Flt *{f,g}, para cua-
lesquiera f,g € Cyf.

Un morfismo de Poisson entre dos variedades de Poisson (M, {, }1) v (Ma,{, }2) es una
funcién ¢ : M; — My que satisface {¢@*f,0*g}1 = ¢*{f, g}2, para cualesquiera f,g €
En particular, si ¢ es un difeomorfismo esta funcion se llama isomorfismo de Poisson y las
estructuras {, }1 y {, }2 se dicen equivalentes (isomorfas).

Ahora, dadas dos estructuras de Poisson {,} y {,} en una misma variedad diferencial,
la suma de éstas no resulta una estructura de Poisson en general. Cuando si se dice que estas
dos estructuras forman un par de Poisson y al conjunto de combinaciones lineales generado
por este par {c1{,}+c2{,} |c1,c2 € R} se le llama pincel de Poisson.

1.2. Tensores de Poisson

A mediados de la década de los 70" A. Lichnerowicz tradujo la nocién algebraica de cor-
chete de Poisson a una nocién geométrica (contravariante): tensor de Poisson. Proveyendo con
esto una nueva vision de las variedades de Poisson que facilité el estudio de ciertos aspectos
de estas variedades. En esta seccién se presenta una recapitulacién de hechos basicos en torno
a este enfoque geométrico. Para esto primero se exponen propiedades generales del corchete
de Schouten-Nijenhuis.

1.2.1. Corchete de Schouten-Nijenhuis

Una extension del corchete de Lie para campos vectoriales al médulo de campos multivec-
toriales I' A TM es dada por el corchete de Schouten-Nijenhuis. El cual dota a este médulo
de una estructura de super-algebra de Poisson.
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Una manera de interpretar al corchete de Schouten-Nijenhuis es como una operacién R-
bilineal,

L]:TA*TM xTAPTM — T A1 TM,  (4,B) — [A, B],

con las siguientes propiedades:

= [A,B] = —(—1)@e=DC-D[B, 4], (antisimetria)
= [A,[B,C]] = [[A, B],C] + (~1)e=De=D[B [A,C]], (identidad de Jacobi)
= [A,BAC] = [A,B]AC + (1) DP B A[A,C]. (regla de Leibniz)

En otras palabras, el triple (F ANTM, A, ] ) es una super-dlgebra de Poisson (de grado —1).

En términos algebraicos, se define el corchete de Schouten-Nijenhuis de dos campos mul-
tivectoriales A € TA®TM y B € ' A’ TM como el tinico campo (a + b — 1)-multivectorial
[A, B] que satisface la igualdad entre operadores diferenciales

ifa,5) = [lia,d],ig] = [La,iB], (1.6)

donde d : T A®* T*M — T A*T! T*M denota la diferencial exterior para formas y el pro-
ducto interior de campos multivectoriales y formas diferenciales i, estd definido por la regla
ixpny =ix oiy, para cualesquiera X,Y € I'TM.

Nota 1.2.1. Los corchetes en el lado derecho de la primera y segunda igualdad en (1.6)
denotan el conmutador (graduado) de endomorfismos graduados sobre I' A T*M. Esto es,
[E1, Es) := E1 0 Ey — (—1)°'°2 Ey o By, para cualesquier endomorfismos E; y Es de grados e;
y eo respectivamente. N

El corchete de Schouten-Nijenhuis, a diferencia del producto interior, es una operacién de
tipo local debido a que los operadores que intervienen en su definicion son de este tipo. Es
decir,

[A, B]]|U = [A|y, Bly], para todo abierto U C M. (1.7)

También es una operaciéon natural con respecto al pullback,
F*[A,B] = [F*A, F*B],

para cualquier difeomorfismo local F': M — N. Esta propiedad de naturalidad es heredada
por el corchete de Lie para campos vectoriales. Lo cual se evidencia con la férmula

a b
[X1A- - AXa, VA - AY] = D03 (1) (X3, VIAXIA - AXGA - AXGAYIA- - -AYjA- - AY,
i=1 j=1

para cualesquiera X;,Y; € I' TM y donde el simbolo ~ indica la omisién del término debajo
de él.
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Entre las propiedades adicionales que posee el corchete de Schouten-Nijenhuis las siguientes
serdan de utilidad en secciones posteriores:

(a) [f, A] = —iqrA, paratoda f € Cfy,
(b) [X,A] = LxA, para cualquier X € ' TM.

(c) Para todo campo bivectorial B € I' A> TM y cualesquier funciones f,g,h € Cyp se
cumple

LB, B](df,dg,dh) = B(B(df,dg),dh)+ B(B(dg,dh),df) + B(B(dh,df),dg). (1.8)

Nota 1.2.2. Existen basicamente dos maneras de definir el corchete de Schouten-Nijenhuis en
la literatura. La aqui presentada coincide con la utilizada en [49, 50, 14, 46] pero difiere con
la empleada en [42, 63]. La diferencia entre estas definiciones es un signo:

[[AvB]] = (_l)ail [AvB]SN7

donde [,]sn denota el corchete de Schouten-Nijenhuis definido en [42, 63]. N

1.2.2. Campos Bivectoriales de Poisson

Como A. Lichnerowicz observd, todo corchete de Poisson depende de la variacion a primer
orden de sus argumentos como consecuencia de la regla de Leibniz. Lo que permite pensar a
estos corchetes como campos tensoriales contravariantes de rango 2, es decir, como campos
bivectoriales, que satisfacen una condicién de involucién con respecto al corchete de Schouten-
Nijenhuis (identidad de Jacobi). Condicién que a su vez es equivalente a la integrabilidad de
las respectivas distribuciones caracteristicas.

En cada variedad de Poisson M existe una correspondencia uno a uno entre corchetes de
Poisson y campos bivectoriales II € I' A2 TM que satisfacen la ecuacién

[[H7H]] = 0. (1.9)

Este tipo de campos bivectoriales reciben el nombre de tensores de Poisson y a la condicion
(1.9) se le conoce como identidad de Jacobi. La correspondencia mencionada esta definida por
la férmula

I(df,dg) = {f.g},  f.g€ Ci.
Con esta férmula, y por (1.8), se justifica la identidad de Jacobi (1.9) pues es
S[ILI(df, dg,dh) = {{f.g}.n} + {{g.h}. } + {{h. [}.0}

para cualesquiera f,g,h € Cyy.
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Notemos que la ecuacién (1.9) es una condicién local en el sentido (1.7). Luego, la restriccion
de un tensor de Poisson a cualquier subconjunto abierto de M es nuevamente un tensor de
Poisson.

En un sistema de coordenadas locales (z!,...,2™) en M, la identidad de Jacobi pa-
ra Il = %H” 821' A % es equivalente a sistema sobredeterminado de ecuaciones diferenciales
parciales no-lineales de primer orden,

s OTIF s OTIF o1
I’ + 1P — + TI* —— =0 s=1,...,m;
Oxs Oxs Oxs ’ e
para cada ¢,j,k =1,...,m. Naturalmente, resolver este sistema de ecuaciones es en extremo

complicado, en general. Por esto es que se han desarrollado, y es importante seguir desa-
rrollando, distintas técnicas para estudiar y construir estructuras de Poisson en variedades
diferenciales arbitrarias.

Foliacién Simpléctica. Una manera de generar la geometria que subyace en una variedad
de Poisson es por medio de la distribucién singular que induce el tensor de Poisson correspon-
diente, llamada distribucion caracteristica. La cual se define, dado un tensor de Poisson II en
M, por

¢l .= Iy (T*M) C TM, (1.10)
donde TI%: T*M — TM es el morfismo de haces vectoriales
() == inIl, o e T"M; (1.11)

el cual se extiende a un morfismo entre las respectivas secciones diferenciables.

Proposiciéon 1.2.3 Ezxiste una correspondencia uno a uno entre tensores de Poisson y folia-
ciones simplécticas en M.

El punto clave en esta afirmacién es que, debido a la identidad de Jacobi, la distribucién
caracteristica de II resulta integrable en el sentido de Stefan-Sussman y por tanto genera una
foliacion singular S de M. Adn mas, II induce por restriccién una estructura simpléctica en
cada hoja de S. La coleccién w de estas formas simplécticas, que varian suavemente hoja
a hoja en este caso, se conoce como forma simpléctica foliada. En resumen, cada tensor de
Poisson da lugar a una foliacion simpléctica (S,w) de la variedad M. La dimensién de cada
hoja simpléctica S de la foliacién S coincide con el rango del tensor de Poisson,

dim § = rank,II := rankﬂf,, peS.
Esto es consecuencia de que, por la definicién de variedad integral, es
I
T8 =C,.
Es claro que la naturaleza singular de la distribucion caracteristica C' es heradada por

las singularidades de II. Al respecto, un punto pg € M se dice un punto regular del tensor
de Poisson II si la funcion

p — rank, I = const, alrededor de py.
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En caso contrario, pg se dird un punto singular. Asi, una hoja simpléctica se llama regular si
consiste de puntos regulares y se llama singular si no es regular. Notemos que cada entorno
de un punto singular, y por tanto de cada hoja singular, intersecta a hojas simplécticas de
distinta dimensién. Por otro lado, el conjunto de puntos regulares resulta un abierto denso en
M y en cada componente conexa de este abierto el tensor de Poisson tiene rango constante,
por definicién.

Nota 1.2.4. Una variedad de Poisson se llama regular si cada uno de sus puntos es un punto
regular. Se llama singular si no es regular. N

Campos Hamiltonianos y Foliacién Simpléctica. Dada un funcién h € Cy7, el campo
Hamiltoniano X} asociado a esta funcién y relativo a un tensor de Poisson II es dado por

X, = IF(dh).
La expresién coordenada de Xp,, en una carta (U, z%) de M, es
X;, = _Hij@ 9

OxJ Ozt
Una propiedad importante de los campos Hamiltonianos es el ser generadores de la distribucion
caracteristica de II, esto es,

C = span{X,, |h € CF}.
Con esta caracterizacion, las hojas de la foliacién simpléctica (S, w) inducida por II son clases
de equivalencia de la siguiente relacion binaria de equivalencia de puntos en M: p; ~ py siy
solamente si p; y p2 se conectan por una curva suave por pedazos en M compuesta por curvas
integrales de campos Hamiltonianos. Asi, la forma simpléctica wg en una hoja S C S estd
determinada por

ws(Xyls, Xg4ls) = TI(df,dg)ls, fr9 € Cyf.

Reciprocamente, por la “afirmacion” hecha al inicio de este apartado, cada foliacion
simpléctica en M induce un unico tensor de Poisson en la variedad.

Lema 1.2.5 Sea S una foliacion en M y w una 2-forma foliada en S. Entonces, existe
una Unica estructura de Poisson en M, con foliacion simpléctica (S,w), determinada por el
corchete

{fag}(p) = WS(Xf’vag|p)a p S S C 87

bajo las siguientes condiciones,

(i) no degeneracién y cerradura: para cada hoja vg: S — M el pullback wg = 1w es una
2-forma no degenerada y cerrada en S,

(#1) suavidad: para cada f € Cg5 el campo vectorial
M>pv— Xg|p, € T)S C T,M

determinado de manera dnica por la relacion ix, ws = — »f es suave.
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Estructura Local de las Variedades de Poisson. Un resultado clédsico de la geometria de
Poisson es el Teorema de Descomposicion de Weinstein el cual afirma, grosso modo, que cada
variedad de Poisson localmente, alrededor de un punto dado, es el producto de una variedad
simpléctica y una (otra) variedad de Poisson. Este teorema implica, y por tanto generaliza,
el teorema de Darboux el cual asegura que todas las variedades simplécticas de una misma
dimension son localmente isomorfas, o en otras palabras, que no existen invariantes locales en
geometria simpléctica.

Teorema 1.2.6 (Weinstein Splitting Theorem) Para cada punto p en una variedad de Pois-
son (M,II) existe un entorno Poisson-difeomorfo al producto (S,w) x (N,Ily), donde (S,w)
es una variedad simpléctica y (N,IIn) es una variedad de Poisson tal que In|, = 0.

En términos mas explicitos, si el rango de II en el punto p es 2r, entonces existe un entorno
coordenado centrado en p (U,q',...,q¢",p*,...,p", 9", ...,9y°), con 2r + s = dim M, tal que
en U

II = IlIg + Iy,
con - s
o 0 N I
Mg = iy My = S K (y)— A

donde las funciones H% dependen solamente de las coordendas %'’s y son tales que H%(O) =
0. De esta descomposicién es claro que la estructura simpléctica w en .S es la inducida por el
tensor de Poisson no-degenerado Ilg y que S es la interseccion con U de la hoja simpléctica
Sp de dimensién 2r que contiene a p.

Las coordenadas que asegura el Teorema de Descomposicién de Weinstein no son tnicas. Atn
asi, los tensores de Poisson IIn’s correspondientes resultan isomorfos. Esto permite hablar de
la estructura de Poisson transversal Il al punto p.

Objetos Geométricos Asociados a II. De manera natural todos los objetos asociados a

un corchete de Poisson se pueden expresar en términos del tensor de Poisson correspondiente,

tal como sucede con los campos Hamiltonianos. Sea pues Il un tensor de Poisson en M.
Una funcién K € Cj7 es una funcién de Casimir para II si y solamente si

I (dK) = 0

En otras palabras, K es una funcién de Casimir si su diferencial dK pertenece al kernel de
II, el cual puntualmente se define por

kerIl := {a € T*M |IT*(e) = 0}.

7 , ] . .
Audn més, notemos que kerIl = (CH) , esto es, el kernel de II coincide con el anulador de la
distribuciéon caracteristica de este tensor de Poisson.
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Ahora, una manera equivalente de caracterizar a un campo de Poisson W en M es por
medio de la condiciéon
[W,1I] = 0.

Esta condicién, como se mostrara en lineas posteriores, tiene una interpretacién cohomoldgica.
A saber, que el campo W es un cociclo del complejo inducido por el operador adjunto [II, ]
del tensor de Poisson II respecto al corchete de Schouten-Nijenhuis. No es dificil mostrar que
lo campos Hamiltonianos satisfacen esta ecuacién.

Por otro lado, dados dos tensores de Poisson II; y I3 en la variedad M, éstos forman un
par de Poisson siy solamente si
[I1;, 5] = 0.

El conjunto de combinaciones lineales {01H1 +colla|cr, 00 € R} es el lapiz de Poisson gene-
rado por el par (de Poisson) II; y IIs.

Cohomologia de Lichnerowicz-Poisson. En cada variedad de Poisson (M, II) el corchete
de Schouten-Nijenhuis da lugar a la nocién de Cohomologia de Poisson la cual se define como
la cohomologia del complejo de Lichnerowicz (I' A TM,d,), donde

o = [IL,-]: TA*TM — T AT TM, (1.12)

es el operador de cofrontera,
5t = 0,

definido por el adjunto de II respecto al corchete de Schouten-Nijenhuis. Explicitamente, la
k-cohomologia de Poisson es el cociente

9k (M) = kerd : T AR TM — T AkHL TM_
Imég : TAFLTM — TAFTM

(1.13)

A los elementes del espacio ker drp se les llama k-cociclos mientras que a los elementos del
espacio Im dry se les llama k-cofronteras.

En general, los cociclos son una subdlgebra graduada de Poisson de la super-algebra de
Poisson (I' A TM, A,[,]). Las cofronteras son un ideal del espacio de cociclos con respecto
a ambas operaciones, el producto exterior A y el corchete de Schouten-Nijenhuis [,]. En
consecuencia, se tienen un producto y un corchete en el espacio de cohomologia Hr(M) bien
definidos:

[AIA[B) == [AnB] vy [[A][B]] = [[A B],
para cualesquiera A, B € I' A TM. Estos productos dotan al espacio Hr(M) de una estruc-

tura de super-algebra graduada de Poisson de grado —1.

El morfismo de haces vectoriales II? : T*M — TM, asociado al tensor de Poisson II, induce
un morfismo de cohomologias

o+ Hor(M) — Hu(M),  [o] — [tjal,
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entre la cohomologia de De Rham Hpgr(M) de la variedad M y la cohomologia de Poisson
Hy (M), donde iy : TAT*M — T'ATM es el morfismo (de dlgebras) entre formas diferenciales
y campos multivectoriales definido por

(mma) (BY,.... %) = (=1)"a(I8',...,II8%), o € DA"T*M,

para cualesquiera ' € I' T*M. Notemos que fp es una extensién natural del morfismo II°
para 1-formas.

Caso k = 0. La cero cohomologia de Poisson, por definicién, es
M (M) = {f € Cif |ou(f) = —1F(df) =0},

esto es, el espacio de todas las funciones de Casimir para II.

Caso k = 1. La primera cohomologia de Poisson, por definicién, es

Campos de Poisson}
HE (M) = {
(M) {Campos Hamiltonianos}’

Asi, la primera cohomologia mide la obstruccién a que todo campo de Poisson sea un campo
Hamiltoniano. En particular, para el caso de cohomologia trivial, cada campo de Poisson es
tangente a la foliacion simpléctica inducida por II.

Caso k = 3. La segunda cohomologia de Poisson, por definicién, es

AL, P[=0, PeT N> TM}
- {P=[ILX], XeTTM}

HE(M)

En este caso, los 2-cociclos se llaman deformaciones infinitesimales de Il y las 2-cofronteras
deformaciones triviales. Esto se debe a lo siguiente, si P es un 2-cociclo, entonces I14¢ P es
un tensor de Poisson médulo €2, para cada ¢ € R,

[M+ePI+cP] =*[P,P] =0  méd 2

Si P = [II, X] es una 2-cofrontera, entonces Il +¢ P es un tensor de Poisson médulo 2 que
se obtiene deformando Il mediante el flujo del campo vectorial X,

M+eP = (¢%) .10

Por tanto, la segunda cohomologia de Poisson es un medida de la obstruccién a que cada
deformacién infinitesimal de II provenga del flujo de un campo vectorial en M, es decir, que
sea una deformacién trivial.



Capitulo 2

Calculo de Ehresmann en Haces
Fibrados

En esta seccion se recordaran algunos hechos basicos sobre las conexiones de Ehresmann
[23] en haces fibrados que se utilizardn en secciones posteriores para el célculo bigraduado en
variedades fibradas de Poisson. Ver por ejemplo [33, 47, 64, 65, 67].

2.1. Conexiones de Ehresmann. Propiedades Basicas

Una variedad fibrada o haz fibrado es un triple (M, 7, B) donde
n:M — B

es una submersién sobreyectiva. A la variedad M se le llama espacio total, a m proyeccién y
a la variedad B base.

La fibra sobre un punto = € B es el conjunto
M, = 7 Y(z) C M,

el cual resulta ser una subvariedad regular cerrada de M con dimensién igual a dim M, =
dim M — dim B.

Nota 2.1.1. La definicion de variedad fibrada que aqui se presenta no implica que las fibras son
difeomorfas entre si. En particular, no se asegura trivialidad local. Como ejemplo considere
la submersién sobreyectiva 7 : R?\ {0} — R definida por 7(z,y) = 2. En este caso, todas la
fibras de 7 son difeomorfas a R excepto la fibra 7=1(0) la cual es difeomorfa a R \ {0}, que es
una variedad disconexa. N

La unién de los espacios tangentes a las fibras define una distribucién regular V en M que
se llama distribucion vertical y que se identifica con

V := kerdn C TM.
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El anulador de esta distribucién se denotara por
Ve := AnnV C T*M.

Notemos que los rangos de estas distribuciones son rankV = dim M —dim B y rankV°® =
dim B, respectivamente.

Un morfismo de fibrados entre dos variedades fibradas 7 : M1 — By y mo: My — By
es un par de funciones (F,f), con F: M; — My y f: By — Bs, que hacen conmutar el
siguiente diagrama

M1L>M2

m| |

BIT}B2

Notemos que la imdgen de una fibra M, bajo F' es la fibra My (,), para cada = € B. En el
caso particular de ser By = By y f =idp se dice solamente que F' es un morfismo sobre B.

Una conexion de Ehresmman en una variedad fibrada M es un morfismo de fibrados
v:TM — TM tal que Imy CV y Ay = idy.

Notemos que estas condiciones implican que ¥ = v e Im~ = V. Equivalentemente, una
conexion de Ehresmann es una 1-forma valuada vectorial en M

v e QYM;V) tal que v |ry = idpy.

Por otro lado, una distribucion horizontal en M es un subhaz vectorial H C TM comple-
mentario a la distribucién vertical V, es decir, tal que

TM =HaoV. (2.1)

Notemos que H es una distribucién regular en M con rango igual a rank H = dim B. Adn més,
la descomposicién (2.1) induce de manera automatica una descomposicién del haz contangente
sobre M dada por

T"M = V° @ H°, (2.2)

donde H° C T*M denota el subhaz anulador de H.

Como es sabido existe una correspondencia uno a uno entre conexiones de Ehresmann
y distribuciones horizontales en M. En efecto, dada una distribucién horizontal H en M
se define v:=pry:H®V — V. Reciprocamente, dada una conexiéon de Ehresmann v €
QY(M;V) esta induce una conexién de Ehresmann H en M definida por

H := ker~. (2.3)
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Ezxpresion Coordenada. En lo que resta de este capitulo, respecto al haz fibrado n : M — B,
seran
b:=dimB y r:=dim7x (z), Vz € B,

esto es, b serd la dimensién de la variedad base B y r la dimensién de las fibras de 7. Ademdés,
se fijara

(U; xi,y“) una carta coordenada adaptada a m, i1=1,...,b; a=1,...,7; (2.4)

esto es, una carta en la cual 7 es una proyeccién estandar, w(z', ... 2%yt ... y7) = (21, ..., 2P).
Notemos que como consecuencia el conjunto {z"} consiste de coordenadas a lo largo de la base
B y el conjunto {y*} de coordenadas a lo largo de las fibras de .

Las coordenadas en (2.4) inducen la siguiente base de campos vectoriales y 1-formas dife-
renciales en M

I'TM = Span{a?giv a%a}? en particular V= span{aga};

I'T*M = span {d:):i, dya} , en particular V° = span {dxl} .

Asi, cada conexién de Ehresmann v en M tiene por representacién coordenada
v = (7 da’ +dy") @ g (2.5)
Las funciones ~§* € C}; se llaman las componentes de v y estdan determinadas por

v = (dy* () - (2.6)

Transicién entre Conexiones de Ehresmann. Dadas dos conexiones de Ehresmann v y
v en M éstas se relacionan por
donde Z: TM — TM es un morfismo de haces vectoriales con la propiedad

Im= C V CkerZz. (2.8)

Notemos que esta propiedad implica que =2 = 0. En otras palabras, (2.7) dice que el conjunto
de todas las conexiones en M es un espacio afin asociado al espacio vectorial de morfismos =
que satisfacen (2.8).

Las respectivas distribuciones horizontales estan relacionadas por
H := kery = (idry +Z)(H), (2.9)
donde H estd definido en (2.3). El subhaz anulador de H es dado por

H° = (id7-p — E*)(HO), (2.10)
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donde Z* : T*M — T*M es el morfismo dual de Z. Notemos que

ImE* C V° Cker=". (2.11)

Ezpresion Coordenada. En una carta coordenada (adaptada) como en (2.4) la expresién de la
1-forma valuada vectorial = en (2.7) es dada por

[1]

= E{da’' @ 5, (2.12)

donde las funciones componentes = € (37 estdn determinadas por =f = <dy“, E( aii)>.

Levantamiento Horizontal de Campos. Sea u un campo vectorial en B. Se define el
levantamiento horizontal de u, respecto a una conexién de Ehresmann v en M, como el 4nico
campo horizontal hor” u € TH en M que esta w-relacionado con u, esto es, el tinico que hace
conmutar el siguiente diagrama

™™ -4 TB
hor? uT Tu — drohor”u = worr.

M —— B

Recordemos que las secciones de una distribucién horizontal H se llaman campos horizontales.
Si bien no todo campo horizontal es el levantamiento horizontal de un campo vectorial en la
base B, si se cumple que estos levantamientos generan el espacio de campos horizontales, es
decir,

I'H = span{hor” u|u e ' TB}. (2.13)

Ahora, dada otra conexién de Ehresmann 5 en M definida por (2.7), se sigue de (2.9) que

hor” . = hor” u + E(hor” u). (2.14)

Ezpresion Coordenada. En una carta coordenada (adaptada) como en (2.4) estd bien definido
el levantamiento horizontal de los campos bésicos 9/0z" en B. La representaciéon coordenada
de estos levantamientos es

P 0 0

hor] = hor? (%) = 5 v 9y

(2.15)

donde ¢ son las componentes de la conexién de Ehresmann v definidas en (2.6).

Nota 2.1.2. Por convenio, d/0z' denota los campos bésicos asociados a las coordenadas
tanto en la variedad fibrada M como en la variedad base B. N

Bases Locales de Campos Vectoriales y 1-Formas Diferenciales. Recordemos que
dada una conexién de Ehresmann v en M se inducen las descomposiciones (2.1) y (2.2) de los
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haces vectoriales TM y T*M respectivamente. Respecto a la descomposicién (2.1), en una
carta coordenada como en (2.4), se tiene la siguiente base para campos vectoriales

I'TM = span {hoﬂ, ga

1

} , en particular H = span { hor] } (2.16)

Andlogamente, respecto a la descomposicién (2.2) se tiene la siguiente base para 1-formas
diferenciales

I'T*M = span {dazi, s } , en particular H° = span {n‘; } , (2.17)
donde las 1-formas 79 dependientes de ~y se definen por
n* =ny = dz’ 4 dy?, (2.18)

con ¢ las componentes de la conexién de Ehresmann + definidas en (2.6).

Nota 2.1.3. Naturalmente se tiene una dualidad entre las bases

v v o9 9 dual 1 b 1
{horl,...,horb,a—zﬂ,...,a—w} — {dx,...,dx,nw,...,nfy}

Es claro que los campos vectoriales hor; y las 1-formas diferenciales n* dependen de la
conexién de Ehresmann ~ fijada. Dada otra conexiéon de Ehresmann 5 en M definida por
(2.7) se tiene que el cambio de estos elementos bésicos es, respectivamente, dado por

hor] = hor] +5{ 3%y 9 =n - Efda, (2.19)

donde = son las componentes de la 1-forma valuada vectorial = definidas en (2.12).

Curvatura de una Conexion de Ehresmann. En general, dada una conexiéon en M,
el corchete de Lie de dos campos horizontales no es un campo horizontal. Una medida de la
obstruccion a que esto suceda es lo que se conece como curvatura de la conexion de Ehresmann.

La curvatura de una conexién de Ehresmann v en M es la 2-forma (vectorial) en la base
definida por

Curv”(u,v) := [hor” u, hor” v] — hor” [u, v], Vu,v € T TB. (2.20)

Notemos que esta forma vectorial valia en campos verticales en M como consecuencia de
que los campos vectoriales [hor” u,hor” v] y hor” [u,v] estdn (ambos) w-relacionados con el
corchete [u,v] € T'TB. Es claro que la curvatura de una conexién es cero si y solamente
si el corchete de Lie de campos horizontales es nuevamente horizontal. Esto equivale a decir
que la distribucién horizontal (regular) H asociada a -y es integrable en el sentido de Frobenius.
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En ciertos casos resulta conveniente pensar a la 2-forma de curvatura como una forma
vectorial en M. Esto se realiza definiendo la 2-forma valuada vectorial RY € Q(M;V) por

R (hor” u, hor” v) := Curv”(u,v) y RV'(X,) =0, VX eTV. (2.21)

Esto permite dar una definicién de curvatura en términos del corchete de Frolicher-Nijenhuis
[50],
RY = §[v,7]eN,
s

la cual se puede adaptar a variedades foliadas (regulares), no necesariamente fibradas.

Ahora, dada otra conexién de Ehresmann 7 en M, por (2.14), se tiene la siguiente regla
de transicién para la curvatura

Curv? (hoﬁ uq, hor? u2) = Curv” (hor7 u1, hor” UQ) + [E(hor7 u1), Z(hor” ug) } - = [hor” u1, hor” UQ]

+ [E(hOr7U1),hOI”yU2:| + [hor7 Ul,E(hOI‘A/UQ)} (2.22)

Ezpresion Coordenada. En una carta coordenada (adaptada) como en (2.4) la expresién de la
2-forma de curvatura de 7 defininida en (2.20) es dada por

CUTV’Y:%C%dI’iAdI'j(@%, Za]:17ab7

donde las funciones C7; € Cp7 (dependientes de 7y) se llaman las componentes de la curvatura
y estan determinadas por

Cf = (dy®, Curv” (hor], hor;.Y ),

o en términos més explicitos Cl-aj = Lo,V — Lhorifyj@, donde v son las componentes de la
conexién de Ehresmann + definidas en (2.6).

Dada otra conexién de Ehresmann 7 en M, definida por (2.7), la expresion en las coordenadas
(2.4) de la 2-forma de curvatura asociada a esta conexién es Curv? = %C{; dz* Ada? ® 8%(1,

donde las funciones componentes CZ-“]- son dadas por

~a . va —e a  —a —e a _=—a —a —a
Cfj = Cfj = EiL o (7] —Ef) + E5L o (0 = Ef) + LaonE] — Loy B

—_

con e=1,...,7; y donde 7y y Ef son las componentes de la conexiéon de Ehresmann ~y
y de la 1-forma valuada vectorial = en (2.6) y (2.12) respectivamente.

2.2. Bigraduaciéon de Campos Multivectoriales, Formas Dife-
renciales y Operadores Diferenciales

Dada una conexién de Ehresmann v en M, las descomposiciones (2.1) y (2.2) inducen una
descomposicién Z-bigraduada de los médulos de campos multivectoriales y formas diferenciales
en M dependiente de v,



Calculo de Ehresmann en Haces Fibrados 27

TAFTM = @ TA™TM y TAFT*M = @ T A" TM, (2.23)
i+a=k i+a=k

donde
PAYTM =TANHTAYY y  TAYTM :=TAV QD AHC.

A los elementos de estos dos tltimos espacios se les llama campos multivectoriales y formas di-
ferenciales de bigrado (i, a) respectivamente. A los campos multivectoriales con bigrado (e,0)
se les llama horizontales y a los con bigrado (0, e) verticales, la terminologia para formas di-
ferenciales es analoga. Por comodidad, el bigrado de un campo multivectorial o de una forma
diferencial se escribird como subindice de éstos, por ejemplo, A;, 6 a;q.

De manera explicita, las descomposiciones (2.23) dicen que, en particular, todo A € T AF TM
se puede expresar como una suma (finita) de campos multivectoriales bigraduados,

A= Apo + Ap—11 + -+ A1 + Aok, (2.24)
Notemos que, por definicién, es
Aiq =0, si ¢>rankH, a >rankV 6 i,a > k.

Para una forma diferencial o € T' A¥ T*M la descomposicién (2.24) es andloga y de manera
similar o; q =0, si ¢ >rankV®, a>rankH* 6 i,a > k.

Es claro que las descomposiciones en (2.23) y (2.24) dependen de la conexién de Ehresmann
fijada. En general, resulta complicado escribir reglas de transicion entre las descomposiciones
bigraduadas asociadas a conexiones de Ehresmann distintas. Ain asi, para el caso de campos
vectoriales, campos bivectoriales y 1-formas diferenciales tal descripcién es realizable.

Bases Locales de Campos Multivectoriales y Formas Diferenciales. Dada una co-
nexién de Ehresmann « en M las bases para campos vectoriales y 1-formas diferenciales en
(2.16) y (2.17) inducidas por esta conexién permiten construir una base para campos multi-
vectoriales y formas diferenciales en M que se corresponde con la descomposicién bigraduada
de éstos definida en (2.23).

Respecto a la descomposicién (2.23), en una carta coordenada como en (2.4), se tiene la
siguiente base para campos multivectoriales de bigrado (k,[)

I AMTM = span { hor) A--- A horzlC /\Cf)?‘;1 JARERWA a?‘jil } , (2.25)

en particular,

F/\k]H[:span{horzl/\---/\horzk} y F/\ZV:span{a;l/\'--/\agil};

con los indices i1,...,i=1,...,b; € i1,...,5;,=1,...,7.
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Andlogamente, respecto a la descomposicién (2.23) se tiene la siguiente base para formas
diferenciales de bigrado (k,1)

I‘/\k’lT*M:span{dwil/\---/\dxi’“/\nil/\---/\n”},
con iy,...,0,=1,...,b; e i1,...,5p=1,...,r. En particular,
F/\kVO:span{dmil/\---/\dxik} y F/\lH":span{nil/\u-/\n"l}.

con los indices i1,...,iz=1,...,b; € i1,...,5,=1,...,7.

Transicién de la Bigraduacién de Campos y Formas. Sean v y 4 dos conexiones de

Ehresmann en M relacionadas por (2.7) y (2.8). Sean H y H las respectivas distribuciones
horizontales definidas por (2.3) y (2.9) (respectivamente).

Por (2.23) se tienen dos descomposiciones bigraduadas para el médulo de campos vecto-
rialesen M: I'TM =TH&TIV vy 'TM =TH®I'V. Para cada X € 'TM sean

X = Xq0+ Xo,1, bigraduacién respecto a -,
X = )N(LO + )N(O,l, bigraduacién respecto a 7.
Entonces, por (2.9), se tiene que

X10 = X10 + 2(X10) vy Xo1 = Xo1 — E(X10)

Anélogamente, por (2.23), se tienen dos descomposiciones bigraduadas para el médulo
de formas diferenciales en M: ' T*M =TV° @TH® y I'T*M =V° @ I'H°. Para cada « €
I'T*M sean

o= a1+ ag1, bigraduacién respecto a -,
a = 10+ Qol, bigraduacién respecto a 7.

Entonces, por (2.10), se tiene que

aip = a9 — = (aip) y a1 = apg1 + E (o).

Transicién de la Bigraduacién para Campos Bivectoriales. Sean v y & dos conexiones
de Ehresmann en M relacionadas por (2.7) y (2.8). Dado un campo bivectorial II € I A2 TM,
sean

IT =Ty + II; 1 + o 2, bigraduacién respecto a v, (2.26)

II= ﬁQ,O + ﬁl,l + ﬁog, bigraduacién respecto a 7. (2.27)
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Lema 2.2.1 Las componentes de las descomposiciones bigraduadas (2.26) y (2.27) de un
campo bivectorial II en M se relacionan por medio de las siguientes ecuaciones (lineales)

M, = (idrar +Z) oI o (idpear + =), (2.28)
MM, = (idra +E) o (Hh ~Eollj,— M0 E*> o (idy-n +E%), (2.29)
My = My — Zom, — (M, ~ZoM,) 02", (2.30)

donde Z* : T*M — V° es el morfismo dual de Z.

Demostracion. Sea (U, x%,y%) una carta coordenada adaptada a la fibracién 7 tal como en
(2.4). En esta carta, respecto a la base (2.25), la descomposicién bigraduada (2.26) de II es
dada por

aom A\ 5op

I = %Hij hor; /\hor} + 11 hor] /\% + 3 1 qab

con Iy = 1% hor] A hor]., II; 1 = II' hor] /\aga y o2 =35 Hab 8817 Luego, usan-
do las fofmulas en (2.19) y después de algunos célculos dlrectos, se tlene que las componentes
bigraduadas de la descomposicién (bigraduada) de II en (2.27) son dadas por

o)
Aiba

Moo — ij =a Y A0
HQ’O = Hg,o + II = hOl"i A v N By

1'—~(z Ur—b
aya T 3 =i HYE;

H171 = H171 - Hij E? hOI‘;//\ 0

_ ia —=b —=a 7i =b) 9 0
gz — (IME7 + E{ TV E]) 5o A

oy ayln
T _ ia —~b 1 ~a i —~b 8
Moo = Moo + (IT' + I ) A ay

Estas igualdades implican (2.28)-(2.30) respectivamente. O

Corolario 2.2.2 La componente ﬁl’l en (2.27) es cero si y solamente si
I ylve = Z o105 glve (2.31)

Demostracion. Notemos que =2 = 0, por (2.8). Esto implica que el morfismo (idtys + Z) es

invertible. Por tanto, de (2.29), se sigue que II; ; = 0 siy solamente si Hh 11= _,lo 2.0 +Hh

=*. Esta igualdad, debido a la descomposicién (2.1), es equivalente a (2.31) por ser H:ul , un

morfismo antisimétrico. o
Notemos que por la antisimetria del morfismo Hu]L , la condicién (2.31) es equivalente a

Hi,l‘Ho = H;O e} E*|H°

Corolario 2.2.3 El rango de la componente Ila o en (2.26) es independiente de .

Demostracion. Esta afirmacién es consecuencia de que el morfismo (idtys + Z) en (2.28) es
invertible, por ser =2 = 0 debido a (2.8). O
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Bigraduacion de Operadores Diferenciales. Cada conexién de Ehresmann en M no solo
induce una bigraduacién en lo haces tangente y cotangente como en (2.23) si no también una
bigraduacion en los operadores diferenciales que actiian sobre los médulos de campos multi-
vectoriales y formas diferenciales.

Sea v una conexion de Ehresmann en M. Un operador diferencial T sobre el médulo de
campos multivectoriales se dice de bigrado (j,b), respecto a ~, si

T(T A" TM) C T Aot ThL

El bigrado de T' se escribird como subindice de éste: T};. La terminologia y la notacién es
andloga para operadores diferenciales sobre el médulo de formas diferenciales. Es inmediato
comprobar que la composicién de un operador diferencial de bigrado (j,b) con un operador
diferencial de bigrado (j’,b’) es un operador diferencial de bigrado (5 + j',b+ ).

A continuacidn, se presentan bigraduaciones de algunos operadores diferenciales conocidos.

Corchete de Schouten-Nijenhuis. Sean A = A;, y B = B;; dos campos multivectoriales de
bigrados (i,a) y (j,b) respectivamente. El corchete de Schouten-Nijenhuis de A y B, que es
un campo multivectorial de grado (i 4+ j +a+ b — 1), tiene por descomposicién bigraduada
respecto a la conexion -y

[A, B] = [A, Blivj,avo—1 + [A, Blivj—1,a+6 + [A Blivj—2,atrp41 (2.32)

Producto Interior. Dado un campo multivectorial A en M de bigrado (j,b) la insercion de
éste en formas diferenciales es un operador diferencial de bigrado (—j, —b),

isg(DAPT*M) C T A0 TN,
el cual resulta una derivacion del producto exterior para formas diferenciales.

Andlogamente, dada una forma diferencial & en M de bigrado (j,b) la insercion de ésta
en campos multivectoriales es un operador diferencial de bigrado (—j, —b),

i (T A TM) C T AP TAL
el cual resulta una derivacion del producto exterior para campos multivectoriales.
Diferencial Exterior. La descomposicion bigraduada respecto a «v de la diferencial exterior

para formas es
d = dypo+dg-1+doa, (2.33)

donde cada uno de los términos d;, resulta ser una derivacion del producto exterior para
formas diferenciales. La condicién de cofrontera d? = 0 implica las siguientes relaciones entre
las componentes bigraduadas [62],

dio + dg,_10dp1 + dppody_1 =0, (2.34)
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dipodoa + dopodip = 0, (2.35)
gy = 0. (2.36)

En particular, se tiene que el operador do 1 es de cofrontera.

2.3. Conexiones de Poisson

Una variedad fibrada M se llama haz de Poisson si admite una estructura de Poisson (no
trivial) por fibras la cual varia suavemente de una a otra. O de manera equivalente, si admite
una estructura de Poisson vertical P € ' A2V.

Una conexién de Ehresmann v en un haz de Poisson (M, P) se dice una conexion de

Poisson si
Lior o P = 0, YVu € I'TB. (237)

Nota 2.3.1. La existencia de conexiones de Poisson se asegura en haces fibrados localmente
triviales y en haces fibrados que admiten una estructura de Poisson de acoplamiento [72]. <

Como consecuencia de la definicién (2.37), por (2.13), se tiene que
(pr)o’g =0, VX e T'H,

donde la bigraduacién es con respecto a la conexiéon +.

Otra de las propiedades principales de las conexiones de Poisson es que la curvatura toma
valores en los campos de Poisson verticales, esto es,

Curv”(u,v) € Poiss(M, P), Vu,v € I'B.

Asi, los campos verticales Curv”(u,v) son una clase especial de campos de Poisson para P.

Una cuestién que surge de manera natural es el generar conexiones de Poisson a partir de
una dada. Usando (2.7) y por la definicién (2.37) de conexién de Poisson se tiene la siguiente
respuesta.

Lema 2.3.2 Si v es una conexién de Poisson en M, entonces 7 =~ + P o (d,u)b es otra
conexion de Poisson en M, para cada p € I'V°.

Demostracion. Recordemos que dos conexiones de Ehresmann v y 7 se relacionan por (2.7) y
(2.8). En este caso es claro que si se define Z = —P% o (dp)’, entonces Z satisface (2.8). Ahora,
por (2.14), se sigue que 7 es una conexién de Poisson si y sélo si [P? ((d,u, hor” u)),P]] =0,
para todo w € I' TB. Lo cual se verifica con célculo directo por la definicién (1.6) del corchete
de Schouten-Nijenhuis. |



32

2.3. Conexiones de Poisson




Capitulo 3

Tensores de Poisson en Variedades
Orientables

En este capitulo se abordan dos problemas de la geometria de Poisson: la construccién de
una estructura de Poisson que admita como funciones de Casimir un conjunto dado de fun-
ciones y la formulacién de criterios de unimodularidad [39, 31, 76, 32, 16, 53]. En las secciones
siguientes se presentan respuestas parciales a estos problemas empleando como estrategia el
uso de formas diferenciales y la aplicacion del calculo de Koszul, en particular, herramientas
tales como el operador traza [39].

Una de las ventajes que se tiene al trabajar en variedades orientables es poder reempla-
zar el calculo contravariante, es decir, con campos multivectoriales, por el cdlculo con formas
diferenciales (covariante). Facilitando asi ciertas operaciones empleadas en el estudio de las
estructuras de Poisson. En particular, se puede prescindir del corchete de Schouten-Nijenhuis
y en su lugar utilizar operadores tales como la derivada de Lie para formas diferenciales.

3.1. Tensores de Poisson y Formas Diferenciales

Es bien sabido que en cada superficie todo campo bivectorial es un tensor de Poisson.
En particular, en superficies orientadas estos tensores se parametrizan por funciones escalares
suaves. En variedades tridimensionales lo anterior ya no ocurre, en general. Lo que si sucede
es que bajo condiciones de orientabilidad la identidad de Jacobi para un tensor de Poisson es
equivalente a la condicién de integrabilidad de una 1-forma diferencial cuyo kernel determina
la distribucién caracteristica del tensor. En esta seccién se presenta una generalizacién de esta
situacién a variedades orientables de dimensién arbitraria.

Sea M una variedad m-dimensional orientada con una forma de volumen 2. Como es
sabido esta forma de volumen establece una correspondencia uno a uno entre campos multi-
vectoriales y formas diferenciales en M. En particular, cada campo bivectorial II € ' A2 TM
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induce una forma diferencial p € T’ A™~2 T*M definida por
p = igQ. (3.1)

Es inmediato comprobar que la asignacién II — ¢ es un isomorfismo Cjyp-lineal que clara-
mente depende de la eleccién de una forma de volumen. La inversa de este isomorfismo es
dada por ¢+ ipQ, donde Q € ' A"™ TM denota el campo multivectorial (volumen) dual de
), esto es, el tnico tal que

i = 1. (3.2)

En este contexto, la idea general es determinar condiciones para una forma diferencial
p bajo las cuales el campo bivectorial IT en (3.1) defina una estructura de Poisson en M.
Después, describir las propiedades y los objetos geométricos asociados a Il en términos de la
forma p.

Proposiciéon 3.1.1 Sea M una m-variedad orientada con una forma de volumen ). Dada
una (m — 2)-forma diferencial p, el campo bivectorial 11 definido por (3.1) es un tensor de
Poisson en M st y solo si

diinp - 2iindp = 0, (3.3)
donde Q € ' N™ TM estd definido en (3.2).
Demostracion. Por la definicién (1.6) del Corchete de Schouten-Nijenhuis se sigue que
imm$? = 2ipdin? — digin
= 2ipdp — dipp.

Ahora, por (3.2), notemos que es II =i,Q. Con esto se concluye que la condicién [II,II] = 0
es equivalente a la ecuacién (3.3). |

Nota 3.1.2. En el caso 3-dimensional, la forma p en (3.1) es una 1-forma diferencial y la
ecuacién (3.3) es equivalante a la condicién de integrabilidad dp A p = 0. Este hecho es
bastante conocido en la geometria de Poisson [21]. <

A partir de este momento se supondrd que p es tal que satisface (3.3) y II sera el tensor
de Poisson determinado por esta forma diferencial via la férmula (3.1) .

El corchete de Poisson asociado a II de dos funciones en M es dado por

df Adg A .
{f?g}:_%v f7gECM'

Aqui, la expresiéon (/Q denota la tunica funcién a € C}7 que satisface ( = a2, con ¢ una
forma diferencial de grado maximo. Esta notacién se mantendrd a lo largo de este texto.
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La distribucion caracteristica del tensor de Poisson II en este caso es dada por
c = {iasn,Q | f € C37 ).
En consecuencia, el kernel de II estd determinado por

kerll = {aeT"M |anp = 0}. (3.4)

Para cada funcién h € C}f, el campo Hamiltoniano asociado a h y relativo al tensor de
Poisson II es dado por

Xn = ianroQ-

En consecuencia, una funcién ¢ € C}} es una funcion de Casimir de II si y solamente si

deAp = 0. (3.5)

Por otro lado, la condicién [W,II] = 0 para que un campo vectorial W en M sea un
campo de Poisson para Il es equivalente a que

Lwp = (divg W) p,

donde divg W € C}f denota la divergencia del campo W respecto a la forma de volumen (2,
esto es, la tnica funcién que satisface Ly Q = (divg W) Q. En particular, un campo W con
divergencia cero es un campo de Poisson para II si y solamente si preserva la forma diferencial
p, es decir, Ly p = 0.

Nota 3.1.3. La condicién (3.3) para p es equivalente a Lx,p = (divg Xy)p, ¥V f € Cff. Lo
que confirma que todo campo Hamiltoniano es un campo de Poisson. N

3.2. Estructuras de Poisson con Casimires Predeterminadas

En esta seccion se aborda el problema de construir una estructura de Poisson que ad-
mita como funciones de Casimir globales un conjunto dado de funciones. Para esto primero
se presenta una familia de tensores de Poisson que generaliza a las llamadas estructuras (de
Poisson) de Flaschka-Ratiu [16] .

Como antes, sea M una m-variedad orientada con una forma de volumen ). Primero, por
definicién, un tensor de Poisson de Flaschka-Ratiu ¥ estd determinado por un conjunto de
m — 2 funciones suaves K; en M mediante la igualdad

igQl = dKG A - ANdK,_o. (3.6)

Por (3.5), cada una de las funciones K; resulta una funcién de Casimir de ¥, en consecuencia,
la foliacién simpléctica que induce consiste de hojas con dimensién 0 y 2. En particular, en
el abierto de rango méaximo, la distribuciéon caracteristica de ¥ coincide con la interseccion
Nker dK; de las diferenciales de las funciones K.
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Nota 3.2.1. Un tensor de Poisson se dice de tipo Flaschka-Ratiu si tiene rango igual a 0 y 2.
En particular, todo tensor de Poisson en una variedad tres dimensional es de este tipo. N

Dada una coleccién ol,...,a™ 2 de 1-formas diferenciales en M, debido al isomorfis-

mo (3.1), existe un tinico campo bivectorial IT determinado por i = a! A--- Aa™ 2. La
distribucién caracteristica de este campo bivectorial es

on {0} si a',...,a™ 2 son dependientes,
Nkera’ si a',...,a™ 2 son independientes.

El siguiente resultado da condiciones necesarias y suficientes para que esta distribucién sin-
gular sea integrable. O en otras palabras, para que II defina una estructura de Poisson en M.

Proposicién 3.2.2 Sea M una m-variedad orientada con una forma de volumen ). Dadas

al,...,a™ 2 c T T*M, el campo bivectorial 11 definido por

i =a' A A2 (3.7)
es un tensor de Poisson en M si y solo si
def Aot A Aa™2 =0, (3.8)
para cada 1 =1,...,m— 2.

Demostracion. Sea p = iif§2. Notemos que a;Ap =0, paracada i = 1,...,m — 2. Luego, por
(3.4), es o € kerIl. Esto implica que ifjp = 0. Asi, por (3.3), se tiene que II es un tensor de
Poisson si y solamente si igdp = 0. Esta ecuacién, observando que dp = Z?;Q(—l)iﬂ do; A
a1 A---@; Ao Aa™ 2, es equivalente al sistema (3.8). O

Este resultado ya es conocido para el caso de estructuras de Poisson regulares. Aqui la di-
ferencia radica en que II definido por (3.7) es singular, es decir, de rango variable. Lo que
ocasiona que la integrabilidad de su distribucién caracteristica ya no resulte evidente.

Notemos que si las 1-formas «; son cerradas el campo bivectorial II en (3.7) define un
tensor de Poisson de manera automaéatica. En particular, para 1-formas globalmente ezxactas
se recuperan los tensores de Poisson de Flaschka-Ratiu definidos en (3.6). Notemos que en
el abierto donde las 1-formas a; son independientes la condicién (3.8) no es mas que la con-
dicién de integrabilidad de Frobenius aplicado a la distribucién de campos vectoriales Nker .

Ahora, por construccién y de (3.4), se cumple que
ker IT = span {al, . ,am_2} en el abierto {ai independientes}.

En consecuencia el rango de II es
rank I = 0, 2,

es decir, II es un tensor de Poisson de tipo Flaschka-Ratiu.
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La foliacién simpléctica inducida por II consiste de puntos y hojas (simplécticas) 2-
dimensionales. De esto se sigue que la variedad M admite una descomposicion M = A U
0A U (M\ A) donde A C M es un abierto foliado por hojas simplécticas de dimensién 2, la
frontera de este abierto coincide con el conjunto de puntos singulares de Il y en su exterior
M\ A esII trivial (cero).

Una pregunta atin por contestar es el generalizar la Proposicién 3.2.2. Esto es, dar con-
diciones bajo las cuales una forma diferencial p = a' A --- A @®* A B induce un tensor de
Poisson, donde las «; son 1-formas diferenciales y 5 es una forma tal que aA S # 0 para cada
a € I'T*M no nula.

Funciones de Casimir Predeterminadas. A continuacién, con base en la Proposicion
3.2.2, se presenta un resultado que provee una manera de construir una estructura de Poisson
que admita como Casimires globales un conjunto dado de funciones. Para esto, recordemos
que una k-forma diferencial § se dice localmente descomponible si B = B A---AB* alrededor
de cada punto en M para algunas 1-formas /3°.

Teorema 3.2.3 Sea M una m-variedad orientada con una forma de volumen Qy K1,...,Ks €
Cyi, con s<m—2. 5 B¢ I A5 2T*M es cerrada y localmente descomponible, entonces
el campo bivectorial 11 definido por

inQ =dKiA---AdKs A B (3.9)
es un tensor de Poisson en M que tiene a cada K; como funcion de Casimir.

Demostracion. Por ser [ localmente descomponible, en cada carta coordenada de M es
p = inQ de la forma (3.7). Por ser [ cerrada las condiciones (3.8) se satisfacen de mane-
ra automética. Asi, por la Proposicion 3.2.2, se concluye que II es un tensor de Poisson. El
que cada K; sea una funcién de Casimir para II se sigue de (3.5). O

Notemos que el rango del tensor de Poisson II en (3.9) en general toma valores entre
0 < rankIl < m —s.

Sin embargo, la condicién para [ de ser localmente descomponible en el Teorema 3.2.3 implica
que II tiene rango 0 y 2, es decir, es un tensor de Poisson de tipo Flaschka-Ratiu. Luego, la
foliacién simpléctica que induce consiste de puntos y hojas 2-dimensionales. Debido a esto,
surge la cuestion de dar condiciones para ( de manera que II posea una geometria més rica
en el sentido que la foliacién simpléctica que induzca no consista solamente de hojas con di-
mensién a lo méas dos.

Otra observacion al Teorema 3.2.3 es que el tensor de Poisson II en (3.9) puede admitir
més funciones de Casimir (globales). Por esto, otra cuestién que surge es construir una es-
tructura de Poisson cuyo espacio de funciones de Casimir sea generado por un conjunto dado
de funciones.
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Corolario 3.2.4 (del Teorema 3.2.3) Si 3, ademdas de ser cerrada y localmente descomponible,
es tal que a AN B # 0 para cada o € ' T*M mno nula, entonces el espacio de funciones de
Casimir globales de 11 es generado por las funciones Ky, ..., Ks.

Demostracion. Si aAB # 0 paracada o € I'T*M no nula, entonces no puede ser = ag A 5
(globalmente) para alguna 1-forma oy en M. En particular, no puede ser f=df A S (glo-
balmente) para alguna f € Cy7. Por tanto, la forma diferencial en (3.9) ya no admite factori-
zacién por 1-formas salvo las diferenciales dK;. Esto implica, por (3.4) y (3.5), que el espacio
de funciones de Casimir globales de II es generado por Kj, ..., K. a

Nota 3.2.5. En [16, 29, 25] se encuentran algunos resultados obtenidos para el problema de
construccion de estructuras de Poisson con foliaciones caracteristicas predeterminadas. En [16]
se construyen en variedades casi-simplécticas estructuras de Poisson cuyo espacio de Casimires
es generado por un conjunto dado de funciones independientes. En [29] se construyen estruc-
turas de Poisson en variedades 4-dimensionales que tienen por foliacidon caracteristica una
fibracién de Lefschetz singular y en [25] estructuras de Poisson en variedades 3-dimensionales
que tienen por foliacién caracteristica una fibracién de Bott-Morse. <

3.2.1. Caso 3-Dimensional

Como corolario del Teorema 3.2.3 se recobra un resultado conocido en Geometria de Pois-
son respecto al problema de existencia de Tensores de Poisson con Casimires predeterminados.

Proposicién 3.2.6 En toda variedad orientable 3-dimensional, dada cualquier funcion esca-
lar (global), existe una estructura de Poisson que tiene como Casimir dicha funcion.

En efecto, dada una funcién K en una variedad 3-dimensional orientada con forma de volumen
), el campo bivectorial II definido por

inQ = dK (3.10)

es un tensor de Poisson que tiene a K como funcién de Casimir global, esto como consecuencia
del Teorema 3.2.3. Notemos que esta construccién, de hecho, es la versién tres dimensional de
los tensores de Poisson de Flaschka-Ratiu.

Es claro que II no es unico: para toda funcién f, el campo bivectorial fII es nuevamente un
tensor de Poisson que tiene a K como Casimir. Esto es consecuencia de la propiedad conforme
para los tensores de Poisson en variedades de dimension tres.

Ejemplo 3.2.7 Sea R? = {(21, 72, 23)} con forma de volumen euclidea €y = dzj AdzaAdws.
Entonces, dada K € Cgs, el tensor de Poisson

m- _9K90 0 oK 0 9 0K 9 =0
N 81‘1 81,‘2 81,‘3 8562 8%3 8.751 8.733 8x1 ax27

definido por i2y = dK, tiene a K como funcién de Casimir. N
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3.2.2. Caso 4-Dimensional

Con base en lo visto en esta seccion se realiza en este apartado un estudio de las estruc-
turas de Poisson en variedades orientables de dimensién cuatro.

Sea M una variedad 4-dimensional orientada con una forma de volumen ). Primero,
por (3.1), se tiene una correspondencia uno a uno entre campos bivectoriales y 2-formas
diferenciales en M. Asi, dada p € I' A2 T*M existe un tinico campo bivectorial II € T' A2 TM
determinado por

inQ) = p. (3.11)
Nota 3.2.8. En una carta coordenada (U,z!,...,2%) en M la expresién coordenada de II en
(3.11) es
o 5
I = Z (_1)1+inj%/\.../\ami/\.../\%/\...A%’
1<i<j<4
donde p = % pij Azt Adz?. El sfmbolo ~ indica la omisién del término debajo de él. N

Proposicién 3.2.9 El campo bivectorial 11 definido en (3.11) es un tensor de Poisson en M
sty solo si

d (%) — 2i; qdp = 0, (3.12)

donde la expresion (/2 denota la unica funcion a € Cgf que satisface ¢ =af), con ¢ una
forma diferencial de grado mdxzimo en M.

Demostracion. La ecuacion (3.12) se sigue de (3.3) obsevando que en este caso es ifp = i,II =
(PN p)/Q2. 0

En general, determinar todas las soluciones de la ecuacién (3.12) es una tarea complicada.
Por esto, se presentan a continuacion soluciones particulares a tal ecuacion, de las cuales,
algunas permiten construir tensores de Poisson con Casimires predeterminados.

Caso p Descomponible. Por la Proposicion 3.2.2, dada una 2-forma descomponible en M

p = at Aa?, ol e TTM,
el campo bivectorial II definido por i{2 = p es un tensor de Poisson en M si y solamente si
da! Aol Aa? =0, i=1,2.

Notemos que estas condiciones se satisfacen de manera automatica si cada o' es una 1-forma
cerrada. Si ademdas M es simplemente coneza, en cuyo caso cada o' es exacta globalmente, I1
es un tensor de Poisson de Flaschka-Ratiu, ver (3.6).
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Ahora, en relacion con el problema de la existencia de tensores de Poisson con Casimires
predeterminados, a diferencia de lo que sucede en el caso tres dimensional (ver Proposicién
3.2.6), en variedades cuatro dimensionales no siempre se asegura la existencia de tales campos
bivectoriales. Una manera de construirlos es utilizar formas diferenciales descomponibles.

Primero, por dimensién, un tensor de Poisson en M puede admitir a lo mas dos funciones de
Casimir globales. Para este caso extremo los tensores de Poisson de Flaschka-Ratiu en (3.6)
dan respuesta al problema. En efecto, dadas K, Ko € C}y, el campo bivectorial II definido
por

i) = dK; A dK>s,

es un tensor de Poisson en M que tiene a K1 y K5 como funciones de Casimir globales.

Proposicién 3.2.10 Sean M una 4-variedad orientada con forma de volumen Q y K € C}y}.
St existe B € I'T*M tal que
dK ANdBAB =0,

entonces el campo bivectorial 11 definido por
inQ? =dKApS
es un tensor de Poisson en M que tiene a K como funcion de Casimir global.

Esta proposicién es consecuencia directa de la Proposiciéon 3.2.2. La condicién dK AdGA B =0
es necesaria y suficiente para que el campo bivectorial II definido por i) = dK A 8 sea un
tensor de Poisson. Claramente ha de ser dK A 8 # 0 en un abierto no vacio de M para que
IT no sea trivial. En cualquier caso, 11 resulta un tensor de Poisson de tipo Flaschka-Ratiu, es
decir, con rango a lo mas 2.

Caso p Cerrada. En este apartado se asumird que M es una variedad coneza. Bajo esta
hipétesis y de (3.12) se deriva el siguiente criterio.

Proposiciéon 3.2.11 Sea M wuna 4-variedad conexa orientada con una forma de volumen
Q. Si p una 2-forma diferencial cerrada en M, entonces el campo bivectorial 11 definido por
(3.11) es un tensor de Poisson si y sélo si

pAp = cq, (3.13)

para alguna constante ¢ € R (fija).

Se puede probrar que la constante ¢ en (3.13) coincide con el determinante de la matriz
(local) asociada a II. Esto implica que el tensor de Poisson II es, o bien no degenerado, o bien
de tipo Flaschka-Ratiu. Concretamente,

= si ¢ # 0, entonces IT es un tensor de Poisson no degenerado, es decir, con rankIl = 4.
En este caso el par (M, p) es una variedad simpléctica de dimensién cuatro;
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= si ¢ =0, entonces II es un tensor de Poisson con rankIl = 0,2; es decir, es de tipo
Flaschka-Ratiu

Como observacion adicional, la condicién p A p = 0 implica que la 2-form p es localmente
descomponible, es decir, alrededor de cada punto en M es el producto de dos 1-formas.

El caso cuando p no es una forma cerrada ni descomponible globalmente queda ain por
estudiar. Una opcion para construir estructuras de Poison con este tipo de formas diferenciales
es tomar la suma de una 2-forma cerrada y una 2-forma descomponible.

3.3. Operador Divergencia e Identidad de Jacobi

El operador divergencia u operador traza en variedades orientables introducido por Kos-
zul en [39] generaliza la nocién de divergencia de campos vectoriales al médulo de campos
tensoriales contravariantes. Este operador de homologia resulta ser un generador del corche-
te de Schouten-Nijenhuis. Proveyendo asi una herramienta alternativa para el estudio de las
estructuras de Poisson en variedades orientables. En esta seccion se presenten algunas propie-
dades basicas del operador traza y su relaciéon con los tensores de Poisson. Ver por ejemplo
[39, 31, 21].

Como antes, sea M una variedad orientada con una forma de volumen 2. Se define la
divergencia de A € T A® TM como el tinico campo multivectorial D(A) € T AL TM que
satisface

ip(a)2 = diaQ. (3.14)

Es claro que la divergencia es relativa a una forma de volumen. En este contexto, el operador
divergencia (traza) es la asignacién R-lineal D : A — D(A), la cual se reitera depende de €.
Al variar las formas de volumen en M el operador divergencia se modifica por

Dra = Da + iqa|f)> (3.15)

donde Dg es el operador divergencia relativo a la forma de volumen 2 y f # 0 es una
funcién escalar en M. El nombre de divergencia para este operador se motiva debido a que
D(X) =div X, para todo campo vectorial X en M. Es decir, D generaliza el operador de
divergencia usual para campos vectoriales.

Dos propiedades fundamentales del operador divergencia son, el ser un operador de homo-
logia,
D? =0,

y ser un generador del corchete de Schouten-Nijenhuis para campos multivectoriales:
[A,B] = AAND(B) 4+ (=1)*D(A)AB + (=1)*"' D(A A B), (3.16)

para cualesquiera A e TA®TM y B € ' ATM. Esto implica, en particular, que el operador
divergencia no es una derivaciéon del producto exterior para multivectores pero si del corchete
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de Schouten-Nijenhuis,

D([A, B]) = [D(A), B] + (-1)*'[4,D(B)]-

Identidad de Jacobi. Como consecuencia de (3.16) la identidad de Jacobi en (1.9) para un
tensor de Poisson se puede formular en términos del operador divergencia. Concretamente,
un campo bivectorial II € T' A2 TM es un tensor de Poisson si y solamente si [39, 31]

D(IIAIL) = 211 A D(II).

Como es de esperar esta condicién no depende del volumen fijado para D.

Esta versién de la identidad de Jacobi resulta 1til para estudiar cierta clase de tensores de
Poisson, por ejemplo, los homogéneos en espacios vectoriales. Cabe mencionar que el opera-
dor divergencia es una herramienta importante en la geometria de Poisson. Se ha empleado,
por ejemplo, para clasificar las estructuras de Poisson cuadraticas en espacios vectoriales 3-
dimensionales, para derivar criterios de unimodularidad o para facilitar la construccion de
estructuras de Poisson en variedades de baja dimensién. Algunas aplicaciones analogas se
presentan en secciones posteriores.

3.4. Variedades de Poisson Unimodulares

En el caso orientable, la propiedad de unimodularidad de una variedad de Poisson se re-
fiere a la existencia de una forma de volumen que sea preservada por el flujo de todo campo
Hamiltoniano. Por su interés fisico, el problema de determinar la existencia de tal forma de
volumen ha sido ampliamente estudiado obteniendo resultados en términos geométricos y
cohomoldgicos [39, 31, 76, 32, 16, 53]. En esta seccién se presentan algunas nociones bdsicas
en torno a las variedades de Poisson unimodulares.

Una variedad de Poisson orientable (M, II) se llama unimodular [76] si admite una forma
de volumen ) invariante bajo el flujo de todo campo Hamiltoniano relativo a II. Esto es, tal
que

LHh(df)Q = 0, Vf S C]O\/?, (317)

Notemos que, por definicién, una variedad de Poisson es unimodular si existe una forma de
volumen respecto a la cual la divergencia de todo campo Hamiltoniano es cero [21],

(3.17) <= diva Xy =0, VfeCy.

Recordemos que la divergencia de un campo vectorial X, respecto a una forma de volumen
Q, se define como la tnica funcién (suave) divg X que satisface £xQ = (divg X) Q.
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3.4.1. Criterios de Unimodularidad

A continuacion se definen un objeto geométrico y uno cohomoldgico que controlan la pro-
piedad de unimodularidad de una variedad de Poisson.

Campo Modular. Fijada una forma de volumen €2 en M, la asignacién
Z: fr——divg Xy

es una derivacién de C5?, por tanto, un campo vectorial en M. Este campo vectorial recibe el
nombre de campo modular de la estructura de Poisson II relativo a la forma de volumen £ [20].

Dos de las propiedades principales del campo modular son: el ser un campo de Poisson
para Il y preservar el volumen (2, esto es,

[Z,1] = 0 y Lz0 = 0.
Ademds, si IT es un tensor de Poisson regular, entonces el campo modular es tangente a la fo-

liacién simpléctica inducida por II. En particular, el campo modular es tangente a la foliacion
simpléctica en el dominio regular de II.

Clase Modular. La clase modular [76] de una variedad de Poisson (M,II) es la clase que
el campo modular define en la primera cohomologia del complejo de Lichnerowicz-Poisson
definida por (1.12) y (1.13). Esta clase estd bien definida porque al variar sobre las formas de
volumen en M el campo modular se modifica por campos Hamiltonianos:

Q Q 1
210 = 79 - 1 Xy,

donde Z% es el campo modular de II respecto a la forma de volumen Q y f # 0 es una
funcién suave en M.

Criterios de Unimodularidad. En una variedad de Poisson orientable M las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. M es unimodular.
2. La clase modular es trivial.
3. El campo modular es Hamiltoniano.

4. El campo modular es nulo respecto a una forma de volumen en M.

Por esto, la clase modular de una variedad de Poisson resulta un invariante natural que mide
la obstruccion a la unimodularidad de la variedad.

Operador Divergencia como Herramienta. En términos del operador divergencia (3.14),
el campo modular de un tensor de Poisson II coincide con (menos) la divergencia de éste,

Z = —D(I0).
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Esta caracterizacion del campo modular resulta de gran utilidad pues permite derivar de ma-
nera mas sencilla algunas de sus propiedades. Por ejemplo, una variedad de Poisson orientable
(M,II) es unimodular siy solamente si existe una forma de volumen 2 en M tal que [21]

D (II) = 0. (3.18)
Otras propiedades que se deducen de manera inmediata son:

(a) sila suma de dos tensores de Poisson es nuevamente un tensor de Poisson, entonces el
campo modular de éste es la suma de los respectivos campos modulares.

(b) si A es un cociclo del complejo de Lichnerowicz-Poisson en (1.12), entonces el corchete
[Z, A] es una cofrontera. En particular, el corchete del campo modular con cualquier campo
de Poisson es un campo Hamiltoniano.

3.4.2. Unimodularidad de Tensores de Poisson Homogéneos

En esta seccién se estudia el problema de unimodularidad para estructuras de Poisson
homogéneas en R™. Se presenta un criterio con condiciones necesarias y suficientes para la
unimodularidad de esta clase de tensores de Poisson. Con base en este resultado se realiza
una clasificacién de las estructuras unimodulares lineales y cuadréticas en R3.

Sea R" = {a: = (z1,... ,a:n)} Un tensor de Poisson en este espacio vectorial
=117 —A_-=— 3.19
2 a:EZ 81,‘j ( )

se dice homogéneo de grado r si cada funcién II¥ es un polinomio r-homogéneo. Recordemos
que un polinomio P = P(x) es r-homogéneo si P(tx) = t"P(x), para todo ¢ € R.

A continuacién se muestra que la unimodularidad de las estructuras de Poisson ho-
mogéneas esta controlada por la forma de volumen estdndar en R™ [40].

Lema 3.4.1 Un tensor de Poisson homogéneo es unimodular en R™ si y sélo si tiene diver-
gencia cero con respecto a la forma de volumen euclidea en R™.

Demostracion. Sea Qy = dxjA---Adx, la forma de volumen euclidea en R"™ = {(x1,...,2,)}
y II un tensor de Poisson r-homogéneo en este espacio.

Necesidad. Supongamos que II es unimodular en R™. Luego, por (3.18), existe una forma de
volumen 2 tal que Dq(IT) = 0. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer Q = e™9Q,
para alguna g € Cgvn. Asi, por (3.15), se tiene que Dg,(II) = X,. En coordenadas, esta
igualdad se traduce en la ecuacién

oIl =11V 9,9,  j=1,...,m; (3.20)
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donde 9; = 0/0z", para cada i =1,...,n. Ahora, ya que por hipdtesis cada II¥ en (3.19) es
un polinomio r-homogéneo se tiene que 11 = O(|z|") en R™, es decir, existen &; > 0 tales
que I (x)| < &; ||lz||", para todo z € R™. Luego, definiendo & := méx{¢;;} se tiene que
IT1% ()| < & ||z||", para todo x € R™. Por otro lado, dado que la bola cerrada unitaria es un
conjunto compacto en R", sea

Ahora, sea ¢ tal que 0 < ¢ < 1. De laigualdad (3.20) se sigue que ‘&Hij(sxﬂ = ‘Hij(esc) dig(ex)|.
Notemos que cada 9;I1* es un polinomio (r — 1)-homogéneo en R™. Luego, para x tq. ||z| < 1,
por homogeneidad y desigualdades anteriores, se sigue que "1 |9;11%(z) | < "¢ a. O equi-
valentemente, 0 < |9;I1(z)| < e&a. Por tanto, haciendo ¢ — 0 se tiene que 9,11V (x) =0
para [z]| < 1. En palabras, la restriccién de cada 9;IT¥ a la bola cerrada unitaria es cero.
Esto implica, por homogeneidad, que &;II¥ = 0 y por lo tanto es Dgq,(II) = 0, ya que
D, (I1) = 5,119 9;.

Suficiencia. Por (3.18), es inmediato que II es un tensor de Poisson unimodular en R" si

'DQO(H) =0. O

Para el caso lineal, el Lema 3.4.1 coincide con un resultado ya conocido: una estructura
de Poisson lineal es unimodular si y solamente si el algebra de Lie asociada es unimodular.
Recordemos que un élgebra de Lie (finito dimensional) se dice unimodular si el operador ad-
junto es de traza cero para cada elemento del algebra [21].

Nota 3.4.2. El Lema 3.4.1 es un criterio global en el sentido que la unimodularidad se asegura
en todo el espacio R™. Ya que por ejemplo, II = (:rl 8%1 "HC?a%g) A 6%3 es un tensor de Poisson
lineal en R? con Dg, (II) # 0, pero que es unimodular en el abierto R3 \ {z; = 0}. <

Para el siguiente corolario recordemos que una forma diferencial en R™ se dice s-homogénea
si sus funciones componentes son polinomios s-homogéneos.

Corolario 3.4.3 Un tensor de Poisson r-homogéneo 11 es unimodular en R™ si y solo si
existe una (n — 3)-forma diferencial (r + 1)-homogénea ¢ tal que

inQ = dc. (3.21)

En particular, cada tensor de Poisson homogéneo unimodular en R® admite una funcion de
Casimir global.

Demostracion. Por la definicién (3.14) de operador divergencia y el Lema 3.4.1, se sigue que
IT un tensor de Poisson en R™ si y solamente si di{lg = 0. Lo que equivale, por ser R"”
simplemente conexo, a que i)y se una forma diferencial exacta. Es decir, que se cumpla
(3.21). Para el caso n = 3, se tiene que ¢ es una funcién que por (3.10) resulta una funcién
de Casimir para II. O
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Notemos que la funciéon de Casimir que afirma este corolario es un polinomio homogéneo
de grado uno mayor al grado de II.

A continuacién se presenta una clasificacién de las estructuras unimodulares lineales y
cuadraticas en el espacio euclideo 3-dimensional. Esta clasificacion se realiza por medio de iso-
morfismos de Poisson lineales. Para esto recordemos que dos tensores de Poisson homogéneos
IT y II en R™ son equivalentes si (y solo si) existe una operador lineal 7" : R” — R" tal que

I = 7*IL (3.22)

Notemos que necesariamente estos tensores deben tener el mismo grado de homogeneidad.

Esquema de la Clasificion. A continuacién se presenta un esquema de la manera en cémo se
obtienen las clasificaciones en Table 3.4.2 y Table 3.4.2.

Sea IT un tensor de Poisson r-homogéneo y unimodular en R™, con r > 0. Por el Corolario
3.4.3, se sigue existe un polinomio (r + 1)-homogéneo f € Cgy tal que

inQo = df. (3.23)

Si denotamos al campo bivectorial en (3.23) por Ily, se sigue de (3.1) que la funcién f > IIf
es un isomorfismo lineal. En particular, si II; = 0, entonces f = 0 por ser R” conexo y f un
polinomio homogéneo no constante. En consecuencia, Iy = IIz, implica que f; = fo. Por
tanto, se tiene que la equivalencia (lineal) definida en (3.22) es dada por

Iy, ~Iy, siyslosi  fo=qtr T*f1, (3.24)

para alguna transformacién lineal e invertible 7" : R™ — R”. Gracias a esto, la clasificacién de
tensores de Poisson homogéneos en R" se reduce a calcular los representantes “mas sencillos”
de las clases de equivalencia de polinomios homogéneos en R™ bajo la relacién binaria de
equivalencia (3.24).

Para el caso de las estructuras de Poisson lineales en R? todo se reduce a clasificar bajo la
relacién de equivalencia (3.24) los polinomios cuadraticos en 3-variables. Para esto utilizamos
una clasificacién de las matrices simétricas reales de orden 3 x 3 por medio de indices de inercia.

Para el caso de las estructuras de Poisson cuadraticas en R? todo se reduce a clasificar bajo
la relacién de equivalencia (3.24) los polinomios ctibicos en 3-variables. Para esto, utilizamos
una clasificacién de formas ternarias reales en [5, 12] que resumimos en la siguiente tabla.
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Tipo Polinomio Ciibico Tipo Polinomio Cuibico

LI f=0 LVIII z1(2% + 23 + 23)

LIl | f=2a} LIX z1 (2} + 23 — 23)

LI | f = 2229 ILX 23+ a3 + 6 mz01s

LIV | f = x1(2? +23) [.XI 23 + z3(2? + 23)

LV f = z1(z? — 23) LXII T3+ 23 + 23 + axyTexs

LVI | f = 23— 2a3 L.XIII z3(z3 + 23 — 23)

LVII | f = x12013 LXIV | f = (22 + x3)(23 + 23 — 23)

Tabla 3.4.1: Formas normales de polinomios ctibicos en R3, con a € R.

Clasificacién de Estructuras Unimodulares Lineales en R?. Toda estructura de Pois-
son lineal unimodular en R? (no trivial) es linealmente isomorfa a alguna de las siguientes
estructuras

Tipo Corchetes de Poisson Lineales
{w1, 22} {w2, 23} {ws,x1}

I T3 T T

II —x3 1 L2

111 0 T T2

v 0 x1 —x2

Vv 0 T 0

Tabla 3.4.2: Formas normales de los corchetes de Poisson lineales unimodulares en R3.

Naturalmente esta clasificacion se corresponde salvo isomorfismos con los casos unimodu-
lares de la clasificaciéon de Bianchi de algebras de Lie reales 3-dimensionales:

» el tipo I estd asociado al dlgebra de Lie s0(3),

» el tipo IT estd asociado al dlgebra de Lie sl(2),

= el tipo III estd asociado al dlgebra de Lie del grupo de isometrias del plano,

= el tipo IV esta asociado al dlgebra de Lie del grupo the Poincaré 2-dimensional, esto es,
el grupo de isometrias del espacio de Minkowski 2-dimensional,

= ¢l tipo V esta asociado al dlgebra de Lie del grupo Heisenberg.
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Clasificacién de Estructuras Unimodulares Cuadraticas en R3. Toda estructura de
Poisson cuadratica unimodular en R3 (no trivial) es linealmente isomorfa a alguna de las si-
guientes estructuras

Tipo Corchetes de Poisson Cuadraticos
{z1, 22} {z2, z3} {3, 21}
I 0 x? 0
11 0 21172 x%
11 0 z} + 23 21120
v 0 x? — 23 —2x129
\Y 3 z? 2x9x3
VI T122 T3 173
VII 21173 x? + 22 + 22 21120
VIII —2x17x3 l‘% + .r% — x% 2129
IX —6x122 :c% — 6xo13 a:% —6x173
X z? + 3 22 + 21173 22913
XTI x% —axi1xo x% — aT9x3 —271‘% —axir3
XII ﬂ:% + :c% — x% 2x1x3 2913
XIII 23 + 2% — 22923 — 323 2x1(z2 + x3) 23 + 323 + 22913 — 23

Tabla 3.4.3: Formas normales de los corchetes de Poisson cuadrdticos unimodulares en R3,
con a € R.

La clasificacién que en esta tabla se presenta, que se desprende basicamente de la clasifi-
cacion de polinomios reales homogéneos de grado tres, es una clasificacion mas explicita que
clasificaciones presentadas en otros trabajos, ver por ejemplo [43].



Capitulo 4

Tensores de Poisson en Variedades
Fibradas

En este capitulo se presenta un estudio de una clase de tensores de Poisson en variedades
fibradas que se llaman de casi acoplamiento. Esta familia de tensores de Poisson, que se ca-
racterizan por una condicién de compatibilidad con la estructura fibrada de estas variedades,
generalizan a la clase de tensores de Poisson de acoplamiento los cuales surgen de manera
natural como modelos (semilocales) alrededor de hojas simplécticas encajadas. A su vez, los
tensores de Poisson de casi acoplamiento se presentan como casos particulares de tensores de
Poisson parcialmente acoplados cuyo andlisis se aborda desde la perspectiva de conexiones
parciales (generalizadas).

4.1. Campos Bivectoriales Compatibles y Dominio de Acopla-
miento

A lo largo de este capitulo
™ M — B

serd una variedad fibrada. Recordemos que V = kerdn es la distribucion vertical de m y que
dada una conexién de Ehresmann ~ € Q'(M;V) la distribucién horizontal asociada a esta
conexion se denotard por H = H” = ker~.

En esta seccién se presenta un estudio de campos bivectoriales, no necesariamente de
Poisson, compatibles con estructuras fibradas. Concretamente, dado un campo bivectorial
II € TA2TM se pueden definir al menos tres tipos de compatibilidad entre éste y la estructu-
ra fibrada 7 en M. La primera de ellas se formula en términos del concepto de conexién parcial:

e II se dice parcialmente acoplado, a la distribucién vertical V, si

*(v°) NV = {0}. (4.1)
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La terminologia utilizada se motiva por el hecho que la condicién (4.1) equivale a decir que
la distribucién singular TI*(V°) € TM define una conexién parcial (generalizada) en M.

El segundo tipo de compatibilidad se define a continuacion.

Definicion 4.1.1 Un campo bivectorial I1 se dice de casi acoplamiento si existe una conexion

de Ehresmann v en M tal que
I (V°) C H. (4.2)

Nota 4.1.2. Las definiciones de campo bivectorial parcialmente acoplado y de casi de acopla-
miento son puntuales. En consecuencia, se puede hablar de estas propiedades de compatibili-
dad en subconjuntos arbitrarios de la variedad M, no necesariamente abiertos. N

Notemos que, por la definicién de distribucién horizontal en (2.1), la condicién (4.2) im-
plica (4.1). Por tanto, un campo bivectorial de casi acoplamiento es un campo bivectorial
parcialmente acoplado que admite una conexion de Ehresmann adaptada a la conexién par-
cial TI*(V°) en el sentido (4.2). Esquematicamente,

(Casi acoplamiento) = (Parcialmente acoplado) + (Conexién de Ehresmann adaptada)

En general, la conexién adaptada a I no es inica. Debido a esto, si es necesario especificarla,
se dird que II es de casi acoplamiento via «y, por ejemplo.

Ejemplo 4.1.3 Cada campo bivectorial vertical P € I' A2V en una variedad fibrada es de
casi acoplamiento con respecto a cualquier conexién de Ehresmann por ser P3(V°) = {0}. <

Recordemos que dada una conexién de Ehresmann v en M cada campo bivectorial II
admite una descomposicién bigraduada

II =1y + II1 1 + Ippe, (4.3)

donde a IIrg €I’ NH y Moo € A2V se les llama las componentes horizontal y vertical
(relativas a ) del campo bivectorial II, respectivamente, y a II; ; € T'(H®V) se le denominara
componente mixta. En términos de la descomposicién (4.3) la condicién para que II sea de
casi acoplamiento, con conexién adaptada «y, es equivalente a la trivialidad de su componente
mixta. Es decir,

HH(VO) CH <~ Hl,l =0 <~ II = HQ,O —I—Ho’g, (44)

lo cual significa que II(¢, u) = 0 para cualesquier formas £ € V° y p € H°. En efecto, si 7y es
tal que IT; 1 = 0 en la descomposicién (4.3), entonces IT7(V°) = I o(V°®) C H. Reciprocamen-
te, si existe una distribucién horizontal H en M que satisface (4.2) se sigue que II(&, ) =
(1, T8 (€)) = 0, para cualesquiera & € V° y pu € H°.
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Otro tipo de compatibilidad se presenta con la propiedad de acoplamiento como caso par-
ticular de (4.2):

e II se dice de acoplamiento si el subhaz vectorial
H = II*(V°) (4.5)

define una distribucion horizontal en M. Por definicién, en este caso existe una inica conexion
de Ehresmann que satisface la condicién (4.2).

Notemos que las compatibilidades definidas anteriormente se relacionan entre ellas como
casos particulares una de otra:

{Acoplamiento} C {Casi Acoplamiento} C {Acoplamiento Parcial}.

Acoplamiento Parcial. Lo primero a mostrar en este apartado es que la condicién de aco-
plamiento parcial (4.1) induce en cada punto de M una descomposicién de IT como en (4.4).

Teorema 4.1.4 Las propiedades de acoplamiento parcial y casi acoplamiento son puntual-
mente equivalentes.

Para la demostracién de este teorema primero se presenta el siguiente lema.

Lema 4.1.5 Sea IT un campo bivectorial con descomposicion bigraduada (4.3) respecto a una
conexion de Fhresmann v en M. Entonces, I es parcialmente acoplado si y sélo si

ker ITh oo C kerIT |y (4.6)

Demostracion. Sea (4.3) la descomposicién bigraduada de II con respecto a v y H la dis-
tribucién horizontal asociada a esta conexion. Para probar la necesidad supongamos que II
satisface la condicién (4.1). Si n € V° es tal que H;O(n) = 0, entonces Hi@(’?) = 0 por
ser IT%(n) = H§,1(77) € V. Lo que prueba (4.6). Para probrar la suficiencia supongamos que
se cumple (4.6). Sea X € I*(V°) NV, estoes, X €V y X = Hg,o(ﬁ) + Hil(n), para alguna
n € V°. Luego, Hh270(77) = 0 por ser Hgﬁ(n) eEHy Hi;(n) € V. Esto implica, por la hip6tesis
(4.6), que Hu1,1(77) = 0. Por tanto, es X = 0. Lo que prueba (4.1). O

Notemos que la condicién (4.6), al igual que (4.1), es una condicién puntual e independien-
te de la conexién de Ehresmann . Atiin més, se puede verificar que (4.6) es equivalente a que
C' C I%(V°) + V.

Demostracion (del Teorema 4.1.4). Sean II un campo bivectorial en M con descomposicién
bigraduada (4.3) con respecto a una conexién de Ehresmann v y H la distribucién horizontal
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asociada a esta conexién. Fijemos un punto p € M. Supongamos que II es parcialmente
acoplado, es decir, que satisface la condicién (4.1). Lo que se probard es que existe una
solucién =, : T,M — V,, de la ecuacién (2.31). Para esto, primero notemos que se puede
tomar una descomposicién H, = ng (V;) @ H,, de la distribucién horizontal en p, para algin
subespacio H, C T,M. Asi, haciendo uso de la descomposicién (2.1), definamos

Hu1,1(77) si X = Hg,o(n), nev,,
Ep(X) =< 0 si X € Hy, (4.7)
0 si X eV,

Notemos que este morfismo esté bien definido debido a la condicién (4.6) del Lema 4.1.5, tiene
la propiedad (2.8) y por construccién Z, satisface (4.1). Por tanto, por el Corolario 2.2.2, se
tiene que IT, = Ip o + [y respecto a la descomposicién T,M = (id,a + Ep)(Hp) © V), del
espacio tangente al punto p. Es decir, II es de casi acoplamiento en p. El reciproco es claro ya

que la propiedad de acoplamiento parcial es necesaria para que II sea de casi acoplamiento. O

El problema ahora se traduce en extender la equivalencia puntual que enuncia el Teorema
4.1.4 a una equivalencia local. El siguiente resultado, uno de los principales de esta seccion,
afirma que tal extencién se puede realizar a “casi” toda la variedad M.

Teorema 4.1.6 Todo campo bivectorial parcialmente acoplado en una variedad fibrada es de
casi acoplamiento en un abierto denso de la variedad.

En otras palabras, si IT tiene la propiedad IT#(V°)NV = {0}, entonces existe un abierto denso
N C M y una conexién de Ehresmann v € Q' (N; V) tales que Hw\/ﬂ (Vo) C H".

Para la demostracién de este teorema primero se presenta un lema auxiliar.

Lema 4.1.7 Sea Il un campo bivectorial con descomposicion bigraduada (4.3) respecto a una
conexion de FEhresmann v en M. Entonces, Il es de cast acoplamiento si y sélo si existe una
conexion de Ehresmann ¥ =~ — Z tal que

Hhu’V" = Zo ng!w, (4.8)

donde = estd determinado por (2.8). En este caso, 7 resulta una conexion adaptada a II en
el sentido (4.2).

Demostracion. Es consecuencia directa de (4.4) y del Corolario 2.2.2. a

Las componentes de la descomposicién bigraduada II =1y + IIp> con respecto a la
conexion v estdn determinadas por

Hg 0= (idTM + E) o 1‘[57O o (idT*M + E*)’ (4.9)

M, = I}, — Soll},0=". (4.10)
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Ahora, recordemos que para un campo bivectorial II arbitrario, con descomposicién bi-
graduada (4.3) con respecto a una conexién de Ehresmann +, el rango de la componente
horizontal Il es independiente de la conexién «y (ver el Corolario 2.2.3). Esto motiva la
siguiente definicion.

Definicion 4.1.8 FEl rango horizontal de un campo bivectorial 11 es el rango de la compo-
nente horizontal Iy en su descomposicion bigraduada (4.3) respecto a alguna conexion de
Ehresmann en M.

Se dird que II es horizontalmente constante si su rango horizontal es constante. Es claro
que la componente horizontal de II es cero, respecto a cualquier conexiéon de Ehresmann, si y
solamente si su rango horizontal es cero.

A continuacién la demostracién del Teorema 4.1.6.

Demostracion (del Teorema 4.1.6). Sea Il un campo bivectorial parcialmente acoplado con
descomposicién bigraduada (4.3) respecto a una conexién de Ehresmann v en M. Primero,
definamos

My = {pe M|rank,Ilpo =k} C M, ke Z; (4.11)

esto es, los conjuntos en los que el rango horizontal de II es constante. Es claro que estos
conjuntos son mutuamente ajenos y que M = Ugcz M. Lo que se demostrard es que

N o= () Int(My) (4.12)
keZ

es el abierto en el cual IT es de casi acoplamiento. Primero, N es un abierto denso por ser
el dominio regular del campo bivectorial I o. Ahora, se probara que en el interior de cada
M}, # O existe una 1-forma valuada vectorial Zj que es solucién (suave) de la ecuacién (4.8):
en cada punto del abierto Int(M},) consideremos un morfismo =, construido de manera andloga
a (4.7). Ahora, dado que HgO(VO) es una distibucién suave en M y ya que por construccién
el rango de Ily es constante en Int(My), se sigue que Zj : T(Int(Mk)) — Vlmg(ar,) s un
morfismo de haces vectoriales bien definido y por tanto induce una 1-forma valuada vectorial

Ep € Q' (Int(My); V).

De esta manera = es una solucién (suave) de la ecuacién (4.8) que, por el Lema 4.1.7, induce
una conexién de Ehresmann

Ve = V\Int(Mk) — =k
respecto a la cual H|Int( 1,,) es de casi acoplamiento. Finalmente, realizando la construccion an-

terior en cada conjunto de nivel Mj # (), se obtiene una familia de conexiones de Ehresmann
{7} que inducen una conexién de Ehresmann bien definida en N por

A e X(NLV)  talque Y lmiany = Y

respecto a la cual II|yu es de casi acoplamiento. O
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Corolario 4.1.9 Si Il es un campo bivectorial parcialmente acoplado horizontalmente cons-
tante, entonces II es de casi acoplamiento.

Este corolario es consecuencia de que si rankIl o = const en M, entonces My, en (4.11) es
Unico e igual a M para algin k € Z. En consecuencia, existe una conexién de Ehresmann
v =9, adaptada a II en el sentido (4.2) definida en toda la variedad M.

Corolario 4.1.10 Un campo bivectorial 11 parcialmente acoplado es vertical si y sélo si su
rango horizontal es cero.

Demostracion. Si Il es un campo bivectorial vertical es claro que su rango horizontal es cero
por no tener componente horizontal respecto a cualquier conexion de Ehresmann. Reciproca-
mente, si el rango horizontal de II es cero en particular es constante. Luego, por el Corolario
4.1.9, se sigue que II es de casi acoplamiento. Es vertical por tener rango horizontal nulo. O

En general, el problema de dar condiciones bajo las cuales un campo bivectorial parcial-
mente acoplado es de casi acoplamiento (globalmente) no es trivial y conduce de manera
natural al problema de dar criterios bajo los cuales una distribucién singular (suave) en una
variedad admite una distribucién complementaria suave [79, 78].

Distribucion Caracteristica de Bivectores Compatibles. A continuacion se presenta
una manera de caracterizar a los bivectores compatibles en M en términos de la distribucion
caracteristica de éstos. Para esto, se definen

¢l .=1(ve) y cli:=DnV. (4.13)

Lema 4.1.11 Sea II un campo bivectorial en M. Entonces,

(a) II es parcialmente acoplado si y sélo si

cl'=checy, (4.14)

(b) II es de casi acoplamiento si y solo si existe una conezxion de Ehresmann v en M tal
que
Cy C H,

(¢) T es de acoplamiento si y sélo si CY define una distribucién horizontal en M.

Demostracion. (a) Por el Teorema 4.1.4, si IT es parcialmente acoplado, entonces puntualmen-
te I =TIl + Iy 2. Esto implica que (4.14) se cumple siendo en este caso CH = H%(VO) y
Cil = HgQ(HO). Reciprocamente, si (4.14) se cumple, entonces es claro que II es parcialmente

acoplado por la definicién de C}} y Ci} en (4.13). Finalmente, (b) y (c) se siguen directamente
de las definiciones (4.2) y (4.5). O
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Dominio de Acoplamiento. El resultado a presentar en este apartado afirma que todo
campo bivectorial en una variedad fibrada admite un abierto en la variedad en el cual es de
acoplamiento.

Sea IT un campo bivectorial con descomposicién bigraduada (4.3) respecto a una conexién
de Ehresmann v en M. Definamos

MY := {pe M| rank,IIop = dim B} C M, (4.15)

esto es, el conjunto donde el rango horizontal de II es maximo e igual a la dimensién de
la variedad base B. Notemos que en términos de los conjuntos M} definidos en (4.11), es
M™ = Mgim B.

Nota 4.1.12. El conjunto M™ es vacio si y solamente si rank, II> o < dim B, paratodo p € M.
<

Notemos que M es un subconjunto abierto de la variedad M por ser el rango de todo
campo bivectorial una funcién semicontinua inferiormente.

Definicién 4.1.13 El abierto M definido en (4.15) se llama dominio de acoplamiento del
campo bivectorial II.

Esta definicién se sustenta en el siguiente resultado, que es el principal de este apartado.

Teorema 4.1.14 Sea II un campo bivectorial M. Entonces, la restriccion de 11 al abierto
MY £ @ es un campo bivectorial de acoplamiento en M™.

Demostracion. Sea IT un campo bivectorial con descomposicién bigraduada (4.3) respecto a
una conexién de Ehresmann v en M. Por definicién de M, el morfismo Hg olve : Vo — H
es invertible en este abierto. Luego, la ecuacién (4.8) tiene una wnica solucién suave dada
por = = (HHM\VO) o (H;O\Vo)fl. En otras palabras, debido al Lema 4.1.7, existe una tnica
conexion de Ehresmann que realiza la condicién (4.2). Es decir, IT es un campo bivectorial de
acoplamiento. O

Con otras palabras, por definicién de acoplamiento, el subhaz vectorial H|5\4H (V°) es una
distribucién horizontal en M™, es decir, TM" = H‘E\/[H (V) @ V| ym.
Corolario 4.1.15 Un campo bivectorial I en M es de acoplamiento si y sélo si M™ = M.

Otra manera de enunciar este coralario es: Il en M es de acoplamiento si y solamente si tiene
rango horizontal maximo e igual a la dimension de la base B.
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Ahora, de manera automatica se tiene la descomposicién de la variedad
M = MM U oM™ U Int(M \ M™).

Notemos que la conexién v estd definida de manera tnica por II en la cerradura M del
dominio de acoplamiento, el cual coincide con M en el caso cuando M™ es denso en M. Pero,
en general, v no estd tinicamente determinada en el interior de M \ M.

Nota 4.1.16. Todo campo bivectorial Il parcialmente acoplado admite dos abiertos carac-
terfsticos en M: el dominio de casi acoplamiento N definido en (4.12) y su dominio de
acoplamiento M. Por construccién, MM C NI N

Descomposicion Intrinseca. Como se mencioné anteriormente la conexién adaptada a un
campo bivectorial de casi acoplamiento no es tnica, contrario a lo que sucede en el caso de
acoplamiento. Por ello, resulta natural la busqueda de otros tipos de invariantes asociados
a esta clase de campos bivectoriales. El primero de ellos, como en breve se mostrara, es la
descomposicién bigraduada de éstos.

Es claro que en general la descomposicién (4.3) de un campo bivectorial IT depende de la
conexion de Ehresmann fijada. El siguiente resultado muestra que para los campos bivecto-
riales de casi acoplamiento esto no es asi.

Teorema 4.1.17 La descomposicion bigraduada (4.4) de un campo bivectorial 11 de casi
acoplamiento no depende de la eleccion de la conexion de Ehresmann adaptada en (4.2).

Demostracion. Sea Il =1l o 4 IIp2 un campo bivectorial de casi acoplamiento via una cone-
xi6n de Ehresmann v en M. Luego, por el Lema 4.1.7, cualquier otra conexién de Ehresmann
v adaptada a II debe satisfacer (4.8), que en este caso, por ser II;; =0, se traduce en la
ecuacion Zollyg = 0. Asi, se sigue de (4.9) y (4.10) que ﬁ270 =1y ¥y ﬁgg =1y, si
II= ﬁg,o + ﬁ(),g es la descomposicién bigraduada de IT con respecto a 4. O

Gracias a este resultado, en lo que resta, dado un campo bivectorial II de casi acoplamiento
en M, la descomposicién bigraduada (4.4) de éste respecto a alguna conexién de Ehresmann
~v adaptada a II se denotard por

donde IIg =1lzo y Iy =1Ilpo. Al campo bivectorial Il € T’ A2 H se le llamara la compo-
nente horizontal de II y al campo bivectorial Iy, € T' A2V la componente vertical.

Notemos que, en particular, si II es de acoplamiento su componente horizontal 11y es
horizontalmente no degenerada, es decir, es tal que rankIlgy = dim B.
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4.2. Tensores de Poisson de Casi Acoplamiento

El propésito de esta seccion consiste en presentar un estudio de los tensores de Poisson de
casi acoplamiento. Una de las herramientas principales para realizar este estudio es el calculo
bigraduado con conexiones de Ehresmann. El cual permite en primera instancia factorizar la
identidad de Jacobi en cuatro ecuaciones. De las cuales algunas admiten una interpretaciéon
geométrica que generaliza a la que se tiene para el caso de acoplamiento. También se realiza
una descripcién de la foliacion simpléctica y deméds objetos geométricos asociados a esta clase
de tensores de Poisson.

Definicion 4.2.1 Un tensor de Poisson de casi acoplamiento en M es un campo bivectorial
de casi acoplamiento que a la vez es de Poisson.

Recordemos que un tensor de Poisson en M es un campo bivectorial II € T' A2 TM
que satisface la ecuacién (identidad de Jacobi) [IL, II] = 0, donde [,] denota el corchete de
Schouten-Nijenhuis para campos multivectoriales definido en (1.6).

Cabe mencionar que las estructuras de Poisson de (casi) acoplamiento surgen de manera
natural como modelos alrededor de hojas simplécticas encajadas de variedades de Poisson.
Este resultado se presenta en [72, 73, 71].

Ejemplo 4.2.2 Sea (M,II) una variedad de Poisson y S una hoja simpléctica encajada en
M. Entonces, existe un entorno tubular de S en M en el cual II es isomorfo a un tensor de
Poisson de acoplamiento. N

Ahora, se mostrard que para la clase de campos bivectoriales de casi acoplamiento la ecua-
cién (1.9) se factoriza en cuatro ecuaciones las cuales admiten una interpretacién geométrica
bien definida en el caso particular de acoplamiento.

e Un campo bivectorial de casi acoplamiento II = IIz + IIy, es un tensor de Poisson en
M si y solamente si

[y, IIy] =0
[z, Oy]i2 = 0
I 0

0

)

Mg, Ogley + 2y, dy]e; =
Mg, )30 =

)

donde la bigraduacién para el corchete de Schouten-Nijenhuis es respecto a alguna conexién
de Ehresmann adaptada a II. Esta factorizacion, que es tnica, se sigue de la descomposicién
bigraduada (2.32) inducida al corchete de Schouten-Nijenhuis.



58 4.2. Tensores de Poisson de Casi Acoplamiento

Notemos que la ecuacién (4.17) no es méas que la identidad de Jacobi para la componente
vertical IIyy € I' A2 V. Por esto y el Teorema 4.1.17 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.2.3 Sea M una variedad fibrada. La descomposicion 11 = Iy + Iy de un tensor
de Poisson de casi acoplamiento en M es intrinseca, en el sentido que no depende de la
conexion de Ehresmann adaptada en (4.2). Adn mds, la componente Ily es un tensor de
Poisson vertical en M.

Como consecuencia, existe una correspondencia (no biunivoca) entre tensores de Poisson de
casi acoplamiento y haces de Poisson. Recordemos que un haz de Poisson es un haz fibrado
con una estructura de Poisson (no trivial) en cada fibra que varia suavemente de una a otra.

Identidad de Curvatura. En este apartado se mostrard que la ecuacién (4.19) equivale
a que la curvatura de cada conexiéon de Ehresmann adaptada a Il tome valores en campos
Hamiltionianos verticales al evaluarse en la distribucién (singular) II%(V®). Esto generaliza la
llamada identidad de curvatura para el caso de acoplamiento [72, 73, 64, 65].

Proposicién 4.2.4 La ecuacion (4.19) es equivalente a
B (T(dr* f1), TE(dn" f2) ) = T (d( T (dnfrdn* f2))), Vfi € O (421)

donde v es una conexion adaptada a 11 en el sentido (4.2) y RY € Q*(M,V) es la forma de
curvatura de vy definida en (2.21).

Demostracion. Sea (U, x%,y%) una carta coordenada adaptada a la fibraciéon 7 tal como en
(2.4). En esta carta, la ecuacién (4.19) es equivalente al sistema

115 119 Curv? (hory, hor; ) — IT;, (1) = o,

con Iy = %H?{ hor; Ahor;, para ¢,j,k,l=1,...,dim B. Este sistema, a su vez, es equiva-
lente a ‘ - ‘ A
Cury™ (11}, (da'), 1y (da7) ) — 175, (AT (da, da?) ) = .

Finalmente, por la (7*C3°)-linealidad de los términos en esta ecuacién se sigue (4.21). O

La ecuacion (4.21) se llamard identidad de curvatura (generalizada). Notemos que a pesar
de que la conexién de Ehresmann ~ adaptada a Il no es tnica, la identidad de curvatura
garantiza que la curvatura de 7 estd determinada de manera tinica en la distribucién TT#(V°).
Como se mostrard mas adelante la identidad de curvatura se puede pensar como una medida
de la obstruccién a que la componente horizontal Il sea un tensor de Poisson.

Caso de Acoplamiento. Tal como se mostré en los trabajos [72, 73, 64, 65] en el caso
cuando II es un tensor de Poisson de acoplamiento las ecuaciones (4.18)-(4.20) admiten una
interpretacion geométrica bien definida. Concretamente,

(418) <=  Lpomaly =0, YuelTB,
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(4.19) <=  Curv’ ( hor™ uq, hor” us ) = HQ, (d( o(hor” uy, hor” uy) ))

(4.20) <~ da( hor” uy, hor” us, hor” U3) =0,

para cualesquiera uy,ug,u3 € I' TB y donde 7y es la conexién de Ehresmann (tinica) asociada
a la distribucién horizontal H = IT%(V°).

En palabras, (4.18) equivale a que 7 sea una conexion de Poisson, ver (2.37). Por otro lado,
(4.19) dice que la curvatura de -y toma valores en campos Hamiltonianos de la estructura de
Poisson vertical IIy,. Notemos que, a diferencia del caso de casi acoplamiento, la identidad de
curvatura (4.21) en este caso determina totalmente la curvatura de 4 por ser H = II%(V°).
Finalmente, (4.20) es equivalente a que la 2-forma horizontal o € I'V°, llamada forma de
acoplamiento, sea covariantemente cerrada. O en otras palabras, cerrada a lo largo de la
distribucién horizontal H. La forma de acoplamiento estd determinada por

o'l = (MWjglve) ™ (4.22)

La terna (v, o, Iy ) recibe el nombre de datos geométricos asociados a II. En [72] se demuestra
que, reciprocamente, datos geométricos que satisfacen las ecuaciones (4.17)-(4.20) inducen
una unica estructura de Poisson de casi acoplamiento.

La factorizacién (4.17)-(4.20) de la identidad de Jacobi, ademds de la interpretacién
geométrica que admite en el caso de acoplamiento, resulta util para el estudio y construc-
cion de tensores de Poisson en variedades fibradas de baja dimensién, tema que se abordara
en secciones posteriores.

Tensor de Poisson ITy. A diferencia de lo que sucede con la componente vertical, Iy en
general no define un tensor de Poisson en M. Naturalmente, la obstruccién para que esto
suceda se relaciona con la curvatura de las conexiones adaptadas a II.

Proposicion 4.2.5 Sea 1I = Il + [Iyy un tensor de Poisson de casi acoplamiento via una
conexion de Ehresmann vy y RY € Q*(M,V) la forma de curvatura de vy en (2.21). Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) la componente horizontal Iy es un tensor de Poisson;

(i1) la curvatura de v se anula en la distribucion TI°(V°) € TM, es decir,
RY(IF(dr* f1), I(d7n* f2)) = 0, VY fi € CF;
o equivalentemente,
[IF(g"), ()] € TH,  v¢',¢? eIV
(#i7) las componentes horizontal 1y y vertical Iy de I1 forman un par de Poisson.

Aqui, H es la distribucion horizontal asociada a 7.
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Demostracion. De las ecuaciones (4.18)-(4.20) se sigue que, por ser IT un tensor de Poisson, su
componente horizontal IT es de Poisson si y solamente si [IIz,Ig]21 = 0. Por la identidad
de curvatura (4.21), esto es equivalente a que RY(II%(V°),II%(V°)) = 0. Lo que prueba la
equivalencia entre (i) y (ii). Finalmente, es claro que si Il es un tensor de Poisson, entonces
la suma Iy + Il es un par de Poisson por el Teorema 4.2.3. Reciprocamente, si Iy + Iy
es un par de Poisson, por definicién, I1g es un tensor de Poisson. Esto prueba la equivalencia
entre (i) y (iii). O

Recordemos que dos tensores de Poisson II; y Iy forman par de Poisson si la suma
II; + Il es nuevamente un tensor de Poisson. Notemos que debido a la identidad de curva-
tura (4.21), la condicién (iii) en la Proposicién 4.2.5 es equivalente a HQ/ (d (Hiq (V°,V°))) = 0.

Corolario 4.2.6 Si II es un tensor de Poisson de acoplamiento, entonces las condiciones (i)-
(iv) en la Proposicion 4.2.5 son equivalentes a la integrabilidad de la distribucion horizontal
H = IIf (V°). Es decir, a que la curvatura de la conexrion de Ehresmann asociada a H sea
nula.

Corolario 4.2.7 Sea 1 un tensor de Poisson en B y v una conexion de Ehresmann en M.
Entonces, el levantamiento horizontal hor” ) € T A2 H es un tensor de Poisson si y solo si

R’Y(hOI‘VXfl,hOI"’YXfZ) =0, Vfi € CEO,
donde cada Xy, = Vi(df;) es el campo Hamiltoniano asociado a f; y relativo a 1.

Demostracion. Es claro que hor” ¢ es un campo bivectorial de casi acoplamiento horizontal.
Luego, por (iii) de la Proposicién 4.2.5, hor” 1) es un tensor de Poisson si y solamente si

RY((hor” )% (dm* f1), (hor™ ) (dn* f2)) = RY (hor” (¥*df1), hor? (¢¥df2)) = 0. O

Distribucion Caracteristica. Sea Il = IIy + IIy, un tensor de Poisson de casi acoplamiento
en M. Como anteriormente se menciond, se tiene una descomposicion inducida de la distri-
bucion caracteristica de II,

I _ pIl II
- YH ) :
¢ = chh & ¢l (4.23)

donde
Ch=TE,(V)CcH y c}I=1®)=c"nv

se llaman las componentes horizontal y vertical de la distribucién caracteristica C'I, respecti-
vamente.

Notemos que, por ser II un tensor de Poisson, la distribucién singular (vertical) C%} es inte-
grable por ser la distribucién caracteristica del tensor de Poisson vertical Iy (ver el Teorema
4.2.3). Por el contrario, la distribucién singular (horizontal) CX no es integrable en general.
La Proposicién 4.2.5 da condiciones necesarias y suficientes para la integrabilidad de esta
distribucion.
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Nota 4.2.8. La propiedad de casi acoplamiento implica la descomposicién (4.23) de la distri-
bucién caracteristica de II. Sin embargo, notemos que el reciproco no es cierto. Es decir, si
la distribucién caracteristica de un tensor de Poisson II en una variedad fibrada admite una
descomposicién como en (4.23), para algunas distribuciones suaves Cg CTM vy Cg cV,
esto no implica que II sea de casi acoplamiento. N

Dominio de Acoplamiento y Foliacién Simpléctica. En general, describir de manera
completa y detallada la foliaciéon simpléctica de una variedad de Poisson es una tarea poco
realizable. Aun asi, en variedades fibradas, para foliaciones simplécticas inducidas por tensores
de Poisson de casi acoplamiento esta labor se puede realizar parcialmente.

Sea II un tensor de Poisson de casi acoplamiento en M. Recordemos que el dominio de
acoplamiento M de II se define por (4.15). En este caso el hecho que la descomposicién
Il = [y + Iy es tnica (ver el Teorema 4.1.17) confirma que M estd bien definida, en el
sentido que no depende de la conexion de Ehresmann que se fije.

Como corolario del Teorema 4.1.14, se tiene que
II|m es un tensor de Poisson de acoplamiento en M.

Notemos que la propiedad de ser de Poisson es consecuencia de que la condicién (1.9) es
natural con respecto a la restriccion a subconjuntos abiertos en M.

Proposicién 4.2.9 Sea II un tensor de Poisson de casi acoplamiento en M y MY su dominio
de acoplamiento. Entonces, M es invariante bajo el flujo de todos los campos Hamiltonianos
en (M,II). Avin mds, su frontera OMY consiste de puntos singulares de TI.

Demostracion. Sea II un tensor de Poisson de casi acoplamiento en M. Primero se pro-
bara que la frontera OM™ consiste de puntos singulares de II. En efecto, primero notemos
que todo entorno U de un punto p € OM™ contiene un punto ¢ € M. Por definicién de
MM, se tiene que rank, Iy < rank, II;. Ademds, para cada U suficientemente pequeinio es
rank), ITyy < rank, Ily,, por ser el rango una funcién continua inferiormente. Luego, por (4.24),
se sigue que rank, Il < rank,II. Es decir, p es un punto singular de II. Lo que demuestra
que OMY consiste de puntos singulares. En consecuencia, si Sq € M es una hoja simplécti-
ca de II por un punto ¢ € M, entonces S C M I En efecto, de contener Sy un punto
p€Int(M\ M H), tomando una curva continua en S, que conecte a g y p, se sigue que existe
un punto p € OM™M tal que p € Sq. Por lo anteriormente mostrado, rank, Il < rank,II. Pero
esto contradice al hecho que rankg, Il = const. Por tanto, S, € M I y en consecuencia M I
hereda una foliacién por hojas simplécticas de II. Lo que prueba que M es invariante bajo
el flujo de todo campo Hamiltoniano de (M, II). 0

Con base en la Proposicién 4.2.9, se presenta un esquema de la manera en como la foliacién
simpléctica inducida por II se distribuye en la variedad M. Para esto, recordemos que M
induce una particién natural de M,

M = MM U oM™ U Int(M \ M™).
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Esto permite examinar la foliacién simpléctica “por partes”. Primero, como consecuencia di-
recta de la Proposicién 4.2.9, se tiene que el dominio de acoplamiento M™ estd foliado por
hojas simplécticas con dimensién igual o mayor a la dimensién de B. Esta cota para la di-
mensién de las hojas se obtiene por definicién de M y la férmula (4.24). Naturalmente, en
general, M contiene puntos singulares del tensor de Poisson II.

Los puntos en la frontera M del dominio de acoplamiento son puntos singulares de II,
como se afirma en la Proposicién 4.2.9. Asi, de contener M una hoja simpléctica ésta sera
singular. En particular, el tensor de Poisson II puede anularse en los puntos de esta frontera.

Para el abierto Int(M \ M), en general, es complicado el dar una descripcién del compor-
tamiento de la foliacién simpléctica que queda contenida en él. Como se verd en secciones
posteriores, esta tarea se torna un poco mas realizable en variedades fibradas de baja dimen-
sion.

Foliacién Simpléctica de M. En este apartado se presentan algunas propiedades adicionales
de la foliacién simpléctica inducida en el dominio de acoplamiento M. Sean (S, ws) v (L,wr)
hojas simplécticas por un punto p € M de los tensores de Poisson II y IIy respectivamente.
Entonces, se tiene primero que L C S. El espacio tangente a S y la forma simpléctica wg en
p admiten la siguiente descomposicién

T,S = Hg(vg) OT,L  y  wsp = 0pDwy,

donde o € T A2V® es la 2-forma de acoplamiento en M del tensor de Poisson II|pm (de
acoplamiento) definida en (4.22). Notemos que en la medida que el punto p se aproxima a
la frontera OM™ el factor o, se torna singular. Esta observacion exhibe una obstruccién a la
existencia de una forma diferencial andloga a ¢ para la clase de tensores de Poisson de casi
acoplamiento.

Rango y Otras Propiedades. En este apartado se presenta una descripcion del rango de
los tensores de Poisson de casi acoplamiento asi como la de algunas propiedades generales.

Sea II = IIy + IIyy un tensor de Poisson de casi acoplamiento via una conexién de
Ehresmann v en M. Luego, la unicidad de su descomposicién implica que
rank Il = rankIly + rankIIy (4.24)

En consecuencia, se puede dar una caracterizacién del conjunto de puntos de un rango definido:

{rankII =r} = U MEOMV

792 )

(4.25)

ritreo=r

donde MM :={p € M|rank,IIg =r} y MY :={p€ M| rank,Ily =ro}, con r,r; € Z.

Notemos que los indices r; varfan por 71 =0,...,dimB y ro =0,...,(dimM —dim B). A
su vez, estos subconjuntos de M se pueden calcular de manera maés explicitica por

M ={mp£0}n{Ip =0}, si 0 or =28,
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MY ={Oz#£0} n {OF" =0}, si  r=2s,

donde se ha definido IT% := Iy A --- Ally y 1Y% =1, para todo n € N. La defincién para
IIy, es andloga. Esta descripcién de los rangos de II es 1til en variedades fibradas de baja
dimension.

Corchete de Poisson. Debido a la descomposicién bigraduada de II el corchete de Poisson
asociado a este tensor, {f, g} = II(df,dg), se puede expresar como suma de dos componentes

{fag}H = {fag}H+{f7g}va Vf,g € C]O\/?7

donde {, }11,, denota el corchete de Poisson asociado al tensor de Poisson vertical IIy y {, } i
estéd definido por {f,g}y = Iy (di0f,d109). Notemos que en general {,}y no define un
corchete de Poisson en M.

Campos Hamiltonanos. Dada una funcién h € C}f, el campo Hamiltoniano Xj = H“(dh),
asociado a h y relativo al tensor de Poisson II, hereda una descomposicién bigraduada X =
(Xh)l,g + (Xh)0,1 donde

(Xh)l,O = H%(dlph) y (Xh)O,l = HE/(dgjlh) (426)

Notemos que el término vertical (X},)o,1 es el campo Hamiltoniano asociado a la funcién h y
relativo al tensor de Poisson vertical Iy .

Claramente los campos Hamiltonianos asociados a funciones proyectables en M son cam-
pos vectoriales horizontales con respecto a la conexién de Ehresmann . Recordemos que una
funcién en M se dice proyectable si esta m-relacionada con una funcién en la base B.

Funciones de Casimir. Por ser Il de casi acoplamiento, se tiene la siguiente relacién entre las
funciones de Casimir de II y las de su componente vertical Iy,

Casim(U,II) C Casim(U, Iy ).

Esto se puede ver como consecuencia inmediata de (4.26).

Notemos que 7*Cg°® C Casim(M,IIy), es decir, toda funcién proyectable en M es una
funcion de Casimir del tensor de Poisson vertical Il . En particular, si Iy es no degenerado,
entonces Casim(M,Ily) = n* CF.

Campos de Poisson. En términos bigraduados, un campo vectorial W es un campo de Poisson
para el tensor de Poisson de casi acoplamiento II si y solamente si

[W. k)20 = 0, (4.27)
W, gliq + [Wio, IIyv]ia = 0, (4.28)
[W. v ]o,2 = 0, (4.29)
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donde la bigraduaciéon del campo W = Wi + Wy 1 y del corchete de Schouten-Nijenhuis
en (2.32) es con respecto a 7. Es sencillo verificar que si W = IT%(d f), entonces satisface de
manera automatica las tres ecuaciones anteriores. Lo que corrobora que todo campo Hamil-
toniano es un campo de Poisson.

Notemos que, por definicién, todo campo de Poisson proyectable para Il es un campo de
Poisson para su componente vertical Iy,

Poissp, (M, II) C Poiss(M,Ily)

Recordemos que un campo vectorial W en M se llama proyectable si [W,T'V] C T'V. En
consecuencia, [W,Ily] = [W,IIy]20 y por tanto [Wio,IIy]11 =0 en (4.28).

La discusién anterior da lugar a la siguiente proposicién que es una generalizacion de re-
sultados obtenidos en [69] para el caso de acoplamiento.

Proposicion 4.2.10 Sea II = Iy + Iy un tensor de Poisson de casi acoplamiento en una
variedad fibrada M. Entonces, existen homomorfismos canonicos

Ham(M,1I) — Ham(M,IIy), (4.30)
Poissy, (M, II) — Poiss(M,Ily ), (4.31)

Demostracion. Sea ~y una conexién de Ehresmann adaptada a IT en el sentido (4.2). Si X}, €
Ham(M,II), entonces, por (4.26), el homomorfismo (4.30) se define como la proyeccién lineal

pry (Xn) = (Xn)o,1

donde la bigraduacion X = (Xj)1,0 + (Xp)o,1 es con respecto a 7. Andlogamente, si W €
Poissy, (M, II), entonces, por (4.28) y (4.29), el homomorfismo (4.30) se define como la pro-
yeccién lineal

pry (W) == Wy,

donde la bigraduacion W = W; g + Wy 1 es con respecto a «y. En general, si W no es proyec-
table el término [W; 0,11y ]1,1 en (4.28) no es cero y por tanto la componente vertical Wy 1
del campo vectorial W no es un campo de Poisson para Il . a

Nota 4.2.11. Los homomorfismos (4.30) y (4.31) no son homomorfismos de dlgebras de Lie en
general. N

Corolario 4.2.12 Sea v una conexion de Ehresmann adaptada o Il =1l + Iy, Si v es
una conezion de Poisson en (M,I1y ), entonces el dominio del morfismo (4.31) es el conjunto
Poiss(M,II) de todos los campos de Poisson para I1 en M.

Demostracion. Por la definicién (2.37), se sigue que si 7 es una conexién de Poison en (M, ITy),
entonces es [Wi,IIy]i,1 = 0 en (4.28). Lo que implica, por (4.29) que la componente vertical
de todo campo de Poisson para II es un campo de Poisson para IIy . O
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4.3. Simetrias y Reconstrucciéon

En esta seccién se estudia el problema de la invarianza de la propiedad de casi acopla-
miento bajo transformaciones gauge para tensores de Poisson. Adicionalmente se presentan
otras simetrias para la familia de tensores de Poisson de casi acoplamiento y un método para
la construccién de esta clase de tensores en un tipo especial de variedades fibradas.

Dado un tensor de Poisson II en M, en este apartado sera
I = Foliacién simpléctica inducida por II. (4.32)

Asi, una 2-forma diferencial A € I' A2 T*M se dird Fyp-cerrada si es cerrada a lo largo de las
hojas de la foliacion simpléctica de II, es decir, el pullback de A a cada hoja simpléctica de II
es cerrada.

4.3.1. Transformaciones Gauge.

Primero notemos que si A es una 2-forma Jy-cerrada y el morfismo
(id— XN oIl) : T"M — TM  es invertible,

entonces existe un tensor de Poisson (bien) definido por el morfismo antisimétrico

M = Mo (idrep — N oTTF) " (4.33)

donde X : TM — T*M denota el morfismo de haces vectoriales definido por X — ix\A. En
este contexto, a la funcién 7y : Il — II se le llama la transformacion gauge de 11 asociada a
la 2-forma A, o mdas brevemente, la transformacién A-gauge de II.

Definicién 4.3.1 Dos tensores de Poisson I1 y II se dirdn gauge equivalentes si estdn rela-
cionadas por (4.33) para alguna 2-forma Fr-cerrada X en M.

Como se mencioné anteriormente las foliaciones simplécticas de dos tensores de Poisson
A-gauge equivalentes II y II son iguales salvo por la estructura simpléctica en cada hoja. Con-
cretamente, una hoja simpléctica tipica de II es dada por (S,wg +ig\), donde (S, wg) es una
hoja simpléctica de Il e ig : S — M la inclusién canénica.

Ahora, para un tensor de Poisson de casi acoplamiento resulta natural preguntar bajo qué
condiciones la transformacién gauge de éste es nuevamente de casi acoplamiento.

Teorema 4.3.2 Sean 7: M — B una variedad fibrada y 11 = g + Iy un tensor de Pois-
son de cast acoplamiento y v una conexion de Ehresmann adaptada a 1l. Sea A una 2-forma
en M con descomposicion bigraduada N = X2+ A1+ Ao respecto a vy. Supdngase que la
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2-forma diferencial A es Fr-cerrada y los siguientes morfismos de haces vectoriales son in-
vertibles,

(idreyy =N oIF): T'M — TM e (idpar — Ny 01,

wo P HO = HO. (4.34)

Entonces la transformacion A-gauge 11 de 11 determinado por (4.33) es un tensor de Poisson
de casi acoplamiento con respecto a la conexion de Ehresmann

¥ =7 — (idry — I, 0 A2 )_1 0TI} o M (4.35)

Adn mds, la sequnda condicion en (4.34) no depende de ~y.

Para la demostracién de este teorema primero se presenta un lema auxiliar.

Lema 4.3.3 (Complemento de Schur) Sea A = [A;;] una matriz por bloques 2 x 2 invertible.
Si el bloqgue Ass es invertible, entonces

P (A/Az2)™ —(A/Az) " Arp Az
—Agy Agi (AJAn)™" Ay + Ay Aot (A/A2) M A Ay )

donde AJAgs := A1 — A1 A2_21 Ao se llama complemento de Schur, asociado al bloque Ass.

Demostracion (del Teorema 4.5.2). Fijemos una carta coordenada (U,x!,y%) adaptada a la
fibracién 7 tal como en (2.4). Por la descomposicién (2.1) de TM inducida por H?, los mor-
fismos lineales II? y A’ se pueden identificar con matrices por bloques 2 x 2,

I~ ( Mylve 0 ) ;N ( Mool A lv )
0 HE/‘HO )‘k:)[,l’H /\%,2‘V
donde X\ = A2+ A1 + Aoz es la descomposicién bigraduada de A inducida por v. Asi, se
puede identificar

dye ~ Moo llyl,, A oL

o) (4.36)
idge — A2 T
1dpye 0,2 o lly, THI°

Luego, si se supone que el morfismo (idHo — )\%,2 o HMHO) = (idT*M — )\%,2 o HQ/)|HO es in-
vertible, por el Lema 4.3.3, se puede determinar de manera explicita la inversa de la matriz
en (4.36) y por tanto la matriz por bloques (y los bloques) con la que podemos identificar el

(idT*M—/\blo) ~ ve
*)‘3,1 ° Hi]

VO

morfismo antisimétrico ﬁu en (4.33). En particular, después de calculos directos, se obtiene
que

= . -1
I 1|y = T 0 X, 011 © (idreas — Az 0 IT})

H07

o equivalentemente,

b
11 4

. -1 ]
vo = [(KiTM — I}, 0 M),) oIl 0 )‘bl,l} ollyy

VO?
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donde IT =TIy +II;; + 2 es la descomposicién bigraduada respecto a v del campo bi-
vectorial IT inducido por el morfismo (4.33). Notemos que si definimos

Ex o= (idrar — I 005 ,) " oIl 0 ] 4, (4.37)

se tiene una relacién como en (4.8)

05 4

= 17
yo — =X© Hz,o

VO’

donde =) : TM — TM, por construccién, es un morfismo lineal (suave) con la propiedad
Im=y CV CkerZy. Por tanto, por el Lema 4.1.7, se sigue que II es de casi acoplamiento via
la conexion de Ehresmann

Y=

[1]

. ~1
A= (1d-|-M fﬂif o)\(bm) OHQ/ o)\bl’l.

Finalmente, es claro que II es un tensor de Poisson por ser A una 2-forma diferencial Fi-
cerrada. O

Asumiendo que II es un tensor de Poisson de casi acoplamiento, una pregunta natural es
el determinar sus componentes horizontal y vertical de manera explicita.

Corolario 4.3.4 Las componentes horizontal Iy y vertical Iy de la transformacién -
gauge 11 del tensor de Poisson 11 que enuncia el Teorema 4.3.2 estan determinadas respecti-
vamente por

— . — oot Y7L . e
Mg = (idras +Ex) oI 0 (%) o (idrens + =) (4.38)
0,2 v

o -1
th — [HQ/ — (Gi‘/ o HQ/ — HQ/ o GV) ) )‘bl,l o Hi] o (%) ) )‘bl,l ) HQ/] oGy (4.39)

donde el morfismo Ey estd definido en (4.37) y
= Gy = (idpar — N0l )7 T"M — T*M,

I-Nollf . b b NE b B \—L1 yb b *
e 1dT*M—<)\270 + A3 oI o (i pr— N ooTTS, ) ~HoN] | )oHH L T*M — T*M.
Demostracién. Sea II = ﬁgp +ﬁ1,1 +ﬁ072 la descomposicién bigraduada respecto a v del
tensor de Poisson II. Luego, por el Lema 4.1.7 y las igualdades (4.9)-(4.10), las componentes
horizontal y vertical de IT (de casi acoplamiento) respecto a la conexién de Ehresmann 7 en
(4.35) estan determinadas por

My, = (idrar +Ea) 0 Thhg o (idrear +5),

ﬁh _ 7h = oﬁu o =%
0,2 — 10,2 = 2,0 ¥ =X
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donde =) estd definido en (4.37). Observando que la matriz por bloques con la que podemos
identificar el morfismo II* en (4.33) es

o —)\?71 o HE/

HO
idge — A2, o IT¢
Vo H 072 Vv He

Molve I fre B (Hiﬂvo 0 ) (idw — Mo Tl
Ml Mool 0 Ml X 0T,

por el Lema 4.3.3, se pueden determinar de manera explicita ﬁg}o y ﬁ(“m. Con esto y el
Teorema 4.1.17 se obtienen (4.38) y (4.39). O

A continuacion, se presenta una familia de 2-formas diferenciales que, bajo la condicién
(4.33) y de Fyr-cerradura, preservan la propiedad de casi acoplamiento.

Corolario 4.3.5 (del Teorema 4.3.2) Si Im Ag2 C kerHE/, entonces la transformacion A-
gauge 11 del tensor de Poisson 11 es de casi acoplamiento con respecto a la conexion de Eh-
resmann

F = I oA .

Las componentes horizontal y vertical de II estdn determinadas por
_ -1
HHu = (idTMﬁLHE/o)\Ii’l)oHiIo(I*?‘m%) o(idT*MJr)\bLloHQ/),
m’ =1, (4.40)

donde XM — iy — (Mg + AjyoT% 0 N} ) o T,

Demostracién. Si Im X\go C ker HE/, entonces (idtps — )\%72 o HE/) = idt+ps es un morfismo
invertible y por tanto la segunda condicién en (4.34) se cumple de manera automética. La
igualdad (4.40) se sigue de (4.39). O

Corolario 4.3.6 (del Teorema 4.3.2) SiII es un tensor de Poisson de acoplamiento, entonces
IT es nuevamente un tensor de Poisson de acoplamiento.

Demostracién. De (4.38) es sencillo verificar que H = T (V°), donde H = (idtps + Z,)(H),
es la distribucién horizontal inducida por la conexién de Ehresmann 7 dada por (4.35). O

Corolario 4.3.7 Los dominios de acoplamiento de I1 y II son iguales, esto es, M = Mo,

Demostracién. Por ser 23 = 0, el morfismo (id + =) es invertible. Luego, de (4.38) se sigue
que rank ITy = rank ITg. Lo que implica, por la definicién (4.15) de dominio de acoplamiento,

que MY = M O

-1
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Ejemplo 4.3.8 En un haz fibrado 7 : M — B, sea Il = Il + II}y un tensor de Poisson
de casi acoplamiento via una conexiéon de Ehresmann « en M. Consideremos la familia de
2-formas diferenciales en M dada por

A= —du+¢,
donde g € T'VY es una 1-forma horizontal y ¢ € T' A? VO es una 2-forma horizontal la
cual satisface que dig¢ = 0 y ¢ (hor”ul,hoﬂuQ) € Casim(M, HV), para cualesquiera

u1,us € ' TB. Notemos que cada A es una forma diferencial Fy-cerrada. Por tanto, bajo la
condiciéon de no-degeneracién,

(idT*M — N HELI + (d071,u)|’ o Hﬁ/) inwvertible,

la transformacion A-gauge de II es un tensor de Poisson de casi acoplamiento respecto a la
conexion de Ehresmann

¥ =+ I, o (dop)”. (4.41)
Esto se deduce del Corolario 4.3.5 pues en este caso son Ag2 = 0, A1 = —dg,ﬂi Yy A20 =
—dlou + ¢, donde la bigraduacién d = dj , + dl_l +dg, para la diferencial exterior es con
respecto a la conexién 7. N

Simetrias. Por una simetria de las ecuaciones de integrabilidad (4.17)-(4.20) se entendera
una transformacion sobre la familia de campos bivectoriales de casi acoplamiento que preserve
estas ecuaciones. Es decir, que preserve la familia de tensores de Poisson de casi acoplamiento.

Corolario 4.3.9 Bajos las hipétesis del Teorema 4.3.2, la transformacion \-gauge II > TI
en (4.33) define una simetria de las ecuaciones de integrabilidad (4.17)-(4.20).

Difeomorfismos que Preservan Fibras. Recordemos que un difeomorfismo g : M — M se dice
preserva las fibras de 7 si existe un difeomorfismo gg : B — B enla base tal que mog = gg o 7.
La propiedad principal de g es que su diferencial dg : TM — TM deja invariante la distribu-
cién vertical V, esto es, (dg)(V) C V.

Entonces, dado un tensor de Poisson de casi acoplamiento II = Il 411y, via una conexion
de Ehresmann ~, el pullback g*II es nuevamente un tensor de Poisson de casi acoplamiento
via la conexién g*y con componentes bigraduadas

Aqui, el pullback g*v esla conexién de Ehresmann en M definida por (¢*v)(X) = g*(7(g9+X)),

para cada X € ' TM. Esta conexién esta bien definida ya que el difeomorfismo g preserva la
distribucién vertical V.



70 4.4. Propiedad de Casi Acoplamiento Via Levantamiento

4.4. Propiedad de Casi Acoplamiento Via Levantamiento

En este apartado se presenta una manera de inducir tensores de Poisson de casi acopla-
miento en una clase especial de variedades fibradas: aquellas cuya variedad base también
admite una fibracién (no trivial). La idea bésica para realizar lo anterior es “levantar” ten-
sores de Poisson de casi acoplamiento. A este procedimiento lo denominaremos reconstruccion.

Supdngase que existen submersiones sobreyectivas
P s
M2 — Ml —1> B,

entre las variedades diferenciales My, My y B. En otras palabras, Ms es una variedad fibrada
sobre M y ésta, a su vez, es una variedad fibrada sobre B. Notemos que de manera automatica
se tiene una fibraciéon de My sobre B dada por

T2
My, — B, Ty = T O P.

La distribucién vertical de esta fibracion Vo = kerdmy C TM», por construccién, se recupera
por
Ve = (dp)~'(V1),

donde V; = kerdm; C TM; es la distribucién vertical del fibrado m; : M7 — B.

Aunque se pueden fijar distintos subhaces complementarios a la distribucién vertical Vo,
una manera de hacerlo es utilizando descomposiciones de los haces tangente sobre las varie-
dades Ms y M;. Concretamente, dada una descomposicién del haz tangente TM; = H; &V,
inducida por una distribucién horizontal H; asociada a una conexién de Ehresmann +; en
M, se tiene que

TMy = Ho®Vy  con  Hy = (dp)~ ' (H;) N Hy. (4.42)
donde ﬁg C TMy es una distribucién horizontal asociada a una conexién de Ehresmann 7,

en Mg.

Proposicion 4.4.1 Sean 11y un tensor de Poisson en M1 y o la conexion de Ehresmann
asociada a la distribucion horizontal Hy en (4.42). Entonces, el levantamiento horizontal
Iy = hor™(I1;) es un tensor de Poisson de casi acoplamiento via vo en Ma si y sdlo si

Cury (ho’® (Idf1), bor (Idfs) ) = 0, Vi, f2 € G,

Demostracion. Es consecuencia directa del Corolario 4.2.7. O

En particular, si Hy (4.42) es una distribucién integrable, entonces Ils resulta un tensor
de Poisson de casi acoplamiento en Ms.
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Ejemplo 4.4.2 Sea R" = R x R?~* — R3 un haz fibrado trivial con II; = () AAL un
tensor de Poisson en R3, esto es, tal que (v, rot1)) = 0. Entonces, el levantamiento horizontal
hor™? I1; = v (x) 8% A a% @ 0, respecto a la conexién trivial v» en R™, es un tensor de Poisson
horizontal en R™. N

Ejemplo 4.4.3 Sea R" = R} x RZ‘4 — R3 un haz fibrado trivial. Consideremos R* = R3, x
R, — R3, como haz fibrado trivial sobre R3,. Sea II; = (2, 1) LN+ oY) 22 A 8%'
un tensor de Poisson en R?, esto es, tal que

9¢ oNY-9) _
- <rotw—|— 6y’) - oy 0,
9¢ .
(f)X <I‘Ot1/1+8y/> + (le¢)1/J - V(w¢) = 0.

Entonces, el levantamiento horizontal hor™ II; = II; @ 0, respecto a la conexién trivial v9 en
R"™, es un tensor de Poisson horizontal en R". N

4.5. Caso Orientable Sobre Bases 2-Dimensionales

En esta seccién se estudian propiedades de los tensores de Poisson de casi acoplamiento
en variedades fibradas sobre bases 2-dimensionales. Una de las motivaciones para centrarse en
este tipo de fibraciones es la combinacién entre la practicidad de los calculos y la no trivialidad
de los resultados. Por ejemplo, los tensores de Poisson de casi acoplamiento y las ecuaciones
de integrabilidad (4.17)-(4.20) se pueden expresar de manera mas explicita en términos de
una funcién y una forma diferencial. Por dimensiones, también se deduce que el dominio de
acoplamiento de un tensor de Poisson de casi acoplamiento es vacio si y solamente si el tensor
es vertical, entre otros resultados.

Sea m: M — B un haz fibrado sobre una variedad diferencial 2-dimensional B. Se su-
pondra en esta seccion que M es una m-variedad orientada con una forma de volumen des-
componible Q). Esto es, dada una conexién de Ehresmann - en M (arbitraria) se tiene

Q=0aotrqY, (4.43)

donde
Qfera?ve  y  QVel Am2He, (4.44)

con m = dim M. Notemos que rank H = 2.

Si bien la descomposicién (4.43) no es tnica ésta no depende de la conexién de Ehresmann
que se elija. En esta seccién se asumiran QH y QV fijos salvo que se mencione lo contrario.

Notemos que (4.43) se realiza, si por ejemplo, las fibras de m o la base B son orientables.
De hecho, la orientabilidad de las fibras de 7 es una condicién necesaria para (4.43) pues la
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restriccién de QV a cada una de estas fibras induce una forma de volumen en ellas.

Por otro lado, para las formas diferenciales Q" y QV en la descomposicién (4.44) existen
unos tnicos campos multivectoriales (duales) Qu € T A2H y Qv € T A™2V tales que

iqO" =1 e ig0V =1 (4.45)

Recordemos que aqui el producto interior de campos multivectoriales y formas diferenciales
estéd definida por la regla ixay = ix oiy, para cualesquiera X,Y € I'TM. Ademss, QV y
Qg dependen de la conexién de Ehresmann v dada.

Triples de Poisson. En este apartado se muestra que bajo la condicién de orientabilidad
(4.43) cada tensor de Poisson de casi acoplamiento en M estd en correspondencia con una
terna (7, k, ) que consiste de

= una conexién de Ehresmann v en M,
» una funcién ~ € C}y,

» una (m — 4)-forma horizontal 8 € T A™~4V° con m = dim M,

las cuales satisfacen un sistema de ecuaciones llamadas ecuaciones de integrabilidad. Como se
verd, esta correspondencia no es biunivoca pero ayuda a describir ciertas propiedades de los
tensores de Poisson de casi acoplamiento de una manera mas explicita.

Primero, a una terna (v, s, 3) se le puede asociar el campo bivectorial en M dado por
II=—-kQu+ Pg, (4.46)

donde
Py = —igQy € T A?V, (4.47)

es independiente de v y estd determinado de manera tinica por la restricciéon de la forma £
a la distribucién vertical V, Bly € T A™ 4 V*, la cual resulta una (m — 4)-forma diferencial
fibrada. Es claro que II es un campo bivectorial de casi acoplamiento con componente hori-
zontal Iy = —k Qu y componente vertical Iy = Pg.

Antes de presentar el primer resultado de este apartado se introducen las siguientes formas
diferenciales en M que serdn necesarias para su formulacién:

TV° 2 0 := (—1)™iq,d1 00", (4.48)
TH® > v = ig,do 10", (4.49)
TA™ 3 H® 3 g = iguda 10V, (4.50)

donde la descomposicién de la diferencial exterior para formas en (2.33) es con respecto a la
conexién de Ehresmann «y. En consecuencia, las formas diferenciales (4.48)-(4.50) son depen-
dientes de 7.
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Teorema 4.5.1 Sea w: M — B un haz fibrado sobre una 2-variedad B. Supongase que M es
una variedad orientada con una forma de volumen descomponible Q = QH AQV definida por
(4.44). Entonces, un campo bivectorial de casi acoplamiento 11 = —k Qu + Pg es un tensor de
Poisson en M siy sdlo sila terna (v, k, B) satisface las siguientes ecuaciones de integrabilidad:

do1iizqv 8 — 21igqydoa8 = 0, (4.51)
k(dioB — OAB) = 0, (4.52)
dopk ANB — k(v AB + ko) = 0. (4.53)

La prueba de este teorema se basa en una verificacién directa de que las ecuaciones (4.17)-
(4.20) son equivalentes a las ecuaciones (4.51)-(4.53) definiendo p = ig( Q" A QY) y usando
agumentos de bigrado para la ecuacién (3.3) en la Proposicién 3.1.1. Notemos que la ecuacién
(4.20) se satisface automaticamente debido a la dimensién de la variedad B. Naturalmente,
las ecuaciones(4.51)-(4.53) no dependen de la eleccién de la forma de volumen 2 elejida.

Definicién 4.5.2 Un triple de Poisson es una terna (v, k, 3) que satisface (4.51)-(4.53).

La ecuacién (4.51) para 8 no depende de la conexién de Ehresmann v y como se menciond
en la anteriormente representa la identidad de Jacobi para el campo bivectorial vertical Pg en
(4.47), el cual induce el haz de Poisson (M = B, Pg). El correspondiente tensor de Poisson
fibrado se obtiene mediante la restriccién de 3 a las fibras de .

La ecuacién (4.53) es equivalente a la identidad de curvatura (4.21) que en este caso adopta
la forma

I‘i2 RY (idﬂ-*fl QH, idﬂ.»ﬁf2 QH) = id(li Qu (d7* f1,d7* fa) )PB (454)

para cualesquiera fi, fo € C3°.

Corolario 4.5.3 Un campo bivectorial horizontal 11 = —k Qp inducido por una terna (v, k, 0)

es un tensor de Poisson en M si y sélo si la conexion de Ehresmann v es plana en el dominio
de acoplamiento M™ = M\ {x =0} de II.

Demostracion. Para el caso 8 = 0, las ecuaciones (4.51)-(4.53) son equivalentes a la condicién
ko = 0. Esta ecuacién, por la identidad de curvatura (4.54), traduce en pedir que la conexién
~ sea plana en el abierto {k # 0} que es el dominio de acoplamiento de II = —x Q. O

A continuacion se presenta la versién reciproca del Teorema 4.5.1 la cual afirma que todo
tensor de Poisson de casi acoplamiento en M se puede representar como en (4.46).

Teorema 4.5.4 Sea w: M — B un haz fibrado sobre una 2-variedad B. Supdngase que M
es una variedad orientada con una forma de volumen descomponible Q = QU A QY definida
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por (4.44). Entonces, cada tensor de Poisson de casi acoplamiento 11 = Il + Iy wvia una
conezion de Ehresmann ' en M es de la forma (4.46) y en consecuencia induce un triple de
Poisson (v, k, 3) dado por

v o=, ko= —ipg, O B = —ig,QV. (4.55)
Demostracion. Si se define el triple (4.55) es claro que
My = —ig, ouQ' = —xQu vy v = —ij, ovQv = —i5Qv.

Por tanto, se tiene que II = —xk Qu —igQy. O

Como corolario de este teorema se tiene que la asignacién (v, k, 3) — II es sobreyectiva. Sin
embargo, esta asignacién no es uno a uno (ver Ejemplo 4.5.5).

Ejemplo 4.5.5 Una terna (v, 0, 3), donde 7 es una conexién de Ehresmann en M arbitraria
y B una (m — 4)-forma vertical que satisface (4.51), es un triple de Poisson el cual induce el
tensor de Poisson vertical II = Pg en (4.47). q

A continuacién se presenta una descripcién de ciertas propiedades y objetos asociados a
los tensores de Poisson de casi acoplamiento en términos de los triples de Poisson. Para esto,
en lo que sigue IT en (4.46) serd un tensor de Poisson de casi acoplamiento asociado a un triple
de Poisson (v, k, 3). El conjunto de ceros de la funcién x y la (m — 4)-forma diferencial 5 se
denotaran por

Z() = {=0} y Z2(8) = {8=0} (456)
Notemos que {kQu =0} = Z(k) y {P3 =0} = Z(B).

Dominio de Acoplamiento y Rango. Por definicién, se tiene que el dominio de acoplamiento
M™ del tensor de Poisson II en (4.46) es dado por

MY = M\ Z(r).
Luego, se tiene la descomposicién de la variedad
M = M" U 0(2(k)) U Int(Z(k)). (4.57)

Ahora, usando (4.25), se pueden determinar los conjuntos en los cuales el rango de II tiene
un valor constante:

{rankII = 0} = Z(r) N Z(B),
{rankII =2} = M"nZ(B) |J Z(rk)n (M \ Z(B)) n{P; =0},

{rankIl = 2r} _ M {Pit#0pn{pPs=0} J 2(r)n{P;#0}n{P;*" =0},
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donde se ha definido Pg = Pg A\ SO Ps y Pg =1, para todo n € N. En particular,
{rank II = maximo} = M™n {Pﬁtm/zj_l #0},

donde |m/2] = max{n € N|n < m/2}.

Nota 4.5.6. Si M N suppp =0 y Pg = (0 para todo n > 2, entonces el rango de II es

igual a 0 6 2 y el tensor de Poisson II es de tipo Flaschka-Ratiu [16]. Tal clase de tensores

son utilizados en la construccién de estructuras de Poisson con foliaciones caracteristicas
predeterminadas [29, 25]. <

El corchete de Poisson definido por II en (4.46) es dado por

diof Adipg | doifAdoigApB
{f,9} = & OH + Qv )

donde el segundo término en la parte derecha de esta igualdad representa el corchete de Pois-
son inducido por Pg el cual se denotard por {, } 3.

Dada una funcién h € C}y, el campo Hamiltoniano X = ig,ll asociado a esta funcién
tiene por descomposicién bigraduada Xp, = (X3)1,0 4+ (Xn)o,1 donde

(Xn)1o = —kigenQu vy (Xn)oq = ianPs = —iay,nsQv- (4.58)

De esto se sigue que

" = {khor"u|u e T TB} & {iasnsQv | f € Ci7}.

Como consecuencia de la bigraduacién (4.58) de los campos Hamiltonianos se sigue que
el espacio Casim(M, IT) de funciones de Casimir de II consiste de todas las funciones ¢ € C}y

tales que
IidLoC =0 y d0716/\5 = 0, (459)

donde la segunda condicién determina el espacio de funciones de Casimir de Py, Casim(M, Pg).

Interpretacion Geométrica de las Ecuaciones de Integrabilidad. Como ya se menciond, la ecua-
cién (4.51) representa la identidad de Jacobi para el tensor de Poisson Pgz. Andlogamente, es
posible dar una interpretacion a las ecuaciones de integrabilidad restantes.

Acorde a la descomposicién (4.57) para la variedad M, las ecuaciones (4.52) y (4.53) para
un triple de Poisson (v, k, 3) admiten las siguientes respresentaciones equivalentes

= en el dominio de acoplamiento M

diof —O0AB =0, (4.60)

(%ﬂ9+%@Aﬁ+g:& (4.61)



76 4.5. Caso Orientable Sobre Bases 2-Dimensionales

= en el subconjunto cerrado Z(k): doi1x A B =0.

Atn més, esta tltima condicién se cumple autométicamente en el interior Int(Z(x)) del
cerrado Z(k) y por tanto se puede reformular de manera equivalente por

(do1k)p A By = 0, Vped(Z(k)). (4.62)

Por esto, y de la relacién 9(Z(x)) = M, se concluye que la condicién (4.62) involucra sola-
mente la variaciéon a primer orden de k en puntos de la frontera del dominio de acoplamiento

de II.

Ahora, en el abierto M la ecuacién (4.60) es equivalente a la condicién
LhorruPs =0, VYuelTB, (4.63)

la cual significa que los levantamientos horizontales de campos vectoriales en la base son cam-
pos de Poisson para el tensor de Poisson vertical Pg restringido al abierto M I En otras
palabras, por la definicién (2.37), es 7 una conexidn de Poisson para el haz de Poisson
(M H’ P, B |M a )

La ecuacién (4.61), como se mencioné anteriormente, es equivalente a la identidad de
curvatura (4.21). En el dominio de acoplamiento M esta identidad se expresa por

Curv” (u1, u2) = — QH(hor'Y u1, hor” u2) PBh d (%) ,

para cualesquiera u; € I' TB. Esta relacion dice que la funcién escalar  controla la curvatura

de v en M en el siguiente sentido: la conexién « es plana, Curv? = 0, si y solamente si x es

una funcién de Casimir de Pg|ym , es decir, la condicién (4.62) se satisface en el dominio de
acoplamiento.

Como consecuencia de la Proposicién 4.2.5, la nulidad de la curvatura de v en M™ implica
en este caso que el campo bivectorial kQp is un tensor de Poisson. Luego, la componente
horizontal KQy y vertical Pg de II forma un par de Poisson en M.

Ejemplo 4.5.7 Una terna (v, x,0) es un triple de Poisson para cada conexién de Ehresmann
v plana en M y cada funcién x € Cz°. <

En resumen, tomando en cuenta las propiedades de los tensores de Poisson de acopla-
miento, se presenta la siguiente descripcion de los tensores de Poisson de casi acoplamiento
en variedades fibradas (orientables) sobre bases 2-dimensionales.

Proposicién 4.5.8 Un tensor de Poisson de casi acoplamiento II = —x Qu+ Pz en M posee
el sigutente comportamiento:
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(i) en el abierto MY = M\ Z(k), es II un tensor de Poisson de acoplamiento asociado a
los datos geométricos (v, 0, Pglym), donde v es una conexion de Poisson determinada
de manera unica por la distribucion H\?MV(VO) y o es la 2-forma de acoplamiento en
M"Y definida por o = %QH;

(ii) en el abierto Int(Z(k)), el tensor de Poisson 11 es vertical y coincide con Pg, 11 = Pg;

(iii) en los puntos de la frontera OM™Y, la linealizacién de k es compatible con B por medio
de la condicion (4.62).

Demostracién. Por el Teorema 4.1.14, la restriccién de IT a M™ es un tensor de Poisson de
casi acoplamiento. Luego, en este abierto II tiene asociado datos geométricos (v, o, IIy) donde

la forma de acoplamiento o, que se define por (4.22), estd determinada por o’ = (Ii Q%)_ =

(% QH)b y el tensor de Poisson vertical es IIyy = P3. Lo que prueba (i). El inciso (ii) es por
la definicién de Z(x) en (4.56). Finalmente, (iii) se sigue de (4.62). O

Nota 4.5.9. Por el inciso (i) de la Proposicién 4.5.8, la conexién de Poisson v estd comple-
tamente determinada por II en la cerradura M del dominio de acoplamiento. En el abierto
Int (Z (fi)) la conexién v no es tnica y es independiente de 3. Pero en el caso cuando M es
denso en M el abierto Int (Z (F&)) es vacio y en consecuencia la conexion vy queda determinada
de manera unica en toda la variedad M. N

4.5.1. Criterio de Unimodularidad

El resultado a presentar en este apartado es un criterio para determinar la unimodularidad
global de una estructura de Poisson de casi acoplamiento. Este resultado, que se formula en
términos de los llamados triples de Poisson, es una version extendida de un criterio general
para estructuras de Poisson de acoplamiento [53].

Recordemos que un tensor de Poisson se dice unimodular en M si en esta variedad existe
una forma de volumen invariante bajo el flujo de todo campo Hamiltoniano relativo al tensor
de Poisson. Esto es equivalente, como se mostré anteriormente, a que el campo modular del
tensor de Poisson sea nulo, o bien Hamiltoniano, respecto a una forma de volumen en M.

Para lo que sigue se mantendrd fija una forma de volumen descomponible en M
Q=0"r0V,

definida por (4.44). Ahora, sea II = —x Qpu + P3 un tensor de Poisson de casi acoplamiento
asociado a un triple de Poisson (v, k, 3).

El campo modular de II relativo a la forma de volumen € tiene por descomposicién bigra-
duada Z = Z1 9 + Zp,1, respecto a la conexién de Ehresmann -, con

Z10 = Isg+a1onQu Yy Zog = 1k0Qv + Zp,, (4.64)
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donde el campo vertical
ZPB = iV/\ﬁero,lﬂQV (465)

es el campo modular del tensor de Poisson vertical Pg relativo a la forma de volumen (2. En
lo anterior, la 1-forma horizontal 6 estd definida por (4.48) y las formas verticales v y g por
(4.49)-(4.50), los campos multivectoriales duales Qu y Qv por (4.45) y la descomposicién
bigraduada de la diferencial exterior para formas por (2.33).

Ahora, las hipdtesis principales para el desarrollo de los resultados subsecuentes son
doJﬂ = 0 y V= —do’lh, (466)

para alguna funcién h € C§f. En otras palabras, que la (m — 4)-forma vertical § sea cerrada
a lo largo de las fibras de 7 y la 1-forma vertical v sea dg i-exacta.

Lema 4.5.10 Bajo las hipdtesis (4.66) el tensor de Poisson vertical Pg = —igQV es unimo-
dular en M. Adn mds, en el dominio de acoplamiento M = M \ {k = 0} de Il se cumple
que:

= la 1-forma horizontal 0 € TV® (/.48) toma valores en el espacio Casim(M™, Pg) de
funciones de Casimir del tensor de Poisson vertical Pg,

= la 1-forma 0 es covariantemente constante, es decir,
d1,09 = 0.

Demostracion. Primero, la unimodularidad de Pj se sigue directamente de (4.65) y las con-
diciones en (4.66), las cuales implican que el campo modular de Pg respecto a la forma de
volumen (4.43) es Hamiltoniano. Ahora, de (4.60) se sigue que

doa(BAE) = —dprodipf = dipgodo1f = 0,

y por tanto do1(5 A 6) =—5 Adp10 = 0. Lo que implica, por (4.59), que en cada carta de M
las funciones 6; son funciones de Casimir de Pg, con 6 = 0;dz?. Esto es equivalente a decir
que iporryd € Casim(M', Pg3), para cualquier u € I' TB. Finalmente, usando que do 12V =0
y do,1v =0, por (4.61), se tiene que
dLo@/\QV = diOQV = —dg,_l(do’lgv) — d071(d2’_1QV)
= —do1 (2" A ) = —do 1" Ao — QT Adg0
= QA (V/\ o— do71g) = 0.

Lo que implica que di g0 = 0. O
A continuacién, con base en este lema, se presenta un primer resultado el cual es una

versién adaptada al caso de casi acoplamiento de un criterio de unimodularidad general para
los tensores de Poisson de acoplamiento [53].
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Teorema 4.5.11 Sea w: M — B un haz fibrado sobre una 2-variedad B. Supongase que M
es una variedad orientada con una forma de volumen descomponible Q = QU A QY definida
por (4.44). Entonces, dado Il = —k Qu + Pg un tensor de Poisson de casi acoplamiento en
M, bajo las hipdtesis en (4.66), se cumple que:

(i) en el dominio de acoplamiento MY = M\{x = 0}, el tensor de Poisson 11 es unimodular
sty s6lo si la 1-forma horizontal 0 es dy g-exacta, esto es,

0 = —dyoh, (4.67)

para alguna funcion de Casimir h € Casim(MY, Pg) del tensor de Poisson vertical Pg.
En este caso, la forma de volumen en MY dada por

Q= <ol A QY (4.68)
es invariante bajo el flujo de todo campo Hamiltoniano relativo a 11;

(ii) en el abierto Int (M \ M™) de M, el tensor de Poisson I1 = P es unimodular y una
forma de volumen invariantes es

Qv = ot AQY, (4.69)

Demostracion. Primero, supongamos que II|,n es unimodular en M. Ahora, por (4.58),
(4.64) y (4.65), se sigue que existe una funcién escalar suave a >0 en M tal que

gdl’oa + dl,O’f + k0 =0, (4.70)
LdoianB + doiB +vAB + ko = 0. (4.71)

Ya que por hipétesis es dg 18 =0 y dado que M o {k # 0}, las dos ecuaciones anteriores
son, respectivamente, equivalentes a

1 1 _
ad1,oa + Edl,oli + 60 =0,
%dojlaAB—i- vAB + ko = 0.

Luego, por (4.61), se sigue que
0 = _(édLOa"‘%dLO"&) y (%do,la—#%do,m)/\ﬁzo.

En otras palabras, si se define h := In|ak|, se tiene que § = —djph con doi1h A B = 0.
Es decir, por (4.59), es 8 = —djph con h € Casim(MH,Pg). Reciprocamente, si existe
una funcién h € Casim(M I Pg) tal que 0 = —dyoh, entonces la forma de volumen Qv =

Qi A % V' es una forma de volumen en M invariante bajo el flujo de todos los campos
Hamiltonianos de II|,m. En efecto, definiendo a := €¢"/k y dado que es dp,18 = 0 por
hipétesis, es inmediato comprobar que en M se satisfacen las ecuaciones (4.70) y (4.71).
Esto implica, por (4.58), (4.64) y (4.65), que II|m es unimodular en M con forma de
volumen invariante QY = QH/\% QV. Lo que prueba (i). La afirmacién en (ii) es consecuencia
inmediata del Lema 4.5.10. o
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Con otras palabras, bajo las condiciones (4.66) y (4.67), en la variedad M existen dos
abiertos en los cuales el tensor de Poisson II es unimodular. A saber, el dominio de acopla-
miento M y el exterior de este dominio. En cada uno de estos abiertos existe una forma
de volumen invariante. Sin embargo, estos volumenes en general no inducen una forma de
volumen invariante global. Ya que, por ejemplo, para la forma invariante % OTAQY en MU
el factor 1/k se torna singular en puntos de la frontera de M.

Nota 4.5.12. Larestriccion de la derivada covariante d; g al espacio de formas horizontales con
valores en el espacio de funciones de Casimir de Pg esta bien definida y da lugar a un complejo
cocadena llamado el complejo de Rham-Casimir [69]. Asi, el Lema 4.5.10 y el Teorema 4.5.11
dice que, bajo las hip6tesis en (4.66), existe una obstruccién cohomolégica a la unimodularidad
del tensor de Poisson de acoplamiento II|m, la cual generaliza la clase de Reeb [1, 35]. <

Teorema 4.5.13 Sea w: M — B un haz fibrado sobre una 2-variedad B. Supongase que M
es una variedad orientada con una forma de volumen descomponible Q@ = QU A QY definida
por (4.44). Entonces, bajo las hipdtesis en (4.66), un tensor de Poisson de casi acoplamiento
II =—kQu+ Ps es unimodular en (todo) M si y sélo si

(i) la condicion (4.67) se cumple para alguna h € Casim(M™, Pg),

(i) emiste un funcidn escalar K # 0 en todo M cuya restriccion al abierto Int(M \ M)
es una funcion de Casimir de Pg y tal que

Ky = e"K|ym. (4.72)

Adin mds, la forma de volumen Q™ = % OE A QY es invariante bajo el flujo de todo campo
Hamiltoniano en (M,II).

Demostracion. La suficiencia es clara, se sigue del Teorema 4.5.11 y las relaciones Qv = Qinv
en MU y QW = K=1QIV en Int(M \ M™M), donde QY y QI estén definidas por (4.68)
y (4.69), respectivamente. Para probar la necesidad supongamos que II es unimodular en M.
Luego, existe una funcién K € C§; tal que K “1TQH A QY es una forma de volumen global.
Por otro lado, por el Teorema 4.5.11, en el dominio de acoplamiento M, la forma de volumen
(4.68) también es invariante para alguna primitiva h of 6. Luego, estas dos formas de volumen
en M se relacionan por un factor multiplicativo kg € Casim(M I IT) y por tanto

Ky = ek K|y (4.73)

Se sigue de (4.59) que la primitiva h de 6 estd inicamente determinada salvo por la adicién
de una funcién de Casimir de II|;;m. En consecuencia, (4.73) se transforma en (4.72) bajo el
cambio h + h+1In|ko| € Casim(M™, P3). Finalmente, el hecho que K € Casim(Int Z (), P3)
se sigue de la invarianza de las formas de volumen Qs y K15 con respecto al flujo de todos
los campos Hamiltonianos en (Int Z(x), Pg). O

¢

Notemos que el Teorema 4.5.13 presenta una manera de “pegar”’ la dos formas de volu-
men invariantes Q" y Q5 que se asegura en el Teorema 4.5.11 para construir una forma
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de volumen invariante global. La condicién de “pegado” es dada por (4.72), la cual adopta
una version equivalente dada por (4.73) debido a la libertad que existe para fijar una anti-
derivada h de la 1-forma 6. Es claro que esta libertad es una funcién de Casimir ko en M
del tensor de Poisson I1|,,n. En consecuencia, se tiene el siguiente corolario al Teorema 4.5.13.

Corolario 4.5.14 Bajo las condiciones (4.66), si 0 =0 y r € Casim(M™ 1I), entonces el
tensor de Poisson Il = —k Qu + P es unimodular en (todo) M. En este caso, = QHAQY
es una forma de volumen invariante bajo el flujo de todo campo Hamiltoniano relativo a I1.

Con este corolario se tienen condiciones suficientes bajo las cuales (4.72) se satisface. A
continuacién, un ejemplo de lo contrario.

Ejemplo 4.5.15 En el fibrado R" = R2 x RZ‘Q el tensor de Poisson (homogéneo) de casi
acoplamiento, via la conexion trivial,

0

II = K‘(xay)aixl/\aim7

% polinomio homogéneo no constante;

es unimodular en su dominio de acoplamiento M = R™\ {k = 0}, pues en este casoes § =0
y (4.67) se cumple trivialmente. Pero II no es unimodular en R™ ya que se puede probar que
no existe funciéon K # 0 en todo R™ que satisfaga (4.72). <

Este ejemplo ilustra que la forma de volumen invariante QI en (4.68), definida en M,
no se puede extender a una forma de volumen invariante global ain cuando el dominio de
acoplamiento es un abierto denso. En el Ejemplo 4.5.15 el abierto M es denso en R™ por ser
el complemento del conjunto de ceros de un polinomio (homogéneo). Como nota, usando el
Lema 3.4.1 se puede confirmar que II no es unimodular en R".

4.5.2. Caso 3-Dimensional

En general, dar una descripcién completa de los tensores de Poisson de casi acoplamiento
en variedades fibradas de dimensién arbitraria resulta una tarea complicada. Aun asi, para
variedades fibradas 3-dimensionales tal descripcién se puede realizar. Primero, se presenta
este resultado para variedades no necesariamente orientables.

Proposicién 4.5.16 Sea M una variedad fibrada 3-dimensional. Entonces, un campo bivec-
torial I1 en M es un tensor de Poisson de casi acoplamiento st y solo si

(1) II es vertical, o bien,

(i) II es horizontal respecto a una conexion de Ehresmann que es plana en su dominio de
acoplamiento M. Adn mds, TI =0 en el complemento de M.
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Demostracion. Este resultado es basicamente consecuencia de la siguiente observacioén: fibra-
ciones no triviales de 3-variedades se realizan sobre variedades (bases) 1 6 2 dimensionales.
Si la base es 1-dimensional, la propiedad de casi acoplamiento y (4.16) aseguran que II es
vertical. En este caso, por ser las fibras de dimensién dos, de manera automatica Il es un
tensor de Poisson. Si la base es 2-dimensional, entonces todo campo bivectorial vertical es
trivial. Luego, dada una conexién de Ehresmann « en M, si Il es de casi acoplamiento éste
debe ser horizontal. Ademads, en este caso, Il es no trivial solamente en los puntos de rango
2, es decir en M™. Asi, por el Corolario 4.2.6, es IT un tensor de Poisson si y solamente si la
curvatura de 7 es cero en M. O

Corolario 4.5.17 En cada variedad de Poisson 3-dimensional (M, 11) se tiene que M = @
si y solamente si Il es un tensor de Poisson vertical.

Corolario 4.5.18 Si M es una variedad fibrada de Poisson 3-dimensional con una estructura
de Poisson de acoplamiento, entonces M admite una conexién de Ehresmann plana. A saber,
la asociada a la distribucién horizontal H = II%(V°).

Este 1ltimo corolario se puede utilizar para comprobar si ciertas variedades tridimensiona-
les pueden admitir estructuras de Poisson de acoplamiento. Como se muestra en el siguiente
ejemplo existen variedades en las que no se pueden construir este tipo de estructuras.

Ejemplo 4.5.19 La fibracién de Hopf S* 5 S? no admite estructuras de Poisson de aco-
plamiento. Esto como consecuencia del Corolario 4.5.18 y de que la fibraciéon de Hopf no posee
conexiones globales planas [37]. g

Foliacion Simpléctica. Por dimensién, toda foliacién (singular) no trivial de M consta de pun-
tos y de hojas de dimensién dos.

Para el caso (i) de la Proposicién 4.5.16, se tiene que toda hoja simpléctica de la foliacién
(simpléctica) inducida por IT esta contenida en alguna fibra en M. Luego, cada fibra en M es la
unién de un abierto dotado de una estructura simpléctica y de puntos en los cuales el tensor de
Poisson II se anula. La frontera de este abierto en cada fibra consiste de puntos singulares de II.

Para el caso (ii) de la Proposicién 4.5.16, la foliacién simpléctica inducida por II consiste de:

» puntos de M pertenecientes al complemento del dominio de acoplamiento M,

= hojas simplécticas S de dimensién 2 totalmente contenidas en M para las cuales se
cumple que T,S = Hj, para todo g € S.

Atin més, OM'" = {puntos singulares de II}, esto es, el conjunto de puntos singulares del
tensor de Poisson II es la frontera OM™ de su dominio de acoplamiento.
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Caso (2+1) orientable. En este apartado se describen algunas propiedades de los tensores de
Poisson de casi acoplamiento en términos de los llamados triples de Poisson (ver la Definicién
4.5.2).

Sean M una variedad diferencial 3-dimensional orientable y 7 : M — B una fibracién de
ésta sobre una variedad B de dimension 2. Supéngase que M estd orientada con una forma
de volumen descomponible

Q=0"r0V,

donde Q" ¢ T A2V° y QV € TH®, con H una distribucién horizontal en M. Los campos
multivectoriales duales de estas formas diferenciales serdn Qg € T A2H y Qv € I'V, esto
es, los 1inicos tales que iQHQH =1ce iQVQV = 1.

Bajo las hipétesis anteriores, a cada par (v, k) donde 7 es una conexién de Ehresmann en
My k€ Cyf sele puede asociar el campo bivectorial de casi acoplamiento en M

II = —K:QH.

Notemos que todo campo bivectorial de casi acoplamiento en M es de esta forma por ser
rankV = 1 (ver Teorema el 4.5.4 y la Proposicién 4.5.16). Ahora, como consecuencia del
Corolario 4.5.3 se tiene el siguiente criterio.

Proposicién 4.5.20 Un campo bivectorial de casi acoplamiento 11 = —k Qy inducido por
un par (v, k) es un tensor de Poisson en M si y solo la conexion de Ehresmann v es plana
en el dominio de acoplamiento MY = M\ {x = 0} de I

Sea (v, k) un par (de Poisson) el cual induce el tensor de Poisson II = —k Qp. Debido a
que la conexién de Ehresmann ~ es plana en el dominio de acoplamiento M la distribucién
caracteristica de II estd generada por levantamientos horizontales (respecto a 7) de campos
vectoriales en la base, esto es, C!' = span{hor” u |u € ' TB}. Respecto a los rangos del tensor
de Poisson II se tiene que

{rankIl =0} = {x =0} y {rank Il = 2} = M.

En lo que sigue, las descomposiciones bigraduadas de campos tensoriales y operadores
diferenciales sera con respecto a la conexién de Ehresman «. El corchete de Poisson inducido

por II es dado por

dyof Adiog
El campo Hamiltoniano Xj = igpll, asociado a una funcién h € Cjf, es horizontal con
respecto a la conexion ~:

Xn = (Xp)10 = —riq onQn-

De esto se sigue que el espacio Casim(M,II) de funciones de Casimir de II consiste de todas
las funciones ¢ € Cj7 tales que kdjpc = 0. Con otras palabras, de todas las funciones ¢ que
son horizontalmente constantes en el dominio de acoplamiento M.
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4.5.3. Caso (2 + 2)-Dimensional

En este apartado se realiza un estudio de los tensores de Poisson de casi acoplamiento en
(4.46) para el caso de una variedad cuatro dimensional. Se describen algunas propiedades y
objetos geométricos asociados a los tensores de Poisson de casi acoplamiento en términos de
los llamados triples de Poisson.

Sea M una variedad diferencial orientable 4-dimensional la cual admite una fibracién
m: M — B sobre una 2-variedad B. Supéngase que M esta orientada con una forma de
volumen descomponible

Q=05 A0V

donde Q" e T'A2V° y QV € I' A2H°, con H una distribucién horizontal en M. Los campos
multivectoriales duales de estas formas diferenciales serdan Qg € TA?2H y Qv € T'A?V, esto
es, los tinicos tales que iQHQH =1ce iQVQV = 1.

Bajo las hipdtesis anteriores cada terna (v, %, b), donde 7 es una conexién de Ehresmann
en M y k,be C}f, induce el campo bivectorial de casi acoplamiento en M

II = -kQu—0Qy.

Notemos que, por el Teorema 4.5.4, todo campo bivectorial de casi acoplamiento en M es de
esta forma. Para la formulacion del siguiente resultado se definen las formas diferenciales

TV° 3 0 = ig,d1,09",
TH® > v := ig,do 10",
TH® 3 g := iquda—10QV,

donde la bigraduacién para la diferencial exterior para formas en (2.33) es con respecto a la
conexion de Ehresmann +.

Proposicion 4.5.21 Un campo bivectorial de casi acoplamiento Il = —k Qg — bQv en M
es un tensor de Poisson si y sélo la terna (v, k,b) satisface las ecuaciones

k(d1ob — b0) = 0, (4.74)
bdp1k — Kk (bv 4+ Kkp) = 0. (4.75)

Este resultado es consecuencia directa del Teorema 4.5.1.

Notemos que las condiciones (4.74) y (4.75) se satisfacen de manera automética si x = 0.
Esto refleja el hecho que cada campo bivectorial vertical en M es un tensor de Poisson por
ser en este caso rankV = 2. Por otro lado, para el caso b = 0, las ecuaciones (4.74) y (4.75)
son equivalentes a xo = 0. Esta ultima ecuacion, por el Corolario 4.5.3, se traduce en pedir
que la conexién v sea plana en el dominio de acoplamiento M™ = M \ {x = 0}.
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Sea (v, k,b) un triple que satisface las ecuaciones (4.74)-(4.75) y I = —k Qg — bQy el
tensor de Poisson asociado. Por (4.25), los valores del rango de IT estdn determinados por

{rankIl =0} = {xk =0} N {b =0},
{rankII =2} = MIn{pb=0} | {k=0}n{b#0},
{rank Il = 4} = M™ N {b # 0}.

En consecuencia, la foliacién caracteristica inducida por II consiste de hojas simplécticas de
dimensién 0, 2 y 4. En particular, existen dos tipos de hojas simplécticas 2-dimensionales. Si
k(p) =0 y b(p) # 0, entonces la hoja simpléctica S, por este punto p € M coincide con la
hoja simpléctica del tensor de Poisson vertical (restringido) Iy |y, = —bQv|um, en la fibra
2-dimensional M, de 7 sobre el punto x = 7(p) en B. Si k(p) #0 y b(p) = 0, entonces, por
el Corolario 4.5.3, en cada punto ¢ € S, la curvatura de la conexién de Ehresmann v es cero
y el espacio tangente S, coincide con el plano H,. La correspondiente forma simpléctica es el
pullback de la 2-forma Q/k a la hoja Sp. Notemos que el dominio de acoplamiento M T estd
foliado por hojas simplécticas de dimensién 2 y 4.

En lo que sigue, las descomposiciones bigraduadas de campos tensoriales y operadores
diferenciales sera con respecto a la conexién de Ehresman «. El corchete de Poisson inducido

por II es dado por

diof Adiog do,1f Adonyg

donde el término b (do1f Ado19)/2Y no es més que el corchete de Poisson asociado al tensor
de Poisson vertical IIyy = —bQy.

El campo Hamiltoniano X = igpll, asociado a una funcién h € C5?, tiene por descom-
posicién bigraduada X = (Xp)1,0 + (Xp)o,1 donde

(Xn)10 = ki onQu  y  (Xn)og = —bigy,nQv.

Notemos que la componente vertical (X})1,0 es el campo Hamiltoniano asociado a h y relativo
al tensor de Poisson Il = —bQy.

Como consecuencia de la descomposicién de los campos Hamiltonianos, el espacio Casim (M, IT)
de funciones de Casimir de II consiste de todas las funciones ¢ € C}; tales que xdjgc =0
y bdp,ic =0, donde esta ultima condicién determina el espacio de funciones de Casimir del
tensor de Poisson vertical IIyy = —bQg. En particular, si b # 0 es Casim(M,Ily) = 7*CZ.

4.5.4. Caso (2+ 3)-Dimensional

En este apartado se realiza un estudio de los tensores de Poisson de casi acoplamiento en
(4.46) para el caso de una variedad de dimensién cinco. Se describen algunas propiedades y
objetos geométricos asociados a los tensores de Poisson de casi acoplamiento en términos de
los llamados triples de Poisson.
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Sean M una variedad diferencial 5-dimensional orientable y 7 : M — B una fibracién de
ésta sobre una variedad B de dimension 2. Supéngase que M estd orientada con una forma
de volumen descomponible

Q=05 A0V

donde Q" e T'A2V° y QY € T' A H®, con H una distribucién horizontal en M. Los campos
multivectoriales duales de estas formas diferenciales seran Qg € TA?2H y Qv € T A%V, esto
es, los unicos tales que iQHQH =1ce iQVQV = 1.

Sea (v, K, ) una terna que consiste de una conexién de Ehresmann v en M, una funcién
escalar suave k en M y una 1-forma vertical 5 € 'H°. Como en (4.46), esta terna induce el
campo bivectorial de casi acoplamiento en M

II = -k Qu —igQyv.

Notemos que, por el Teorema 4.5.4, todo campo bivectorial de casi acoplamiento en M es de
esta forma. Las formas diferenciales que aparacen en la siguiente proposicion se definen por

TV° 3 6 := ig,d1,00",
TH® > v = ig,do 10",
TA2H® 2 ¢ = iguds, 19V,

donde la bigraduacién para la diferencial exterior para formas en (2.33) es con respecto a la
conexién de Ehresmann .

Proposicién 4.5.22 Un campo bivectorial de casi acoplamiento 11 = —k Qu —igQyv en M
es un tensor de Poisson si y sdlo la terna (7, k, B) satisface las ecuaciones

do1BAB =0, (4.76)
/i(dLoﬂ — 0/\ﬁ) = 0, (477)
dogk ANB — k(VAB + ko) = 0. (4.78)

Este resultado es consecuencia directa del Teorema 4.5.1.

Tal como se mencioné anteriormente, la ecuacién (4.76) para [ representa la identidad
de Jacobi para el campo bivectorial vertical Pz = —igQy el cual induce el haz fibrado de
Poisson (M = B, P3). La correspondiente estructura de Poisson fibrada se obtiene mediante
la restriccion de Pg a las fibras 3-dimensionales de 7. La restriccién SBly € I'V* resulta una
1-forma fibrada que satisface la condicién dy S|y A By = 0 respecto a la diferencial exterior
foliada dy a lo largo de las fibras de 7.

Propiedad Conforme. Por dimensién, la ecuacién (4.76) es invariante bajo la transformacién
B+ fB, para cualquier funcién f € C};. Esta propiedad es la versién fibrada de la propiedad
de invarianza conforme de la indentidad de Jacobi en variedades 3-dimensionales: el producto
por una funcién de un tensor de Poisson es nuevamente un tensor de Poisson [34].
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Ahora, sea (7, &, 3) un triple que satisface las ecuaciones (4.76)-(4.78) y Il = —x Qu—igQv
el tensor de Poisson asociado. Primero, el dominio de acoplamiento de II resulta en este caso
el abierto

MY =M\ {x=0}.
Por (4.25), lo valores del rango de II estan determinados por
{rankII =0} = {k =0} N {8 =0},

{rankTT =2} = M"'n{B=0} |J {x=0}N{B+#0},
{rankIl = 4} = MTN{B # 0}.

De esto se sigue que la foliacién simpléctica inducida por IT consiste de hojas (simplécticas)
de dimensién 0, 2 y 4. En particular, el dominio de acoplamiento M est4 foliado por hojas
simplécticas de dimensién 2 y 4.

Nota 4.5.23. Si M™ Nsupp B = @, entonces rankIT = 0,2; y el tensor de Poisson II se dice
de tipo Flaschka-Ratiu [16]. Esta clase de tensores han sido utilizados en la construccién de
estructuras de Poisson con una foliacién caracteristica predeterminada [29, 25]. >

Hojas Simplécticas 2-Dimensionales. Sea S, la 2-hoja simpléctica por punto p € M. Luego,
esta puede ser de dos tipos:

= si k(p) =0 y pBp # 0, entonces S, coincide con la 2-hoja simpléctica del tensor de
Poisson vertical (restringido) Ily|a, = —igQv|a, en la fibra 2-dimensional M, de 7
sobre el punto = = 7(p) en B;

= si k(p) # 0 y B, = 0, entonces, por el Corolario 4.5.3, en cada punto ¢ € S, la
curvatura de la conexién de Ehresmann v es cero y el espacio tangente S, coincide con
el plano H,. La correspondiente forma simpléctica es el pullback de la 2-forma Q% /x a
la hoja S,.

Subvariedad de Poisson B. Derivadas de la Proposicién 4.6.3, se presentan a continuacién

condiciones bajo las cuales la variedad base B se puede incluir como subvariedad de Poisson
de (M,II).

Proposicién 4.5.24 Sea II = —xQu — igQv wun tensor de Poisson de casi acoplamiento
asociado a un triple (v,k,5) en M. Si s: B < M es una seccion diferenciable tal que

T(s(B)) =Hlyz y sB=0,

entonces s(B) es una subvariedad de Poisson de (M,II) y la correspondiente estructura de
Poisson es 11|y ) = —k Quls(p)-
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Nota 4.5.25. Esta Proposicion y todo el andlisis en esta seccién se pueden utilizar para el
estudio de las estructuras de Poisson alrededor de subvariedades de Poisson 2-dimensionales,
en particular, alrededor de 2-hojas simplécticas. N

Objetos Geométricos. En lo siguiente, las descomposiciones bigraduadas de campos tensoria-
les y operadores diferenciales serd con respecto a la conexion de Ehresmann .

El corchete de Poisson inducido por II es dado por

diof Adiog  do1fAdoigAB
{fag} =K OH + OV )

donde el término (do1f Ado1g A B)/ QV no es mis que el corchete de Poisson asociado al
tensor de Poisson vertical Iy = —igQy.

El campo Hamiltoniano X = iqpll, asociado a una funcién h € C}f, tiene por descom-
posicién bigraduada X = (Xp)1,0+ (Xp)o1 donde

(Xn)io = —kigenQu vy (Xn)ox = —idgnnsQv-

De esto se sigue que el espacio de funciones de Casimir Casim(M,II) consiste de todas las
funciones ¢ € Cy} tales que kdjoc =0 y doicA B = 0. Esta dltima condicién determina
el espacio de funciones de Casimir del tensor de Poisson vertical IIy = —igQy.

Criterios de Unimodularidad. En este apartado se presentan criterios que aseguran la
unimodularidad local y global de un tensor de Poisson de casi acoplamiento en una variedad
5-dimensional M fibrada sobre una 2-variedad simpléctica. Estos resultados son consecuencia
directa de los Teoremas 4.5.11 y 4.5.13.

Sea m: M — B un haz fibrado tal que

» (M,Q) es una 5-variedad orientada con forma de volumen €2,

» (B,w) es una 2-variedad simpléctica.

En lo que resta 1 € I' A2 TB denotaré el tensor de Poisson no degenerado asociado a w.

Fijada una conexion de Ehresmann v en M, bajo las hipdtesis anteriores, se tiene de
manera automdtica que 2 es una forma de volumen descomponible como en (4.43),

Q=nwAQ’, (4.79)

donde QV € T A3 HP estd definida por QY = ip »E2

Asi, dado un triple de Poisson (7, k, ) como en la Proposicién 4.5.22, el tensor de Poisson
de casi acoplamiento asociado es

IT = —k hor” ¢ — igQy,
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donde Qv € ' A3V es el campo multivectorial dual de QV, esto es, el Gnico que satisface la
condicién iq, QY = 1.

En este caso, por ser do,17*w = 0, el campo modular de II relativo a la forma de volumen
2 en (4.79) tiene por descomposiciéon bigraduada Z = Z o+ Zy,1, respecto a la conexién de
Ehresmann +, con

Z1,0 = ik +dy or hOr7 ¥ y Z01 = ikp+do18QvV,

donde la 1-forma horizontal 6 estd definida por (4.48), la 2-forma vertical o por (4.50) y donde
la bigraduacién para la diferencial exterior para formas en (2.33) es con respecto a la conexién
de Ehresmann .

La hipcotesis principal para los siguientes resultados es que la 1-forma vertical 8 es cerrada
a lo largo de las fibras de 7,
do,18 = 0. (4.80)

Proposicién 4.5.26 Sea II = —x hor” ¢ —igQy un tensor de Poisson de casi acoplamiento
en M, bajo la hipdtesis (4.80), se cumple que:

(i) en el dominio de acoplamiento (4.15) MY = M\ {k = 0}, el tensor de Poisson Il es
unimodular si y solo si la 1-forma horizontal 8 (4.48) es di o-exacta, esto es,

0 = —doh, (4.81)

para alguna funcion de Casimir h € Casim(MH,—ngv). En este caso, la forma de
volumen en M dada por

Qv = %h o AQY,
es invariante bajo el flujo de todo campo Hamiltoniano relativo a I1;

(i) en el abierto Int (M \ M) de M, el tensor de Poisson Il = —igQy es unimodular y
una forma de volumen invariantes es

Qv = 1w A QY.
Este criterio de unimodularidad local es una realizaciéon y una consecuencia directa del Teo-

rema 4.5.11. Naturalmente, se presenta enseguida una versién global derivada del Teorema
4.5.13.

Proposicién 4.5.27 Bajo la hipdtesis (4.80), un tensor de Poisson de casi acoplamiento
I = —k hor” ¢ —igQy es unimodular en (todo) M si y solo si

(1) la condicion (4.81) se cumple para alguna h € Casim(MY, IIy), donde Ty = —igQyv;

(ii) existe un funcion escalar K # 0 en todo M cuya restriccion al abierto Int(M \ M)
es una funcion de Casimir del tensor de Poisson vertical Iy y tal que

H’MH == ehK’MH . (482)
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Adn mds, la forma de volumen QM = % T wAQY es invariante bajo el flujo de todo campo

Hamiltoniano en (M,II).

Como se mencioné posteriormente al Teorema 4.5.13, la condicién (4.82) es equivalente a
(4.82) — Klym = e"rko K|ym, ko € Casim (M II);
debiéndose esto a la libertad que existe para fijar una antiderivada h en (4.81) de la 1-forma

6. Es claro que esta libertad es una funcién de Casimir o en M del tensor de Poisson IT| .

Transformaciones Gauge. A continuacién se presenta una familia de transformaciones gau-
ge para tensores de Poisson que preservan la propiedad de casi acoplamiento. Evidentemente,
esta familia de transformaciones es dada en términos de los llamados triples de Poisson y se
derivan del Teorema 4.3.2.

Sea (v, Kk, 8) un triple como en la Proposicién 4.5.22 con tensor de Poisson de casi acopla-
miento asociado II = —k Qg —igQv. Adicionalmente, sea (1, c) un par que consiste de

= 1 € I'V° una 1-forma vertical,

» c € (p7 una funcién de Casimir del tensor de Poisson vertical Iy = —igQy.

Para cada par (u,c) considérese la transformacién

Tie: (1:5,8) — (3,%, B) (4.83)
definida por
V(X)) = AX) +igg Qv AX), &= ﬁw 3 =8, (4.84)

para cualquier X € ' TM.

En lo anterior, s, = 5,(v, ) = (diop + %{u Autg)/QH € Cf2, con
{n A ptp(Xy, Xo) = {pu(X1), n(X2) g — {(X2), n(X1)}s, VX1, X5 € TTM

Aqui {, }s denota el corchete de Poisson inducido por el tensor de Poisson vertical Iy =
—igQv. Notemos que por construccién {u A u}g € I A2 V°.

Proposicién 4.5.28 Las transformaciones (4.83)-(4.84) preservan las soluciones de las ecua-
ciones (4.76)-(4.78), es decir, (7,k,3) es nuevamente un triple de Poisson

Demostracion. Sean (v, k, ) un triple de Poisson (fijo) y (7, K, 8) una terna arbitraria. Pri-
mero, las conexiones de Ehresmann v y 7 estdn relacionadas por una 1-forma E € QY(M;V)
que satisface la condicién (2.8). Ahora, si se defina la 1-forma vertical 5 € I'H® por

B = B—E*B, (4.85)
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entonces 5 satisface la condicién 5 lv = Blv y la ecuacién dg 1 B A 3 = 0. Ahora, asumiendo
que

2 = —Pjo(do1p), (4.86)

para alguna 1-forma horizontal p € I'V°, la condicién (2.8) se satisface y se sigue que 7
y 7 se relacionan por (4.84). Atn maés, se sigue de (4.86) que =Z*8 = 0 y en consecuencia,
por (4.85), la dltima condicién en (4.84) se cumple. Otra consecuencia de (4.86) es que 7 es
una conexién de Poisson para Ps. Esto es equivalente a que la condicién (4.77) se satisfaga
para la terna en (4.84). Finalmente, el hecho que la terna (7, %, 5) satisface (4.78) se sigue
de la regla de transicién en (2.22) para la curvatura de 7 y la relacién iCurV’Y(ul,UQ)QV =

—QH(hor” uy, hor” uy) o, para cualesquiera uy,us € T' TB. O

A continuacién se muestra que la familia de transformaciones (4.83) para triples (de Pois-
son) inducen transformaciones gauge entre las correspondientes estructuras de Poisson de casi
acoplamiento.

Sean Il =1Ilg+1ly ¥y = ﬁH + ﬁv dos tensores de Poisson de casi acoplamiento aso-
ciados a los triples (v,k,8) y (7, ~, E) respectivamente. Supéngase que estos triples estan
relacionados por una transformacién de la forma (4.83) para algin par (u,c). Entonces,
Iy = ﬁv = —igQy, pues = 5 Por tanto la transformacién II — II modifica sola-
mente la componente horizontal de II por Ilg — My = —& Q\I/{ Se sigue de aqui y de la

segunda relacién en (4.84) que el dominio de definicién del tensor de Poisson transformado II
es el abierto en M dado por

Dom(TT) := {p e M |1 —r(p)(3q(p) — c(p)) # 0}.

Atn més, es claro que {k = 0} = {x = 0}. Tomando en cuenta la regla de transicién para los
levantamientos horizontales, hor”u = hor7u + HQ/ (d{u,u)), se concluye que las distribuciones

caracteristicas de Il y Il coinciden, es decir, C'"' = C!I. Ahora, sean (S,w) y (S,®) las folia-
ciones simplécticas en el abierto Dom(II) con formas foliadas (simplécticas) w y @ inducidas
por I y Il respectivamente. Entonces, se puede probrar que la diferencia entre @ and w es
el pullback a la foliacién S de la 2-forma global A := —dp + ¢QY en M. En otras palabras,
para cada hoja 15 : S < E de S, se tiene que wg —wg = tgA. Por lo tanto, I es el resultado
de una transformacién gauge del tensor de Poisson II via la 2-forma ), la cual es cerrada a
lo largo de las hojas de S. Cabe mencionar que la cerradura (global) de A es equivalente a
la condicién ¢ € 7*Cg°. Notemos que el complemento M \ Dom(II) consiste de todos los
puntos p € M en los cuales la 2-forma qup)\ +wg, se torna degenerada, donde S, es la hoja
simpléctica por un punto p. O de manera equivalente, la condiciéon 1 — & (2, —¢) # 0 no es

més que la condicién (puntual) de no degeneracion (4.33)..

Deformaciones Infinitesimales. Tomando como herramienta la familia de transformacio-
nes gauge (4.83) se presenta una familia de deformaciones infinitesimales de un tensor de
Poisson de casi acoplamiento dado.
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Sea (v, k, ) un triple de Poisson. Para cada ¢ € R, se tiene de manera trivial que la
transformacion

me : (v, k,8) — (7,ek,ep) (4.87)

preserva el conjunto de triples de Poisson. Es claro que II — II = eII es la transformacion de

los correspondientes tensores de Poisson de casi acoplamiento. Como en el apartado anterior,

sea T, la transformacion (4.83) inducida por un par (u,c) que consiste de una 1-forma ver-

tical p € I'V® y una funcién de Casimir ¢ € C}; del tensor de Poisson vertical Iy = —igQy.

Proposicién 4.5.29 Dado un par (u,c) y un tensor de Poisson de casi acoplamiento 11 =
—kQu —igQv asociado a un triple (v, K, B) en M, la transformacion

my/. © Tpe © Me (4.88)

induce la familia e-dependiente (suave) {Il.}.cr de tensores de Poisson de casi acoplamiento

- Qi — 5Qv, (4.89)

II, =

1 — ek (s —c)
donde 7z (X) :=y(X) + eiqyuns(QvAX), Qf €T N2 HY y

dign + 5{uAuls
Hye 1= O ,

con X €eI'TM.

Demostracién. Por la Proposicién 4.5.28, la imégen bajo la transformacién (4.83) de un triple
de Poisson (v, k, ) es nuevamente un triple de Poisson. Luego, la composicién (4.88) con la

simetria (4.87) da lugar a un nuevo triple de Poisson <§ =Y, K= m, B = ,8) el

cual induce la familia de tensores de Poisson de casi acoplamiento (4.89) a

Topoldgicamente, por construccién, la foliacién simpléctica de la familia de tensores de
Poisson de casi acoplamiento (4.89) es la misma para todo € # 0 y coinciden con la inducida
por el tensor de Poisson II. Las correspondientes formas simplécticas son dadas por wg+tgA®,
donde wg es la forma simpléctica de Il en una hoja S de la foliacién y A® es la 2-forma global
A = ¢ (—du+ Q).

Ahora, como consecuencia de la Proposicién 4.5.29 se presenta el siguiente corolario. Ver
por ejemplo [2].

Corolario 4.5.30 Si U es un subconjunto abierto de M con cerradura compacta, entonces
existe 6 > 0 tal que para el tensor de Poisson de casi acoplamiento 1. (4.89) se tiene que
U C Dom(Il.), para todo e € (—0,9).

En particular, si M is compacto, entonces para e suficientemente pequeno, el tensor de
Poisson II. estd bien definido en toda la variedad M y puede considerarse como una defor-
macién del tensor de Poisson inicial, 1T = Il;|.—p. Atin mds, usando el método de homotopia
de Moser, si ¢ =0, entonces los tensores de Poisson II y II. son isomorfos.
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Difeomorfismos que Preservan Fibras. Como se mencioné anteriormente, los difeomor-
fismos que preservan las fibras de m : M — B respetan la propiedad de casi acoplamiento.
En consecuencia, existe una accién natural de difeomorfismos g : M — M que preservan las
fibras de 7 en el conjunto de triples de Poisson dado por ¢*(v, k&, ) := (¢*v, 9%k, g*3). Por
tanto, el pullback ¢g*II de un tensor de Poisson de casi acoplamiento II asociado a un triple
(v, k, B) es nuevamente un tensor de casi acoplamiento en M cuyo triple asociado es ¢*(7y, k, ).

4.5.5. Haces triviales. Enfoque Coordenado

En este apartado, para un estudio coordenado de los tensores de Poisson de casi acopla-
miento, se considera el caso de una variedad fibrada trivial de dimensién cinco la cual es
producto de una 2-variedad simpléctica y una 3-variedad de Poisson orientable. Las férmulas
que aqui se presentan se obtiene por calculo directo.

La variedad fibrada a considerar en este apartado sera el producto M = B x N de

» (B,w) una variedad simpléctica 2-dimensional,

= (N , Pab, Qﬁb) una variedad de Poisson orientada 3-dimensional equipada con un tensor
de Poisson P, y una forma de volumen Qfib,

Si se denota por pry : M — B la proyeccién candnica sobre el primer factor, entonces se tiene
un haz fibrado trivial
m = pr;: M — B, (4.90)

sobre la variedad B y con fibra tipica IN. Notemos que este haz fibrado resulta orientable
debido a que el par (w, Qﬁb) induce una forma de volumen descomponible (4.79) en el espacio
total M dada por

Q = 7w A pr QP

donde pry : M — N denota la proyeccién candnica sobre el segundo factor.

Coordenadas. Para el calculo coordenado a realizar se fijaran sistemas de coordenadas locales

r=(252%) en B e y= (y',y% y?) en N adaptadas a 7 y tales que

w = dz' A da? y O = dy' A dy? Ady?.

Sea v = (y¢da’ + dy?) ® aga (2.5) una conexién de Ehresmann en M, con i = 1,2 y

a =1,2,3. Por (2.16), la distribucién horizontal H C TM asociada a v es generada por los
levantamientos horizontales hor] = 831» - aaa (2.15), respecto a +, de los campos bésicos
z Yy

0/0z" en B.

Forma de Volumen Descomponible. Por (4.79), se sigue que existe una dnica 3-forma vertical
QV e T ASHO tal que
Q= rwAQV.
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En coordenadas, 7w = daz! Adz? y QY = o' An? A7, donde las 1-formas verticales
n® =~2daz’ + dy® (2.18) generan la distribucién H° C T*M anulador de H.

Triples de Poisson. Sea (v, k, ) una terna que consiste de una conexién de Ehresmann +, una
funcién escalar suave k y una 1-forma vertical 5 = 8, n* en M definida por

B = pr3pit,

donde pfi* = B, dy® es una 1-forma diferencial en N. Luego, por (4.46), esta terna induce el
campo bivectorial de casi acoplamiento en M

II = k hor] Ahor, +%6abcﬁaa%b /\8%0, a,b,c=1,23. (4.91)
donde €4, denota el stmbolo de Levi-Civita 3-dimensional. Notemos que por el Teorema 4.5.4

todo campo bivectorial de casi acoplamiento en M es de esta forma.

Proposicién 4.5.31 El campo bivectorial de casi acoplamiento I1 en (4.91) es un tensor de
Poisson en M si y solo si la terna (v, K, B) satisface las siguientes ecuaciones

8Ba aﬁb
(G} — . =0, 4.92
(a:b,c) <8yb o) " (492
aﬁa b 0Ba 8’71) aryb
= — s — L .=~ | =0, 4.

o (G =G~ B + A ) =0 (4.93)

ok Ok
pya b T gl T Canert e =0, (4.94)
donde o = g%g — % + 7{’% — 7’2’ g%; y el simbolo & donota la suma ciclica de los

indices escritos debajo.

Por la Definicién 4.5.2, una terna (v, k, ) que satisface las ecuaciones (4.92)-(4.94) se lla-
ma triple de Poisson. La ecuacién (4.92) representa la identidad de Jacobi para el campo
bivectorial vertical (global)

Pg = %Eabc Ba aiyb A (%c, (4.95)

el cual induce el haz fibrado de Poisson (M = B, Pg). La correspondiente estructura de Pois-
son fibrada coincide con Pgp, el cual se puede pensar (localmente) como un tensor de Poisson
x-parametrizado en N.

En lo que resta se asumira que (7, k, 3) es tal que satisfacen las ecuaciones (4.92)-(4.94),
es decir, que es un triple de Poisson.

Rangos. Localmente, la distribucién caracteristica del tensor de Poisson II en (4.91) es gene-
rada por

¢ = span {m hor; } @ span {eabc ﬁaa%b},
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donde €4, denota el simbolo de Levi-Civita 3-dimensional. Luego, la matriz asociada a II es
dada por
0 —x| O 0 0
k 0] 0 0 0
II ~ 0 0 0 53 —,32
0O 0|—-68 0 B
0 0| B B O

En consecuencia, los rangos de este tensor de Poisson estan caracterizados por

{rankIl = 0} = {/-; = 0} N {ﬁa =0, para toda a},
{rankIl = 2} = {/@ = 0} N {ﬂa # 0, para alguna a},
{rankII =4} = {/@ =+ 0} N {Ba # 0, para toda a},

con a=1,2,3.

Corchetes de Poisson. Dadas dos funciones f,g € C}f, el corchete de Poisson de estas fun-
ciones inducido por II (4.91) es

af 09g

1
{fvg} = Lhorlthorgg - Lhorgf'chorlg + Qeabcﬁaaiyb ETyC’

donde el término %eabc /Ba(%fb 8‘9 ?j’c es el corchete inducido por el tensor de Poisson (vertical)

Pg (4.95), con €4 el simbolo de Levi-Civita 3-dimensional.

Campos Hamiltonianos. Dada una funcién h € C3f, el campo Hamiltoniano Xj = iqpll
asociado a esta funcién tiene por descomposicién bigraduada Xj, = (X3)1,0+(Xn)o,1, respecto
a la conexion de Ehresmann ~y, donde

oh 0

(Xn)1,0 = —£ (Lhoryh hory — Ligy, h hory ) y (Xn)o1 = —€abe ﬂa@ o

A continuacién, se construye de manera explicita la familia de tensores de Poisson de casi
acoplamiento en (4.89). Para esto, sean

» Ko, c € CFp Casimires fibrados de Pg, es decir, ko, c|izyxn € Casim(N, Pqy), = € B;

= i = pi; d2’ una 1-forma horizontal en M.

Deformaciones Infinitesimales. Si v = dy® ® % es la conexion de Ehresmann plana en M
asociada a la distribucién horizontal canénica H, .,y = T.B @ {0}, entonces es claro que
(7, ko, B) es un triple de Poisson en M. Luego, por la Proposicién 4.5.29, la terna

(’7& Ke, B )
define un triple de Poisson en M, donde
Ol Ko
a abc v a
i = ) - ) = Ma ) 4.
(fy&)l ce ayb ﬁ ke 1— ek (%u _ C) p p (y) n ( 96)
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Ye _ O . _abc Oui lé) _ Oua _ Op1 abe 91 Ouz
con hOl"Z- = oz T EE By Bo aye ¥ e T gl 922 E€ Bya Bb dye *

En conclusién, los datos iniciales (ko, ¢, 4, Bﬁb) inducen la familia de tensores de Poisson
en M e-dependientes dado por

0 0

RQ A
oyb " oy’

€ € b
. = e P hor]® Ahor)® + €, (y)

(4.97)

Subvariedades de Poisson. Supongase que existe un punto yp € N que es un cero del ten-
sor de Poisson fibrado Py, esto es, tal que Sp(yo) = 0, b = 1,2,3. Supdéngase ademds que
w1 (z,yo) = pa(z,y0) =0 vy ce(z,y0) = 0, para todo = € B. Entonces, para cada ¢ fijo, el
tensor de Poisson II. en (4.97) estd bien definido en un entorno U, de la seccién B x {yo}.
Luego, esta seccion resulta una subvariedad de Poisson 2-dimensional de la variedad de Pois-
son (U, II;) equipada con la estructura de Poisson ¥ = kq(z, yo) % A %, ver la Proposicién
4.6.3.

Unimodularidad. A continuacién se aplicard el criterio de unimodularidad dado en el Teorema
4.5.11 para la familia (4.97) de tesores de Poisson de casi acoplamiento. Para esto se asu-
mird que la 1-forma %" es cerrada, es decir, se cumple que 3’3 & = 6695 t . Lo cual implica la
unimodularidad de Pjp. A su vez, esto asegura la unimodularigad de la familia de tensores
de Poisson II. en (4.97) en el abierto Int Z(x). Atin més, esta condicién para 5P asegura la
unimodularidad de esta familia en el dominio de acoplamiento M' = M \ Z(k). En efecto,
por construccién, la 1-forma horizontal 6 = 6; da’ resulta trivial en este caso:

G o L O OPE
bi = oy c oyeoyb” i te oyb oy’

Ahora, el primer término en la parte derecha de la tltima igualdad es cero. El segundo término
be

también lo es debido a la condicién de cerradura 8;; b — ¢abe % = 0. En consecuencia, 6§ = 0.

Luego, se cumple la condicién (4.82) para h = 0. Aun mds, II. satisface el inciso (ii) del Teo-

rema 4.5.11 y la correspondiente forma de volumen invariante es dada por (4.68).

Con el siguiente ejemplo, ademéas de dar una realizacién del Teorema 4.5.13, se presenta
una respuesta a la pregunta de cudndo un abierto en una variedad diferencial es el dominio
de acoplamiento de un tensor de Poisson.

Ejemplo 4.5.32 Sea M = B x Rg - B, con (B,w) una superficie simpléctica compacta.
Considere Rg equipado con el corchete ciclico de Lie-Poisson asociado al dlgebra de Lie s0*(3),
esto es, con el tensor de Poisson
_ o) o) o) o) e} o)
Po = U1 5y, N ays T %2055 N ayr T 9305 " o

inducido por la 1-forma diferencial S = y; dy; + yo dys + y3 dys. Sea

ro(y) = x(llyl?),
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donde x € Cg° es una funcién meseta con suppx = [0,1]. Entonces, para arbitrarias c, u
y un ¢ suficientemente pequeno, (4.97) determina un tensor de Poisson de casi acoplamiento
global bien definido en todo M con dominio de acoplamiento

MM = B x {|lyll < 1}.

Notemos que en este caso M es una variedad fibrada orientada con forma de volumen des-
componible m*w A pr%ﬂﬁb, siendo en este caso QfiP la forma de volumen euclidea en R;. En
este caso, todas las hipétesis del Teorema 4.5.13 se cumplen y la condicién (4.82) se satisface
para h =0y K = (1 — e koot — c))_l. Por lo tanto, II. es unimodular en todo M y la
correspondiene forma de volumen global es dada por

QM = (1 —ero(3q, — ) TwA pryQfiP,

4.6. Subvariedades de Poisson y Equivalencia

El problema a tratar en esta seccion es el de la equivalencia entre tensores de Poisson en
una (misma) variedad diferencial. Nuestro objetivo es dar una respuesta a este problema a
nivel semilocal, concretamente, alrededor de subvariedades de Poisson. Una aproximacién a
este objetivo es el Teorema 4.6.4 el cual asegura la equivalencia (semilocal) entre dos tensores
de Poisson que comparten una hoja simpléctica en comun.

Dados dos tensores de Poisson IT y II' en M, el problema a estudiar se refiere a la relacién
binaria de equivalencia

I = I, ¢ € Diff(M). (4.98)

Una herramienta para resolver este problema, al menos localmente, es el método de homotopia
de Moser el cual se explicard en lineas posteriores. Primero algunos hechos basicos respecto a
subvariedades de Poisson.

En esta seccién M serda una variedad diferencial arbitraria, no necesariamente fibrada,
salvo que se especifique lo contrario.

Subvariedades de Poisson. Una subvariedad inmersa N C M se dice ser una subvariedad
de Poisson de (M,1I) si
(T4 M) C TN. (4.99)

Notemos que esta condicion asegura que II sea tangente a la subvariedad N. En consecuencia,
existe una unica estructura de Poisson en N tal que la inclusién N < M es un morfismo
de Poisson. En particular, se tiene que la subvariedad IV hereda una foliacién simpléctica. La
condicién (4.99) es una condicién puntual, por tanto, las subvariedades de Poisson pueden
ser de diversa naturaleza, no necesariamente abiertas. Claramente las hojas de la foliacion
simpléctica inducida por II son subvariedades de Poisson de M. También, cada subconjunto
abierto de M es una subvariedad de Poisson.
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Ejemplo 4.6.1 Las fibras de una variedad de Poisson fibrada dotada con un tensor de Poisson
de casi acoplamiento 11 son subvariedades de Poisson. En este caso el tensor de Poisson en
cada fibra es la restriccién a ella de la componente vertical de II. <

Ejemplo 4.6.2 El ecuador {h = 0} de la esfera S? dotado con el tensor de Poisson cero es
una subvariedad de Poisson de (S?,1I), donde IT = h 9, A 9y, con h la funcién de altura y 6
la coordenada angular en la 2-esfera. N

Caso de Casi Acoplamiento. A continuacién se presenta un criterio para que una subvariedad
en una variedad fibrada obtenida como imagen de una seccién suave sea una subvariedad de
Poisson.

Proposicion 4.6.3 Sean II =1y + Iy un tensor de Poisson de casi acoplamiento en una
variedad fibrada M. Si s : B — M es una seccion suave de w, entonces la imdgen de esta
seccion s(B) C M es una subvariedad de Poisson de (M,II) si y sdlo si

I, (V] ym) C T(s(B)), (4.100)

HE/’S(B) = 0.

Demostracion. Sean II un tensor de Poisson de casi acoplamiento con conexiéon adapta-
da v en M. Primero, notemos que por definiciéon es T(s(B)) CH?, ya que T(s(B)) =
span{hor” u|u € ' TB}. Asi, se tiene que la condicién de subvariedad de Poisson (4.99)

(T 5y M) = IV ST |y(p)) = I (V°]y(m)) + 10 (H°|y(m)) € T(s(B)),

es equivalente en este caso a las dos condiciones en (4.100), por ser HE/ (H°|s(m)) € V). O

Notemos que la condicién (4.100) equivale a decir que la componente horizontal 11y de
IT es tangente a la subvariedad s(B). Por tanto, la restriccion Il p) estd bien definida y
determina el tensor de Poisson en s(B) que hace a la inclusién s(B) < M un morfismo
de Poisson. Es claro que la condicién (4.100) se satisface si H|yp) = T(s(B)) para alguna
conexion de Ehresmann ~ adaptada a II.

Método de Homotopia de Moser. Para la equivalencia (4.98) entre dos tensores de Poisson
IT y II' en una variedad M, el método de homotopia de Moser para campos bivectoriales [73]
se puede resumir en los siguientes tres pasos:

1. Construir una curva suave {Il;}c[ 1) de tensores de Poisson que conecte a Il y IT,

H():H y H1:H/.

2. Resolver la ecuacion de homotopia para un campo vectorial Z; dependiente del tiempo

en M,
dIl;
L, I, = —— =, 4.101
Zt t dt ( )
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3. El flujo Flz, del campo vectorial Z; al tiempo 1 proporciona la equivalencia (4.98)
deseada,
¢ = Fly | _,,
donde .
dFl7,
ds

= Z;oFly,  FlY = idu.

Se dira que un abierto U C M es el dominio de definicion del flujo ® del campo vectorial
Zy, si la funcién @ : U — M estd bien definida para todo ¢ € [0,1]. Por esto, en general, la
equivalencia (4.98) se logra de manera (semi) local.

Interpretacion Cohomoldgica. Como consecuencia de la identidad de Jacobi [II;, II;] = 0,
para cada t € [0, 1], se tiene que el campo bivectorial dependiente del tiempo dIl;/dt es un
2-cociclo del operador de cofrontera dyy,,

dIl o dIl _
om, (%) = [, Sgt] = 0,

con drp, : TA*TM — T A*TL TM el operador adjunto de II respecto al corchete de Schouten-
Nijenhuis que origina el complejo de Lichnerowicz-Poisson.

Asi, la solubilidad de la ecuacién de homotopia (4.101), equivale a que el 2-cociclo dIT;/d¢
sea una 2-cofrontera de dyy, para cada t:

dIT,

E - 761‘[]5 (Zt) .

De esta manera el paso 2 en el método de homotopia de Moser (4.101) estd intimamente ligado
con el estudio de las deformaciones infinitesimales de cada tensor de Poisson II;.

Caso de Casi Acoplamiento. Para una familia ¢t-parametrizada de tensores de Poisson de casi
acoplamiento (4.2) respecto a una conexién de Ehresmann v en M,

Iy = g, + 1y,

la ecuacién de homotopia de Moser (4.101) admite una factorizacién en tres ecuaciones inde-
pendientes:

dII

[Z:, g, )20 + dft =0, (4.102)

1Ze, OuJ11 + [(Ze)1,0, Ty, ]10 = 0 (4.103)
dIl

[Z:, Ty, Jo2 + dtVt =0, (4.104)

donde la bigraduacién es con respecto a la conexién .
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Para el caso de ser II un tensor de Poisson de acoplamiento (4.5) la ecuacién (4.104) es

equivalente a
dIl
[(Zt)o,2, v, ]o2 + dtVt

Este hecho, que se desprende por ser v una conexién de Poisson en el caso de acoplamiento,
implica que, bajo ciertas condiciones, para que dos tensores de Poisson de acoplamiento sean
equivalentes (4.98) es necesaria la equivalencia entre sus respectivas componentes verticales.
En el caso de casi acoplamiento ya no se asegura que -y posea la propiedad de ser de Poisson
globalmente y por tanto la ecuacién (4.105) no se cumple en general, salvo en el dominio de
acoplamiento. Asi, en este caso surge el problema de extender la conexién de Poisson + del
dominio de acoplamiento a una conexién de Poisson en todo M.

= 0. (4.105)

Equivalencia Alrededor de Hojas Simplécticas. El problema de determinar si dos tenso-
res de Poisson en una variedad diferencial son isomorfos (globalmente) no es trivial. Por ello,
resulta favorable tener respuestas a nivel semilocal. El teorema a presentar es un resultado
desde este enfoque utilizando la equivalencia gauge (4.33) entre tensores de Poisson.

Teorema 4.6.4 Sean II y II' dos tensores de Poisson en una variedad diferencial los cuales
poseen una hoja simpléctica comin
(S,wg). (4.106)

Si Il y I son gauge equivalentes por medio de una 2-forma cerrada en una vecindad (abierta)
de S, entonces I1 y II' son isomorfos alrededor de S.

Para la demostracién de este teorema primero se prensentan algunos lemas auxiliares.
Antes, recordemos que el morfismo haces vectoriales II? en (1.11) se puede extender a un
morfismo de algebras exteriores

i : TART*M — T AP TM, (4.107)
definido, para cada k-forma diferencial ( en M, por
(HHC) (a1,...,ax) = (—1)’g C(Hhal, . ,Huak),
para cualesquiera ai,...,ar € ' T*M. Ademas, se sigue directamente de esta definicién que
dmofn = —fmod, (4.108)
donde dr1 es el operador de cohomologia definido en (1.12) y d la diferencial exterior para

formas. En otras palabras, la funcién en (4.107) es un morfismo de complejos cocadena.

Lema 4.6.5 Fijemos en M los siguiente objetos:

= un campo bivectorial 11,

= una 2-forma diferencial X,
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s una 1-forma diferencial (.
Supongamos que para todo t € [0,1] el morfismo de haces vectoriales
(idT* M=t N onﬂ) T*M — T*M  es invertible. (4.109)
Entonces, las transformaciones gauge t-dependientes
I = I o (idT*M N onﬂ)*1 (4.110)
definen una curva suavejl‘[t}te[m] de campos bivectoriales en M que conectan a Il y a la
transformacion \-gauge 11 =111 de 1. Adn mds, los campos vectoriales t-dependientes
Z, = T(B) (4.111)

satisfacen que
L7010 + 4 = gy, (dB — N). (4.112)

Demostracion. Es claro, por la definicién (4.33), que para cada t, los morfismos en (4.110)
definen una transformacién gauge de II. Ahora, usando (4.108), se sigue que

L7,00 = Lyl = [IF8,11] = —on(IFB) = tn(dp).

Por otro lado,

dip\* oAy y oyl

—1 —1
= Hho<I—t)\blo> o/\bloo(I—t)\boHu)
= HEO)\boHE,

Notemos que, por definicién, es <B (b, \) > = < ( oMo Hh) > para cualesquiera

1-formas oy 8 en M. Esto equivale a que (h A) o /\" o Hu En consecuencia, se sigue
que dIL;/dt = —f, A. O

Lema 4.6.6 Sean II un campo bivectorial de Poisson y A una 2-forma diferencial en M tales
que:

(1) satisfacen la condicion de no-degeneracion (4.109),

(ii) existe una 1-forma diferencial 5 en M tal que
iEA = d(isB), (4.113)

para cada hoja simpléctica S of II. Entonces, la formula (4.110) define una curva suave
de estructuras de Poisson {Ili}ci01] con punto inicial I1. Adn mds, el campo vectorial t-
dependiente Z; en (4.111) satisface la ecuacion de homotopia L 7,11 + dHt =
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Demostracion. La condicién (4.113) implica que el pullback de la 2-forma A a cada hoja
simpléctica S de II es una 2-forma exacta, en consecuencia, A es cerrada en cada hoja simplécti-
ca de II, es decir, es Frp-cerrada. Asi, cada II; es un tensor de Poisson en M. Ahora, tomando
en cuenta que

ker I = (DM)°, vt e [0,1]; (4.114)

se concluye que (A —dB) =0 es equivalente a g, (df — A) = 0. O

Demostracion (del Teorema 4.6.4). Esta demostracién la dividiremos en tres pasos.

Paso 1. Fijemos un subhaz vectorial £L C TgM transversal a la hoja simpléctica S, es decir,
se tiene que TsM =TS& L y TiM = L£%¢ TS°. Luego, por construccién y de (4.114), se
sigue que

m(Ts% =0 vy I*(L°) = T8

La condicién de A-gauge equivalencia entre los tensores de Poisson II y II' y la hipdtesis
(4.106) implican que tgA = 0, o equivalentemente, que )\b(TS) C (TS)Y. Asi, en una carta
en M, se puede hacer la identificacién

I 0

(ldT*M—t/\pOHg)_<* I), VpGS,tG[O,l].
Por tanto, la condicién de no degeneracién (4.109) se cumple en un abierto U de la hoja S en
M. Luego, por el Lema 4.6.6, el tensor de Poisson II y la 2-forma diferencial A inducen una

curva suave t — II; de tensores de Poisson.

Paso 2. Aplicando el Lema de Poincare (generalizado) [41] a la 2-forma cerrada A y cortando
U si es necesario, se sigue que A\ = df para alguna 1-forma 8 en U con la propiedad 153 = 0.
Asi, por el Lema 4.6.6, se tiene una solucién Z; = HE (8) a la ecuacién de homotopia (4.101)

que satisface
Zi|ls = 0, vVt e [0,1]. (4.115)

Paso 3. Finalmente, por (4.115) y el Lema “Flow Box”, se puede fijar U de tal manera que el
flujo FltZt del campo vectorial Z; estd bien definido en U para todo t € [0, 1]. Esto estabiliza
la familia de tensores de Poisson {II;}c[o 1)- O



Capitulo 5

Estructuras de Dirac de Casi
Acoplamiento

Anélogamente a lo que sucede con los tensores de Poisson, se pueden definir distintas
compatibilidades entre estructuras de Dirac y estructuras fibradas. Concretamente, en [66] I.
Vaisman establecié la nocién de estructura de Dirac de casi acoplamiento. En este capitulo se
estudia una clase particular de este tipo de estructuras de Dirac y se presentan de manera mas
detallada algunos resultados obtenidos en [67] asi como un criterio mas general que garantiza
la invarianza de la propiedad de casi acoplamiento para transformaciones gauge de estructuras
de Dirac.

5.1. Estructuras de Dirac

Sea M una variedad diferencial. Recordemos que el haz tangente y contangente de M se
denotan por TM y T*M, respectivamente. El haz de Pontryagin en M se define por

TM := TM & T*M. (5.1)

Notemos que el rango de este haz vectorial es rank TM = 2dim M.

El producto interior de campos vectoriales y formas diferenciales induce de manera canoéni-
ca una forma bilineal simétrica en el haz de Pontryagin definida por

<<,>> : TM xTM — O]?/[O, <<X1€BO¢1,X2@CK2>) = inoz2+iX2a1. (5.2)

Para cualquier subespacio D C TM se define el complemento ortogonal de D respecto a
la forma bilineal (,) por

Dt = {2eTM|(2,2)=0,VZeD}.
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Definicion 5.1.1 Un subespacio D C TM se llama una estructura casi-Dirac si es un subes-
pacio isotrépico mazimal (Lagrangiano) respecto a la forma bilineal en (5.2), es decir, si

Dt = D. (5.3)
D se llama estructura de Dirac si cumple (5.3) y ademds satisface
G (L ,X3) = 0, 5.4
(17273)< x,02, X3) (5.4)
para cualesquier X; & o € TM, i = 1,2,3. Donde el simbolo & denota la suma ciclica

respecto a los subindices.

La ecuacién (5.4) es conocida también como condicién de integrabilidad para D, ver por ejem-
plo [18] . Esta terminologia se puede justificar utilizando el corchete de Courant.

Se define el corchete de Courant [13] en TM por
[[Xl ® ar, Xo B OQ]] = [Xl,XQ] @ (LX1a2 — [:XQOél + diX2a1), (5.5)

para cualesquiera X7 @ a1, Xo D as € TM.

Es claro que el corchete de Courant es R-bilineal pero en general no es antisimétrico y por tanto
no define una estructura de algebra de Lie en TM. De hecho, el corchete de Courant es anti-
simétrico si y solamente si d{X; @ a1, Xa@as) = 0, para cualesquiera XSy, Xo@ag € TM.
Esto como parte de las consecuencias de la siguiente proposicién.

Lema 5.1.2 El corchete de Courant posee las siguientes propiedades:

= transposicion de argumentos,
[z2, z1] = —[z1, 22] + 0@ d(z1, 22); (5.6)
= derivacion del corchete,
[21, [22, 23] ] = [lz1,22], 231 + [ 22, [21, 2] ; (5.7)
= forma bilineal con un corchete,

(a2 ) = (6 (Lxi02,X5)) = Lxalen, 2 (5.8)

(1,2,3)

para cualesquiera z; = X; ® oy € TM arbitrarios, con i =1,2,3.

Cabe mencionar que (5.7) no significa que el corchete de Courant satisface la identidad de
Jacobi. De hecho se tiene que

=0 d((Lx, 02, X3) — (Lx, 03, X2)).
(1gg)ﬂﬂzla22ﬂaz3ﬂ @(1§73) (< X002, 3> < X, 03, 2>)
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Proposiciéon 5.1.3 Una estructura casi-Dirac D C TM es una estructura de Dirac si y sélo
si su espacio de secciones es cerrado respecto al corchete de Courant, [[D,I'D] CTD.

Demostracion. Por (5.8) se tiene que

([z1,22],23) = (1gg)<ﬁxla2,X3>-

para cualesquiera z; = X; ® a; € I'D =T'D+, con i = 1,2,3. De esta igualdad y por (5.4) se
sigue la afirmacién de esta proposicién. O

5.2. Propiedad de Casi Acoplamiento

En lo que resta de este capitulo w: M — B denotard una variedad fibrada. Recor-
demos que V =kerdn es la distribuciéon vertical de m y que dada una conexién de Eh-
resmann v € Q'(M;V) la distribucién horizontal asociada a esta conexién se denota por
H=H" = ker~.

Dada una estructura casi-Dirac D en M, se define una distribucién singular suave en M
[66], asociada a D y a la estructura fibrada , por

H=HD,7) :={XeTM|3neV° tq. X®neD}. (5.9)

e Una estructura casi-Dirac D en M se llama de parcialmente acoplada si

HNV = {0

Un ejemplo natural de esta clase de estructuras de casi-Dirac lo proporcionan los campos
bivectoriales parcialmente acoplados. Para ver esto, primero notemos que dado un campo
bivectorial IT en M, si

D" = Graf(Il) := {Il'(a) @ a|a € T*"M} C TM (5.10)

es la estructura casi-Dirac en M dada por la gréafica de II, entonces
H(DY, 1) = II*(V°). (5.11)
Con esto es claro que si IT es parcialmente acoplado, ver (4.1), entonces D' es una estructura

casi-Dirac parcialmente acoplada.

Definicion 5.2.1 Una estructura casi-Dirac D en M se llama de casi acoplamiento si existe
una conexion de Ehresmann v en M tal que

H(D,n) C H. (5.12)
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En general, existen distintas conexiones de Ehresmann que satisfacen la condicién (5.12).
Cuando sea necesario especificar alguna se dird que D es una estructura casi-Dirac de casi
acoplamiento via v, por ejemplo, y a esta conexion se le llamard una conexiéon de Ehresmann
adaptada a D.

Finalmente, si la distribuciéon H en (5.12) define una distribucién horizontal en M, la
estructura casi-Dirac D se dird de acoplamiento.

A continuacién se presentan propiedades generales de las estructuras casi-Dirac de casi
acoplamiento que seran de utilidad para la demostracién de resultados posteriores.

Lema 5.2.2 Si D es una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento en M, entonces es

Dn (Ve {0}) =0.

Demostracion. Sea ~y una conexién de Ehresman en M adaptadaa D.Si v@® 0 € DN (V@ {0}),
en particular es v € V. Por ser 0 € V°, se sigue que v € H. Luego, por la hipétesis (5.12),
es v € H". Por tanto, se tiene que v = 0. O

Ahora, dada una conexién de Ehresmann v en M, las descomposiciones (2.1) y (2.2)
inducen la siguiente descomposicién del haz de Pontryagin

™ ~ (He V°)a (Ve H?), (5.13)
Con esto, se definen los subhaces haces vectoriales de TM
Dy = DnNn(He V°) y Dy := DN (Ve H°), (5.14)

los cuales se pueden pensar como las “componentes” horizontal y vertical de la estructura
casi-Dirac D respectivamente. Se sigue directamente de la definicién que

DygnNnDy = {0} (5.15)
También, de manera inmediata se obtiene que

DgCDf en HeV® y Dy CDy en VoH (5.16)

Lema 5.2.3 Sea D es una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento via una conexion de
Ehresmann v en M, entonces

(1) Dyn(VeVve) = {0},

(2) Dg = DnN(TM @ V°),

(3) Dun(VaVe) =Dn(VaV) = Dn ({0} ®V°),
(4)

D%I = Dy en H® V°, en particular, rank Dy = rank H,
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(5) Dit = Dy en V@ H®, en particular, rank Dy = rankV,

donde Dy y Dy estdn definidos en (5.14).

Demostracion. Sea v una conexién de Ehresman en M adaptada a D en el sentido (5.12).

(1) Notemos que (V@ H®)N (Ve V)=V {0}. Asi, porel Lema 5.2.2,es DyN(VaV°) =
DN (Ve {0})=0. (2) Primero, por la definicién de Dg en (5.14), es inmediato que Dy C
DN (TM&V°). Ahora, se probard que DN (TM & V°) C Dy. Sea X @ne DN (TM & V°).
En particular, es X € H, por ser n € V°. Luego, por (5.12), es X € H. Asi, se tiene que
X@&neHa Ve ypor tanto es X &n € Dy. (3) Es consecuencia inmediata del inciso (2)
y las contenciones {0} ®V° C Ve Ve CTM @V°. (4) Por (5.16), se tiene que Dy es
un subespacio isotrépico de H @ V°. Ya que dim(H @ V°) =2dimH, es dim Dy < dim H.
Ahora, por el inciso (3) y observando que dim (D + TM @ V°) < 2dim M, se sigue que
dim Dy > dim H. Por tanto, dim Dy = dimH. En consecuencia, Dﬁ = Dy en H® V°. (5)
Primero, de (5.16), se sigue que dim Dy < dimV. Ahora, se probara que dimV < dim Dy.
Para esto, sea S C D tal que D = Dy & S. Notemos que por el inciso (4) es dim S = dim V.
Ahora, relativas a la descomposicién (5.13), consideremos las proyecciones (lineales) pry :
TM — HeVe y pry, : TM — V@ H°. Asi, dado s € S, se tiene una descomposicién tnica
s = pry(s) + pry(s). Notemos que 0 = (s, w) = (pry(s),w), paratodo w € Dy. Esto impli-
ca que pry(s) € Dz N (H @ V°). Luego, por el inciso (4), se sigue que pry(s) € Dy. En con-
secuencia, s — pry(s) € Dy. Ahora, si se define el subespacio S := span{s — pry(s)|s € S}
es claro que S C Dy y D=Dg® S. En particular, dim S = dimV. Mostrando asf que
dimV < dim Dy. Con lo cual es dim Dy = dimV, lo que implica que D‘ﬁ =Dy en V@
He. O

Notemos que por el inciso (2) del lema anterior se tiene que H = pry,,(Dpg), donde
prrar i TM — TM es la proyeccién candnica al haz tangente de M.

A continuacion se muestra que los campos bivectoriales de casi acoplamiento inducen de
manera natural estructuras casi-Dirac de casi acoplamiento.

Grafica de Campos Bivectoriales de Casi Acoplamiento. Sea Il un campo bivectorial
de casi acoplamiento en M, ver (4.2). Luego, si D' es la grafica de IT definida en (5.10), como
consecuencia de (5.11), las nociones de casi acoplamiento para campos bivectoriales (4.2) y
estructuras de Dirac (5.9) coinciden.

Recordemos que, por el Teorema 4.1.17, II admite una tnica descomposicion bigraduada
II =1y + 1y, donde Il € T A2H y IIy € I' A2 V. Como consecuencia de esta descomposi-
cién se tiene que las distribuciones asociadas a D' definidas por (5.14) son, respectivamente,

DY =cheove y DY =cClon,

donde C’g y C‘r/[ son las componentes horizontal y vertical de la distribucién caracteristica
de II definidas en (4.23). Notemos que de manera equivalente se tiene que

Dg = Graf(HH]Vo) y D‘r/[ = Graf(HV|Ho). (517)
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Corolario 5.2.4 Sean II un campo bivectorial en M y D™ la estructura casi-Dirac dada por
su grdfica definida en (5.10). Entonces,

» D' es parcialmente acoplado si y solamente si Il lo es,
» D es de casi acoplamiento si y solamente si Il lo es,
» D es de acoplamiento si y solamente si II lo es,

Demostracion. Es consecuencia directa de (5.11). O

5.2.1. Resultados Basicos

En este apartado se presentan algunos resultados para la familia de estructuras casi-Dirac
de casi acoplamiento. El primero de ellos es una caracterizacion de estas estructuras.

Proposiciéon 5.2.5 Sea M una variedad fibrada y D una estructura casi-Dirac en M. Si D

es de cast acoplamiento, entonces
D =Dy ® Dy, (518)

donde Dy y Dy estdn definidos en (5.14).

Demostracion. Sea ~ una conexion de Ehresmann en M adaptada a D. Por propiedades
generales en espacios vectoriales se tiene que (DN (H®V®))® (DN(VOH)) € DNTM. O
equivalentemente, Dy @& Dy C D. Luego, por los incisos 4 y 5 del Lema 5.2.3, se tiene que
dim Dy + dim Dy = dim D. Por tanto, es D = Dy & Dy, . O

Corolario 5.2.6 Para una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento D, la condicion (5.9)
es equivalente a la descomposicion (5.18) si y solamente si

Dy N (Ve {0}) = {0}. (5.19)

Por este corolario, la intersecién en el lado izquierdo de la igualdad en (5.19) se puede
pensar como una medida de la obstruccién a la equivalencia entre (5.9) y (5.18). Como a
continuacién se muestra, para el caso de campos bivectoriales de casi acoplamiento (5.19) se
cumple de manera automatica.

Ejemplo 5.2.7 Para la estructura casi-Dirac de casi acoplamiento en (5.10) dada por la
grafica de II (de casi acoplamiento) las condiciones (5.9) y (5.18) son equivalentes. Esto se
debe a que (5.19) se cumple por ser en este caso Dy la gréfica de un campo bivectorial vertical,
ver (5.17). Otra manera de ver esto es observando que Graf(II) = Graf(Ily|ve)®Graf (Iy |ge).
N
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Ejemplo 5.2.8 Sea 7 una conexién de Ehresmann en M. Entonces, la grifica Graf(o) =
{X ®0”(X)| X € TM}, de una 2-forma horizontal o € I' A2V°, es una estructura casi-
Dirac en M que admite una descomposicion D7 = D¢, @ DY,, donde D%, = Graf (O’|Hv) y
Dy, = Graf(a|V). Sin embargo, en este caso se tiene que H(D?,7) = TM, lo que implica
que no existe conexién de Ehresmann que satisfaga la condicién (5.9). Por tanto, D? no es de
casi acoplamiento. N

Nota 5.2.9. En [66] I. Vaismann define una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento como
aquella que admite una descomposicién como en (5.18). Por lo ilustrado en los dos ejemplos
anteriores, (5.18) y la definicién (5.12) aqui presentada no son equivalentes. Por la Proposicién
5.2.5, es claro que (5.12) implica la definicién presentada por I. Vaismann. <

A continuacién se presenta uno de los principales resultados de este apartado.

Teorema 5.2.10 Sea M una variedad fibrada. Si D es una estructura casi-Dirac de casi
acoplamiento via una conexion de Ehresmann -y, entonces existe un campo bivectorial vertical,
PeT A%V, tal que

Dy = Graf(Plge) = {P'(u) ® p | p € H°Y}. (5.20)

Adn mdas, si D es una estructura de Dirac, entonces P es un tensor de Poisson vertical.

Para la demostracién de este teorema se presentan primero algunos lemas auxiliares.

Lema 5.2.11 Sea D una estructura casi-Dirac en M. Entonces, el (subhaz) anulador de la

distribucion H(D,F) definida en (5.9) es
H° = {acT"M|3veV tg vdacD}. (5.21)

Demostracion. Sea A={a € T*M |Jv eV tq. v@a € D}. Primero, se probarad que H° C
A. Para esto supéngase que H° ¢ A y sea a € A tal que o ¢ H°. Luego, existe v € V tal
que v@«a € Dy (a,X) # 0 para algin X € H. Ahora, para este X existe n € V° tal
que X @neD. Luego, 0=(v®a,X &n) = (a,X) + (n,v) = (a, X). Pero esto contradice
el hecho que (o, X) # 0. Por tanto es H° C A. Ahora, se probard que A C H°. Dado « € A,
existe v €V tal que v® o € D. Ahora, sea X € H un elemento arbitrario. Para este X
existe n € V° tal que X @n € D. Luego, 0 =(v® a, X &n) = (a, X) + (n,v) = (a, X). De
esto se sigue que (o, X) = 0 para cualquier X € H, es decir, a € H°. Por tanto, A C H°. O

Corolario 5.2.12 Si D es de casi acoplamiento, entonces para cada o € H(D, F)° existe un
Unico v €V tal que v®& a € D.

Demostracion. Dado o € H°, por definicion, existe v € V tal que v @ a € D. Supdngase que
existe v € V tal que v@ o € D. Luego, es (v—0) @0 € D y por el Lema 5.2.2 se tiene que
(v—0)@®0=0. Por tanto, v =7.
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Corolario 5.2.13 Cada estructura casi-Dirac de casi acoplamiento en una variedad fibrada
M induce un campo bivectorial vertical en M.

Demostracion. Sea D una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento via una conexion de
Ehresmann  en M. Dado p € H°, por (5.9), es p € H°. Luego, por el Corolario 5.2.12,
existe un tnico v € V tal que v @& p € D. El hecho de que este v sea tnico induce un
morfismo de haces vectoriales P%: H° — V definido por u +— P%u) := v. Este morfismo
de haces determina una funcién R-bilineal y antisimétrica

P:H° xH° — R, (11, p2) — Plpn, p) = (p1, P2(a)).

La R-bilinealidad de P es clara y la antisimetria se tiene por ser P" (i) ® p; € D. En efecto,
Plps, 1) = {2, PA(1)) = — (1, Pi(ia)) = —Ppu1, o). Ademis, declarando que iy, P =0,
para todo 1 € V° se tiene que la funciéon P induce un campo bivectorial vertical en M:
PeT A%V. O

Demostracion (del Teorema 5.2.10). Por ser D de casi acoplamiento, debido al Corolario
5.2.13, existe un campo bivectorial vertical P € I' A2V inducido por D. A continuacién, se
probara que la grafica de P, en H°, coincide con Dy . Por defincion, se tiene que

Graf(Plge) = {(Pip)oplpedY = {vapeDjveV,ucH } C DN(VHH") = Dy.

Notemos que dim (Graf(P\Ho)) = dimH° = dim V. Luego, por el inciso (5) de Lema 5.2.3,
se sigue que
Graf (Plge) = Dy. (5.22)

Ahora, se probara que si D es una estructura de Dirac, entonces P es un tensor de Poisson.
Sean z; = P(u;)@®pu; € TDy, con p; € TH® para i = 1,2. Por ser D una estructura de Dirac
se tiene que [z1,22] € D, con [,] el corchete de Courant definido en (5.5). Para verificar esta
afirmacion primero notemos que

[P4(p1) @ pa, P2 pg) @ o] = [P*(ua), P (p2)] @ {1, p2}p € D, (5.23)

donde {, }p denota el corchete para 1-formas diferenciales en M inducido por P:
{ar,0}p = Lph(al)cw - Lpu(QQ)Oq + dipu(a2)041

Notemos que [Ph(,ul),Ph(,ug)] € T'V, por ser P¥(u;) € I'V. Para probar que P es un ten-
sor de Poisson se probard que [Ph(al),Ph(ag)] = Ph({al,ag}p), para todo «; € I'T*M.
Para esto es suficiente mostrar que esta igualdad se cumple para las secciones de V° y H°.
En efecto, primero, se tiene que [Ph (p1), P° (Mg)] = Ph({ul, Mz}p), para toda pu; € 'H°. Es-
to como consecuencia de lo siguiente: dado v a € DN (V@ T*M), por la descomposicién
D = Dy @ Graf(P|ge), se tiene que v® a =h @ n+ P'(u) @ p para alguna h®n € Dy y
1 € H°. De esto se sigue que debe ser h =0, v = P(u) y a =+ pu. Como, P(a) = P(u),
se tiene que v @® a = P(a) & a € Graf P. Aplicando esto a [P%(u1), PH(p2)] & {1, po}p €
DN (Ve T*M) se sigue que [P(u1), PA(us)] = P*({p1,pu2}p). Para el siguiente caso se
tiene que [Ph(m), P! (7]2)] =0y Ph({ﬁl,ﬁz}})) = 0, para toda 71,72 € I'V°. Esto es
por ser PA(n;) = 0. Finalmente, de manera andloga, se prueba que [Ph(u),Ph(n)]u =0y
Pu({u,n}p) = 0, para cualesquiera n € I'V°, ;x € I'H°. En conclusién, [Ph(ozl),P (ag)] =
Pb({al, ag}p), para toda «; € T*M. Por lo tanto, P es un tensor de Poisson. O
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Corolario 5.2.14 Si D es una estructura de Dirac de casi acoplamiento en M, entonces Dy
en (5.17) es cerrado bajo el corchete de Courant, es decir, [I'Dy,I'Dy] C I'Dy.

Demostracion. Es consecuencia directa de (5.23). O

Transformaciones Gauge. Andlogamente a lo que sucede para el caso de campos bivec-
toriales de casi acoplamiento, surge de manera natural el problema de encontrar condiciones
bajo las cuales las llamadas transformaciones gauge para estructuras de casi-Dirac preservan
la propiedad de casi acoplamiento.

Sea D una estructura casi-Dirac en M no necesariamente de casi acoplamiento. Recorde-
mos que dada una 2-forma diferencial A\ € I' A2 T*M la distribucién en TM

D={X®(a—ix)\)|X®ae D} (5.24)

es una (nueva) estructura de casi-Dirac en M. En este contexto, a la funcién 7, : D — D se
le llama la transformacion gauge de D asociada a la 2-forma A, o mas brevemente, la trans-
formacién A-gauge de D.

Si D es una estructura de Dirac y A es una forma diferencial cerrada, entonces D es nueva-
mente una estructura de Dirac en M.

Nota 5.2.15. En general, las transformaciones gauge de estructuras casi-Dirac estan definidas
en cualquier variedad diferencial, no necesariamente fibradas. N

Teorema 5.2.16 Sea D = Dy @ Graf(P|ge) una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento
via una conexion de Ehresmann v en M. Si X = Ao o+ Ai,1+ A2 es una 2-forma diferencial
tal que el operador

(idrepr — Ajo 0 P?)

o ¢ H° — H°  es invertible, (5.25)

entonces la transformacion A-gauge de D definida en (5.24) es de casi acoplamiento via la
conexion de Fhresmann

- . ~1
7:7—(1dTM—Pho/\%72) oPho)\bLl.
Adn mas, la condicion (5.25) es independiente de .

Demostracion. Primero, por (5.14) y (5.20), la estructura casi-Dirac de casi acoplamiento D
es descrita por

D:{h@n—l—Phu@u’h@neDH,MGHO}:{(h—i—Phu)EB(n—Ir,u)‘h@nEDH,,ueHO

—

donde h € H y n € V°. Luego, por (5.24), se tiene que la transformacién A-gauge de D es
dada por

D= {(h + Piyr) @ (= Ay gh — Ny Pl — X, 1h — M, Pop) ( h@ne Dy, pe HO} .
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Asi, utilizando esta descripcidn, se tiene que
Dn(TMaV°) =Dn {u— N h— N, Py = o} - Dn {(1— Nyoo Py = Abmh},
con I =idy«ps. Ahora, por la hipétesis (5.25), es

DN (TMeV°) =D N {u = (T= X0 P) "o )\'}’l(h)}

= {(+2m) @ (1= V4o - NaoB)(R) [he H e vy,

I

donde se ha definido Z := Pfo (I — )\%,2 o PMH~1o Ali,r En consecuencia, por (5.9), se tiene
que
H=H(D,n) = {h+E(h)|he H(D,n)} = (idry +E)(H). (5.26)

Ahora, por otro lado, notemos que por definicién es Im= C V C ker =. Por tanto, ¥ =+v — =
define una conexién de Ehresmann en M. Asi, por hipdtesis y (2.9), se sigue que

H = (idry +E2)(H) C (idry +Z) (H) = H,

con H la distribucién horizontal inducida por 7. Por lo tanto, D es una estructura casi-Dirac
de casi acoplamiento via 7. a

Si bien con esta proposicién se presenta una familia de 2-formas diferenciales A cuya
transformacion gauge asociada preserva la propiedad de casi acoplamiento para estructuras
de (casi) Dirac, ain queda por estudiar el caso general, esto es, formular un resultado andlogo
para una 2-forma diferencial A\ arbitraria.

Corolario 5.2.17 Sea D = Dy & Graf(P|ge) una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento
via una conexion de Ehresmann v en M. Si A = Xy g+A1,1 es una 2-forma diferencial cerrada
en M, entonces la transformacion \-gauge de D definida en (5.24) es de casi acoplamiento.

Corolario 5.2.18 Sea D una estructura casi-Dirac de casi acoplamiento en M. Dada una
1-forma horizontal p € T'V®, la transformacion (—du)-gauge de D es nuevamente una es-
tructura casi-Dirac de casi acoplamiento en M. Aun mdas, si D es una estructura de Dirac,
entonces transformacion (—dp)-gauge es una estructura de Dirac.
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