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Resumen

El estudio de las graficas es muy importante en las aplicaciones de las matematicas y
también para fines teoricos. La primera parte de este trabajo sirve como una introduccién
a la teoria de graficas y a los complejos simpliciales. La segunda parte tiene que ver con el
efecto de aplicar cierto tipo reducciones a la gréficas a fin de que el calculo de las carac-
teristicas homoldgicas de las graficas sea econdémico.

También se incluye una explicacién detallada de la técnica de Etiquetado Canédnico, nece-
saria en la resolucién del problema de isomorfismo entre gréficas.

Al parecer esta la estratégia planteada es la mas recomendable para efectos del calculo
de su homologia.

Asi este trabajo est dirigido para quienes desean introducirse a la teoria de graficas,
complejos simpliciales y a quienes desen empezar a estudiar Anélisis Topolégico de Datos.
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Introduccion

En [15, 16], A. Ivashchenko muestra una familia de gréficas construida apartir de K (1)
por medio de transformaciones contraibles (como en la Definicion 2.2.1), él prueba que tales
transformaciones no cambian los grupos de homologia de una grafica. A. Ivashchenko co-
menz6 el estudio de estas transformaciones porque las usé en teoria de espacios moleculares
y topologia digital. Las referencias modernas son [6, 13].

En [5] se estudian ws-desmantebilidad y colapsabilidad de una grafica; ver Observacién
2.4.5. Una gréfica es colapsable si su complejo de subgréficas completas es colapsable (ver
Seccién 2.3.). Ninguna de las dos operaciones anteriores (ws-desmantebilidad y colapso por
una cara libre) cambia los grupos de homologia de una grafica (ver [5]).

En este trabajo se estudia la relacién entre graficas contraibles en el sentido de Ivash-
chenko y la familia de graficas colapsables, el resultado principal es utilizado para disminuir
la complejidad en los calculos de los grupos de homologia en el complejo de Vietori-Rips.
Adicionalmente, se obtienen resultados utilizables en el estudio de las graficas simples.

En el Capitulo 1 introducimos los conceptos basicos, a fin de crear un documento
autocontenido en la medida de lo posible, de esta parte vale la pena destacar el método
para resolver el problema de isomorfismo entre graficas simples con un nimero reducido
de vértices.

En el Capitulo 2 se presenta un algoritmo para la construccién de la familia de grafi-
cas conexas, consideramos que sugiere las bases para la contruccién de un estandar para
la familia de graficas conexas. También se presenta la familia de graficas contraibles y
fuertemente contraibles en el sentido de Ivashchenko. Se presenta la familia de graficas
colapsables y se elaboran algoritmos para construir colecciones de éstas dos familias.

En la Seccién 2.3, comenzamos con alguna terminologia y notacién de complejos sim-
pliciales y damos la definicion de grafica colapsable en términos de la colapsabilidad del
complejo de subgraficas completas. Mas ain, probamos que cualquier grafica fuertemen-
te contraible (en el sentido de Ivashchenko) es también una gréfica colapsable: Teorema
2.4.1. Como una consecuencia, los grupos de homologia de cualquier grafica contraible son
triviales, como se probé en [15].

Conjeturamos que cualquier grafica colapsable es también una grafica fuertemente con-
traible (en el sentido de Ivashchenko). Sin embargo, no podemos seguir argumentos simi-
lares como los usados en el Teorema 2.4.1. Comenzamos la Seccién 2.4 con un ejemplo que
muestra que el Teorema 2.4.1 no es trivialmente reversible.

A través de algoritmos mostramos evidencia computacional que apoya la conjetura. Los
c6digos fueron escritos en C/C++, son de codigo abierto y estan disponibles en el Repositorio
[3] en http://www.gcs.mat.uson.mx/.

También se muestra la necesidad de ampliar a familia de graficas colapsables. De hecho
conjeturamos que la familia de gréaficas contraibles en el sentido de Ivashchenko, coincide
con la familia ampliada de graficas colapsables.

XI
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En el Capitulo 3 introducimos el concepto de homologia de una grafica como en [15]
y las transformaciones contraibles como fueron presentadas en [16]. Concluimos la seccién
con el Lema 3.2.2, para mostrar la existencia de un homomorfismo inducido entre grupos
de homologia de dos graficas, dado por la imagen de transformaciones contraibles.

Concluimos la Seccién 3.3 con una aplicacion de este trabajo al cdlculo de homologia
persistente del complejo de Vietoris-Rips. Este es un tema de interés en analisis topoldgico
de datos.

En el Capitulo 4 se muestra un listado de resultados obtenidos y del trabajo que se
visualiza en el mediano plazo.

Finalmente, en el Apéndice A se muestra evidencia principalmente gréafica que el lector
puede consultar, evita saturar el escrito principal. El Apéndice B contiene la sucesién de
pasos que demuestra que la grafica asociada a cierta triangulacién de la superficie conocida
como dunce hat es contraible, pero no fuertemente contraible (en el sentido de Ivashchenko).

XII



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan brevemente un resumen conceptos elementales requeridos
en este trabajo, mostrando ejemplos sencillos, asi como algunas de las formas en las que
una grafica simple puede ser presentada.

1.1. Graficas simples no dirigidas

Probablemente las gréaficas simples es uno de los conceptos matematicos mas apropiados
para ser utilizados para indicar si entre elementos de un conjunto finito existe o no cierta
relacion.

Definiciéon 1.1.1. Una gréafica simple no dirigida G esta determinada por un conjunto
finito de vértices V y un conjunto de aristas E

G =(V,E)
donde V = {v1, v, ...,vn} y E € {{v;,vj} | vi,vj €V, coni#j}.

En este trabajo nos referiremos de aqui en adelante a las graficas simples sélo como
graficas y nos restringimos a graficas finitas.

Observaciones. 1.1.2.
s Es frecuente utilizar niimeros naturales para denotar o etiquetar a cada vértice v;.

= El término “simple” se refiere que a lo més existe una arista entre cada par de vértices
y a que no existe orientacion de la arista.

s En este tipo de graficas no existen aristas de un vértice a si mismo, es decir, no
existen lazos.

Representacion geométrica. Los vértices V se representan por puntos y las aristas E
se representan por segmentos de linea entre los puntos. La colocacién de los vértices es
arbitraria, pero se busca que sea evidente qué vértices une cada segmento. Una forma que
cumple con la caracteristica mencionada es colocar vértices alrededor de un circulo de
manera homogénea, en varias colecciones de representaciones geométricas de graficas esto
es comun.
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Ejemplo 1.1.3. Sea G = (V,E) la grifica con V = {1,234} y E =
{{1,2},{1,3},{1,4},{2,3}}. Su representacién geométrica es:
2
3 1
4

Representacién matricial. Una grafica se puede representar por medio de una matriz
M = (a; ;) de la siguiente manera:
7’7]

- 1 si {v;,vj}eE,
Yl 0 s {v,v;} ¢ E.

A la matriz M se le llama matriz de adyacencia.

Por ejemplo, la representacién matricial de la grafica anterior es:

—_ = = O

O = O =
S O ==
OO O =

Observaciones. 1.1.4.

» Las entradas de la matriz de adyacencia son elementos del conjunto {0,1}, no se
asignan pesos a las aristas, sélo se indica si existe o no la arista en la gréfica.

» La matriz de adyacencia es simétrica. La arista {v;,v;} también se puede expresar
como {vj,v;}, ambas expresiones se registran en la matriz.

= La diagonal principal sdlo contiene ceros, pues no existen lazos.

1.2. Subgraficas

En teoria de graficas es comun que centremos la atencién en partes de una grafica, que
a su vez son una grafica.

Definicién 1.2.1. Se dice que la grifica G’ = (V/,E’) es subgrafica de G = (V,E) si
V'cVyE' cE. Si E' es maximal, entonces G’ es llamada subgrafica inducida por V’.

2



Preliminares

Que E’ sea maximal significa que para toda arista {vi,vo} € E tal que vy,v9 € V' se
tiene que {v,vy} € E'.

Para obtener la matriz de adyacencia de la subgrafica inducida por los vértices V', G’
basta extraer los renglones y columnas de la matriz M correspondientes a los vértices V'.

Ejemplo 1.2.2. Sean V ={1,2,3,4,5}, V' ={1,2,4} y

E={{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,4},{2,5},{3,4},{4,5}}.

Las matrices de adyacencia correspondientes son:

1 0 1 1 1 1 1 2 4
2 1 0 0 1 1 1 0 1 1

M= 3 1 0 0 1 0 M'= 2 0 0 1
4 1 1 1 0 1 4 1 1 0
5 1 1 0 1 0

Lo anterior se logra utilizando composicién de indices, donde a;, j=an;, 1,j=1,2,3, con
I=(1,2,4).

Existen varios tipos de subgréficas que valen la pena destacar.

Definicién 1.2.3. Sea G = (V,E) y v €V, la vecindad abierta del vértice v es
No(v) = {u eV |{u,v} €E,u+ v},
Cuando el contexto lo permite, denotamos a la vecindad abierta por N(v).

Ejemplo 1.2.4. Para la gréfica G de la siguiente figura, la vecindad abierta del vértice 5
es Ng(5) es:
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Observacion. 1.2.5. Abusando un poco de la notacién y cuando no hay lugar a confusion
se utilizard Ng(v) o N(v) para referirse a la subgréfica inducida por los vértices vecinos
del vértice v, esto es:

4
: 4 Ng (5)

La representacion matricial de esta vecindad estd dada en el Ejemplo 1.2.2.

Dada una gréfica G = (V,E), se define la vecindad cerrada de v eV como:
No[v] = Na(v) U {v}.

También se podra denotar por N[v] cuando no haya riesgo de confusién respecto a la
grafica G. Por ejemplo, para la grafica anterior la subgrafica Ng[5] es:

2

5 N5l

Definicién 1.2.6. Sea G = (V,E) una grafica. La vecindad abierta de una arista
{z,y} € E se define como:

Na({z,y}) = Na(z) nNa(y).

Ejemplo 1.2.7. Consideremos la grafica G dada en el Ejemplo 1.2.4, la vecindad abierta
de la arista {2,5} € E es:

N¢({2,5}) =Ng(2) nNg(5) = {1,4,5} n{1,2,4} = {1,4}.

La vecindad anterior consiste de un par de vértices, sin la arista entre ellos.

4
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5 +
Ng (2.5D

De la misma manera que la Definicién 1.2.3, también abusando de la notacién, se
utilizard N ({z,y}) para referirse a la gréfica inducida por la vecindad abierta de {z,y} € E,
ejemplo:

2

Ng (2.5

Una grdfica camino esta determinada por una secuencia de vértices, con la condicién
de que siempre exista una arista entre un vértice y el siguiente, i.e.:
C= (V,7E,) con V' = {Uilvvizv <o ’Uik} y E'= {{vi1avi2}v {vizavis}a {Uis,vu}a cee {,Uik—l’vik}}
donde todos los vértices vj,, iy, Vi, - . ., Vi, _, son diferentes entre si. Al niimero de aristas
se le llama longitud del camino.
Si una grafica camino termina en el vértice que inicia (v;;, = v;, ), se le llama ciclo y al
nuamero de aristas se le llama la longitud del ciclo.

Se define el grado del vértice v como el nimero de aristas de las cuales v forma parte;
o dicho de otra manera, el niimero de vértices vecinos de v.

Dada la matriz de adyacencia de la grafica G, el grado del vértice v; se calcula sumando
los elementos del renglén ¢ de M, i.e. :

n
grado(vi) = Z am
7=1
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Si v; tiene grado cero, entonces v; es un vértice aislado.

En una grafica camino, que no sea un ciclo, el primer y ultimo vértice tienen grado
uno y el resto tienen grado dos. En un ciclo todos los vértices son de grado dos.

Si entre cada par de vértices de una gréafica no trivial siempre existe una subgrafica
camino, entonces se le llama grdfica conexa. Se puede verificar que grado(v) > 1 para
todo vértice v € V. En G = K(1) no existen pares de vértices, se considera conexa pues
consta de “una sola parte”.

De las graficas conexas destaca la siguiente:

A una gréfica conexa sin ciclos se le llama drbol. Cuando un arbol tiene un nimero
finito de vértices, una manera sencilla de caracterizarlo es como una grafica conexa que
cumple la siguiente relacion entre la cardinalidad del conjunto de vértices y la cardinalidad
del conjunto de aristas:

[V|=|E|+1.

Es facil verificar que toda gréafica conexa posee una subgrafica arbol. A los vértices de
grado uno, junto con la arista que incide en ellos, se les llama hojas.

En cierto sentido, un arbol es una subgrafica minima que “mantiene unido” al conjunto
V.

Arbol con |V|=13 y |E|=12.

Por otra parte, a la grafica maxima, la que posee todas las aristas posibles se le llama
grdfica completa y cumple la siguiente propiedad:

Vdvi-1

Bl - 5
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En una gréfica completa todos los vértices tienen grado |V| - 1. Se utiliza K(n) para
denotar a la grafica completa de n vértices, enseguida se muestran cinco representaciones
geométricas de graficas completas

2 2
2 3
4
3 4 5
K(1) K(2) K(3) K(4) K(5)

Sus nombres son: vértice, arista, tridngulo, tetraedro, K (5), en general la dimensién de
K(n) esn-1.

1.3. Isomorfismos entre graficas

FEl siguiente concepto es fundamental para generar familias de gréaficas. Contar con co-
lecciones amplias de graficas suele ser necesario para probar algoritmos, descartar o validar
conjeturas. Que estos bancos o familias de graficas solo incluyan graficas escencialmente
diferentes unas de otras es muy importante, pues evita en muchos casos realizar trabajo
innecesario.

Definicién 1.3.1. Se dice que dos graficas G = (V,E) y G’ = (V',E’) son isomorfas, si
existe una funcién biyectiva 7: V - V' tal que

{vi,vj} € E <= {m(v;),7(vj)} e E".

Cuando se tiene que V = V' son finitos, estds funciones biyectivas son permutaciones
entre indices.

Ejemplo 1.3.2. Sea G = (V,E), con V={1,2,3,4} y E = {{1,2},{1,3},{2,3},{4,1}}
ysea G' = (V',E’), con V' =V y E' = {{1,2},{1,3},{2,3},{4,2} }.

Las respectivas representaciones geométricas son:
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Notese que hay gran similitud entre las representaciones geométricas de graficas: mismo
nimero de vértices, mismo numero de aristas, misma cantidad de vértices de cada grado.
Las graficas G y G’ son isomorfas, donde el isomorfismo 7 : V. — V' estd dado por la

siguiente pertumatacion:
(12 3 4,
\23114)"

De hecho, otra manera equivalente de definir un isomorfismo entre dos graficas es la
siguiente:

Dos gréficas G = (V,E) y G’ = (V',E'), se dicen isomorfas (G’ ~ G) si existe m permutacién
de indices tal que

G =m(Q).

Sean M y P las matrices de adyacencia de las graficas G y 7(G) respectivamente con n
vértices. Entonces la matriz P es una permutacion de la matriz M

P=n(M)
y sus entradas se calculan:

Dij = An(i)n(j) POTa i,j=1,2,...,n. (1.1)

Sean G y G’ gréaficas isomorfas arbitrarias, toda funcién f definida sobre las graficas
se dice invariante bajo isomorfismo, si f(G) = f(G'). Existen funciones de este tipo muy
evidentes:

s Numero de vértices.

Numero de aristas.

Numero de componentes conexas.

Grado maximo y grado minimo de los vértices.

Distribucién de grados.

Ntmero de ciclos.

s Etc...

Una manera de probar que dos graficas G y G’ no son isomorfas es proporcionar un
invariante f tal f(G) = f(G'). Es deseable que el célculo de este tipo de funciones sea de
baja complejidad computacional.

La permutacién

(1 2 3 4
™=l 9 1 3 4

es més sencilla, y también exhibe el isomorfismo entre las graficas dadas.
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En caso de que la aplicacién de un conjunto de invariantes sea suficiente para deter-
minar el isomorfismo entre gréaficas, el conjunto recibe el nombre de invariante completo.

Hasta el momento no se reconoce la existencia de un invariante bajo isomorfismo
completo de bajo costo computacional. Sin embargo existe al menos un invariante bajo
ismorfismo completo que consta de una unica funcién f. Los experimentos lo muestran
como de baja complejidad computacional, se aborda mas adelante.

Por otra parte es comun que una grafica presente simetrias, esto se refleja con permuta-
ciones que dejan invariante la matriz de adyacencia M, incluso la representacion geométrica
y al conjunto E. Cuando una gréafica es isomorfa a si misma se dice que G es automorfa,
en simbolos

G~G<e3ir | G=n(G).

Al automorfismo se le identifica con la permutacion asociada 7. Cuando 7 es la permutacion
identidad, al automorfismo se le llama automorfismo trivial.

1.4. Forma candénica maximal de una grafica

Dado que una grafica puede adquirir varias formas de ser presentada, se hace necesario
elegir una sola manera a fin de identificar graficas que en cierto sentido tiene la misma
estructura, forma o conectividad de sus elementos. La forma candnica nos ayuda a resolver
este problema.

Dada una grafica G, es posible construir una cadena de caracteres que la represente,
considerando una parte de la matriz de adyacencia asociada a la grafica. En particular,
es posible obtener una cadena de digitos binarios {0,1} obtenidos de la parte triangular
superior de dicha matriz.

Definicién 1.4.1. Sea G = (V, F) una gréfica, cuyo conjunto de vértices estd totalmente
ordenado V = {v; <--<w,}. Si M es la matriz de adyacencia de G, se define el nimero
de M como:

Num(M) = I S N Q. (1.2)
donde
0 a1,2 al,% almﬁl al,n
a1,2 0 a2,3 2,n-1 2,n
M = A3 Qg3 0 Qg v Qg
: .;70 CLn_Ln
al,n a2,n a’3,n a/nfl,n 0

Noétese que Num (M) es una cadena formada por n(n—-1)/2 digitos binarios que puede
ser considerado como un nimero en sistema binario, o como una palabra, incluso como
numero en sistema binario puede ser expresado en otras bases de numeracién. Puede ser
convertido a base decimal o hexadecimal, en esta ultima base la palabra generada es mas
corta y puede ser mas conveniente para efectos de almacenamiento.

Si aplicamos todas las posibles permutaciones a la matriz M, obtenemos n! de niimeros
de GG, uno por cada permutacién, no necesariamente todos diferentes. A los que aprovecha-
mos para definir la siguiente forma estdndar.
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Definicion 1.4.2. La forma candnica de la matriz de adyacencia M de una grafica
totalmente ordenada (G, se define como:

FC(M) =n(M) tal que Num(mw(M)) es méximo

donde 7 : V' — V es biyectiva, las entradas de w(M) se calculan como se indicé en la
Férmula 1.1, denotaremos por NumMax(M) el nimero Num(FC(M)).

En otras palabras la forma canénica de una matriz de adyacencia M es la permutacién
de M, 7(M) con Num(7(M)) maximo. Evidentemente este maximo existe y es tnico. En
caso de que existan automorfismos actuando en GG, 7 no es unica.

Observaciones. 1.4.3.
» Tanto FC(M) como NumMax(M) son invariantes completos.

» Dada FC(M) se puede extraer directamente NumMax (M) y dado NumMax (M) se
puede reconstruir FC(M).

» Las primeras versiones de etiquetamiento candénico consideran el nimero minimo en
lugar del nimero méximo, pues eligen el érden lexicogréfico (ver [20]). Aunque en
principio parecen indistintos a fin de establecer un estandar, la reconstruccion de la
forma candnica a partir de este niimero minimo tiene inconvenientes.

De esta manera para decidir si dos graficas son isomorfas basta comparar sus formas
canonicas o los niimeros maximos asociados.

1.5. Etiquetado candnico

Para cantidades reducidas de vértices, es factible obtener la forma candnica de la
matriz de adyacencia M examinando cada una de las permutaciones w(M') donde se elige
(M) con Num(7*(M)) mayor. La idea principal de la técnica de etiquetado canénico
es precisamente evitar calcular y examinar las n! permutaciones de M.

La técnica de etiquetamiento canénico funciona por etapas; en la tltima etapa se hace
la mejor eleccién de los primeros indices a fin de que los primeros digitos de Num(M)
sean los mds apropiados para que Num(M) sea mayor, en la peniltima etapa se refina
la eleccién de indices para garantizar que se siga contruyendo un Num(M ) mayor, dado
que ya se hizo lo mejor en la etapa anterior y asi sucesivamente hasta llegar a la primera
etapa. A este tipo de algoritmos se les reconoce como backtracking.

En esta parte se considerard que las graficas son simples, conexas y con numero de
vértices n > 2. La forma candnica de M se va construyendo poco a poco, empezando por
los primeros renglones. A medida que avanza el proceso, se van descartando una gran
cantidad de permutaciones hasta que queda solamente una.

En este procedimiento se va construyendo un arbol multinivel, el nodo raiz es el
conjunto {1,2,...,n} que representa a las n! posibles permutaciones. Veamos como se

10
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construyen los nodos de nivel uno.

Sea R; la cadena de elementos del renglon ¢ de la parte triangular superior en la matriz
de adyacencia de la grafica G, esto es:

Ri=a,,a,,4...0

,n
Ry=a,, ...a

S 2n

Rg = aM e a.m

Rn*l = anfl

,n

Al concatenar las cadenas y considerar la notacién posicional obtenemos el siguiente
numero en sistema binario

Num(M) =RiRy... Ry-1.

Para que Num(M) sea méximo es necesario que R; sea méximo, lo cual se logra
eligiendo como posibles primer vértice a los vértices de grado mayor (gm) y a los siguientes
vértices, a vértices vecinos del primer vértice.

Sea w = (w1, ws,...,wy, ) el vector de vértices que coinciden en tener el grado mayor gm,
as{ los k1 nodos del primer nivel tendran la siguiente particiéon de indices:

(wi, N(w;), N [w;]) para 1=1,2,... k1

de tal manera que, en todos estos nodos, R =11...100...0 consta de gm unos y n—gm-1
——

gm n-gm-1
Ceros.

Observaciones. 1.5.1.

= Noétese que se han colocado la mayor cantidad de unos a la izquierda a fin de que R se
mé&ximo, de hecho R; tiene gm = |N (w; )| unos al principio para todo i € {1,2,...k1}.

» En cada nodo el primer subconjunto es unitario y estd fijo, a saber {w;}.

» Los vértices v € N(w;) pueden permutar entre ellos sin afectar a Rp, sélo se inter-
cambian unos entre si.

» Los vértices v € N°[w;] pueden permutar entre ellos sin afectar a Rj, sélo se inter-
cambian ceros entre si.

» Cabe la posibilidad de que algunos subconjuntos N¢[w;] sean vacios.
Hasta aqui, el arbol construido es el siguiente:

¢ ({L,2,...,n})

Nodoy; ({w,}.N(w,), Nw,]) Nodors  ({w,}.N(w,), N°[w,]) -+ Nodoyy,  ({w, }.N(w, ), N[w,])

11
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En el nivel uno, todos los vértices generan el mismo R;, y en principio podriamos
conservar todos los nodos, sin embargo, si dos nodos tienen asociada la misma matriz M,
no es necesario conservar ambos, uno de ellos puede ser eliminado. Cuando esto sucede
estamos detectando un automorfismo no trivial, esto es, estamos ante dos permutaciones
71 # T tales que 71 (M) = ma(M), lo que implica que 75wy (M) = M.

Si algtin nodo se elimina, actualizamos el valor de k1, de tal manera que tendremos kq
nodos sobrevivientes del primer nivel, en caso de que algin nodo se elimine se realiza un
recorrido de indices.

En la generacion de los siguientes niveles del arbol aparecen ligeras diferencias con el
primer nivel.

Veamos como generar los nodos del segundo nivel, de tal manera que R; se conserve y
obtengamos Ry méaximo.

Consideremos el Nodoy ;, de este nodo se ramifican |N(w; )| nodos de la siguiente manera:

Los candidatos a segundo vértice son todos los v9 € N(w;), a fin de construir el mejor Ry
para el j-ésimo nodo del nivel dos que se ramifica del nodo i-ésimo de nivel uno, refinamos
la particion de la siguiente manera:

NOdOQﬂ'].
({wi}, {’Uzﬂ'j }, N(U)Z) N N(Ug,ij ), N(wl) N NC['UQ,Z‘]. ], Nc[wi] N N(Ug,ij ), Nc[wi] N Nc[vg,ij ])

Asi, Ry adquiere la forma

11...1 00...0 11...1 00...0 ,
N——— ~—— ~—— ~——

IN(wi)nN(v2,i )] [N(wi)ON[vz,i; ]| [N¢[w;i]aN(v2,i)]  [NC[wi]nN[vg,; ]|
al principio, aparecen |[N(w;) N N(va,; )| unos, luego [N(w;) N N°va,;; ]| ceros, después
IN“[w;] N N(v2,;; )| unos y por tltimo aparecen [N°[w;] n N¢[va,;; ])| ceros. Estos tltimos
vértices son los no vecinos del primer vértice y que tampoco son vecinos del segundo vértice.

En principio eliminaremos a los nodos que no tienen Ry méaximo. Si ademéds, un con-
juntos de nodos tiene asociada la misma matriz de adyacencia, basta que conservemos solo
un nodo de ese conjunto. Una vez mas estariamos detectando automorfismos no triviales.

Asi, el arbol de tres niveles nos queda de la siguiente manera:

o ({1,2,....n})

Nodows  (fu), Nu). N'us]) Nodor, (fur), N(uw), Nuw]) -+ Nodons, ({uw,}.N(w,), N, )

Nodosy, ({uw} {w,,} N(w )N N(vs, ), N{w,) NN vy, ], Nw]) N N(ws, ). N[w] N N[eaz])...

12
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Algunos subconjuntos obtenidos de la refinacién podrian ser vacios, en el caso de ser
unitarios, no podran ser particionados en las préximas ramificaciones.
A fin de simplificar la notacién de una de las ramificaciones del nodo i de nivel uno,
expresamos al j-ésimo nodo del segundo nivel como:

({wi}, {vasi; },N1,4;, Naoji;, N3, Ny ),

con

N1, = N(w;) n N(vay; ).

= N, = N(w;) n N way; |

= N3, = Nw;] n N(v2,i; ).

» Ny, = N[w;] n Nwa,; |.

En general, un nodo de nivel & tiene la forma:

({Uil}, {’U,L'Q} ce {Uz‘k},Nl,NQ, ey N,>)2, donde {Uil} = {w@},

y la generacién de un nodo de nivel k + 1 se obtiene refinando la particién de un nodo del
nivel anterior, tal refinacién tiene la forma

({Uil}v {UiQ} cee {Uik}’ {Uik+1}vN1 n N(Uikﬂ)’ Nin Nc[vilwrl]’ ~Nen N(Uikﬂ ) N, n N(:[vikﬂ ])v

donde v;, ., € Ny.

Esta manera de refinar la particion garantiza la obtencion del maximo Ry.1 para esa
eleccién de v;, ., sin modificar ninguno de los R; anteriores.

Nétese que el (k + 1)-ésimo subconjunto de la particién se segmenta hasta en tres
subconjutos, a saber
{3 Nin N(viy, ), Non N[wy 1,

con v;,,, € Ny y del (k + 2)-ésimo subconjunto de la particién en adelante se segmentan
hasta en dos subconjuntos, como por ejemplo:

NQ n I\T(Q}ik+1 ), N2 n Nc[v,;kﬂ].
Puede suceder que alguno de ellos sea unitario y el otro vacio (lo cual significa que no

se refiné el subconjunto), también puede suceder que ambos subconjuntos sean no unitarios.

Este proceso de etiquetado candnico termina cuando obtenemos un tnico nodo con
todos los subconjutos unitarios. El arbol generado no tendrd més de n — 1 niveles, sin
contar el nivel cero (nodo raiz).

A continuacién se muestra un ejemplo pequeno, se ilustra paso a paso el procedimiento.
Se podra apreciar que se obtienen algunos subconjuntos N; unitarios antes de que les

2 . . . . . . e
Para simplificar aun més, dejamos de especificar de donde proviene a detalle ese nodo, al omitir el
indice ;.

13
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llegue el turno de ser particionados.

Cada nodo se mostrara junto la permutaciéon de la matriz M correspondiente. El fin es
mostrar que es posible eliminar algunos nodos antes de ser calculados, eficientando con
ello al proceso.

Nos referiremos a la idea anterior como una selecciéon preliminar de nodos a rami-
ficar, ésta consiste es comparar el primer bloque de digitos que componen a cada R; a
fin de poder descartar posibles ramificaciones, sin necesidad de calcular y comparar R;
por completo, la comparacién de los digitos del primer bloque de R;, es através de las
suma de sus digitos pues el nuevo nodo aun no ha sido calculado. De hecho se realizan
varias sumas, estas corresponden a los renglones de una submatriz cuyos indices son los
elementos de V7.

Es importante afirmar que esta preseleccién generaliza al cdlculo de los vértices de
grado mayor, cuando se trata de obtener el mejor R;. En la practica este método funcio-
na sumamente rapido para graficas pequenas, en nuestros experimentos lo utilizamos en
graficas de hasta 10 vértices.

Ejemplo 1.5.2. Consideremos la gréifica G = (V,E), con V={1,2,3,...,9} y
E={{1,6},{2,6},{2,8},{3,5},{3,7},{4,9}.{5,7},{5,9},{7, 9}}
La matriz de adyacencia es la siguiente:

o 0 0 0 o0 1 0 0 O
0o 0 0 0 0 1 0 1 O
0o 0 0 0 1 0 1 0 O
o 0 o0 O O0O 0 0 0 1
M=f{0 0 1 0 0 O 1 0 1
11 0 0 O O O O O
0 0 1 0 1 O O O0 1
0o 1. 0 0 O O O 0 O
o 0 0 1 1 0 1 0 0]

Iniciamos con el nodo raiz, las etiquetas en la parte superior, y la manera de mostrar-
las, representan toda una clase de permutaciones. En el proceso se aprecia como se van
descartando una gran cantidad de permutaciones en cada nivel, hasta obtener una tnica
permutacién y por lo tanto la forma candnica de la matriz de adyacencia de la grafica.

Nodo 0,1
({1,

N

~

(O8]

~

~

~

Ul

~

()}

~

~

~

8, 9}) Sumas
0

O 00 N O U B W N
O|0O|0O|», |00 |0 |O

Ol | Ok |00 |OC | O

oOlO|R|OlR|[OOC|O O

R O0O|O|l0O|0 | O |OC | O

R O|R|O0(0|R | O O

= OO |0O|R|[O|R| O 0O

0
1
0
0
0
0
0
0
0

OO0 |0 |00 O |~k |~
OO |r|O|FR|[LR|O|O
W = W0 W= NN
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Sumando los elementos de cada rengléon obtenemos que los primer vértices pueden ser

w = (5,7,9), asi los nodos del primer nivel son:
» Nodoy,1 = ({5},N(5),N°[5]).
= Nodoy s = ({7},N(7),N°[7]).
« Nodoys = ({9},N(9), N°[9)).

. {1, 2, 4, 6, 8)) Sumas
1|11{1/0(0|0|0]|O0
31 0|j0(0|0]|O0 1
71 olofololo 2
9, 1 0jo0(1/0]0 1
1,0 0|0j0Ofl0O|O]|O|1/0
2,0 |0|0j0O|0O|j0O]|0O|1/1
4, 0 |0j0|1|0|0j0O0 0O
6/ 0 (0/0|0Oj1(1|0|0]|O0
8 0 (0/0|O0j0O|1|0|0]O0
Nodo 1,2
9}, {1, 2, 4, 6, 8})) Sumas
1/0|0/0|0]|0
311 0|0j0(0]|O0 1
5|11 0|0/0|0|0 2
9|1 0|0j1(0]|0 1
11 0 (0/0|0|0|O|0O]1]|0
21 0 (0/0|0j0|O|0O]1]1
41 0 |(0]0|1/0j0|0|0O]O
6| 0 |0|j0|0O|1(21|/0|0|0
8 0 |0/0|0|O0O|1]0]|0|O0
Nodo 1,3
{1, 2, 3, 6, 8}) Sumas
0|j0oj0|0|0
41 1 0|0j0(0]|O0 0
5|11 0|0/1|0/0 1
711 0|0j1(0]|0 1
11 0 (0/0|0|0O|O]|0O]1]|0
21 0 (0/0|0j0|O|0O]1]1
31 0|0/1{1|0|/0]0|0|O0
6| 0 |0|j]0|0O|1(21|0|0|O0
8 0 |0/0|0|O0O|1]0|0|O0
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En este primer nivel siempre sucede que todos los nodos tienen el mismo Ri, por lo
que los tres nodos podrian ramificar y generar nueve nuevos nodos.

Sin embargo, es posible descartar ramificaciones examinando parte de la matriz de
adyacencia de cada nodo. Incluso es posible saber la cantidad de los primeros unos que
apareceran en cada Ry. Considere en cada nodo la submatriz determinada por los vértices
N (w;) 3, al sumar los elementos de cada renglén en las submatrices se obtiene la cantidad
de unos que apareceran al principio en cada Ry. Con este dato se pueden descartar las
ramificaciones cuya suma que sea menor a la maxima suma.

De esta manera el Nodo,; ramifica sélo tomando al indice 7 como segundo vértice y
el Nodo; 2 ramificaria con el vértice 5, pero no es necesario, la matriz de adyacencia es
idéntica (hemos detectado un automorfismo). E1 Nodo; 3 no ramifica, pues las tres posibles
ramificaciones se descatan en la preseleccién. Hasta el momento ya se tiene que el primer
vértice es 5 y el segundo es 7. El tinico nodo del nivel dos es:

Nodo 2,1
({5}, {7}, {3, 9}, {1, 2, 4, 6, 8}) Sumas
5 0 |1/1/1/0/0/0|0|0
/7 1 (011,000 0
311 |1f0(0|0|0|0|0]O 0
9/ 1 11/0/0/0/011/0/0 0
1/ 0 |0|O|O]|O|O|O]1]0
2, 0 (]0j]0|]0O|0O|O|0|11
4/, 0 (0|0O|1]0|0|l0O|0]O
6| 0 |O0|0|0|1|1|]0]0]|0
8, 0 |0/0|0|0|1/0|0/0

En este nodo tenemos que Ny = {3,9} y No = {1,2,4,6,8}. Las sumas de la submatriz
indican que cualquiera de los dos 3 0 9 pueden ser el tercer vértice, aunque la entrada g 4
ya nos indica que pasara adelante. Asi, los nodos del nivel tres son:

3En las matrices de adyacencia aparecen ya en un sélo bloque, esto se debe a la forma de particionar
los indices.
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Nodo 3,1

({5h {75435 (9}, {1, 2, 4, 6, 8})
5| 0 |1/1]1|0]|0]|0]0]0O
/| 1 [0|j1]1(0|0j0|0]O
3 1 1/0({0(0|0j0O0|0]|O
9| 1 |1/0|0|0|0]1]0]0O
1/ 0 |0|0|O|O|0O|0O]|1]|O
2/ 0 (0|0O|O|0O|O|0O|1|1
4| 0 |0j0|1|0|0]j0|0]O
6/ 0 (0O|O|O(1/1|0|0|O0
8 0 |[0j]0O|0O0(0O|1]|0|0]O0O

Nodo 3,2

CO OO N P B Wl =~ O

(5} 173,19}, (31,14}, {1, 2,

(#)]

, 8})

0

1

1

1

0

0

0

OO0 | 0|0 O[]k

OO0 |00 | Ok, |O

OO0 |0k | O|0C|F

OO0 0O|0|OC(F

o0 0|0 |0 |0 |O

O = OO0 O0O|O|O|OC

= =00 00|00 | O

OO~k O|O|lOC|O|O

O | OO OC|O|O|O

El nodo que ramifica es Nodos 2 pues tiene el mejor R3, en este nodo Ny es unitario,

asi forzosamente ramifica con el vértice 3. El tinico nodo del nivel cuatro es:

Nodo 4,1

cOo OO N = bW W = U

(5} {73,193, B85, {4}, {1, 2,

22}

, 8})

0

1

0

0

0

O o0 0|00k

OO0 |0|O|k|=|O

O |00 |0O|R OO0 |k |k

O |00 |0|0|C|O|F|F

O 000 |0 |0 |O

O | = O|O0O OO |O

P P, O|0O|0O|0C|0 |0 |0

O O | |(rRr|IOI0|0|0 |0

O | oL |OO|OC|O|O

En este Nodos ; también N; es unitario, ramifica con el vértice 4 como quinto vértice.
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18

Nodo 5,1

{1.|

2, 6, 8}) Sumas

0

[=NielieRielle]

O |00 |00k |k |Fk|O

OO0 0|0 0| Ok

OO0 0(0O|Fk, |O|O|Fk |k

O 0|00 00| 0|k

o000 |0 0|k |O|0O

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

[N eNlelel

En principio el Nodos; podria ramificar con los vértices 1, 2, 6 y 8, sin embargo la
preseleccion descarta a los vértices 1 y 8. El nivel seis tiene dos nodos.

{6, 8}, {1})

Sumas

0

0

= Ol0 0| O

OO0 0O Ok |M

oo O~ |O|O

olo|lo|lo|o|r |k |k |O
olr|r|lolojlo|lo|o|o

OO0 |0C |0 R |k O
OO0 |O R | O 0|k |-

=

= OO0 0| 0|0

o

OOk, |O |0 |0 |0 |0

{1, 2}, {8})

0

0

0

O 0|0 |0 |0k |k |~k |O

O 0 0| 0| 0 R Rk O\

O 000k O 0|

OO0 0|00 0O 0O ||

O 0O0O|0O|0 O OO

O R |k OO0 0 0| 0|0

O 0|0 | O

o0 |0 |0

O~ O |0 0|0 0|0

Sumas

La preseleccion no descarta ramificaciones, aunque podria hacerlo si se amplia la com-
paracion. El Nodog 1 ramifica con 2 y 6, el Nodog 2 ramifica con 1 y 2. El nivel siete tiene
cuatro nodos.

Nodo 7,1
o 1|/1]/1]o]o/o]o]o
1]ol1l1]lo]olo]0]o0
1 /1/olol1]/0/0]0]o0
1]1/ololololo]o]o
o lol1|lolololo]o]o
o lololololo 1]1]0
o lolololo[1]o]0]1

8| 0 lo|lojolol1/0]0]0

1/ 0 [ojojojojo/1]o/0 ]|}

Nodo 7,2
6},{1)
0 |[1/1/1|0|0]|0|0]|O
1 /01 1/0|0]|0|0]|O
1 /1/0 0(1|0j0|0]|O
1 /1/0 0(0|0]|0|0]O
0 |0j1|0|0|0]|0O|0O]|O
0 |0jO0|0O|O|0O|1|1]|0
0 |[0j0O|0O|O|1]|0|0]|O
0 |[0j0|0O|O|1]|0|0|1
0 |[0j0O|0O|O|0O]|0O|1]|0
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Nodo 7,3
{1},{8})
0 |1|1]/1]/0|0|0|0]|O 0 [1/1/1 0[{0 0]|0 0
1 /0(1|1|/0|0|0|0]O 1 /0 1|1 0/0 0|00
1 (1/0|0|1|0|0|0]|O 1 /1 0/0 1/0 0|0]|O
1 (1/0|0|l0|0|0|0O]|O 1|1/0/0|/0|0l0]0]|O
o |ol1/olo|lo|lolo]o0O 0 |0 1/0/0/0 0|0 O
0o |o|lojojofo|1|1]|0 0 |[0/0|0/ 0|0 1|1 0
0 |0|0|O|O|1]|0]|0]|0O 0 |0/0|0/0|1/0]|0 1
2/ 0 |ojo|o|o|1|0]0]1 1/0]0/0j0/0]1/0]0 O
g8/ 0o |olojofo|lO|O|1]|0 8 0 |0/0|0/0]0]1|0]O

Los nodos Nodo72 y Nodoz 3 se descartan pues no tienen el mejor 7 y el nodo Nodor 4
se descarta por automorfismo.

As{ hemos obtenido un tnico nodo con una particién fija (todos los subconjuntos son
unitarios) y por lo tanto también se ha obtenido la forma candnica de la matriz de adya-
cencia de la gréfica G.

En la siguiente pagina se muestra el arbol que fué construido en este proceso.

19



Capitulo 1

Nodo 0,1

SIS

umas
2|
1

6, 7, 8 9) S

0jo0jojOoj1|0|1]|0
0 |0jojoj1fo|1[0O]O
0/0|0|j0|0|0|O|1
0/1|0|/0|0|1|0]|1
i1/ojojofojo|OfO
0j/1|0f/1/0|0|0|1
i1/ojojofojojOfO
0/0[1|/1/0[|1|/0]|0

5,
0 |0jojojof1|0f0]O

({1, 2, 3, 4,

1
2
3
4
5
6
7
8
9

Nodo 1,3

Nodo 1,2

Nodo 1,1
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E
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d|lo|o|o|o|d| | ool
wlo]o| | =|olo]o]o]e
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<= o|olo[o]o
o|lo|o|o|e
AN Mo ®
8
£ o~
5
a
EEEEEEEEEE
Jlo|o|o|o|d|~|ofle|c
<|o|o|o|=|o|olo|o|e
~[e]o]olele]o]o] =]«
dlolololo[o]o|o]=]o
B BEEEE
W= o|o|o|o|o
o= o[olo[o|o
o|«|«|=|o|o|o|o|e & - -
E
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m 1-1 g . F|o|e||o|o|o|o|o|o SEEEBEEEEER o|lo|~|olo|o|o|o]e
s 3 FEEEEERREE “[=lo|o[o|o[olole| =™ |&@l «|«|o|o|o|o|o|o|o
_ p <|=|o|o|<]c]o]o|o mEEEREREEE FBEEEEEEEE
z[e[e]oe[o][=[o]=]o HEEEEEREEE
R <|o]«|<[e]c]o]o]e o]« =[e[e]e]o|e <[o] =] <[o|o]o]o]o
SEIEIEIEIEEEIEE &) 000171000 N - -
N L £ 5
<|o|olo||o|olo]olo <[o]o]o][=[]o]o]o]o 2l&l o| | =|=|o|o|o|olo 3 o| || w|o|o|o|o|o 9 o|v|w|w|o|o]o|olo
N 4 ° °
: BEEEEEEE 3
NEEEEEEEEE o s m s AN ©0® S T A N©®© $ “ N o ®
S[eloelelalelelx]s] — | =lelelslelslele[ [
[ olol=lolo SEE olo[-[e]e
INES o|o|o|o|e O | 070000
5 BEEEEBEEE =
3 ole[elefo]| SEEEEEEERE
| .
ERERiE: EEEEEEEEE Srotetololalal~lalo
8 8
R —. g oD~ < o | o]olo|e]o]ofo] <]~
EREEEEEEEE
SEEEEEEEER
| =] =|o[e] | o[o|c]e
<|[=[o][o]o|o]e]o]e
<[]« =[o|o]c]o]o
=
o
18 o| | =|~|o|o|o|o|e
2
s B

Nodo 6,2

Nodo 6,1

olo]o[o]e]e]-[o]=
BREEREREE
slo[s|o]e]=[o]o|=
BEEEEEEER
olo[=|o]e]e]o[o]e
—[=[o[e]e]e]o[o]=
<[=[e]o[=[s[=[c]=
_ BEEEEEEER
Z[e]o]o]o[o]e]o]-[o] =
= ~
SEEEEEEEEE Y =~ A el Rl A e R e e
2 i
d[e[o[s[e|o|=[olo]o| £ )
BEEEEEEER
BEEEEREEE
BEEEEEEEE
slo[o[o]e]e]o] <[
<[=[s[=[=[=]=[c]o
BEEEEEREE
EEEEEEEEE
olo[o|oe]=[o]c|e
o | «|=|olo|o|o|o BEEEEEEED
. olo[=[o]e]e]o]o]e
—[=[o[e]e]e]o]]e
<[=|a[o[=[o[=[c]=
EEEEEEEER
g
S8 o| | «|<|o|o|o|o|e
8 |1
g ~ @
slo[o[e[e]e]o] <[
BEEEEEEEE
BREEEEREE
BEEEEEEEE
BEEEEEEEE
Slo|o|lo|lo|e|o|- | «|-|ololo|o|o|o|e
FEEEEEEEEE <[=[e[=[=[=]o]c]=
R EEEEEE <[e=[=[o[=]=]c[o
~
olelojololol=l=lo]  ~l@l ol || «|o|o|o|o|e
olo|=|o|e]elo]olo| € | 1]
g
2 © -
R EEEREER
EEEEEEEEE
<[e|=[=[o[=]o]c|o
O Y P R n
s[o[o]e[o]o]<[o]e
o ® - o|o|o|o|o|-|olo|o
slo[o|e]o[=[s]o]=
BEEEEEEER
BEEEEEREEE
<[=[o[=[=]=]o[c]o
<[=[s[=[=[=]o]o]=
EEEEEEEEE
<
S8l o| | = «|o|o|o|o|o
2 L
g -

20



Preliminares

Arbol generado en el proceso de etiquetado candnico, los nodos no enmarcados fueron des-
cartados. Notese que sélo fueron consideradas 11 representantes de clases de permutaciones,
evitando trabajar con las 366880 = 9! posibles permutaciones.

Haber calculado la forma candnica de la grafica anterior equivale a haber retiquetado
los vértices de tal manera que ahora las aristas originales se han transformado de:

E={{1,6},{2,6},{2,8},{3,5},{3,7},{4,9},{5,7},{5,9}, {7, 9}}

m(E) = {{5,2},{7,2},{7, 1}, {9,4},{9,6}, {3,1},{4,6}, {4,1},{6,1}},
(1 2 8 9
7T‘(5 7 8 1)'

1.6. Complejos simpliciales

donde
3 45 6 7
9 3 4 2 6

En cierto sentido el concepto de complejo simplicial viene a generalizar al concepto de
grafica simple.

Los complejos simpliciales son utilizados en andlisis topolégicos de datos (ATD), que
dicho sea de paso ha estado cobrando mucha importancia en los anos recientes gracias a
su utilidad.

Definiciéon 1.6.1. Un complejo simplicial abstracto finito es un conjunto finito A junto
con una coleccién A de subconjuntos de A que cumple la siguiente condicién: Si o0 € Ay
T Cc o, entonces T € A.

A cada elemento de A se le llama un simplejo, en particular a los conjuntos uni-
tarios subconjuntos de A se les llama vértices de A y abusando un poco de la notacién
representaremos por v; o por {v;}.

Ejemplo 1.6.2. Sea A = {1,2,3,4,5,6}, la siguiente familia de subconjuntos forma una
estructura simplicial.
A= {{} {1}, {2}, {3}, {4}, {5}.{6},
{1,2},{2,3},{2,4},{3,4},{3,5},{3,6},{4,5}, {4,6}, {5,6},
{2,3,4},{3,4,5},{4,5,6},{3,4,6},{3,5,6},
{3,4,5,6} }
Se puede verificar que todo subconjunto de 7 € A también es elemento de A.

Segun sea la cardinalidad de cada simplejo se le llama: vértice, arista, tridangulo, tetrae-
dro,..., etc. La dimensién del simplejo o # {} es |o| - 1.

Definicion 1.6.3. Un complejo simplicial concreto es la representacion geométrica del
complejo simplicial abstracto.

En la representacion geométrica de cada simplejo se considera el espacio que encie-
rra, por ejemplo para la terna {2,3,4} la representacién geométrica de incluye los puntos
{2},{3},{4}, las aristas {2,3}, {2,4}, {3,4} y el interior delimitado por las dichas aristas.
Algo similar sucede con el tetraedro {3,4,5,6}.

De esta manera el siguiente complejo simplicial concreto correspondiente al complejo
simplicial abstracto anterior (Ejemplo 1.6.2) es:
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Capitulo 1

Observese que:

w {1} c{1,2}.

= {2,3} c{2,3,4).

» {3,4,5} c {3,4,5,6}.

y que los primeros conjuntos sélo estan contenidos en un tnico conjunto, y que el segundo
conjunto no estd contenido en algun otro, (es maximal). Esto da pie a la siguiente definicién.

Definicién 1.6.4. Sean 0,7 € A con dim(o) = dim(7) + 1. Si 7 ¢ o, 7 no estd contenido
en otro simplejo y o no estd contenido en ningin simplejo, entonces a (o,7) se le llama
pareja libre del complejo simplicial A y a 7 se le llama cara libre.

A o se le llama supercara de 7y a 7 cara de o.

En el ejemplo anterior, los siguientes son algunos parejas libres de A
({1,2},{1}), ({2,3,4},{2,3}), ({3,4,5,6},{3,5,6}), ({3,4,5,6},{3,5,6})

Nétese que ({2,3,4},{3,4}) no es pareja libre de A.

Dada una gréfica simple es posible construir el complejo simplicial A(G) de la siguiente
manera:

Consideremos el conjunto de vértices V = {v1,vs,...,v,} v al conjunto de aristas E.

» Para empezar {} € A(G), ademés {v;} € A(G) para i = 1,2,...n. Toda arista de E,
también pertenece a A(G)

= Para obtener el resto de los simplejos sera necesario identificar todas las subgraficas
completas de G para obtener el total de los simplejos de A(G), la maxima dimensién
del simplejo estd acotada por el mayor grado de los vértices.

Al complejo obtenido se le llama complejo simplicial de Whitney, también se le pue-
de llamar complejo de completas o flag complex entre otros. A este procedimiento de
construir A(G) le llamaremos método de expansién.
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Familias de graficas

Existe una amplia variedad de familias de graficas, incluso si nos restringimos a graficas
simples y con un nimero finito de vértices. No es dificil encontrar colecciones con cientos,
miles o incluso millones de gréficas, donde el lector puede acceder a dichos bancos para
apreciar representaciones geométricas, para tratar descubrir propiedades de las gréficas o
utiles para validar o refutar conjeturas sobre propiedades de las gréficas.

2.1. Familia de graficas conexas

Es posible disenar diferentes procedimientos para generar colecciones completas de
graficas finitas conexas con un nimero acotado de vértices. Un procedimiento poco reco-
mendable consiste en generar todas las posibles matrices de adyacencia con |V| vértices y
|E| aristas, lo primero a verificar es que la grifica generada sea conexa, y aunque existen
métodos eficientes para verificar la conexidad, es una tarea que se puede evitar. Una vez
que se ha verificado la conexidad de la grafica, es necesario verificar que no sea isomorfa a
alguna de las graficas ya agregadas a la coleccion para ser agregada a la misma.

En una biisqueda somera no hemos encontrado explicaciones a detalle de como proceden
a generar estas colecciones de graficas, sin embargo es recomendable ofrecer detalles a fin
de poder proponer una manera estandar de generar y representar graficas.

El procedimiento descrito a continuacién evita la verificacion de la conexidad pues
contruye graficas a traves de agregar elementos a una gréafica conexa de tal manera que la
nueva grafica es también conexa.

Para generar la coleccién de las gréaficas conexas, comenzamos con la grafica conexa
K (1), realizando las siguientes operaciones para obtener otras gréficas conexas:

Opl: Agregar el vértice vy, y la arista {v;,v,41} para algin i de {1,2,...,n}.
Op2: Agregar arista {v;,v;} a G si {v;,v;} ¢ E con i # j.
Observaciones. 2.1.1.

s La operacién Opl se lleva a cabo en la matriz de adyacencia agregando al final una
columna de ceros (y el correspondiente renglén de ceros) y sustituir a alguna de estas
entradas por un uno (excepto en la diagonal). Si la matriz original es de orden k,
esta operacion tiene k opciones.
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= La operacién Op2 consiste en sustituir en la matriz de adyacencia un cero fuera de
la diagonal por un uno.

= En ambas operaciones, dada la simetria de la matriz es necesario agregar el corres-
pondiente uno del otro lado de la diagonal principal.

Cada grafica generada se usa para generar nuevas graficas conexas. Aqui también,
para cada grafica candidato generada, se necesita verificar si es o no isomorfa a alguna
yva agregada a la coleccién. Al igual que en varios trabajos donde se generan bancos de
graficas, tomamos como representante de la clase de equivalencia bajo isomorfismo a la
primera grafica generada de cada clase.

Esto significa que, en los procesos de elaboraciéon de colecciones, no suele realizarse
trabajo adicional buscando mejores representantes de la clase de equivalencia.

En el procedimiento que se desarrolla a continuacion, se organiza la coleccién en
subconjuntos de graficas con el par [|V],|E|], asi el primer subconjunto es [1,0] y contiene
unicamente a K(1).

Existen varias formas de organizar la construccion de estos subconjuntos. Por ejemplo,
suponga que se desea generar todas las graficas conexas a lo sumo de n vértices.

Una manera de generar la coleccién puede empezar por generar todos los drboles
empezando con [1,0], siguiendo con [2,1], luego [3,2], asi hasta llegar a [n,n — 1], s6lo
aplicando Opl.

Esto es, a cada gréfica del subconjunto de arboles [k, k—1] se le agrega un nuevo vértice
pegandolo con una arista a un vértice pre-existente. Al igual que en otros procedimientos,
para agregar la nueva grafica, es necesario verificar que no sea isomorfa a alguna grafica
ya obtenida.

Una vez obtenidos todos los arboles, se procede a pegar aristas utilizando sélo la
operacién Op2. Esto es, del subconjunto de arboles de k vértices [k, k—1], generamos todas
las graficas no isomorfas del subconjunto de graficas [k, k] y luego las del subconjunto

[k, k + 1], hasta llegar al subconjunto de graficas completas [k, k(k —1)/2].

En la siguiente figura cada nodo representa a un subconjunto de gréficas.
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+U T+

=

+u 4+

+it+a

En este procedimiento no se ha mencionado el 6rden en el cual se modifica a los elementos
de la matriz de adyacencia para obtener graficas candidato.

Enseguida se muestra el esquema para generar una coleccién de graficas conexas, muy
similar al anterior, pero con resultados que juzgamos ma&s apropiados para efectos de vi-
sualizaciéon de graficas. De hecho lo proponemos como un estandar para la generacién de
graficas conexas. En lugar de darle una estructura de arbol al mapa de subconjuntos de
graficas con nodos [|V], |E|], le damos la siguiente estructura de malla:

(1.0

+U T+

=

+u 4+

o o +a o
13,2 — [3,3]
\— i tuta
+a +i1 +a
[4,3] == [4.4] 4,
\ [l \— a +i+a +uv+a
+a +a
[5,4] =— (5 5] 5,6 E

Para generar los subconjuntos [|V],|E|] le damos prioridad a la operacién Op1l sobre
la operacién Op2, esto es, siempre que sea posible ! tomamos grificas del subconjunto
[|[V|-1,|E| - 1] y agregamos vértice pegado con una arista a un vértice pre-existente, una
vez agotadas todas las posibilidades se procede a tomar graficas del subconjunto [|V],|E|-1]
y le agregamos un arista, obviamente donde no existe. Esto ltimo no es posible cuando
[|V],|E|] son drboles.

Es necesario mencionar que cuando se realiza la operacion Opl, el pegado de vértices,
empieza a generar graficas candidato pegando primero un vértice nuevo con una arista a
vértices de indice mayor. En seguida se muestra el algoritmo 1:

'Por ejemplo esta operacién no es posible para generar los subconjuntos [3,3], ni [4,5], tampoco [4, 6]
entre muchos otros.
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0 a, s Ay a, 0
A, 0 Ay, - a,, a,
Qs Qy, 0 Ay, a,, Ay

: : : : : E— :

[ (12‘”_] agn—1 e 0 An—1.n alﬁ 1
a’l.n a‘:.n a:i.n R a'rr 1Ln U (1],77
0

Algorithm 1: add.vertex.edge.to.G

Input : Una matriz de adyacencia M de una gréfica G conexa con n =|V|y |E|
aristas.
Output: Un conjunto de matrices de adyacencia de graficas conexas de n + 1
vértices y |E| + 1 aristas.
fori<~1ton+1do
ajpr1 < 0
api1, < 0
end
k<0
for 1 < n to 1 do
Gix1n1 < 0
an+14+1 < 0
jpr1 < 1
10 Apy1,i < 1
11 k<k+1
12 M <« M
13 end

© W N O U A W N

El efecto logrado en esta estratégia se refleja en las graficas camino, pues unen a los
vértices en orden, de tal manera que visualmente se identifican muy facil sus representacio-
nes geométricas, incluso su representacién matricial. Un ejemplo se muestra en la siguiente

figura:
3 2
[0 1 0 0 0 0]
1 0 1 0 0 0
0 1.0 1 0 O
M =
4 | 0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0]
5 6

Estas gréaficas surgen inmediatamente después de lograr una grafica completa, es decir
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es la primera grafica con tal cantidad de vértices, asi el resto de las gréaficas que se derivan,
se aprecian menos complicadas.
Para la operacién Op2, pegado de aristas, se realiza utilizando el siguiente algoritmo:

Algorithm 2: add.edge.to.G
Input : Una matriz de adyacencia M de una gréfica G conexa con n = [V|y |E|
aristas.
Output: Un conjunto de matrices de adyacencia de graficas conexas de n vértices
y |E| +1 aristas.

1 new < 0
2 fori<1ton-1do
3 for j <1 tondo
4 if a;; =0 then
5 new < new + 1
6 Qg 5 < 1
7 aji < 1
8 Myew < M
9 Qg 5 < 0
10 aji<0
11 end
12 end
13 end

Esto significa que empezamos a pegar aristas entre los primeros pares de vértices “li-
bres”, empezando con el primer renglén recorriéndolo de izquierda a derecha y concluyendo
la revisién con el rengléon n—1, para cada cero detectado se sustituye por un uno para gene-
rar una grafica candidato. Antes de revisar otra entrada de la matriz, la matriz modificada
vuelve a su estado original, de tal manera que todas las graficas candidato tienen sélo una
arista mas, respecto a la grafica de donde fueron obtenidas. Enseguida se muestra una
figura con las primeras graficas generadas con este procedimiento.

27



Capitulo 2

3
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Si alguna grafica pequena no parece en la lista, muy probablemente es isomorfa a
alguna ya mostrada, o no fue de las primeras 50 graficas generadas. Lo destacable de
este procedimiento es que se obtienen graficas visualmente comprensibles, sin necesidad
de realizar la tarea especial de busqueda de mejores representantes de cada clase de
isomorfismo.

En el Apéndice A.1 se presenta una revisién del proceso, donde se especifica cuando
una grafica candidato es isomorfa a una grafica ya obtenida.

En la siguiente figura se muestra la distribucién del ntimero de graficas de 8 vértices
respecto a la cantidad de aristas.

Numero de graficas conexas de ocho vértices
1600

1400
1200
1000
800
600
400

200

Aristas
0 5 10 15 20 25 30

v

Se puede apreciar que aproximadamente en el tercio del dominio de [n -1, n(nz_l)], es

(n71)6(n74))

decir, aproximadamente en entero( aristas, se alcanza el maximo numero de

graficas de n = |V| vértices.

2.1.1. Aspectos técnicos

La cantidad de graficas conexas crece rapidamente respecto a la cantidad de vérti-
ces. Una limitante para el nimero maximo de vértices a considerar es la capacidad de
almacenamiento secundario para las graficas generadas.

Para el calculo de graficas se utilizé una computadora personal de escritorio procesador
Intel i8, de 8 nicleos, 8 Gb de memoria RAM, con sistema operativo Windows 8, los codigos
fueron desarrollados con el compilador de Dev C/C++.

Al trabajar con graficas de diez vértices comenzamos a requerir mas memoria RAM
o memoria secundaria para el almacenamiento temporal de las graficas obtenidas. Los
codigos no implementan estructuras especializadas de datos. Por estos motivos, el trabajo
estd limitado a cantidades pequenas de vértices.

De hecho, se pueden realizar mejoras a los c6digos y las estructuras de datos utilizadas,
para aumentar en el nimero de vértices. Sin embargo, no se pretendria llegar muy lejos
pues la cantidad de graficas aumenta rapidamente a medida que el ntimero de vértices
aumenta, ver [19].
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En el repositorio [3] se comparten los cédigos escritos en C/C++, los archivos contie-
nen matrices de adyacencia de las graficas generadas asi como algunas representaciones
geométricas.

Desempeno. Para tener un idea de las bondades del etiquetamento candnico, al resolver
el problema de isomorfismo, utilizado en el proceso de generar la coleccién de graficas
conexas hasta ocho vértices, mencionamos los siguientes datos:

» Utilizando una implementacién simple de los c6digos compartidos en [9] para detectar
isomorfismos entre cada par de gréaficas, requirié aproximadamente una semana de
calculos.

= Resolviendo en cada paso el problema de isomorfismo en base a la utilizacién de
permutaciones, requirié aproximadamente 2.5 horas.

= Utilizando etiquetamento candnico y identificando a cada gréfica con su nimero
maximo, necesita 1.5 segundos aproximadamente. Para generar la coleccién de grafi-
cas conexas hasta nueve vértices, el tiempo sube a tres minutos aproximadamente.

2.2. Familia de graficas J-contraibles

En [15] fue definida la siguiente familia, y sus elementos son llamadas graficas con-
traibles, para no confundir con el concepto topoldgico de contraible, a dicha familia le
llamaremos J-contraible.

Definicion 2.2.1. Sea J la familia de graficas definidas por
1. La grafica trivial K (1) estd en J.

2. Cualquier gréfica de J puede ser obtenida de K (1) por las siguientes transformacio-
nes.

(I1) Borrado de vértice. Un vértice v de una grafica G puede ser eliminado si Ng(v) €
J. En cuyo caso el vértice es llamado vértice J-contraible.

(I2) Pegado de un vértice. Si una subgrafica G; de la grafica G estd en J, entonces
el vértice v puede ser pegado a la gréfica G de tal manera que Ng(v) = Gy.

(I3) Borrado de arista. La arista {vi,v2} de una gréafica G puede ser borrada si
N¢(v1,v2) € 3. En cuyo caso la arista es llamada arista J-contraible.

(I4) Pegado de arista. Sean dos vértices v; y vo de una gréfica G no adyacentes. La
arista {v1,v2} puede ser pegada si Ng(v1,v9) € 7.

Si G pertenece a J, entonces G es llamada grafica J-contraible.

A las transformaciones (11)-(14) en [16] le llamaremos transformaciones J-contraibles.
Las transformaciones J-contraibles son usadas en espacios moleculares, ver [16], para mds
explicaciones. Ademds, en [15] se probé que las transformaciones no cambian al grupo
de homologia de una grafica, para cualquier grupo conmutativo de coeficientes A, asi los
elementos de J tienen grupos triviales de A-homologia.

En [8, Lema 3.4] se muestra que el borrado de arista (pegado) puede realizarse con la
composicién de pegado (borrado) de un vértice y borrado (pegado) de un vértice.
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Esto implica que la familia J — contraible puede obtenerse sélo con las operaciones (I1) y
(I2). Por otra parte es posible mostrar, con base en cualquiera de las dos gréficas que se
mencionan en el primer parrafo de la Seccién 2.6, que J posee una subfamilia propia si nos
restringimos a las transformaciones (12) y (14) .

Definicién 2.2.2. Sea J; la familia de graficas definidas por
1. La grafica trivial K (1) estd en Jy.

2. Cualquier grafica de J; puede ser obtenida de K (1) por las siguientes transforma-
ciones.

(I2) Pegado de un vértice. Si una subgréfica G1 de la grafica G estd en Jf, entonces
el vértice v puede ser pegado a la gréfica G' de tal manera que Ng(v) = Gy.

(I4) Pegado de arista. Sean dos vértices v y ve de una gréfica G no adyacentes. La
arista {vi,va} puede ser pegada si Ng(vi,v2) € Jy.

Si G pertenece a Jy, entonces G es llamada grafica fuertemente J-contraible.

Observacién. 2.2.3. En [16, Teo. 3.8] Ivashchenko establece que la familia J puede ser
construida a partir de K (1), solamente por la iteracién de la transformacién (12).

Dado que la operacion de agregar vértice es reversible, el teorema mencionado, impli-
carfa que toda grafica de la familia J¢ puede ser transformada en K (1) solamente elimi-
nando vértices en algin orden, lo cual lamentablemente no sucede.

La grafica que se muestra a continuacién es un ejemplo que comprueba la afirmacién

N
3
Z

N

N

Se puede verificar que ningin vértice puede ser eliminado sélo con la operacion de
borrado de vértice, pues sus vecindades no son elementos de J;.

&
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» N(1) es un octagono (lineas rojas).




» N(4), N(7), N(8) y N(11) son cuadrildteros con una hoja

N(9) y N(12) son cuadrildteros con dos hojas
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Esta gréfica se puede transformar a un punto, borrando las aristas coloreadas se obtiene
la triangulacién plana del disco, a la que se lleva al punto eliminando vértices.

Adicionalmente la grafica anterior contradice al menos dos afirmaciones dadas en [16],
a saber:

= Axioma 3.4: Supongamos que G € J-contraible y v un vértice que no estd conectado
con algunos vértices de GG, entonces existe un vértice no adyacente u € G, tal que
N¢g(u,v) es J-contraible

» Teorema 3.5: Sea G € J-contrafble con V| > 1 entonces tiene al menos dos vértices
J-contraibles.

Evidentemente el Teorema 3.5 de [16] es falso. Para mostrar que el axioma es falso basta
tomar a v = v y por simetria es suficiente mostrar que las vecindades abiertas Ng(1,8) y
N¢(1,9) no son J-contraibles, como se aprecia en la siguiente figura:
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donde ambas vecindades Ng(1,9) v Ng(1,8) poseen un punto aislado, a saber v13 y v1g
respectivamente.

2.3. Graficas colapsables

La propiedad de una grafica de ser colapsable estd establecida en la categoria de
complejos simpliciales.

Un colapso simplicial de A en A se obtiene por la remocién de todos los simplejos
~v € A tales que o € v € 7, siempre que (0,7) es una pareja libre, escribiremos A \ A.
Adicionalmente, si dim(7) = dim (o) + 1, entonces A \ A es llamado un colapso simplicial
elemental. No es dificil ver que cualquier colapso simplicial puede ser realizado por colapsos
elementales (cf. [11, Sec. II1.4])

Si existen A1, Ag, ..., A, complejos simpliciales tales que A1 N Ag N -+ N Ay, decimos
que Aj es colapsable a A,,, con n = 1 inclusive. Denotamos esto por Ay N A,,. En particular,
si A es colapsable a AY decimos que A es colapsable. Escribimos C(A;(o,7)) = A - (0,7)
donde (o, 7) es una pareja libre del complejo simplicial A y definimos

C(A, ((0'177—1)7 (027T2)7 R (0k7Tk))) = C(C(A’ (0'177-1)); ((0'277—2)7 ) (UkﬂTk)))

para una sucesion de colapsos de parejas libres.

Sea G = (V,E) una grafica simple finita. El complejo simplicial de subgraficas com-
pletas A(G) de una gréfica G, es el complejo simplicial (finito) con todas las subgraficas
completas de G como simplejos. El 1-esqueleto de A(G) puede ser identificado con G.

Un complejo simplicial A es llamado un complejo de Whitney si existe una grafica G
tal que A = A(G).
Adicionalmente, requerimos establecer que al complejo de Whitney de una vecindad

abierta se le llama link de v en A(G) para diferenciar vecindades de v en G de las vecin-
dades de v en A(G),
A(Ng(v)) = Lk(v; A(G)).
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Definicién 2.3.1. Denotemos como € a la familia de gréficas G tales que A(G) es colap-
sable. Una grafica GG € € es llamada grafica colapsable.

Por ejemplo, cualquier grafica K (n) es colapsable: A(K(n)) N A°.

En [24] se probé que cualquier grafica desmantelable es contraible. En [5] esta familia
fue extendida a graficas s-desmantelable. Mdas atn, fueron definidos los s-movimientos, y
se probé que los s-movimientos no cambian la homologia de la grafica. En particular se
probé que las gréficas s-desmatelables tienen homologia trivial.

En [18] existe un estudio a cerca de la relacién del k-comportamiento respecto a
la homologia. En [17] se llevé a cabo un estudio de la trivialidad de los grupos de la
homologia de complejos de completas aleatorios.

2.4. Comparaciéon de familias fuertemente J-contraibles y
colapsables

Obtener ejemplos de gréficas pequenas de la familia J¢ no es una tarea dificil, llama
la atenciéon que se pueda verificar que las graficas obtenidas también son colapsables. Es
precisamente lo que afirma el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1. Si G es una grafica fuertemente J-contraible, entonces A(G) es un com-
plejo simplical colapsable.

Demostracién. Para demostrar este resultado debemos considerar una grafica G per-
teneciente a la familia Jy, es decir, que sea contraible mediante las transformaciones de
Ivashchenko (I1) y (I3), y demostrar que el complejo simplicial asociado A(G) es colapsable
(G € €), esto es, que existe una sucesién de colapsos (podemos considerarlos elementales)
que reduce A(G) al complejo simplicial trivial A°.

Le demostracion que a continuaciéon se presenta es dada por induccién sobre la di-
mensién n del complejo simplicial A(G); equivalentemente, sobre la existencia de una
subgrafica maximal K(n+1) de G.

Recordemos que una grafica es fuertemente J-contraible si y sélo si, es posible J-contraer
la grafica usando exclusivamente borrados de vértices o aristas con vecindades en la familia
Jg.

Establecemos para cada n > 0, la siguiente proposicion:

P(n): Si dim(A(G)) =n, entonces: G €Ty = G e €.

De modo que el teorema que deseamos probar afirma la validez de P(n) para todo n > 0.

I) P(0) : Este caso es trivial.

IT) Hipdtesis de induccién: Sea n > 1 y supongamos que P(m) es verdadero para todo
m<n—1.
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ITI) Procedamos ahora a demostrar, bajo la hipétesis anterior, que P(n) es vélido. En

38

otras palabras, debemos demostrar que para toda gréfica G € J; de dimensién n, su
complejo simplicial asociado A(G) es colapsable.

Es posible que este punto (IIT) pueda ser demostrado en diversas maneras. La técnica
que usaremos para probar (III) es por induccién sobre el nimero de vértices y aristas
de G.

Sea k = |[V(G)| + |E(G)| el nimero total de vértices y aristas de la gréfica G, cuyo
complejo simplicial asociado A(G) tiene dimensién n.

Establecemos para cada k > 1, la siguiente proposicién:

‘Q(kz) : Sea G una gréfica tal que dim(A(G)) =n. Si |[V(G)| + |E(G)| = k, entonces A(G) es colapsable.

Es claro que esta proposicion tiene sentido sélo para k > n+1+ (”;1), pues K(n+1) es

la grafica més pequena de dimensién n y ademas: |V (K (n+1))| = n+1, |E(K(n+1))| =
+1

("3)-

Nuestro objetivo ahora es demostrar que Q(k) es valido para todo k>n+1 + (

Pues al demostrar esto, tendremos en particular que P(n) es cierto.

")

n+1

M ), procedemos por

Para demostrar la validez de Q(k) para todo k > n + 1+ (
induccién.

1) Q(n+1+ (”;1)) : Este caso es trivial. La tnica grafica G de dimensién
dim(A(G)) =n y con n+ 1+ (";1) vértices y aristas es G = K(n+1). Y es
claro que K(n + 1) es colapsable.

2) Hipdtesis de induccién: Supongamos que Q(j) es verdadero para todo n + 1 +
(") <i<k-1

3) Procedamos ahora a demostrar, bajo la hipdtesis anterior, que Q(k) es vélido.
Asi, sea G € Jy una grafica tal que dim(A(G)) = n y que tiene k vértices y
aristas. Demostremos que A(G) es colapsable.

Sea « vértice o arista de G, como G € Jy, se sigue que existe a € G tal que
Ng(a) € T¢, es decir, que su vecindad pertenece a la familia de graficas fuerte-
mente J-contraibles.

Por otro lado, como el complejo asociado a esta vecindad satisface que
A(Ng(a)) = Lk(a; A(G)), se sigue que su dimensiéon cumple

dim(A(Ng(«)))) = dim(Lk(a; A(G))) <n—1.

Luego, como toda grafica H € J; cuyo complejo simplicial A(H') es de dimensién
menor o igual que n — 1 es colapsable (hipdtesis global: P(m),Vm < n - 1),
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entonces se sigue que la gréfica Js-contraible H = Ng(ar) es colapsable a un
vértice w € A(Ng(a)).

Luego, como el complejo simplicial A(Ng(«)) es colapsable, existe una sucesion
de colapsos elementales que lo reducen simplicialmente al complejo trivial,

A(Ng(a)) N -~ AL,

Cada uno de dichos colapsos elementales es dado por el colapso elemental de
una pareja libre:

A” = (-((A(Ng(a)) = (01,71)) = (02,72))-+),

esto es, dim(7;) = dim(o;) + 1, para cada i > 1.

Por otro lado, como o ¢ A(Ng(a)) se sigue que si (04,7;) es una pare-
ja libre en A(Ng(a)), entonces (a * i, * 7;) también es pareja libre en
a * Lk(a; A(Ng(@))). De hecho, (a * 04, * 7;) es pareja libre en A(G).

Esto dltimo que se comenta, no sucede plicial completa de la imagen de la de-
en general. Por ejemplo, el vértive C' es recha.

una cara libre del complejo simplicial e o
dado por la arista {A,C}; ademés, el

vértice B es un vértice ajeno a {A,C'}

y entonces (B * C,B * {A,C}) es una

pareja libre en la estructura simplicial

B+{A,C} ={A, B,C}. Sin embargo, es

evidente que (B *C, B *{A,C}) no es

una pareja libre en la estructura sim- £

Por otro lado, y en nuestro caso, si (0;,7;) es una pareja libre en A(Ng(«)) v
(a * gj,a * 7;) no es pareja libre en A(G) (para algin ¢ > 1), entonces existe
un simplejo v € A(G), v # a * 73, con dim(y) > dim(a *0;) + 1y a*o; < 7.
Esto tltimo implica que V() N\ V(a) c V(Ng(«)). Seaac V(y)\V(a*7;) no
vacio, se sigue que & * o; es un simplejo de dimensién dim(& * 0;) > 1+ dim(o;)
y que contiene a o;; esto contradice el hecho de que (04, 7;) es pareja libre en
A(Ng(a)).

Aplicando cada uno de los colapsos correspondientes a las parejas libres (« *
oi,a*7;) en A(G), y posteriormente el colapso asociado a la pareja libre (a, o *
w), obtenemos un colapso de A(G) en A(G - «). Finalmente, como A(G — «)
tiene a lo més k-1 vértices y aristas, por hipdtesis de induccién sobre k (es vélido
Q(7),Vj < k-1), tenemos que el complejo simplicial A(G - «) es colapsable
cuando G —a € Jy.

O

Observacién. 2.4.2. En general, si A es un complejo simplicial y Ga = AM) su gréfica
subyacente (1-esqueleto), entonces no necesariamente se tiene que A(Ng, (o)) = Lk(a; A).
Por ejemplo, si A consiste del complejo simplicial obtenido al remover una cara y el interior
del tetraedro,
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C]

entonces su grafica subyacente es Ga = K(4) v,
A(Naa(A)) = [B,C,D] #{[C,D],[B,D]} = Lk(A; A)

En general, dado un vértice v € A en el complejo simplicial A, se tiene la contencién:

Lk(v; A)

{oceAl{vino=g,{vjuceA}
{ocNapy(v) [{v}no=a}

N

Corolario 2.4.3 ([15, Teo. 4.9]). El pegado o borrado de vértices fuertemente J-contraibles
no cambia los grupos de homologia de una grafica.

Demostracion. Sea G una gréfica finita simple y Gg ¢ G una subgrafica fuertemente J-
contraible. Del Teorema 2.4.1 se sigue que Gy es una grafica colapsable y por lo tanto,
v * Gy también es colapsable para cualquier vértice v ¢ G. En consecuencia, agregar o
remover vértices fuertemente J-contraibles corresponden a colapsos simpliciales mediante
parejas libres en el complejo de Whitney A(G), los cuales preservan los grupos de homologia
simplicial (ver [14, Cap. 2] y Seccién 3.2). O

Hemos probado que Jy ¢ € a través de verificar que las operaciones J-contraibles 12 e
14 en G, inducen una sucesién de colapsos elementales de A(G) en A°. Adicionalmente
establecemos la siguiente afirmacién:

Conjetura: La familia de graficas fuertemente J-contraibles es igual a la familia de graficas
colapsables.

Sin embargo, para verificar que € ¢ Jr, no siempre es posible utilizar como guia la
sucesion de colapsos de parejas libres, para realizar las J¢-contracciones.

Ejemplo 2.4.4. Sea G la gréfica de la izquierda en la Figura 2.1. El complejo de completas
A(G) esta a la derecha de la imagen.

Claramente G € 37, y A(G) es colapsable, i.e. G € €. En sentido inverso los argumentos
en el Teorema 2.4.1, cualquier secuencia de eliminacién de parejas libres debe inducir una
secuencia de transformaciones contraibles. Los colapsos, sin embargo, no pueden inducir
una transformacién contraible:
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Figura 2.1: La grafica G y su complejo de Whitney A(G).

Removemos el tetraedo ABEF y su cara libre ABFE, después removemos el relleno de
los tridngulos internos del octaedro: AEF, DEF,CEF y por tltimo la arista {E, F'}, en
stmbolos:

Ao = A(G) ~ Ar = C(Ag; ({4, B, B}, {A, B, E, F}))
N Ay = C(A1;({A, B, F}, {A, D, E, F}))
N Agi=C(Ay; ({D, E,F},{C,D,E,F}))
N Ay = C(As; ({C,E, F},{B,C,E,F}))
N A= C(Ag; ({E,F},{B,E,F})).

De hecho, el 1-esqueleto de A5 no es una grafica contraible, y Ng({E,F}) ¢ J;.

Observacidn. 2.4.5. En [5], los autores presentan el concepto de ws-desmantelable; ellos
afirman que un vértice v en una grafica G es ws-desmantelable si N(v) es desmantelable,
en este caso escriben ws(G;v) = G —v. Una arista {u,v} en la gréfica G es llamada ws-
desmantelable si Ng(u) N Ng(v) es desmantelable, en este caso escribimos ws(G; {u,v}) =
G - {u,v}. Obviamente {E, F'} no es ws-desmantelable en Ay.

Asi, un colapso de una pareja libre no es, en general, una transformacion contraible o
ws-desmantelable. Compérece esta observacién con la prueba del Lema 4.4 de [5].

Apesar del Ejemplo 2.4.4, hemos conjeturado que cualquier grafica colapsable es
también una gréafica fuertemente J-contraible. En esta seccion mostramos algoritmos que
hemos utilizado para verificar la inclusién € c J; para un conjunto finito de graficas. Estos
algoritmos fueron escritos en C/C++ estan disponibles en el repositorio [3].

Para apoyar la conjetura (€ c J¢), se ha calculado un subconjunto de estas familias de
graficas, restringiendo el nimero de vértices a n < 9.

Dado que la conectividad es una caracteristica comin a estas familias, la primera estra-
tegia es obtener una coleccion de gréaficas conexas, entonces para cada grafica se aplicaran
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dos algoritmos para determinar si G € J; y si GG € €. En caso de obtener una gréfica G € €
y que en un primer intento aparantemente G' ¢ Jy, se requeriria encontrar una secuencia
ordenada de J-contracciones que transformen a G en K (1). Los programas y sus resultados
se encuentran en el repositorio antes mencionado.

2.5. Construccién iterada de graficas
fuertemente J-contraibles

En seguida se muestra un algoritmo recursivo para determinar si una grafica cone-
xa puede Js-contraerse hasta la gréfica K (1), mediante s6lo la operacién de borrado de
vértices Jy-contraibles.

Como se mostré anteriormente, existen graficas que no son Jg-contraibles a K (1) sélo
mediante el borrado de vértices J-contraibles. Sin embargo, la evidencia computacional
muestra que para graficas de un numero pequeno de vértices, estas dos familias son de
tamaifio similar y ademas, la operacion de J-contraer vértices presenta propiedades impor-
tantes en el cédlculo de homologia persistente de ciertas estructuras simpliciales (complejo
de Vietoris-Rips), como veremos en la siguiente seccién.

El algoritmo verifica que una grafica puede ser reducida a un punto sélo utilizando la
operacién de borrado de vértices. La tinica grafica que se da por conocida de la familia J¢
es K(1).

El algoritmo propuesto da por hecho que se tienen funciones o procedimientos para
calcular la vecindad abierta de un vértice y también para remover un vértice de la grafica.

Algorithm 3: vertex.contractible.graph

Input : Una grafica G y la cardinalidad n del conjunto de vértices.
Output: El valor légico TRUE si G € J¢, o FALSE en otro caso.

1 if n =0 then

2 | return FALSE;

3 else

4 if n=1 then

5 ‘ return TRUE;

6 else

7 for i < 1 ton do

8 if vertex.contractible.graph(Ng(v;), k) = TRUE then
9 ‘ return vertex.contractible.graph(G - v;,n — 1)
10 end
11 end

12 return FALSE;
13 end
14 end

Observacion. 2.5.1. El algoritmo anterior nos dice si es posible contraer una grafica
sin ser exhaustivo en su busqueda, es decir, no intenta todos los érdenes posibles para
eliminar vértices J-contraibles. Por este motivo no garantiza obtener la familia completa
de gréficas fuertemente contraibles por eliminacion sélo de vértices.
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Para decidir qué vértice es el siguiente, se utiliza un esquema de prioridades, esto
es, siempre se le da prioridad a los primeros vértices de ser eliminados. Cada vez que
un vértice no puede ser eliminado, se intenta con el siguiente vértice. En caso de poder
eliminar un vértice, se vuelve a intentar con los primeros vértices.

Aun con el esquema anterior de prioridades, no podemos garantizar obtener la familia
completa. Sin embargo, hasta donde se ha realizado la experimentacién, no ha sido necesaria
una busqueda exaustiva a fin de determinar si es posible contraer una gréafica eliminando
sélo vértices.

2.5.1. Algoritmo de reduccién por J-contraccion de vértices

Muchas graficas conexas no pertenecen a la familia J; sin embargo, es deseable deter-
minar en qué medida es posible eliminar vértices de la grafica G.

Algorithm 4: vertex.contractible.reduction

Input : Una gréfica finita G.

Output: Una gréfica reducida I(G;S) y un conjunto ordenado de vértces S.
1 reduced « FALSE;
2 S« g
3 while reduced = FALSE do

4 reduced < TRUE ;
5 for v e V(G) do
6 if vertex.contractible.graph(Ng(v),k) = TRUE then
7 reduced <« FALSE;
8 actualizar grafica G « G —v;
9 S<Su{v};
10 break for
11 end
12 end
13 end

14 return (G,S)

El algoritmo vertex.contractible.reduction devuelve una grafica maximalmente
reducida respecto al borrado de vértices. Sin embargo, es posible reducir la grafica I(G;S)
utilizando borrado de aristas Jg-contraibles como se muestra en la Figura 2.2, por lo
pronto aplicamos sélo el borrado de vértices, toda vez que es una operaciéon que realiza
modificaciones mas relevantes en la grafica, cada vez que se elimina un vértice, también se
eliminan todas las aristas que en él inciden.

Para la gréfica en la Figura 2.2, tenemos I(G;S) = G, i.e. S = @. La arista {v1,va}, sin
embargo, puede ser borrada por la transformacién J-contraible (13), incluso cuando no es
posible eliminar ningin vértice de G a través de una transformacién J-contraible.

Observacién. 2.5.2. Las familias J; y € son infinitas; sin embargo, se pueden calcular
subfamilias para hacer la comparacién. En el repositorio [3] estdn los c6digos en C/C++
para calcular subfamilias limitadas a nueve vértices, asi como sus matrices de adyacencia
y algunas representaciones geométricas. Para calcular estas subfamilias, necesitamos el
algoritmo para obtener la subfamilia €, el cual se realiza por simple inspeccion; sin embargo,
también proporcionamos el cédigo. A continuacién describimos brevemente el algoritmo,
que dado su baja eficacia, sélo damos generalidades.
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Vg Vy

(%1 V9

Figura 2.2: Gréafica J-contraible-reducida con una arista J-contraible.

Algoritmo para determinar si una grafica es colapsable.
La idea general del algoritmo es determinar si A(G) se puede colapsar a K(1). El
algoritmo se basa en los siguientes procedimientos:

Calculo de subgraficas completas.

Calculo de matriz de contencién.

Deteccion de parejas libres.

Eliminacién de parejas libres.

Obtener de manera eficiente las subgréficas completas de una gréfica G, no es una tarea
simple. El algoritmo implementado en el repositorio examina la matriz de adyacencia M
para determinar que elementos de 2V también son elementos de G.

La matriz de contencién almacena informacién binaria que indica si la subgréfica
completa i esta contenida en la subgrafica completa j. En base a esta informacién se
realiza la deteccién de parejas libres. La busqueda de parejas libres le da prioridad a
parejas libres de mayor dimensién y que contienen mayores indices.

Cada vez que se elimina una pareja libre, se actualiza la lista de subgraficas completas,
asi como la matriz de contencion. En dado caso que no se detecten parejas libres y que
aun no se haya colapsado A(G) a K(1), se decide informar que la gréfica no es colapsable.

Observacion. 2.5.3. Esta version del algoritmo no garantiza obtener un subconjunto
completo de gréficas colapsables, pués no examina todas las posibles maneras de realizar
los colapsos, en dado caso que no pueda colapsar en su primer intento. De detectarse una
grafica G que difiere respecto a la pertenencia a la familia Jy, se debe realizar la revisién
exhaustiva, hasta el momento y para graficas pequenias no ha sido necesario intentar todos
los posibles érdenes para colapsar.

2.6. Graficas homotopicamente colapsables

Por lo menos existen dos graficas que no son colapsables pero que si son J-contraibles.
A saber la casa de Bing y dunce hat. En ambos casos las graficas pueden ser transformadas
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a una grafica completa con la operacién [I4] (pegado de aristas J-contraibles) y de ahi
pueden ser transformadas a K (1) mediante J-contracciones.

Ver [8] para la afirmacién anterior sobre la casa de Bing. Para verificar la secuencia
para transformar a la grafica dunce hat (doble divisién baricéntrica) en la grafica K (17)
remitimos al Apéndice B.

El hecho de que en ambas graficas se requiera agregar aristas, para poder luego contraer
a K (1), nos lleva a considerar la inclusién de la operacién inversa a los colapsos.

Definicién 2.6.1. Sea (o, 7) una pareja libre en el complejo simplicial K y K’ = K\(o,7)
con o de dimensién n y 7 de dimensién n — 1. A la operacién se le llama colapso elemental
de K a K’ o expansién elemental de K’ a K.

Ejemplo 2.6.2. Allos complejos simpliciales representados en la siguiente figura aplicamos
colapsos elementales y expansiones elementales.

K'=K\({A,D,E},{D,E}), K ~x K',

K"=K'\({A,B,C,D},{A,B,C}), K" ~x K'.

Asi K" » K' y K' » K mediante expansiones elementales
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Definicién 2.6.3. Si el complejo simplicial K se puede obtener a partir de K (1) mediante
colapsos elementales y/o expansiones elementales le llamaremos complejo homotépica-
mente colapsable. Si ademds K = A(G), a G le llamaremos gréfica homotépicamente
colapsable (H€).

Establecemos la siguiente conjetura: La familia J-contraible coincide con la fa-
milia de grdficas homotopicamente colapsables.
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Propiedades homoldgicas de
graficas fuertemente J-contraibles

3.1. Homologia de graficas

Sea & el conjunto de todas la gréficas simples y sea G = (V,E) € &. Para definir
la homologia de una grafica utilizamos la notacién de [15, Sec. 3]; lo cual de hecho, es
equivalente a definir la homologia de la grafica G como la homologia simplicial del complejo
de Whitney A(G).

Sea o, una grafica completa (isomorfa a K(n + 1)), cuyo conjunto de vértices es
{vo,...,v,}. Una orientacién para la gréfica o, consiste en fijar un orden arbitrario para
sus vértices, salvo permutaciones pares; esto es, corresponde a una clase de equivalencia
del conjunto cociente {v, ..., v,}/Sy, inducida por la accién por permutaciones del grupo
simétrico S, sobre el conjunto de vértices.

La frontera orientada do™ de la grafica completa o™ esta definida como una combinacion
lineal (formal) de sus subgréficas completas de n vértices:

do™ = Alvguy--vn] = 2(-1)k[vov1~~6k---vn],
k=0

donde la notacién vy indica que el vértice vy debe ser omitido.

Sea A un grupo abeliano, el cual usualmente se toma como el grupo de los nimeros
enteros o algin campo finito. Una n-cadena de la grafica G, con coeficientes en A, estd
definida formalmente como la combinacién lineal (formal) de subgraficas completas o™ de
la grafica G:

n
Cn = Y, 0},
k

para aj € A. La suma de n-cadenas esta definida de manera obvia. Tenemos entonces el
grupo de cadenas C,,(G) de todas las n-cadenas en G.

Se define el operador frontera 9, : C,(G) - C,-1(G) por extensién lineal. La frontera
de una 0-cadena estd definida como cero. Se puede probar directamente que 0, o 041 = 0,
entonces tenemos un complejo de cadenas:

B On+1 Cn(G) On Cnil(G)h)i)Cl(G)LCO(G)—}O
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El grupo de homologia n-dimensional de la grafica (G, con coeficientes en A, estd definido
por
ker (0, : Ch(G) - Cp-1(G))

Las n-cadenas en el subgrupo Z,(G) := ker (9, : C,(G) - C,-1(G)) se llaman n-
ciclos, y las n-cadenas en el subgrupo B, (G) = Im (0p+1 : Cpt1(G) = C(G)) se llaman
n-fronteras.

Identificando cada subgrafica completa o, c G de la grafica GG, con el correspondiente
simplejo del complejo de Whitney A(G), obtenemos un isomorfismo candnico entre los

grupos de homologia de la grafica G y los grupos de homologia del complejo simplicial
A(G), i.e.

Hn(Ga A) =

H.(G;A) 2 HX(A(G); A).

Escribimos H2 (=) para denotar el funtor de homologia simplicial, con el fin de diferenciarlo
de la homologia de la grafica. Omitiremos en el resto del trabajo, el grupo de coeficientes
en la notacién del grupo de homologia.

3.2. Invariancia homolégica del borrado de vértices fuerte-
mente J-contraibles

Notacién. 3.2.1. Denotamos por I(G;v) = G — v a la grafica obtenida a partir de G, al
borrar un vértice Js-contraible, esto es, Ng(v) perteneces a la familia J;.

Sea S = (v1,...,v;) ¢ V un conjunto ordenado no vacio de vértices de la grafica G =
(V,E). Decimos que S es una sucesion de vértices J¢-contraibles de G si vy es un vértice
Jp-contraible de G := Gy, si k > 2, entonces v; es Jy-contraible en G; := I(Gj-1;v;-1) para
todo 2<i<k.

Si S =(vi,...,vx) es una sucesién de vértices Jy-contraibles de la grafica G, definimos

I(G;8) =I(I(G;v1); (va, - - -, vk))-

En [15, Th. 4.9], se probé6 que la transformacién J¢-contraible G ~ I(G;v) no cambia
los grupos de homologia de la gréfica G. En consecuencia, se tiene un isomorfismo H,(G)
H,.(I(G;S)) para toda sucesién de vértices J-contraibles de G.

El isomorfismo inducido L. (v) : H,(G) - H,(I(G;v)) se puede dar explicitamente como
sigue. Sea ¢, € C,,(G) una n-cadena de la grafica G; entonces tenemos que ¢, = a, +v * by_1
para a, € C,(I(G;v)) vy bp-1 € Cm1(Ng(v)). Si ¢y € Z,(G), entonces dc,, = Oay, + byp—1 — v *
Oby,—1 = 0 implica da, + by—1 =0y 9b,—1 = 0.

De la contractibilidad de Ng(v), existe una n-cadena b, € C,,(Ng(v)) tal que 0by, = by_1.
Tenemos que

cpn=an+v*0b, y 9J(a,+0b,)=0.

Dado que 9(v * by,) = b, — v * Oby, la ecuacién de arriba puede escribirse como
cn = (an +byp) —0(v * by).
El isomorfismo I, (v) : H,(G) — H,(I(G;v)) es inducido por el homomorfismo

Ly(v) : Zn(G) = Z,(I(G;v)), (an + bp) = O(v * by) = ap, + by,.
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Para una sucesion de vértices Jy-contraibles S = (v1,vg, ..., v;), tenemos una coleccién
de homomorfismos inducidos en la coleccién de ciclos:

Ty (v Ty (v T (vg
7.(G) 7 (G- (o) Y LB g G v w)).

Denotamos la composicién de tales homomorfismos por I4(.5), i.e.

Ly (S) = Ly (v1,v2,. .., vg) = Ty (vg) 0+ 0 Ly (v2) 0 Ly (v1),

Asimismo, denotaremos por L,(S) : Hi(G) - H.(I(G; S)) el homomorfismo que induce en
homologfa el morfismo 14 (S) : Z,(G) - Z.(1(G; S)).

Teorema 3.2.2. Sea (G1 una grafica finita y sea Gy c GG1 una subgrafica. Si Sy y S
son sucesiones de vértices Jy-contraibles de G y G1, respectivamente, entonces existe un
homomorfismo ¢, : H. (I(Go;Sp)) = H.(I(G1;S1)) tal que el siguiente diagrama conmuta:

H,(Gp) — = H,(C1)
1*(50)% I*(Sl)lg (3.1)
H. (1(Go; So)) — 2 » H. (I(G1;S1)).

Demostracién. Sean Sy = (vi,...,vn) v S1 = (wi,...,wy,) sucesiones de vértices J-
contraibles de las graficas Gg y G1, respectivamente. Cada una de estas sucesiones induce
una sucesion de homomorfismos en los grupos de ciclos de las graficas Gg y G1, como se
ilustra en el siguiente diagrama:

T (v1) Ty(va)  Ty(vm)
Z.(Go) =5 7, (I(Go; v1)) == -+ 5 7, (1(Go; So))
i

Ty (wy) Tg(wa)  Ty(wn)
Z.(G1) 572, (I(Gryw)) =5 2257, (1(G1:91)).

La flecha vertical estd inducida por la inclusién i : Gg = G1. Ademas, los renglones en el
diagrama no necesariamente tienen igual longitud.
Se demuestra en [15] que cada flecha horizontal del diagrama es un isomorfismo, enton-
ces Ly (So) := Ly (vm ) o---0lu(v1) y 1(S1) = Ly (ws, ) 0---0 I (w1 ) también son isomorfismos.
Sea 14 : Z.(1(Go;S0)) = Z+(1(G1;S1)) definido por z = Ix(S1) 0y 0Ly (So) 1 (2). Asi,

tenemos los dos diagramas conmutativos siguientes:

I Iy (v
Z.(Go) 2 7, (1(Go: o) B.(Go) ) B.(1(Go;S0))
| |
i#l | L i#l | Lt
Ly (w1) v Ly (w1) v
Z.(G1) 25 7, (1(G1; 8h)) B.(G1) 5 B (1(G1:S1)).

El diagrama de la izquierda es conmutativo por construccién, y el diagrama de la
derecha es conmutativo por restriccién a los subgrupos de fronteras. Tomando el morfismo
inducido en los grupos cociente (grupos de homologia), obtenemos el diagrama conmutativo
(3.1). m
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3.3. Aplicacion: Homologia persistente del complejo de
Vietoris-Rips

En algunas aplicaciones de topologia algebraica, como el andlisis topolégico de datos
(ATD), se estudia la forma de una nube de puntos a través de la homologia persistente (cf.
(7, 23]).

La estructura simplicial apropiada y los parametros o variables para construir una
filtracién sobre una nube de puntos son pasos clave en ATD. Podemos encontrar varias
estructuras de complejos simpliciales usualmente empleados en ATD. Una estructura sim-
plicial muy frecuente con la cual se define la geometria sobre una nube de puntos es conocida
como el complejo simplicial de Vietoris-Rips.

Sea N una nube de puntos finita en algtin espacio métrico (M,d), y sea € un nimero
real no negativo. El complejo de Vietoris-Rips VR(N;¢) es un complejo simplicial abstracto
con conjunto de vértices N, y o ¢ N es un simplejo si y sélo si, las distancias entre cualquier
par de puntos en ¢ es menor o igual que e:

o ={vo,v1,...,v5} € VR(N;¢) <= d(v;,v;) <&, Vv;,vj € 0.

Claramente, VR(N;e) ¢ VR(N;e") para todo € < &’. Tomando el conjunto de valores
d(u,v) para todo u,v € N y ordendndolos en forma creciente {0 = €9 < €1 < ... < &},
tenemos la filtracién de Vietoris-Rips

VR(N;e0) c VR(N;e1) c - c VR(N; &)

Podemos denotar a VR(N;¢;) simplemente por VR; cuando no exista riesgo de con-
fusién a cerca de la nube de puntos o de la filtracién. En [25] se pueden encontrar varios
algoritmos para la construccion de esta estructura simplicial.

La filtracién de Vietoris-Rips es una herramienta muy 1til en las aplicaciones de topo-
logia algebraica para el andlisis de datos. La manera de estudiar una nube de datos con el
complejo de Vietoris-Rips (o alguna otra estructura de complejo simplicial) es a través de
homologia persistente.

Dada una secuencia de complejos simpliciales Ag ¢ Ay c -+ ¢ Ay, para i,j €
{0,1,...,m} tales que i < j, el (4,7)-grupo de homologia persistente p-dimensional H,’
de la filtracion estd definido como Im(Hﬁ(Ai) - Hﬁ(Aj)), donde H2(-) denota el funtor
de homologia simplicial. Ver [26] para un anélisis mds profundo.

Este complejo simplicial tiene muchos simplejos, sin embargo, una reducién apropiada
o simplificacién puede ser 1til. Un trabajo en esta direccién se puede encontrar en [10].
Por otra parte, existen varias bibliotecas para calcular homologia persistente; ver [22] para
una lista extensa.

Una de estas bibliotecas es el software Ripser (cf. [1]), un software muy eficiente para
calcular homologia persistente del complejo de Vietoris-Rips. El siguiente lema proporciona
un método alternativo para calcular la homologia persistente de tal complejo simplicial, a
través de reducciones J-contraibles mediante vértices.

Teorema 3.3.1. Sea VRg ¢ VR c - ¢ VR, la filtracién de Vietoris-Rips para alguna
nube de puntos finita, y sea Hy;? el subgrupo de (i, j)-homologfa persistente p-dimensional,

asociada a la filtracién. Si G; := VRl(.l) es la grafica correspondiente al 1-esqueleto del
complejo simplicial VR; y S; es una sucesién de vértices J¢-contraibles de G; para todo
1 <7 <m, entonces

HY = Im(e s Hy(I(Gis Si)) = Hp(1(G53S5))). (3.2)
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Demostracién. Por definicién Hﬁ(VRi) ~ Hp(G;) y del Teorema 3.2.2, tenemos el dia-
grama conmutativo

HZ2(VR;) 2 Hy(Gi) H2(VR41) 2 Hp(Gi1)

HR (A(1(G5380))) 2 Hp(1(Gi38i)) —— Hp (A(L(Gi4135i41))) 2 Hp(1(Gi13Si1)).

El isomorfismo (3.2) es una consecuencia de la funtorialidad de la teoria de homologia y el
teorema de la persistencia equivalente [11, Sec. VIL.2]. B

Otra manera de calcular la homologia persistente es a través de reducciones procedentes
de la teoria de Morse discreta (cf. [12]). Este enfoque no es trivial porque la pareja libre
removida debe preservar la estructura de filtracién y la homologia persistente; ver [21] para
detalles.

En [4], se puede acceder al software Perseus, que realiza ciertas reducciones utilizando
Teoria de Morse que preservan la homologia en varias estructuras, incluida la simplicial.

Nuestro enfoque basado en reducciones contraibles no cuida la preservacion la preser-
vacion de las filtraciones de las reducciones; sin embargo, los homomorfismos inducidos son
en realidad la preservacién de homologia persistente como lo establece el Teorema 3.3.1.

Concluimos esta seccién con un ejemplo de la homologia persistente de el complejo de
Vietoris-Rips de una nube de puntos en el plano.

Ejemplo 3.3.2. Sea N = {v1,...,v5} c R? una nube de puntos, y sea
VR(N;e1 =0) c VR(N;e2 =1,5) c VR(N;e3 =2,1) c VR(N;e4 = 2,6) c VR(N;e5 = 2,7)

la filtracion de Vietoris-Rips, como se muestra en la siguiente figura.
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L

.u
g
g

Uie vg g

Vg Uy ( Us Uy

U6 U

La siguiente figura muestra la secuencia de graficas dadas por el algoritmo
vertex.contraible.reduction sobre cada complejo simplicial G; := I[(VR(N;¢;)).
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Uie

U &,

G
]

i i

Vg &

Claramente la secuencia {G;} no tiene una estructura de filtracién. La siguiente tabla
muestra los generadores de los grupos de p-homologia (de cada grafica reducida). A la de-
recha se aprecia el cédigo de barras para la homologia persistente (los cdlculos se realizaron

con coeficientes en el campo Z/2Z).

Hy(G1) Hp(Ge)

HP(G3) HP(G4) Hp(G5)

[v1]

[v3]

[v6]

[v1]

[v1]

[v6]

0 0
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estamos denotando « = [v1vg]+[vovs] + [vsvg] + [v4vs |+ [vsv6 ]|+ [V1v6] ¥ B = [V1ivs]+[v3v4 ]+
[1)41)6] + [1)11)6].

En el repositorio en [3], se encuentra material visual a cerca de la construcccién del
complejo de Vietoris-Rips (como gréfica), seguido de la correspondiente estructura reducida
contraible. Los experimentos muestran un comportamiento similar al ejemplo anterior.
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Conclusiones y trabajo a futuro

4.1.

Resultados obtenidos

Se ha elaborado un c6digo propio, eficiente para resolver el problema de isomorfismo
entre graficas simples pequenas.

Se ha probado la existencia de una subfamilia propia de la familia J-contraible, a
saber Js-contraibles.

Se han refutado al menos tres afirmaciones realizadas en [16], respecto a propiedades
de las graficas J-contraibles, dejando sin prueba vélida los resultados que de ellos
dependen.

Se ha probado que J; c €.

Se tiene evidencia que Jy =J = €, para un subconjunto amplio de graficas limitado a
nueve vértices.

Se ha implementado reducciones en el complejo de Vietoris-Rips utilizando J -
contracciones por vértices. Lo cual proporciona una importante alternativa para el
calculo de la homologia persistente de dicha estructura simplicial.

Se ha demostrado que la grafica dunce hat, es J-contraible.

Se cuenta con cédigo reutilizable para otros propdsitos sobre graficas simples.

Trabajo a futuro

Se requiere mejorar los algoritmos a fin de aumentar los alcances de los resultados.
Entre otros aspectos se requiere mejorar la estructura de datos.

Es necesario probar o refutar que el érden de eliminacién de vértices no importa, en
la familia (K (1), 12), es decir la familia que se obtiene apartir de k(1) utilizando sélo
la operacion de pegado de vértice.

Es necesario probar o refutar que € ¢ Jy.

Disefniar software para el calculo de homologia persistente del complejo de Vietoris-
Rips usando J-contracciones.
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= Probar o refutar que J = HC.
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Apéndice A

Ejemplos de graficas conexas y
fuertemente J-contraibles

A.1. Primeras 50 graficas conexas

En la seguiente pagina se muestran las graficas conexas obtenidas en la Seccion 2.1,
ahora estan agrupadas en subconjuntos por cantidad de vértices y aristas [|V], |E]|].

En paginas més adelante se muestra la obtencién de cada una de las gréaficas al aplicar
las operaciones dadas en 2.1.

Op1l corresponde a agregar vértice y arista, se indica con Gy +vj + {vs,vj}.
Op2 agregar solo arista, se indica con Ggq + {vi,v;}.

En caso de que la gréafica resultante se isomorfa a una grafica ya obtenida, se indica a cual
es isomorfa. En otro caso, se almacena asignidole un indice.
La primera gréfica es G1 = K(1) y la dltima de la lista es el ciclo de seis aristas.

1 . . . .2
Se invita al lector a verificar la construccion.
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[1,0]

G1 ={v1} (el inicio)

(2,1]

G2<—G1+v2+{1,2}

(3,2]

G3<—G2+’U3+{2,3}
G2+’U3+{1,3}§G3

[3,3]

G4 <~ Gg + {1,3}

[4,3]

G5 <—G3+U4+{3,4}

Ge < G +vg+{2,4}
G3+U4+{1,4}E’G5

(4,4]

G7<—G4+’U4+{3,4}
G4+v4+{2,4} %’G7
G4+’U4+{1,4} EG7
G5+{1,3} E’G7

Gg < G5 +{1,4}

G5+{2,4} = Gy

[4,5]

Gy « G7 +{1,4}

G7+{2,4} EGQ

[4,6]

GlO <—G9+{2,4}

(5,4]

G11 <~ G5 + V5 + {4,5}

G12 <~ G5 + vy + {3,5}

G5 +vs + {2,5} = Glg
G5 + U5 + {175} = G11
G6 + U5 + {4,5} = Glg
G6 + U5 + {3,5} = G12

G13 <« G6 + vg + {2,5}

G@ + U5 + {1,5} = G12

(5,5]

G14 <~ G7 + U5 + {4,5}

G15 <~ G7 + V5 + {3,5}

G16 <~ G7 + Vs + {2,5}
G7 + U5 + {1,5} = G16
G17 <~ Gg + U5 + {4,5}
Gg +vs + {3, 5} ~ Gt
Gg + U5 + {2,5} = G17
Gg +vs + {1,5} ~ (G171
GH + {1,3} = G14
G + {1,4} ~ Gy
Gig + G11 +{1,5}
G11 + {2,4} = Glﬁ
G+ {2,5} = G17
Gll + {3,5} i~ G14
Glg + {1,3} =~ G14
G12 + {1,4} i~ G17
Gig + {1,5} = G17
G12 + {2,4} = G16
Gio+ {2,5} ~ (g
G12 + {4,5} = G14
G13 + {1,3} = G15
G13 + {1,4} = G15
G13 + {1,5} = G15
Glg + {3,4} = G15
G13 + {3, 5} = G15
G13 + {4, 5} = G15
[5,6]
Glg <~ Gg + U5 + {4,5}
GQO <« Gg + V5 + {3, 5}
Gg + U5 + {2,5} = G19
Gg + U5 + {1,5} = GQQ
Gig + {1,4} = G19
G21 <« G14 + {1,5}
Gig + {2,4} = Glg
Gig + {2, 5} ~ Go1
G22 <~ G14 + {3, 5}
G15 + {4,5} I~ G21
G16 + {1,4} z G19
G16 + {1,5} I~ Glg
G16 + {2,4} = GQO
G16 + {3, 5} = G20
Glﬁ + {4, 5} = G21
G17 + {1,3} = G19
G23 <« G17 + {2,5} = G21
G17 + {3, 5} ~ Go
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[5,7]

G24 <« G10 + V5 + {4, 5}
G10 + vs + {3, 5} = G24
Gig+vs + {2, 5} ~ (Goy
Gm + U5 + {1, 5} = G24

Gas < Gig +{1,5}
G19 + {2, 4} = G24

Gag < Gig +{2,5}
G19 + {3, 5} = G25

Gar < Gao +{2,5}
G20 + {4, 5} = G25
Go1 +{1,4} 2 Gos
Ggl + {2, 4} = G26
Go1 + {2, 5} ~ (Go9g
Go1 + {3, 5} ~ Gos
Goo + {1,4} = G25
Gog + {1, 5} ~ (Gos
G22 + {2, 4} = G25
Gog + {2, 5} ~ (Go5
G23 + {2, 4} = G27
Gog + {3, 5} ~ (Gog

[5,8]

Gag < Gag +{1,5}
Goyg + {2, 5} ~ (Gog
Goyg + {3, 5} ~ Glog
G25 + {2, 4} = Ggg

Gag < Gas +{2,5}
G25 + {3, 5} = GQS
Gog + {1, 5} ~ (G99
G% + {2, 4} = Ggg
Gog + {3, 5} ~ Gy
G27 + {2, 4} = ng
Gor + {2, 5} ~ (Gog
G27 + {4, 5} = G28

[5,9]

G3o + Gag +{2,5}
Gog + {3, 5} ~ (3
G29 + {2, 4} = G30
Gog + {3, 5} ~ (I3

[5,10]

G31 <« Ggg + {3, 5}

[6,5]
G32 <« G11 + vg + {5, 6}
G33 <~ G11 + Vg + {4,6}
G34 <« G11 + vg + {3, 6}
G111 +vg + {276} ~ (33
G111 +vg+ {1,6} ~ (39
G12 + Vg + {5, 6} = G34
Gig +vg + {4, 6} ~ Gy
G35 < Gia +vs + {3,6}
Ggﬁ <« G12 + Vg + {2, 6}
G12 + Vg + {1,6} = G33
G13 + vg + {5, 6} = G35
Gi3 +vg + {4, 6} ~ (335
G13 + Vg + {3,6} = G35
G37 <« G13 + vg + {2, 6}
G13 +vg + {1,6} ~ (35
[6,6]
Ggg <« G14 + Vg + {5, 6}
G39 <~ G14 + vg + {4, 6}
G40 <« G14 + Vg + {3, 6}
aG41 <« G14 + vg + {2, 6}
Gy +vg + {1,6} ~ Gy
G15 + Vg + {5,6} = G40
Gis +vg + {4,6} ~ Gy
G42 <« G15 + vg + {3, 6}
G43 <~ G15 + vg + {27 6}
G5 +vg + {1,6} =~ Glys
G16 + Vg + {5,6} = G41
Gig +vg + {4,6} ~ Gy
G16 + Vg + {3, 6} = G43
Gig + vg + {2,6} ~ (Gy3
G44 <« G16 + Vg + {1,6}
G45 <~ G17 + Vg + {5, 6}
G46 <~ G17 + vg + {4, 6}
G47 <~ G17 + Vg + {3, 6}
G48 <~ G17 + vg + {2, 6}
Gi7 +vg + {1,6} ~ Gyr
G4g <« G18 + Vg + {1,6}
G18 + Vg + {2,6} = G49
G18 + Vg + {3,6} = G49
G18 + Vg + {2, 6} = G49
Gig +vg + {1,6} ~ Gy
G2 +{1,3} 2 Gss
G32 + {1,4} = G45
G32 + {1,5} = G4g
G50 <~ G32 + {1,6}




Ejemplos de graficas conexas y fuertemente J-contraibles

Observaciones. A.1.1.

Para detectar pares de graficas isomorfas de utilizo la técnica de etiquetado candnico,
y a cada grafica se le asigné su ntimero maximo.

Cada gréfica es respresentante de su clase de isomorfismo, en todos los casos fue la
primera de su clase en ser generada, es decir, no fue sustituida por alguna otra de su
clase.

Una vez generadas las gréaficas se sugiere ordenar por su nimero maximo dentro de
cada subconjunto [|V],|E|].

La memoria de célculo sugiere mejoras menores a la presente propuesta de generacién
de graficas conexas, en el sentido de ser visualmente mas apropiadas.
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Apéndice A

A.2. Primeras graficas fuertemente J-contraibles

En las siguientes dos paginas se muestra un subconjunto de 340 gréficas fuertemente
J-contraibles, fueron obtenidas aplicando el Algoritmo 3. Verificindose que coinciden con
graficas colapsables.

Se agrupan por nimero de vértice y de nuimero de aristas, no estdn precisamente
ordenadas por nimero maximo, aunque la mayoria sigue ese 6rden.

A fin de no saturar el dibujo se omiten las etiquetas de los vértices. No aparecen en su
totalidad las graficas de siete vértices Jy-contraibles. Al igual que las graficas conexas ya
mostradas, estas graficas también parecen ser visualmente méas comprensibles comparadas
con otras colecciones, ver [2], aunque estas dltimas sean sélo graficas conexas.

La siguiente figura muestra la cantidad de gréaficas conexas de nueve vértices que hay
de cada cantidad de aristas, junto con las graficas J-contraibles.

-
Numero Graficas con nueve vértices
de graficas
40000
35000
30000
25000
20000
15000
10000
5000
0
0 5 10 15 20 25 30 35 Aristas
G. Conexas G. fuertemente |-contraibles
\ y
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Apéndice B

Transformacion del dunce hat a

K(17)

Representaciones geométricas de la grafica dunce hat; estandar y con vértices sobre S .

1

14

13

/ s\\

ésé

N

4 n—il‘i

o

15

16

17|

Matriz de adyacencia:
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Apéndice B

1234567 [8[9t0][11]12]13][14][15]16]17
tf@[1fofr[r[1[r]ofr]lr[r]of1[1][1]0]o0
21 [@1]of1]lof1][ofolo[1]olo[of[o]o0o]oO
3lolt (@t 1]olr[r]r]folr[1r[1]of1]1]o0
sl1fol1|l@[oflolojo[1]olofo[1]o[1]o0]0O
sl1l1t[1]ol@[1]lofoflof[olofofofolo]1]1
6l1]olofofr1|@1]ololofolololo]o]o]1
7111 fofol1r[@[1][o]loflofloflololo|o]1
sloflol1]oflolo[1][@[1]lofolololof]o]o]1
ol1lof1[1]lofolo[1|@[1]lolo]olofo]o0]1
wl1lofofolojolofol1[@[1]lo[olo]o|o0]1
111 ]ofololofoflo[1|@|1]loloflolo]1
12/o0lof1]oflofofofolofol1|@[1]o]o]0]1
Blir{oltr[1]olojolofolofol1[@|1][o]o0]1
l1f{oflofofolofoloJolo[olo[1|[1]0]1
wl1lolt[1]oflofoflofolofolof[o|1[@]1]1
w6/olof1]ol1]olofolofofolo[o]o|1 |1
ilofofloflo|r 1|l ][1]1 ][0

A continuacién se muestra la evidencia grafica que de que dunce hat se puede trans-
formar en una gréfica completa agregando aristas Jy-contraibles, para detectar vecindades
Js-contraibles se utilizé el Algoritmo 3.

Para cada arista {i,j} a agregar, el vértice i, las aristas que inciden en él y los circulos
que encierran a los vértices de N(i) son de color verde, para el vértice j se utiliza el color
morado, asi los vértices de N({4,j}) se muestran doblemenete circulados.

Las graficas N({i,7}) se muestran al lado derecho en color azul, para verificar en el
dibujo que efectivamente N({7,5}) es Js-contraible.

Enseguida se muestra una secuencia de aristas que pueden ser agregadas para trans-
formar la grafica dunce hat a una grafica completa.

(2,6}  {2,8} {2,10} {2,12} {2,14} {2,16}  {3,6}  {4,8} {4,10} {4,12}
(4,14}  {4,16}  {5,7}  {5,8}  {6,8} {6,16} {7,16} {8,16} {4,17} {3,17}
(3,10}  {1,3}  {1,8} {1,12} {1,16} {1, 17}  {2,4}  {2,9} {2,13} {2,15}
{2,17}  {3,14} {4,5} {4,6} {4,7}  {4,11} {5,9} {5,10} {5,11} {5,12}
(5,13}  {5,14} {5,15}  {6,9} {6,10} {6,11} {6,12} {6,13} {6,14} {6,15}

(7,9} {7,10} {7,11} {7,12} {7,13} {7,14} {7,15} {8,10} {8,111} {812}
(8,13} {8,14} {8,15} {9,11} {9,12}  {9,13} {9,14} {9,15} {9,16} {10,12}

(10,13} {10,14} {10,15} {10,16} {11,13} {11,14} {11,15} {11,16} {12,14} {12,15}
(12,16} {13,15} {13,16} {14,16}

Al agregar la arista {1,17} se obtiene un cono con vértice en 1, ver la Figura B.1.
Este cono puede ser J¢-contraido a K (1), asi la grafica dunce hat pertenece a la familia
de graficas J-contraibles.

68



Transformacién del dunce hat a K(17)

Enseguida se muestra la memoria grafica del proceso.

« 2,10)

« 2,14

« 4,10)

« 2,12)

« 2,16)

« 4,12)

. 17

1s
13 14
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Transformacién del dunce hat a K(17)
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Apéndice B

Figura B.1: Cono con vértice en 1; fue obtenido en el proceso de llevar a la grafica dunce

hat a K(17).
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