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Introduccion

A principios de la década de los afios 30, en sus trabajos “Generalized harmonic
analysis”[38] y “Tauberian theorems”[39], Norbert Wiener buscaba formas alterna-
tivas a los simbolos de Landau para describir el comportamiento de una funcién en

infinito. Para ello consider6 algunas posibilidades, entre las que destacan

1 (T
1. T / |f(z)|? dx es acotado para T’ grande,
0

N N N
2. lim — |f(z)|* de =0,
T r

T—oo

1 T
3. Tl_a/ |f(z)| dx es acotado para algin « € (0,1) y para toda T' > 0.
0

Wiener también observd que estas condiciones se encuentran relacionadas con ciertos
espacios LP con pesos.

Casi 30 anos después, Arne Beurling [3] definié un par dual de espacios de Banach,
AP y B con py p’ exponentes conjugados, con el objeto de encontrar un entorno més

general donde el Teorema de Wiener-Levy y el Teorema de Aproximacion de Wiener

3



Introduccion

alun se cumplieran. El espacio AP es actualmente llamado dlgebra de Beurling y es
un algebra de Banach con respecto a la convolucién que se puede expresar como la
union de espacios LP con pesos, mientras que BY puede verse como la interseccién de
espacios L* con pesos o equivalentemente, como un espacio de funciones con promedio
central de orden p’ acotado. Para finales de los anos sesenta, los espacios AP definidos
por A. Beurling fueron generalizados por C. Herz [29] al anadir a éstos un nuevo

parametro.

Miés adelante, en [21], H. Feichtinger observé que es posible describir al espacio

BP por medio de la condicién

1llme = sup (275777 fxaly ) < oo,
k>0

con o la funcién caracteristica de la bola unitaria en R™ y yj la funcién caracteristica
del anillo {z € R™ : 2871 < |z| < 2*} para k € N. Como consecuencia de esta
descripcién y por dualidad, fue posible describir al dlgebra de Beurling AP con la
condicién
oo
k /
1Fllar =Y 25| fxallp < oo
k=0
Esta representacion para las dlgebras de Beurling evidencia la relacion de éstas
con los espacios de Herz cldsicos. De acuerdo con la definicién cldsica una funcién

medible f pertenece al espacio de Herz K¢ , 1 <p,q < oo, a € R si

P.q
00 1/q
1fllzcg, = (Z 2"’““"“ka”%) < o0, (1)
k=0
y para ¢ = 0o
1 fllxg . := sup <2nkal|kaHp> < 0. (2)
k>0
con Xy igual que antes.
Tomando ¢ =1y a=1/p’ en (1) o « = —1/p en (2) observamos que los espacios

AP y BP son en realidad casos particulares de los espacios de Herz.
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Utilizando la descripcién de las algebras de Beurling dada por Feichtinger, Y.
Chen y K. Lau [10] y J. Garcia-Cuerva [25] definieron un espacio de Hardy H AP
asociado al algebra de Beurling AP y obtuvieron una descomposicién atémica para
éste, los primeros en el caso de R con 1 < p < 2, y Garcia-Cuerva para 1 < p < oo
y con un método que funciona incluso para dimensiones mayores. El resultado de
Garcia-Cuerva se basé principalmente en la caracterizacion que obtuvo para H AP en
términos de algunas funciones maximales (Ver [25], Teorema 3.1), en particular, de

la gran funcién maximal.

Otra caracterizacién del espacio de Hardy asociado a AP dada por estos autores,
consiste en una descomposicién atémica, la cual permitié identificar al espacio dual

de HAP con el espacio CMO?P', el cual se define por la condicién:

1/p
1 /

; , — sup / f(z) — frl dx )
1 llerror R>1 <|B(0,R)| B(O,R)| =

donde B(0, R) es la bola con centro en el origen y radio R, |B(0,R)| denota a su
medida de Lebesgue y fr es el promedio de f en dicha bola. Resulta evidente que
tanto BMO como BP’ son subespacios de CMO?', pero a diferencia de lo que sucede
en BMO, tomar distintos valores para p/, genera distintos espacios CMOP', es decir,
CMOP realmente depende del pardmetro p'. Lo anterior fue demostrado por Chen y

Lau por medio de un contraejemplo.

La importancia del resultado sobre la dualidad entre HAP y CMOF radica en
que extiende el resultado de dualidad entre H' y BMO obtenido por C. Fefferman
y E. Stein en [20]. Garcia-Cuerva incluso fue capaz de extender la caracterizacién
de BMO dada por Fefferman y Stein como la imagen de funciones en L*° bajo las

transformadas de Riesz de la siguiente forma:

Teorema. Dada 1 < p < 00, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. ge CMOY .

2. g:go—i-zg”:l Rjgj, 90,915 ---,9n € Bp/,
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donde Rq, ..., R, denotan a las transformadas de Riesz en R™,

En 1976, R. Coifman, R. Rochberg y G. Weiss obtuvieron una caracterizacion
distinta para BM O en términos del conmutador de operadores integrales singulares de
Calderén-Zygmund. En [12], probaron que si T es un operador de esta clase, entonces
b€ BMO siy sélo si el conmutador generado por by T, [b,T]f = bT(f) — T(bf),
es acotado en LP. Inspirados por esta caracterizacién, Fu et al. [24] consiguieron
caracterizar a las funciones en una version homogénea del espacio CMOP por medio

de los conmutadores de una generalizacion del operador de Hardy y de su adjunto.

Recientemente, los espacios AP, BP, CMOP y H AP han sido objeto de estudio de
varios autores, los cuales han buscado extender el conocimiento de sus propiedades,
examinar el comportamiento de operadores clésicos del andlisis arménico en ellos o

estudiar versiones mds generales de los mismos (ver por ejemplo [26], [2],[34]).

En este trabajo de tesis, se abordara este problema desde la persepectiva de es-
pacios producto. El objetivo general es estudiar las propiedades de las versiones rec-
tangulares homogéneas de los espacios AP, HAP, BY y CMO" primero en el espacio
producto mas sencillo, R x R, y después en dimensiones mayores; también estamos
interesados en examinar el comportamiento de operadores de tipo promedio en estos
espacios y en obtener generalizaciones de los mismos al anadir otros pardmetros a su
definicién. Nuestro interés en el estudio de espacios producto nace de la diferencia
significativa que existe entre el andlisis armoénico uniparamétrico y el multiparamétri-
co. Para ilustrar esto, demos un vistazo al comportamiento de la funcién maximal de
Hardy-Littlewood en ambos casos: en el caso uniparamétrico, este operador se define

M(f)(x) = sgp@ /Q 1F)ldy,

donde el supremo se calcula sobre todos los cubos con lados paralelos a los ejes
coordenados que contienen a x, y || denota a la medida de Lebesgue del cubo Q. Es

bien sabido que este operador es acotado en LP(R™) para 1 < p < oo y de tipo (1,1)-
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débil. Sin embargo, su versién multiparamétrica, conocida como la funcién maximal

fuerte y definida por
1
Ms(f)(ae) = swp i [ 17wy,
r Rl Jq

donde ahora el supremo se calcula sobre los rectangulos con lados paralelos a los ejes
que contienen al punto z, sigue siendo continua en LP(R™) para 1 < p < 0o pero no
es de tipo (1, 1)-débil. Otra diferencia importante entre el anélisis arménico clésico y
el desarrollado en espacios producto se encuentra en la eleccion del tipo de conjunto
que se utiliza como soporte para dtomos en H?P y para medidas de Carleson. En 1974,
L. Carleson [5] construy6é una medida que satisface u(S(R)) < C|R| para cualquier

rectangulo R = I x J C R xR pero que no satisface el Teorema de encaje de Carleson:

// Bl7t2(f)p(m1,:z:2)du<0// |f(x1,22)P dxidzy p>1,
Rﬁ_xRﬁ_ RxR

donde P, 4,(f) es la integral de Poisson de f. Este ejemplo sirvié para mostrar que
el espacio BMOpeet(R x R), definido por R. Fefferman como aquel formado por las

funciones que satisfacen

1 1
sup// |f(z1,22) — fr(x1) — fr(x2) +fIxJ\2 diydiy < oo,
rJ 1))

donde fj(z1) es el promedio de f(x1,-) sobre el intervalo J, fr(x2) es el promedio
de f(-,x2) sobre el intervalo I y frxs es el promedio de f(x1,x2) sobre el rectangulo
I x J, no es el espacio dual de H'(R x R), pues resulta ser demasiado grande. Lo
anterior nos hace preguntarnos cudl serd la descripcin adecuada para BMO(R x R)
de forma que el espacio que se obtenga sea el dual de H'(R x R). La descripcién de
BMO en el caso radial hace natural proponer como solucién al espacio bmo(R x R),

el cual estd descrito por la condicién

1
I x J| Jixy

sup \f(xl,m) - fIxJ\ dridze < 00.
I,J

Pero de nuevo, este espacio tampoco resulta ser apropiado por ser muy pequenio. La

dificultad de identificar al espacio BMO(R x R) y el que los rectangulos no fueran
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los conjuntos mas apropiados para estudiar las medidas de Carleson mantuvo el es-
tudio de los espacios H? producto estancado durante varios afios. Otro obstaculo en
el desarrollo de esta teoria fue el encontrar la descomposicién atémica adecuada para
HP(R x R). La solucién a este problema fue dada entre 1980 y 1985 por S.-Y. A.
Chang y R. Fefferman (ver [8] y [9]). La idea fundamental fue obtener una descom-
posicién atémica utilizando todos los conjuntos abiertos acotados del plano en lugar

de rectangulos. La definicién exacta de los atomos utilizados fue la siguiente:

Definicién. Sea 0 < p < 1. Una funcién a(z,z2) es un (2,p)-dtomo en R x R si

satisface las siguientes condiciones

1. sop(a) C O, con O un conjunto abierto y acotado en R x R.

2. a puede descomponerse de la siguiente forma

a = E aR,

ReD(0)
donde D(O) es la coleccién de rectdngulos diddicos contenidos en O y cada ar

satisface

a) sop(ar) C 3R,
b) fR aR(xl,xg)xlfl dx1 = 0 para todo 2 y 0 < k1 < [1/p—1],

c) fR CLR(Il,l‘Q)ﬂSgQ dxy = 0 para todo x1 y 0 < ko < [1/p — 1],
con kq y ko enteros no negativos.

3. llallz2 <1017y Y pep(o) larlz < 10]'=2/2.

Por otro lado, el problema de identificar al espacio BMO(R x R) fue resuelto

también por S.-Y. A. Chang y R. Fefferman por medio de la siguiente caracterizacién:

Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. g€ BMO(R x R).
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2. Existen g; € L*(R?), j =0,1,2,3, tales que
g = go+ Hi(g1) + H2(g2) + H1Ha(gs3)
donde Hj, j = 1,2 es la transformada de Hilbert con respecto a la variable x;.

3. du(y,t) = |[V1Vaul*titadydt es una medida de Carleson definida en R? x R%,

donde uw = P(g) es la integral de Poisson de g.

dydt
4. | Wy % g|2yT es una medida de Carleson definida en Ri X ]R%r, donde ¥ (z) =
Y(x1)Y(22) conp € S(R) y [ ¥ (x)dr = 0.

Lo anterior proporciona una forma sencilla de construir funciones en BMO(R xR)
a partir de funciones acotadas, pero mantiene abierta una interrogante fundamental:
icémo determinar si una funcién f pertenece o no al espacio BMO(R x R)? La
respuesta a esta pregunta fue proporcionada por S. H. Ferguson y M. Lacey en [22]
al considerar ahora un conmutador anidado de f con dos transformadas de Hilbert

unidimensionales.

En la busqueda del espacio BMO(R x R) adecuado, es decir, aquel que fuera
el dual de H'(R x R), los espacios BMO,.c.t(R x R) v bmo(R x R) fueron deses-
timados por no poseer tan valiosa propiedad, sin embargo ambos espacios poseen
caracteristicas interesantes para analizar. Por ejemplo, BM Opet(R x R) admite una
descomposicién atémica rectangular y es posible describirlo por medio de medidas de
Carleson definidas en rectdngulos. Por otro lado, el espacio bmo(R x R) se encuentra
estrechamente relacionado con la clase A, de pesos en espacios producto y es posible
caracterizarlo de la siguiente forma ([13],[23]): f € bmo(R x R) si y sélo si [f, H; Ha]
es acotado en L?(R?), con H; la transformada de Hilbert unidimensional actuando
sobre la i-ésima coordenada (si se desea profundizar més sobre el desarrollo histérico
de la teoria del espacio BMO en R™ y en R x R y sobre su relacion con medidas
de Carleson, descomposiciones atémicas y operadores conmutadores en R™ sugerimos

consultar [7]).
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Motivados por lo anterior, en este trabajo decidimos optar por una definicién de
atomo mas cercana a la definicién clasica, en lugar de aquella considerada por S.-Y. A.
Chang y R. Fefferman. Esto dio como resultado que al calcular el dual del espacio de
Hardy asociado a la versién rectangular de AP se obtuviera un espacio més parecido

a bmo(R x R) que al espacio BMO(R x R).

Este trabajo consta de tres capitulos organizados de la siguiente manera: en el
primer capitulo introducimos las versiones rectangulares homogéneas de las dlgebras
de Beurling AP y B definidas en R2 y comentamos algunas de sus propiedades
bésicas. Enseguida, definimos el espacio de Hardy atémico asociado a nuestra algebra
de Beurling e identificamos su dual con el espacio de funciones con oscilaciéon promedio

central rectangular de orden p’ acotada.

En el segundo capitulo, extendemos la definiciéon de nuestros espacios a dimensio-
nes mayores y examinamos el comportamiento de operadores de tipo promedio tales
como operadores promedio de Hardy-Littlewood con peso y el operador de Hardy
rectangular n-dimensional en ellos. Posteriormente establecemos un resultado de con-
tinuidad en LP(R™) para el conmutador de funciones con oscilacién promedio central

rectangular de orden p acotada y el operador de Hardy rectangular n-dimensional.

Finalmente, en el tercer capitulo anadimos un parametro a nuestros espacios para
obtener versiones rectangulares homogéneas de los espacios de Morrey-Campanato y
analizamos la accién del operador de Hardy rectangular n-dimensional en nuestros
nuevos espacios. En este capitulo también consideramos el problema de la continuidad
en un espacio de Morrey rectangular del conmutador de una funcién en un espacio de
Campanato rectangular y el operador de Hardy rectangular n-dimensional. Cerramos
este capitulo inspeccionando el comportamiento del operador de Hausdorff en una
clase distinta de espacios denotados por (), y definidos incialmente por M. Essén et

al. en [19].

A pesar de que la notacién utilizada a lo largo de este trabajo es estdndar, es
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importante hacer algunas aclaraciones sobre ella. Los simbolos Z, N y Ny denotan
a los conjuntos de los nimero enteros, enteros positivos y enteros no negativos res-
pectivamente. Como es usual, C., C2°, LP y L indican a los espacios clasicos de
funciones definidas en R”, y cuando sea necesario aclarar el dominio en el cual esta-
mos trabajando escribieremos C.(E), C°(R?) o LP(R™). Denotaremos por || - ||, a la
norma en el espacio LP y por ||T||x—y a la norma de una transformacién lineal T'
entre los espacios vectoriales normados X y Y. Si E es un conjunto Lebesgue medible,
escribiremos |E| para denotar su medida de Lebesgue. Por ltimo, adoptaremos la
convencion de denotar por C a una constante que podria ir cambiando renglén tras
renglén y cuando esta constante dependa de uno o mas parametros que deseamos

enfatizar, agregaremos subindices a la constante como Cy, o C), .

Por ltimo, vale la pena mencionar que los resultados presentados a lo largo del
primer capitulo se encuentran publicados en [16]. En [18] y [17] pueden encontrarse
los resultados correspondientes al capitulo 2 y a la secciéon 3.2 y el contenido de la
seccion 3.1 conforma un breve manuscrito que actualmente se encuentra sometido

para su publicacién [15].
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Capitulo 1

Espacios de Herz rectangulares

En la primera seccién de este capitulo, presentaremos las versiones rectangulares
homogéneas en el plano de los espacios AP y BY estudiados por Garcia-Cuerva en [25]
y probaremos algunas de sus propiedades béasicas. En la segunda seccién definiremos
la clase de atomos que nos permitiran construir un espacio de Hardy atémico asociado
a la versién rectangular de AP estudiada en la seccion previa e identificaremos su dual

con el espacio de funciones con oscilacion promedio rectangular acotada.

1.1. Propiedades basicas de los espacios de Herz rectan-

gulares

En el caso clédsico, al considerar funciones en un espacio de Herz, observamos
su comportamiento en conjuntos definidos radialmente, para ser exactos, en anillos
diadicos centrados en el origen. En el caso producto, los conjuntos que consideraremos

para definir los espacios estaran dados por dos parametros:

13



Espacios de Herz rectangulares

Figura 1.1: Conjuntos U4 3 en azul, C3 2 en verde y C1 en rojo.

Para cada par de ntmeros enteros j; y jo, consideremos los subconjuntos de R?
le,jQ = le X Cj27
donde Cj = {z € R: 2771 < |z| < 27} y denotemos por xj, j, a su funcién carac-
teristica. Observemos que

o [ee]
R? = U U le,jQ'

J1=—00 ja=—00

Definiremos ahora los espacios que estudiaremos.

Definicién 1.1. Sea 1 < p < oo y denotemos por p’ al exponente conjugado de p.
Llamaremos AP(R?) al espacio que consiste de todas las funciones f € Ly OC(RQ) para

las cuales

Z Z 9(i1+352)/p' ||fXj1:j2||p < 0. (1.1)

J1=—00 ja=—00
Un célculo estdndar permite mostrar que la expresion del lado izquierdo en (1.1)
define una norma en AP(RR?) que lo convierte en un espacio de Banach. Denotaremos
dicha norma con el simbolo ||| 4,. También es sencillo comprobar que si 1 < p; <
pa < 00, se satisface que AP2(R?) C AP1(R?) c L'(R?).
Observacion. Cualquier funcién f que pertenece al espacio clasico A?(R?), también

pertenece a AP(R?).
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En efecto, dada f € AP (R?), sabemos que

o0

> 2l < oo

j=—o00

donde x; denota a la funcién caracteristica del conjunto
Ej={xcR?: 271 < |z < 27}.

Observemos ahora que si denotamos por j al maximo entre j; y jo, el conjunto Cj, ;,
se encuentra contenido en E; U E; ;1. Lo anterior se debe a que si (z1,22) € Cj, j,,
claramente x? + 23 > 22601 y dado que 2/i~! < |z;| < 27 para i = 1,2, también se
tiene

2 + 22 < 221 4 222 < 22041

Para estimar la norma de f en AP (R?) notemos que para cada N € N se satisfacen

las siguientes desigualdades

N N N J1
oD 2R e < D 2 Y 20 R g (1 )

j1=—N jo=—N j1=fN j2=*N

E Z ]1+]2 /p ‘fXﬂHP + HfXj1+1HP)

]17—N Jja=—N
J1

+Z2 N7 2GR () gl + 1 X allp)

Jji=1 je=—N

= 51 + Ss.
Para S; observemos que
0 . N '
Yo 22V (gl + I xllp) Y 2727
j1=—N Je=—J1

I 9i1/P' _ 9—(N+1)/p’
Z 9. 9i/p o177 Ul + 1 xg0410lp)
j1=—N

0 i /o
9241/p
<Y 2 (1_2/> (173l + 1 ) -

J1=—N
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Del mismo modo, para Se tenemos

/P’
S < Z 2 ( o1y ) U o + 1 XG0 +11lp)

Ji=1

Con las estimaciones anteriores obtenemos

N
Z Z 2 +i) ¥ | frs iy < — l/p > 22X e + 1 G l)
j1=—N jo=—N J1==N
2042°2) SR
< oy Z 2%1/p 1 x5 1l
ji=—(N+1)
2(1+27%/7)
= WHJCHAP'

Finalmente, haciendo N tender a infinito concluimos que

24272V
1l < T—5=17m 1 Lao-

Definicion 1.2. Sea 1 < p < oo. El espacio BP(RZ) consiste de todas las funciones

fe Ll (R?) tales que
1/p
1
Py d < 0. 1.2
Igufo 4R Ry /|f(x1,;c2)’ x1dzs 00 (1.2)
Jj=1,2 [=R1,R1]x[—R2,R2]

Denotaremos la expresién del lado izquierdo de (1.2) por || f||5,. Alternativamente

podemos definir

I£1%, = sup 27GF2/P|| £y ol (1.3)
J1,J2€%Z

Veamos que es posible describir al espacio BP (R?) en términos del comportamiento

de sus funciones en los conjuntos Cj, ;, por medio de (1.3).

Proposicion 1.1. Una funcion f pertenece al espacio BP(RQ) sty solo si

£l = SuréZ2 BE2/2|| ol < o0
J1,J2

Mas ain, ||f|%, y lfllg» son comparables.
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Demostracién. Fijemos f € BP (R2). Para cualquier par de niimeros enteros j; y ja

tenemos

1 X052 115 = /‘f($1,962)|p dzy dxo
CJ’LJ‘Q
< /|f(331,362)!p dxq dxo
[—271,291] x [—272,272]

2 oji+j P
< 27 27| ff, -
En consecuencia

1% = ,supz2‘(j1+j2)/p\|fXj1,j2IIp < 27| £l gy
J1J2€

Supongamos ahora que el supremo en (1.3) es finito. Para cada par de ndmeros

positivos R; y Re podemos encontrar enteros ki y ko tales que oki—1l « R, < ki para

t = 1,2. Luego,
k1 ko
/\f(acl,acg)P’ dacl dxg < Z Z /\f(xl,x2)|pdac1 d.%'g
[=R1,R1]x [~ Ra,Ra] =T R=ToC
k1 ko
< > D0 PRSI
J1=—00 ja=—00
< 2B R () 1 )P
< (4R1Ra) ([ f1135,)"-
Consecuentemente | f{|z, < || f[,- [ |
Es fécil verificar que tanto || - ||z, como || - [, definen una norma en BP(R?).
/ ’ . . . . 3 ; 2
Més atin, mediante un célculo sencillo, es posible mostrar que (B”(R®), || - [[%;,) es un

. ) * . p ; 2
espacio de Banach, y puesto que |||, v |- [/};, inducen la misma topologia en B?(R®),
también (BP(R?), | - ||z») es un espacio de Banach.

A continuacién, examinaremos qué relacién de contencién existe entre el espacio

clasico BP(RR?) y el espacio rectangular BP(R?) que acabamos de definir.
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Proposicién 1.2. El espacio BP(R?) es un subespacio de BP(R?).
Demostracion. Fijemos f € BP(Rz). Queremos mostrar que
sup 274/ ]l < oo
illp ;
JEZ
donde ; denota a la funcién caracteristica del conjunto E; = {z € R? : 2771 < |z] <
27},

Noétese que para cada j € N tenemos la siguiente contencién

. . c
J J

j—2 -2
Ecl U UGNl U U Gl
J1=—00 jag=—00 J1=—00 ja=—00
y en consecuencia
1/p 4 , 1/p

J J
/|f(1‘1al‘2)|pd$1dl‘2 <> > /\f(ﬂ?l,ﬂcz)lpdasl dzs

J1=j—1j2=—00 \.

E; J1,32

1/p

+Z 22

J1=j—1j2=—o00 J1=j—1ja2=—00
L o9l/p
<2. 22J/P21/p IIfIIBp
91/p
<2-4. 223/]" Hngp

Con lo que finalmente obtenemos

21/P 4
Hf”Bp <3 21/p HfHBP

Nuestro siguiente objetivo es mostrar la densidad del espacio de funciones suaves

con soporte compacto en AP (R2), lo cual serd de gran utilidad més adelante.
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Proposicién 1.3. El espacio C°(R?) es un subespacio denso de AP(R?) para todo

1 <p<oo.

Demostracion. Sea f € AP (R?) y tomemos ¢ > 0. Dado que

k1
£l g = Jim > Z 207 il

k2—>oo j1=—ki1 ja=—k2

podemos elegir nimeros naturales K7 y Ko tales que

Ki
. , €
> Z 202 £330 sl — 11 £ <

J1=—Ki1 jo=—K2

Como consecuencia

—(K1+1) oo

S = Z Z 9(d1+342)/p' 1 X llp <

J1=—00 jag=—00

00 00
Sfr = Z Z pUti2)/p 1/ X152 llp <

‘1*K1+1 sz—OO

=YY gl <

j1=—00 jz——(Kg—‘rl
Z Z 20| £y ol <
J1=—00 jo=Ka+1
Puesto que fxj, j» € LP(Cj, 5,) y C°(Cy, j,) es denso en LP(C}, j,), para cada par de
indices j1 y jo con —K; < j1 < K1y —Ko < jo < Ko, podemos elegir una funcién
Gj1.jo € C°(CYy, 4,) con la siguiente propiedad:

€
5. 201402/ (2K, +1)(2Ky 4+ 1)

”fle,jQ — Gj1,j2 HP <

Definiendo

K1
Z Z 9j1.52

J1=—K1 ja=—K2

obtenemos una funcién suave con soporte compacto y tal que

K
1= 9||AP_S++S +85 + 8y + Z Z 2l +5)/¥ 1/ X152 = Gjn.dallp
J1=—K1 joa=—K>
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< de €
5 5

El siguiente resultado de dualidad serd demostrado haciendo uso de la densidad

que acabamos de probar.

Teorema 1.4. Sea 1 < p < oo y denotemos por p’' al exponente conjugado de p.

Entonces (AP(R2))* = B (R?) en el siguiente sentido:

Para cada g € BY (R?), el funcional lineal Ay definido como

Ay(f) :/f(ﬂfl,wz)g(%l,@)dﬂ?l dxs,
R2

es continuo en AP(R?) y su norma en (AP(R?))* satisface ||A,| < 4(|g|| g - Recipro-
camente, dado A € (AP(R?))*, existe una tnica funcidn g € B” (R?) tal que A = A,.

Mds aiin, ||g]| g < [IA]-

Demostracién. Fijemos g € BY (R?). Dada f € AP(R?) suave con soporte compacto,
sean k; y ko los enteros mas pequenos que satisfacen que sop(f) C [—2F1,2F1] x

[—2F2 2k2] Entonces

1Ag(f)l = /f($1,$2)9(331,$2)d951 dxo
]R2

= /f(xh x2)g(x1, x2) dry das
[—2F1,2k1] x [—2k2 2k2)

k1 ko

- Z Z /f(3317332)9($1,562) dxq dxs

Jj1=—00 j2:—OOCj1 o

k1 ko

<Y Y [y dedoy

J1=—00 jzi—oocjl in
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k1 ko
< DY 2R gyl 29 R g, gl

J1=—00 j2=—00
< llgllzr 171 4o

< gl gor 1] go-

Por lo anterior, tenemos que A, es un funcional lineal continuo en el subespacio
formado por las funciones suaves con soporte compacto, cuya norma es menor o igual
que la norma de g en B” (R?). Dado que C°(R?) es denso en AP(R?), A, se puede
extender de forma tinica a un funcional lineal continuo en A?(R?), el cual seguiremos

denotando de la misma forma y que satisface ||Ag4]| < ||gll g -

Para el reciproco, primero notemos que para cada par de indices ji y jo, LP(C}, j,)

se encuentra continuamente incluido en AP(R?) con

2(]&4—]’2)/?’“ .

H : H_AP HLP(levjz)'

En este sentido, cualquier A € (AP(RR?))* induce un funcional lineal continuo en
LP(Cj, j,) cuya norma en (LP(C}, ;,))* estd mayorada por 2U1+52)/P'||A||. Lo anterior
junto con la dualidad entre LP(C}, j,) v L” (Cj, j,) da como resultado la existencia de

una funcién gj, ;, € LP'(C}, j,) con norma menor o igual que 201 F72)/'|| A, tal que
A(f) = /f(xla$2)gj1,j2(x17x2)dxl dxs
le,jz
para toda f € LP(C}, j,). Definamos ahora
o0 o0
9= Z Z 9j1,52 X152
J1=—00 ja=—00

Claramente g € B” y | ¢|| s < [|All. Ademads, un calculo bastante sencillo muestra
que para cualquier funcién f suave con soporte compacto se satisface A(f) = Ay(f), de

modo que de nuevo por la densidad de C2°(R?) en AP(R?) concluimos que A = A,. W

Como consecuencia obtenemos el siguiente resultado:
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Corolario 1.5. Sea f € L? (R?). Entonces f € AP(R?) si y solo si

loc
/f(:vl,:cg)g(:rl,xg) dxy dxo| < 00 (1.4)
2

para cada g € B (R?). En este caso,

1] = sup / F (@1, 22)g(@1, 22) dry daa)| < gl < 1
2

Demostracién. Cuando f € AP(R?), el resultado se sigue inmediatamente del teorema

anterior y del Teorema de Hahn-Banach.

Tomemos ahora f € L (R?) tal que (1.4) se satisface siempre que g € B (R2?).
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f > 0. Para cada n € N definamos
A, en B? (R?) como

An(g) = Z Z /f(ml,mz)g(xl,:vz)dmlde.

NETNI=0C

Es facil ver que

Anll =D > 202 £y .

Ji=—-nj2=-n
Ademss, si fijamos g € B (R2), para toda n € N se tiene
’An(g)| - ‘An(ng) - An(gi)’

< /f($17$2)g+(961,9€2)d$1 de“‘/f($17m2)9_<$17$2)d$1 dxo
R? R2

< 00,

donde gt (z1,22) = méx{g(z1,22),0} y ¢~ (71, 22) = max{—g(z1,z2),0}. Lo anterior
garantiza que la familia de funcionales lineales continuos {A, },ecn estd puntualmente
acotada y como consecuencia del Teorema de Banach-Steinhaus, sup{||A,|| : n € N}

es finito. Asi

sup > Y 200 pyg ol = sup{ A s n € N} < oo,

nEN ji——n ja=——n
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de modo que f € AP(R?). [ |

1.2. Atomos y oscilacion promedio central rectangular

En esta seccién construiremos un espacio de Hardy atémico asociado a AP(R?) y
nuestro objetivo principal es identificar al dual de éste. Con tal fin, definiremos el tipo
de atomos con los cuales realizaremos esta construccién e introduciremos al espacio

de funciones con oscilacion media central rectangular acotada.

Definicién 1.3. Sea 1 < p < co. Un (1, p)-dtomo central rectangular es una funcién
a : R? — R cuyo soporte estd contenido en un rectdngulo [~ Ry, R;] x [~ R, Ra], que
satisface las siguientes condiciones

1/p

/ la(x1, 2)|P dxy dxo <
[7R17R1}><[7R2,R2}

1
4R1 Ry’

1
4R Ry

2. /a(l‘l,l‘g) dxq dxo = 0.
RQ

Observacion. En la definicién anterior podemos considerar el rectangulo centrado en
el origen con lados paralelos a los ejes coordenados més pequeno que contenga al

soporte de a.

En efecto, si la condicién 1 se satisface para algin rectdngulo [— Ry, R x [—Ra, Rs]
que contiene al soporte de a y [—]%1, Rl] X [—Rg, R}} es cualquier otro rectdngulo con

}%1 <Ry éQ < Ry que también contiene al soporte de a, entonces

1/p 1/p
/ la(z1, 22)|P dxy dxo < la(z1, 22)|P dxy dxo
—}%1,]%1]><[—}%2,R2] [*Rl,Rl]X[*R%RZ]
1
< -
- (4R1R2)171/p
1

S -~  ~ ., .
(4R1R2)171/p
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Otra observacién importante es que todos los (1,p)-4tomos centrales rectangulares
se encuentran contenidos en una bola cerrada en AP(R?): supongamos que sop(a) C
[~R1, R1] x [~R2, Ra] y tomemos ki y ko tales que 2171 < Ry < 2M y 2k2—l < Ry <
2F2  Entonces

oo o
”aHAP = Z Z g +52)/p HCLXJd,szP

Jj1=—00 jngoo

k1
- > Z 2002 layj, gl

J1=—00 ja=—00
1/p

k1
/|a(x1,x2)|p dxl d.%‘g Z Z ]1+]2

—R1,R1]x[—R2,Rz2] J1==00j2==00

IA

< C(4R Ry)v~'otkth)/of
C(2k1+k2) 2(k1+k2)/p'

AN
o

con C una constante que depende de p, pero no de a.
Ahora estamos listos para definir nuestro espacio de Hardy.
Definicién 1.4. Sea f € L (R?). Decimos que f pertenece a HAP(R?) si existe

una sucesién de (1, p)-atomos centrales rectangulares (a;) y una sucesién de nimeros

reales (\;) tales que Y |\j| < ooy f =3 \ja; en L}(R?).

La condicién que define a HAP(R?) también nos permite definir una norma en

dicho espacio de la siguiente manera: si f € H.AP (R?) escribimos

1Al prae = E QD I f =D Njay
j=1

donde el infimo se calcula sobre todas las descomposiciones atémicas posibles de f.
No es dificil demostrar que la norma definida previamente es, en efecto, una norma en

HAP (R?) y que ademds, hace de éste un espacio de Banach continuamente incluido
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en AP(RR?). De hecho, en general cualquier espacio atémico construido de esta forma
y dotado con una norma atémica como la que acabamos de definir es un espacio de
Banach (Ver por ejemplo [1]).

A continuacién presentaremos al espacio de funciones con oscilacién promedio

central rectangular acotada y discutiremos su relacién con H.AP(R?).

Definicion 1.5. Para 1 < p < 0o, definimos

CMO"(R?) = {f € L},.(R?) : || fll¢ o7 < oo}

loc

donde
1/p
1

flleator = sup f(x1,22) — fRy Ry |P dw1 do ,
fllesior = 20 | 47 F(era2) = frn
j=1,2 [—R1,R1]x[~R2,Rs]

Y fri R, €s €l promedio de f en [—Ry, Ri] x [—R2, Ra].

No es dificil probar que (CMO”(R?), || - || cx1o?) €s un espacio de Banach después
de identificar funciones que difieren por una constante casi en todas partes. Ademas,

es posible verificar que una funcién f pertenece a CMO”(R2) si y solo si

1/p
inf ,x9) —alPdxy d < 00. 1.5
pr il JUes s <0
j=1,2 [=R1,R1]x[—R2,R2]

De hecho, el supremo en (1.5) define una norma en CMO”(R2) comparable con
Ifllcxq0r- Claramente BP(R?) ¢ CMO"(R?) continuamente para 1 < p < co, mien-
tras que CMO”(R?) es un subespacio del espacio CMO"(R?) clasico estudiado en
[10] y [25]. Ademds, para 1 < p; < ps < oo se tiene la inclusion CMO” (R2)
CMO™ (R?).

Mostraremos ahora que toda funcién en CM(’)p/ (R?) induce un funcional lineal
continuo en H AP (R?) siempre que p > 1y p sea el exponente conjugado de p. De

hecho, todo funcional lineal continuo en H.AP(R?) est4 inducido por una funcién en

CMO” (R2).
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Teorema 1.6. Sea 1 < p < oo y denotemos por p' a su exponente conjugado. Dada
g € CMOY (R?), el funcional A, definido sobre las funciones de soporte compacto

como

Ag(f) = /f(1317$2)9(331,$2)d$1 dxo
R2

se extiende de forma tnica a un funcional lineal continuo A, € (HAP(R?))* cuya

'p 2 * . < ,
norma en (HAP(R?))* satisface ||Ag]| < C’||g||CMOp .
Reciprocamente, dado A € (HAP(R2))*, existe una funcién g € CMO” (R?), dnica

salvo constantes, tal que A = Ay. Mds ain, ||g|| r < C|Ag]l-

cmo?
Demostracion. Fijemos g € CMO” (R?). Si a es un (1, p)-4tomo central rectangular

soportado en [—Ry, R;] x [— Rz, Ra], entonces

|Ag(a)| = /a(xl,xg)g(ml,arg) dxy dzo
]RQ

= /a(ml, x2)g(z1, x2) dxy dao

—R1,R1]x[—R2,Rz]

= /G(xh 22)(9(1,2) — gRy,R,) dT1 d2o
—Rl,RﬂX[—RQ,RQ}

1/p

<4R1 Ry 1R R / la(x1, x2)|P day dxs
[7R1,R1}><[7R2,R2}
1/p
1 o
AR Ry l9(z1,22) — gRy Ry |P dz1dzs
[—Rl,RﬂX[—RQ,Rz}
<lgll, g

Ahora bien, si f € HAP (R?) y tiene soporte compacto, podemos escribir

f:Z)‘jajv (1.6)
j=1
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donde las funciones a; son (1, p)-adtomos rectangulares, todos soportados en un rectangu-
lo ﬁjo [—Rl, Rl] X [—RQ, RQ] y

[e o]

>IN Cl Il

j=1
La desigualdad anterior asegura que la serie en (1.6) converge absolutamente en
AP(R?) y por tanto converge en AP(R2). Notemos que la serie también converge
en LP([—Ry, R1] X [-Ra, Ry]) y puesto que g € LP ([—Ry, R1] x [—Ra, Ro]), tenemos

que

Ag(f) = Z Ajlg(aj),
j=1

de donde se sigue que

Ay (D1 < Clal oo 1711140

Notemos que la clase de funciones con soporte compacto en HAP(RQ) incluye
al subespacio formado por las combinaciones lineales de (1, p)-dtomos centrales rec-
tangulares y éste tltimo es denso en H.AP(R?). Como consecuencia, A4 se puede
extender continuamente a un funcional lineal (que denotaremos de la misma forma)

N )
Ay € (HAP(R?))* que satisface |[Ag]] < C”gHCMO”/'

Hasta aqui, hemos demostrado que toda funcién en cMO” (R?) induce un fun-
cional lineal continuo en H.AP(R?). Veamos ahora que todo funcional lineal continuo

en HAP(R?) proviene de una funcién en cmo” (R2).

Tomemos A € (HAP(R?))* y fijemos Ry > 0y Ry > 0. Consideremos el espacio
LE([—=R1, R1] x [— Rz, Ry]) definido como

f e LP ([—Rl,Rl] X [—RQ,RQ]) : /f(xl,xg) dridro =0
[—Rl,RﬂX[—RQ,RQ}

Claramente, L ([—R1, R1] x [~ Rg, Ra]) est continuamente incluido en H.AP(R?) con

I N e < (4RyR9)'/?|| - |- De la dualidad entre L y L*' y el comentario previo
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p/

ZOC(RQ) que nos permite representar a A en el espacio

obtenemos una funcién f € L

de funciones con soporte compacto y promedio cero como

A(h) = Ay(h) = /g(ml,xg)h(xl,mg) dxy dxs.
RQ

Veamos ahora que g pertenece a cMO” (R2?). Dados R1, Ry > 0, la integral
1/p
‘g(xla $2) - gRl,Rg ‘p/ dl'l de
[—R1,R1]x[—R2,Rz]

es igual a

sup /(g(ﬂfl,xz) — Ry, Ry) (w1, 22) dx1 d2a| 2 ||B|| o (= Ry, Ri) X[~ Ra,Ra)) = 1

2

Pero
/(9(901, T2) — gRy,Ry) M1, T2) d1 d2o
RQ

= /g(:m, z2)(M(z1,72) — hp, R,)dx1 dxo
RQ

= Ag(h - th,R2)

= A(h - hR1,R2)7
y puesto que ||h — hr, Ryl i» < C(4R Ry)'/7' | es facil ver que
1/p'

|9(21,%2) — gRy R |P dy doy

[—Rl,Rl]X[—RQ,RQ]
< sup {|A(h)| : Al Lo ((=R1,Ru)x[—RosRe]) < C'}
< | A(4R Ro) M.

Dado que esto es valido para todo Ry > 0y Ry > 0, concluimos que ||g||
ClIA]l.

entor S
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Con lo anterior damos por terminado el estudio de las propiedades béasicas de los
espacios AP(R?), BP(R2), CMO"(R?) y HAP(R?). En los capitulos siguientes aborda-
remos su estudio desde una perspectiva diferente, proponiendo generalizaciones en R™
con n > 2 para BP(R?) y CMOp(RQ) y después agregando pardmetros a la definicién
original, ademéas examinaremos el comportamiento de algunos operadores clasicos del

andlisis arménico en estos espacios.
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Capitulo 2

Continuidad de operadores de tipo
promedio en espacios de Herz rectan-
gulares

A lo largo de este capitulo restringiremos nuestra atencion al estudio de la continui-
dad de algunos operadores clasicos en los espacios BP (R™) y CMOP(R”). Iniciaremos
con el estudio de una version discreta del operador promedio de Hardy, para después

pasar a una version continua.

2.1. Espacios de Herz rectangulares en R"

Hasta ahora hemos trabajado solamente en el contexto de R?, sin embargo, es
posible definir versiones en R™ de B?(R?) y CMOP(]RQ) de forma muy natural haciendo

los ajustes adecuados:

Para 1 < p < 0o, definimos

BY(R™) = {f € Lj,(R") : | fllg» < 00},

loc

31
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donde
1/p
T S / F@)Pd (2.1)
. — Su X X . .
b Rj>po 2"Ry -+ Ry
j=1,...n 07 [-R;,R;]

Nétese que si n = 1, los espacios BP(R) y BP(R) coinciden. De nuevo, usando
argumentos estandar podemos ver que (BP(R™), ||/l 4e) €s un espacio de Banach y
que B”(R") C BP(R™) con |- [|gp < Ol - || 35-

Al igual que en el caso n = 2, podemos describir de forma alternativa a B (R™)

utilizando los conjuntos

Cjtyoengn = Cjy X+ X G

n?

donde C; ={zr e R: 271 < |z <2} conj€Z. Siparal <p<ooy f €Ll (R

loc

definimos

J1+ i
v xe, e

,,,,,

Ifllge = sup 27
Ji€ZL
i=1,...,n

entonces f € BP(R") si y solo si £}, < oo. Més atn, ||f[lz v [|If[};, son normas

equivalentes.

También podemos extender la definicién que tenemos de CMO”(R?) a R™ con

n > 2 de la siguiente forma: para 1 < p < 0o, definimos

CMO"(R") = {f € L}, (R") : || fllei0p < o0},

loc

donde

: "Ry -+ Ry / |f(l‘) fR1,..,,Rn| X
ji=1,...,n H;lzl[—Rj,Rj]

1/p
1
[ fllepqor = sup
CMO e

Y fRi,..R, €s el promedio de f en H?:l[_ij R;].

Al igual que en el plano, (CMO”(R™), ]| -|| cx1oP) €s un espacio de Banach después

de identificar funciones que difieren por una constante casi en todas partes en R™.
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Ademis, la cantidad

1/p
o — [1s@ —apas| <
su 1n _— ) —a X 0.
Rj>pO a€R 2an s Rn
j=1,..,n H?:1[_ijRj]

define una norma equivalente a || - ||, ;;,»- También se tienen las mismas contenciones

que en el plano para los espacios BP(R"), CMO"(R™) y CMO"(R™).

Analicemos ahora la accion de operadores promedio en estos espacios.

2.2. Operador promedio de Hardy-Littlewood con peso

El operador H, presentado por Carton-Lebrun y Foset en [6] y por Xiao en [40]

se define puntualmente como
1
H,f(x) :/0 ftz)p(t) dt. (2.2)

En [40], Xiao demostré que bajo condiciones apropiadas sobre ¢, H,, es continuo en
LP(R™) para 1 < p < oo, y en BMO(R"). Este operador se encuentra estrechamente
relacionado con los operadores maximales de Hardy-Littlewood en anélisis arménico.
Por ejemplo, si tomamos ¢ = 1y n = 1, H, se reduce al operador de Hardy uni-

dimensional

x
1
i@ = [r0d, a0
x
0
para el cual, Hardy, Littlewood y Polya, probaron en [28] que

/OOO|Hf(:E)|Pd:E§(p£1>p/0°°|f(x)|pdx, pe(1,00)

P
siendo (pl> la mejor constante posible.

El objetivo de esta seccién es probar la continuidad del operador H, y otros

relacionados con éste en los espacios BP(R™) y CMO”(R™).
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Comenzaremos considerando la siguiente versién discreta de (2.2):

Sea {ry}72, una sucesién en (0, 1] estrictamente decreciente con limy_,o 7 = 0.
Si f : R"™ — R es una funcién Lebesgue medible y ¢ : {ry : £ € N} — (0,00) es

cualquier funcién, definiremos formalmente el operador Hg como

HIf(x) = o(ri) f(riz).

k=1

Observacion. Una condicién necesaria y suficiente para la existencia de Hg como

operador acotado en LP(R") es que
o0
Zrlzn/pap(rk) < 0. (2.3)
k=1

En efecto, si suponemos que se tiene la convergencia de la serie en (2.3), dada

f e LP(R™), con 1 <p < oo, la desigualdad de Minkowski da como resultado

00 1/p
IHE fllp < elre) ([R/ | f(re) [P dx
k=1 :

(e e}

=1£llp > 1P lre).

k=1
Esto implica que

o0
1HE omze <3 Peo(r).
k=1

Si suponemos que H, g es acotado en LP(R™), podemos proceder como en [40] para

obtener la convergencia de la serie en (2.3): consideremos la funcién

fe(@) = 277 " X a1}

con 0 < € < 1. Entonces || fe|l, = %’;, con
n/2

nm
(TR
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Por otro lado, dado que

Hlfe(z) = (Z T’ SO(TIc)) 2] X (a1}

k=1

y €1 > 1, tenemos que

d d
IH G o o el = N HG fell}

= (Z Ty ;‘esom)) / P da

k=1 {|a]>1}

© g, p
( " ) / |z| 7" 7P dx
k=1 _

{lz[>e~"}

© ., e p
. (z o) Lt
k=1

Y

de donde se sigue que

12l o 10 ||LMLP
Z e ) >Z"”k o(7k)-

Finalmente, haciendo € tender a cero obtenemos la convergencia deseada.

Con lo anterior, hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 2.1. FEl operador Hg es un operador acotado en LP(R™), para 1 < p < oo,

sty solo si Yy poy rk_;ga(rk) < 00. En tal caso,

[e.e]

IHE o =Y 1y, P o(re).
k=1

I3

También podriamos considerar la siguiente generalizacién del operador HZ: sea

D {r,g,ll) tk1 € N} x -+ x {r,(;z) : kn € N} — (0,00) cualquier funcién, donde para

cada j = 1,...,n, la sucesién {r,(i)}zj’zl estd contenida en (0, 1], es estrictamente
decreciente y limg; o0 r,(jj ) — 0. Para una funcién Lebesgue medible f : R" — R,

definimos formalmente

Z Z (T’kl : ;E;?)f(r;(gll)xl,.-.,r,ﬁ’z)xn). (2.4)

k'l 0 n*

Con la misma prueba que en el Teorema 2.1, podemos mostrar:
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Teorema 2.2. El operador HY es un operador acotado en LP(R™), para 1 < p < oo

st y solo si

i i P (7“;(@11) T}(;)) (r,il))_l/p... (T]iz))—l/p .

k1=1 kn=1
En tal caso
|HS || Lr—rr = Z Z (Tkl ](Cn)) ( (1)) 1/7"”(7"](9:))*1/17‘
k=1 kp=1

Ahora nos gustaria examinar el comportamiento del operador Hf{l) en nuestros
espacios de Herz rectangulares. La prueba de la continuidad de Hfl{) en BP(R") es

bastante sencilla:

Teorema 2.3. El operador H% es acotado en BP(R"), para 1 < p < oo, sty solo si
S e (i), < o0 (2.5)
Ny Tk . .
ki1=1 kn=1

Mads ain,

I g = > - > @ (r,(j),.. r,g?)

ki1=1 kn=1

Demostracion. Supongamos que la condicién (2.5) se satisface y tomemos R; > 0,
j=1,...,n. Usando la desigualdad de Minkowski y haciendo un cambio de variables

podemos ver que

1/p

1 /def(a;)yp dx
2nR1 . Rn @

a7, [-R;,R;]

1/p
i > (1) (n) 1 (1) (n)
SZZ@(T,kl T.kn> m /’f(Tkl-TUla...,Tknxn) ’pdx
ki=1  kn=1 7, [=R;. Ry

o0

<SS e () 1l

ki1=1 kn=1
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y en Consecuencia,
o o
dy . . (1) (n)
[ N SR @(rkl cri)
k1=1 kn=1

Si ahora suponemos que el operador H% es acotado en BP (R™), es suficiente con-

siderar la funcién fy = 1 para obtener la desigualdad opuesta.

Para continuar con nuestro estudio, quisiéramos examinar una version continua
del operador H&l, la cual estara definida de la siguiente manera: para una funcién

Lebesgue medible f : R” - Ry ¢ :[0,1]" — (0, 00) definimos

H¢f(l‘) = / fltizy, ... ,tnmn)¢(t1, coyty)dty .. dty,. (2.6)
[0,1)"

La misma prueba dada por Xiao en [40], muestra que el operador Hy es un ope-

rador acotado en LP(R™), 1 < p < oo, si y solo si
/ t;”p..-t;l/%(tl, oo tp)dty .. dty, < oo
[0,1]™
A continuacién daremos condiciones necesarias y suficientes para que el operador Hy

sea continuo en BP(R") y en CMO”(R™).

Teorema 2.4. El operador Hy, es un operador acotado en BP(R") y CMO"(R™), para

1 <p<oo, sty solo s

/ (b(tl,...,tn)dtl... dt, < oco.
[0,1]™
Ademds

IHglle 0 e rtor < Hsll ge_pge = / G(t1,y ... ty)dty ... dtpy. (2.7)
[0,1]"
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Demostracién. Probaremos solamente la desigualdad para el espacio CMO” (R™) pues-

to que la del espacio BP(R™) se obtiene de forma similar.

Supongamos que la integral en (2.7) es finita. Si tomamos R; >0, j=1,...,ny

fe CMOP(R”), entonces es ficil ver que

(Hgf)Ry,...Ra = / JtiRitn Ra®(t1, - tn) dty ... diy.
[0,1]"

Si ahora usamos la desigualdad de Minkowski seguida de un cambio de variables
apropiado obtenemos

1/p

1
MRy Ry H - ]H:[ p .. n
2"Ry -+ Ry / ’ ¢f(w) ( (bf)Rl,...,Rn‘ dxq dx

17y [ Ry B

1/p

1
< / m / ‘f(tlxh cee 7tnxn) - fthh...,tan‘pdxl codzy
[0,1]™ 7_, [~ R;,R;]

X G(t1, ... ty) dby - diy

< HfHCMOp / ¢<t1, - ,tn) dty ... dt,,
[0,1]"

lo cual implica que

IHgll e it senior < /¢(t1,...,tn)dt1...dtn.
[0,1]"

Para el obtener la igualdad en BP(R™) es suficiente considerar la funcién fo=1. M
2.3. El operador de Hardy rectangular n-dimensional

En la seccion anterior presentamos de forma muy breve al operador promedio de

Hardy clésico, definido puntualmente como

Hf(x):/oxf(t)dt, 240,
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En 1995, Christ y Grafakos [11] definieron una versién n-dimensional de este

Ix\” /!f ) dy,

B(0,]x)

operador, H,, como

Hyf(x) =

donde ¢, es la medida de la bola unitaria en R™ y B(0, |x|) es la bola con centro en el
origen y radio |x|. Para este operador, demostraron que si f € LP(R™) con 1 < p < oo,

entonces

1 P 1/p ’ ) Uy
(/ (cn\:d B(0,|z)f(y)’dy> dx) S </Rn|f(x)\ d;ﬂ) ’

siendo p’ = p/p — 1 la mejor constante posible. En esta seccion, en lugar del operador

radial H,,, consideraremos un operador que actia sobre cada coordenada por separado

como sigue

Hyif(x) = £ (y)ldy,

Y R E S N SR

con xj # 0 para toda j = 1,...,n. Llamaremos a H el operador de Hardy rectangu-
lar n-dimensional. Notemos que bajo un cambio de variables adecuado, H,]f se puede

expresar de la siguiente manera:
Hyif(x) = /[ ; |f(z1laal,- .. znlznl)] dz.
_]_7 n

Antes de estudiar el comportamiento de este operador en los espacios P (R™) y
CMO”(R™), es natural preguntarnos si H2 es continuo en LP(R™) para algiin valor
de p. Cuando 1 < p < o0, es sencillo responder esta interrogante, pues la funcién
maximal fuerte Mg, definida como

Mg f(x) = sup ‘P‘/!f )dy,

zeP

donde el supremo se calcula sobre todos los rectangulos P con lados paralelos a los

ejes coordenados que contienen a x, es continua en LP(R"™) para 1 < p < oo y satisface
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que

4n

S -
Alar] - Awnl Jun_ (2l 21a;)

HE f(x) ()] dy
< 4"Msf(z).

Estas dos afirmaciones dan como resultado la continuidad de HF en LP(R) si 1 < p <

oo. Veamos ahora lo que sucede en nuestros espacios de interés:

Teorema 2.5. Para 1 < p < 00, Hf es un operador acotado en BP(R") con norma
R
HHn HBP—)BP =2".

Demostracion. Sean Ry,..., R, nimeros reales positivos. Usando la desigualdad de
Minkowski para integrales y la simetria del dominio de integracién podemos obtener

las siguientes estimaciones

1 1/p
Y |Hy ()P dz
2"Ry--- R, /II;L_l[Rj,R']

J

/[ WGl el s
_1’171,

),
2Ry R Jun_ R, R

1 1/p
< / S / F(alen. . o) de|  dz
11 | 2 Ri- R, 7, [~R;.R;]

1 1/p
= — |f(u1,...,un)|pdu] dz
/[Y—l,l]" _2 |21|R1 e |ZTL|RTL A;zl[—|ZjRj,|ZjRj]

< 2"[[£ 1l -

Esto prueba que H es acotado en BP(R") y que
R
HHn ||B.P4)BP <2m

La desigualdad opuesta se obtiene al observar que para la funcién constante fy = 1

se tiene que HE fo(z) = 2" para todo z € R™. [
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En el siguiente teorema establecemos la continuidad del operador H en el espacio
CMO”(R™).
Teorema 2.6. Para 1 < p < oo, HEes un operador acotado en CMOP(R”) con
norma

R
| H,, ||CMO”—>CMOP < 2"

Demostracién. Tomemos f € CMO”(R™) y elijamos Ry, ..., R, > 0. Primero calcu-
laremos (HXf)g, ... r,, usando la simetrfa del dominio de integracién y haciendo un

cambio de variables adecuado:

1
(HY )Ry, R = n/ HEf(z)dx
1 2Ry - R 7 [~ R;,R;)
o |
T |f(z1]xl, - .o, znl2n])] d2 do
2"R1--- R, p_,[-R;,R;] /[-1,1]"
1
= e |f (z1]z1], - -, 2Znlen])| dz dz
/[—171]” 2MRy - Ry I7_, [—Rj, R;]

|Z1|""Zn| /
- |f(‘z1’x17'”7|Zn‘$n)‘dmd2
/[‘1’1171 2”‘21|R1 . |Zn|Rn Hglzl[*Rj,Rj]

:/ 1 |f(x1,...,2n)| dedz
[_

1,1 2%|z1| Ry - - |20 | B, 7 [z Ry, 12| Ry

= / | 120 | Ra o2 | R D2
1

)

Teniendo en cuenta el cédlculo previo y utilizando la desigualdad de Minkowski para

integrales obtenemos

-
2nR1...Rn

<
[,171]n

T
= n “f(xlauxn)’
/[—171]” [2 21| By - - [2n| R 7, (=251 Ry, 125 Rj)

» 1/p
_‘f||21|R17---,\ZnIRn‘ d@"] dz

1/p
/ HE f(2) - <H5f>R1,...,Rn|de]
"_, [-R;,R;]

1/p

1
/ Hf(‘zl,xla"‘7|zn‘xn)| - ‘f||z1|R1,...,\zn|Rn‘pd‘T dz
"\ [~R;,R;

21R; - R,
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< 2n”chMop'

Con todo lo anterior, concluimos que

R
I H,, ”cMo"—wMo” <2,

que es lo que queriamos demostrar. |

A continuacién, probaremos que el conmutador del operador de Hardy rectangular
n-dimensional y una funcién b en el espacio CM(’)q(R") para cierto valor de ¢, es
acotado en LP(R™). El conmutador antes mencionado estd definido para f € LP(R™)
como sigue:

H{'f = bH(f) — Hi(fb)
con b una funcién localmente integrable.

El siguiente lema sera de gran utilidad para probar la continuidad del conmutador

definido previamente.

|
Lema 2.7. Sib es una funcion en CMO (R"™), entonces eziste una constante C > 0

tal que para cualquier conjunto de 2n enteros ki, ...,kn,S1...,Sn, se tiene

n
|b(t1, ... tn) — b2k17m72kn’ < ’b(tl, . ,tn) — b2317”.725n’ + CHbHCMOI Z |kj — Sj’.

=1
Demostracion. Notemos primero que si k1 < $1
s1—1
|b(t13 s 7tn) - b2k1,...,2kn| < |b(t17 ce atn) - b251,...,2kn| + Z |b2j,...,2kn - b2j+1,...,2kn :
j=k1
Anélogamente, cuando s1 < ky
k1—1
b(t1, . tn) — Dok gkn| < |B(t1, ooy ty = Dosy | ok | + E |bgi .. okn — boit1 okn.
Jj=s1
Adicionalmente, para cada n-ada de indices ji, ..., jn, tenemos
1
‘5211,...,21'71 - 52.7'1+1,...,2jn| = |9n9i1 .. 9n o (b(@1,. vy xn) — 5211+1,._.,2jn) dx
T 7, [-274,291]
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2

< m |b($1, Ce ,xn) - b2j1+1’m72jn | dx

[—271+1 291+ X IT7_, [274,271]
< QHb”Cj\'/[Ol'

En consecuencia

|b(t17 s 7tn) - kal,...,an’ < ’b(th s 7tn) - b251,...,2kn ‘ + C‘kl - 81|HbHcM@1'

De forma similar es posible obtener

[D(E1s -5 tn) = bysy gka_gen | S [0(E1s -+ s En) = bysy psn _ oin | + Clhz — saf[[b]] , (1
Todo esto da como resultado que
b(t1, ... tn) — b2k1,2k2.._,2kn| < |b(ta, - tn) — b28172k2,...,2kn| + Clk1 — 51|||b||CM01

S bt tn) = bosy g5 okn | + C([k1 — s1]

+ [kz = s2l)[bl] -

Repitiendo este proceso concluimos que

n
[0(t1, -y tn) = bty gea| S [B(t1, - E0) = Bossgon |+ Clbll o0t D 1K — 85l
j=1

Con el fin de facilitar la lectura de la demostracion del siguiente teorema, utiliza-
remos la siguiente notacién: para k € Z, denotemos por S al conjunto [—2’“, Qk]" y

definamos Cj, = Sk, \ Sk—1. Observemos que C;; NC; =0 si k # j y que R" = UyezC.

Con esta notacion, para cualquier funcién f en LP(R™) podemos escribir

o0

71 =D IIfully,

k=—00

donde fi = fxc,-
Por 1ltimo, para una funcién localmente integrable b utilizaremos el simbolo byx

para denotar al promedio de b en el cubo Si.

Pasaremos ahora a enunciar nuestro resultado:



44

Continuidad de operadores de tipo promedio en espacios de Herz

Teorema 2.8. Sean 1 <p < oo yb e CMOméX{p’p/}(R")

conjugado de p. Entonces ng es acotado en LP(R™) con norma

R
L7 PRl Jp—

Demostracion. Primero examinaremos ||(H{f) |-

Il = [

 (b(@1, ... xn) — bty ... t)) dt

1

1] |2n] S ) e

ft1, ..o tn)

p
dx

1
< 2 (] 1t )b, ) — b, .
/ck mra:r< 7 16t

302”’%’/ < /ftl,...,tn)Hb(xl,...,mn)—b(tl,...,

1=—00

, donde p’ es el exponente

P
tn)| dt> dx

p
tn)| dt) dx

p
gcz—"kp/ ( /f tl,...,tn)Hb(ml,...,xn)—bgk]dt> do

1=—00

p
+02—nkp/ (Z / |f tl?"'atn)Hb(tl"“’tn)_b2k|dt) "

1=—00

:Canp</C |b(I1,...,$n)—b2kpd$)<Z / |f(t1,...,t

1=—00

p
+ 02 nkp‘Ck’ ( Z / |f t1,. .,tn)Hb(t17--~7tn) _ka‘dt>

1=—00

=1+J
Para estimar I observemos que

I < CZ_nkp ( |b($1, cee afL'n) - bQIV‘p dfl?)

1/p , p
( </ ftl,..,tn)|pdt> |cy»|1/p>

k P
< cr ( 5 Q"Z/p/\lfi\lp>

i=—00

P
) dt)
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k p
= g ( > 2”(l_k)/p/||fi\|p> |

1=—00

Ahora estimaremos J usando el Lema 2.7.

p

1=—00

p

p
+ Cbll g (2—”’f/p > (ki) /C f(tl,-.-,tn)!dt>
=J1 + Jo.

Para el primer término tenemos que

1/p
J1<0<2—”k/P > [/ If(t1y - tn ]pdt]

i=—00

1/p"\P
[/ Ib(te, ... tn —sz]pdt} )

/ 1/12/ p
<C<Z 2R !!lelp[|5|/ b(t1, .+ tn) — by P dt] )

1=—0Q
p
p n(i—k)/p'|| f.
<cpl? ('Z 2 Hszp> -
i=—00
Para el segundo término, podemos usar la desigualdad de Holder para obtener

k

p
T2 2 OBl (2_””’3' > (k- z‘)Hfirprcz-l”p’)

k p
<, ( 3 2n<z—k>/p/<ki>||fi||p> -

De todos los calculos anteriores podemos concluir

k=—o00 i=—00

p
5 1 <€ (Mg + ) 32 (35 2,
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) k p
O ot 22 (Z 2”“"“>/”/<k—i>||fi||p>

k=—00 \i=—o00
00 k p
< ORI g gmotsrs 2 (,Z (i (’f—i)llfillp>
00 k p/p’
n(i—k)/2 !
= C”bHZMoméx{p,p/} > ( 2.2 e (k_l)p>
k=—o00 \i=—00
k .
X ( Z 2(lk)np/2p’HfiH§> )

Puesto que la serie Zfzf o 2n(i=k)/2(f — i)p/ converge al mismo valor para todo entero

k, podemos usar el teorema de Tonelli para obtener

IHEFIB = IHT llb
k=—00
SCIBIY . omesioy D il <22n<i—k>p/2p'>,
1=—00 k=i

4 . . i / .
Pero de nuevo, para cada nimero entero %, la serie Y -, on(i—k)p/2p converge al mismo

valor. Asi, finalmente tenemos

”Hé{pr < C”bHCMOméx{Pm’}Hf”p'

Con esto concluimos el segundo capitulo de este trabajo.



Capitulo 3

Operadores de tipo promedio en otros
espacios

El dltimo capitulo de este trabajo estard dividido en dos secciones. En la primera
abordaremos el problema de definir versiones rectangulares homogéneas de los espa-
cios centrados de Morrey-Campanato y estudiar el comportamiento del operador de
Hardy rectangular n-dimensional y su conmutador en estos espacios. En la segunda
seccién consideraremos el operador de Hausdorff actuando en los espacios Qq(R™)

definidos por M. Essén et al. en [19].

3.1. Espacios de Morrey-Campanato rectangulares y el

operador de Hardy rectangular n-dimensional

La teoria de los espacios de Campanato tiene sus origenes en el trabajo realizado
por S. Campanato [4] y G. Stampacchia [37] a principios de la década de los sesenta.
Los espacios de Campanato son una generalizacién del espacio de funciones con osci-

lacién media acotada BMO(R™) definido por F. John y J. Nirenberg en 1961 [30], el

47
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cual esta descrito por la siguiente seminorma

IWEMFﬂ?é§LU@%%mM,

donde B denota a cualquier bola en R”, y fg es el promedio de f en B, esto es

1
fB = |B‘/Bf(1:) dx.

Para 1 <p<ooy —1/p <\ <1/n, el espacio de Campanato clasico LP*(R"™) se

define como aquel formado por todas las funciones Lebesgue medibles para las cuales

1 1/p
1o = sup <|B,1+Ap /B |f(z) = fBIF da:) < 0,

donde B es cualquier bola en R™ y fp es el promedio de f en B.

Asociado a los espacios de Campanato, encontramos a los espacios de Morrey,
los cuales fueron definidos en 1938 por C. Morrey [35] con el fin de estudiar el com-
portamiento local de las soluciones de ecuaciones diferenciales parciales elipticas de
segundo orden. La norma que describe a los espacios de Morrey clasicos LP*(R™) se

define como sigue

1 1/p
_ p
e e LG

para 1 <p < ooy —1/p <\ < 1/n. No es dificil ver que LP*(R") C LP*(R™). Tanto
los espacios de Morrey como los espacios de Campanato han sido generalizados de
diversas maneras con el objetivo de obtener existencia y unicidad para soluciones de

ecuaciones diferenciales parciales.

Los espacios presentados por Garcia-Cuerva en [25] y por S. Lu y D. Yang en
[33] son versiones centrales radiales de los espacios de Morrey y Campanato. En este
capitulo concentraremos nuestra atencién en versiones centrales rectangulares de los
espacios de Morrey y Campanato en R™. Nuestro objetivo es explorar el compor-
tamiento del operador de Hardy rectangular n-dimensional en dichos espacios y del

conmutador de este operador con una funcién en el espacio central rectangular de



3.1 Espacios de Morrey-Campanato y el operador de Hardy 49

Campanato. El interés en este tltimo conmutador viene de la caracterizacién, en el
caso radial, del espacio central de Campanato via este operador dada en [36] por S.

Shi y S. Lu.

A continuacién definiremos las versiones centrales rectangulares de los espacios de

Morrey y Campanato.

Supongamos que 1 < p < ooy —1/p < XA < 0, el espacio de Morrey central

rectangular se define como

BPAR™) = {f € Lo (R™) ¢ | fllgor < 00},

loc

donde

1 1/p
2oy = SU z)|P dz .
[RAIE"S Rj>pO ((Q"Rl L Ry)tw /Hgll[—Rj,Rj] |f(z)] >

7j=1,..,n

Notemos que si A = 0 obtenemos el espacio BP(R”) que estudiamos en las secciones
anteriores, mientras que BP~1/P(R"™) es simplemente el espacio LP(R™). Mediante
argumentos estandar es posible demostrar que Br> (R™) es un espacio de Banach. Si
denotamos por B“)‘(]R") al espacio que se obtiene al utilizar bolas centradas en el
origen en lugar de rectdngulos, el cual nombraremos espacio de Morrey central, es

sencillo probar que BPA(R™) ¢ BPA(R™) con Il gox < C -l goa-

Bajo las mismas condiciones para p y A, el espacio central rectangular de Cam-

: A . .
panato, denotado por CMO” (R™) se define como el espacio que consiste de todas

p

aquellas funciones f € L .

(R™) para las cuales

1/p
1
- Pd 3.1
R0 <<2an---Rn>l+Ap/m 1) = T 9«“) <oo, (31)

i1 j:l[_Rj7Rj]
J=1..,m

donde
1

Qan . Rn H;‘L:1[7Rj:Rj]

f(x)dx.

fR17~~~7Rn =

Cuando es finita, denotamos a la cantidad en (3.1) por HchMop,A.
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Al igual que sucede con BMO(R™), una vez que identificamos a las funcio-
nes que difieren por una constante casi en todas partes, no es dificil mostrar que
AP
: . A . . A .
tra que B (R™) € CMO”" (R™) y si denotamos por CM O™ (R™) al espacio de Cam-

panato centrado en el origen tendremos que CMOP’A(R”) cCOM OP’A(R”). Miés atn,

es un espacio de Banach. Ademas un célculo sencillo mues-

Il o iror < C Ml gyorr» Puesto que las medidas de Lebesgue de bolas y cubos son

comparables.
Estos espacios también pueden verse como versiones rectangulares de los espacios

estudiados por Alvarez, Guzmén-Partida y Lakey en [2].

El objetivo de este capitulo es examinar el comportamiento del conmutador del
. . ° ?A z
operador de Hardy con funciones en el espacio CMO” (R™) cuando actia en un

espacio de Morrey rectangular.

Antes de comenzar, observemos que las pruebas de los teoremas 2.5 y 2.6 se pueden

modificar de forma bastante simple para obtener un resultado mas general:

Teorema 3.1. Sean 1 < p < co y —1/p < X\ < 0. El operador HJ es un operador
acotado en BPA(R™) y en CMOP’A(R”) con norma

1. HHfHBPJ—)B'P,A = ﬁ

. : < 2
CMOP e MOP? = (TN

R
2. | Hy |
Demostracion. La prueba de que ambas normas son menores o iguales que 2" /(14+ )"
se puede hacer igual que en las demostraciones de los teoremas 2.5 y 2.6, lo inico que
nos quedarfa por demostrar en este caso, es que en BP* la norma del operador Hﬁ

alcanza este valor. Para lo anterior, consideremos la funcién

®(z) = (|z1] -+ |zal)*
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y observemos que ® € BPA(R™), pues

1 1/p
Dl z,0 = su / z1| |z ) P da
@0 R~>po ((2nR1 -+ Ry)(1+2p) H?:J*Rj,Rj}(‘ tf - Jenl) )

J

Jj=1,..,n
2TL
(14 Ap)n

Por otro lado

HE® () — /[ L [BGarfarl o zafen | ds
—1,1]»

GRS CIRREORE

2m ’
= q’(x)m7

lo cual implica
| Hy® g 27

12| gp.» 1+

con lo cual concluimos
R 2"

Nuestro primer resultado sobre la continuidad del operador H, f estara dado bajo
la suposiciéon de que para la funcién b, existe una constante C' > 0 tal que para
cualquier rectdngulo R C R" se satisface

C
s |(2) il < 7 /R ) — faldy, (3.2)

TER

donde ff es el promedio de f en R. A pesar de que esta suposicién podria parecer
un poco artificial, esta basada en la condicién que define a la clase de Holder reversa

(més informacién sobre este tema puede consultarse en [27] y [14]).

Pasemos ahora a nuestro resultado:
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Teorema 3.2. Sean 1 < p < oo, —1/p < A < 0, =1/p; < \; < 0,7 = 1,2,
1/p=1/p1 4+ 1/p2, A = A1 + A2 y sea b una funcion en CMOPI’Al(R") que satisface
(3.2). Entonces HJ? : BP222(R™) — BPA(R™) es acotado con

| Hy < b

HBPQV\24)B'PM\ = CAOPIA -

Demostracion. Con el objetivo de simplificar la lectura de la demostracién, estable-

ceremos la siguiente notacién: para cualquier n-ada de nimeros enteros ki, ..., k,
escribiremos
_ k1 ok kn ok
1. Ikl,.,.,kn = [—2 12 1] X oo X [—2 n 2 ”],

2. Ckl,...,kn = {(i[}l,. . .,.%'n) : 21%71 < ]x]] < ij,j = 1,... ,n},

3. bpy, g, = 27 Rt fhatn) / b(z) da.

Consideremos un rectdngulo arbitrario [—-Ry, R1] X -+ X [ Ry, R,,] C R" y tomemos

ki,.... ky € Z tales que 2871 < R; < 2%i para j = 1,...,n. Entonces

1 1
(2"Ry - - R, T /’f(m)’p dr < O e @) /|f(x)‘p dz,
H?:1[_R11Rj] Ikl ..... kn
con C una constante independiente de Ry, ..., R,.

Como consecuencia, sera suficiente mostrar que existe una constante C' > 0 tal

),
(2(k1+-~+kn+n)(1+/\p) [

..... n

que

1/p
|H f ()] dfﬂ) <O fllgeora » (3.3)

para toda n-ada de enteros ki, ..., ky,.

De la definicién de H Zf% tenemos

/1 HEf ()P da

/IKl ,,,,, Kn

1

] - zn] Jon e a1

[b(x1,. .y zn) = b(yrs - yn)] f (Y1, - - yn) dyr -
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K K, 1
< S b(21, .. xn) — b1, .- Un
<3 _z/ kn(\m---\xn b, ) = by, )

Iy, kn

,,,,,

p

AF s g dys - dyn | - de

1
D R D R £ e e iD DI DI A (GRS
k1=—00 kn=—00 Ck‘l ,,,,, kn 1 n j1=—00 Jn=—00 le ’’’’’ in
p
~bkeyr kel FW1s - sy) | Ay - dyn | dy - day,
Kl Kn 1 k?l kn
+C > D o1 [z Yoo > / b(y1,- -, Yn)
k‘1:—00 k‘n:—OO Ckl 7777 kn ! " jli—OO jTL:_OO le ''''' Jn

p

_bkl,...,anf(yl, ce :yn)’dyl < dyp dzy...dx,
=1+J

Podemos estimar el primer término usando la desigualdad de Holder para p1/p y

(p1/p)’ y para pa y ph como sigue

K, Kn
I<cC Z Z 2(k1+-..+kn)p/ b(1, . @) = bpy.. g |P dy - - - dizy,
k1=—00 kp=—00 Iy, kp
k1 kn D
A [ i,
j1=—00  jn=—00 Y Li1sin
Ky Ky »/p1
<C Z ... Z 9—(k1+...+kn)p (/ b(x1,. .., 2n) — bry.. gy [Py - 'dazn>
k1=—00 kp=—00 Iy, kn
k1 kn 1/p2
X |[k17._.7kn|1/(p1/p)’ Z e Z (/ 1y yn) [P dyy - - dyn> ‘Ijl’...7jn|1/p/2
ji=—00  jn=—o00 \YLi1,in

K Kn
A= A
SO i Wy D o S0 M0 [0S S0 g e

k1=—00 kn=—00 Jj1=—00 Jn=—00

p
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1 n
A
ST ) D DRI S S
k1=—0o0 kn=—00
p p Ap+1
< CIIP s 1y o PP H

El segundo término se puede estimar usando la desigualdad de Holder iterada-
mente, primero para p y p’ y después para p1/p y p2/p, y usando el hecho de que b
satisface (3.2):

J<C E .. Z 2—(k1+~--+k2)p/ Z ... Z /I |b(y1’ . 7yn) _ bk17...,kn|
— & N —~ ) )

P

X|f(yty- - yn)|dyr - - dyn | dzy---dzy,

D Sy N PRED vl

k1=—00 kn=—00

/[ |b(y17 v 7yn) - bkl,...,kn|p

1/p
X‘f(yhayn”pdyldyn] ’IJ17,]2‘1/p, dfﬁldxn

K K, k1 kn
e S T T A B oRE vl

k1=—00 kp=—00

/ ‘b(yla v 73/n) - bk‘l,...,kn |p1
1.

1/p1 1/p2 p
Xdy1-~dyn] [/ A )l dylmdyn] LM77 day . day
Tjy,oin
k1 kn
k‘ kn 1 1 1/p' 4+
< CIfIEy, Z Z o=kt >p/ S S [y [V
k1—foo Ckl ,,,,, kn j1=—00 jnZ—OO
1 1/171 P
N (Y1, Yn) — Dy o [P day - da,,
‘Ikl) 7kn‘ Ikl """ kn
K K,
A
SCllblli oP1M e D e D a7
k1=—0o0 kn=—00
P

A2+1
X Z Z ]17 7]n| 2t

Jji=—00 Jn=—00
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K K
A
SO s s S 0 3 s
ki1=—0o0 kn=—00
A
< CIMP e MW Va2

Combinando las estimaciones previas para [ y J, la desigualdad (3.3) queda pro-

bada. ]

Ahora quisiéramos obtener un resultado de continuidad para Hlf% cuando b es una
funcién para la cual (3.2) no necesariamente se satisface. Para lograrlo, necesitamos

imponer condiciones mas fuertes sobre p y A, ademas del siguiente lema.

Lema 3.3. Sean 1 < p < oo, —1/p < X < 0, kj,l; € Z para j = 1,...,n y
b e CMOP’/\(R"). Con la misma notacion que en la demostracion del teorema an-

terior, se satisface lo siguiente: si llamamos M al madximo entre ‘Ikl,k&,.n,kn—l,kn‘)\?

‘Illyk%"wkn—l:kn’)\7’IllleV~~:kn—lykn‘)\7' i ‘Ill,l2~--7ln—17kn’)\ Y ’Illyl27~~~7ln—lyln‘)\}7 entonces

’b(xla e >$n) - bk’l,...,kn| S |b(x17 cee 7~75n) - bll,...,ln‘ + CM Hb”

cMOP
Demostracion. Primero observemos que
1
Oy ke = Oky 1k, | S 7 () = bk +1,ks,.. k| AT
Ly g |
1,kg,e e kn
1/p
1
<ot /\b(:p) b yea [P da
ey 1,02 k| ’
Ty 41, kg, kn
< 2bll g s 1|
Ahora notemos que si k1 <[4
l1i—1
(21, ..., 2n) — bk17k27--~7kn| < |bz1, ... 2n) — bl1,k2,--~7kn| + Z |bj7k27~~~,kn - bj+1,k27---,kn|
j=k1
I1—1

< b(@ 1, ) = bkl + 2Bl g D i1kl
Jj=k1
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<1,y @) = Oy e |+ C Bl ot Th
Similarmente, si k1 >[4
b(z1, ..y 2n) = by k] < |b(z1,. . 20) — by | + C Hb”cMop,)\ |Ill,...,kn|>\'
Por los calculos previos tenemos

‘b(‘r:h [ 73377/) - bkl,.‘.,kn’ §|b(ﬂf1, ey Jjn) - bll,‘..,kn‘

. A A
+ C bl g MEX kg koo |5 1 e | -

Haciendo el mismo célculo para kg y lo en el primer término del lado derecho de

la ultima desigualdad obtenemos

‘b(xly ce. ’xn) - bkl,kg,...,kn| S’b(xlv .o 7$TL) - bll,lz,...,kn‘

. A A A
+C HbHCMOp’)\ max{’Ik1,k2,---,/€n| ) ‘Ill,k27---7kn| ) ’Il17l27---7kn| }

Continuando este proceso obtenemos el resultado deseado. [ |

Teorema 3.4. Sean 2 < p < ooy —1/2p < A < 0. Si b€ CMOP’)\(R"), entonces
HJ: BPAR™) — BP2NR™) es acotado con

(L3 L <Ol

H/3”’*(JR")HBI"’”(R" cmMom

Demostracion. Continuaremos utilizando la notacién de la prueba del Teorema 3.2.

De nuevo serd suficiente probar que existe una constante C' > 0 tal que

1/p
1 / R
Tr o [+20 i f(@)Pdz ] < C|fllgon - 3.4
<|IK1,...,Kn|1+2)‘p Iy, Kn‘ b /()] ) 11z (34)

Para obtener (3.4) notemos que

/ |Hl£%f($177xn)|pdx
Ik, K

1
S/ ( b(z1,. .y 2n) = b(yrs - y) [ f (Y1, - yn)
Ik,,.. Kn

,,,,, |[z1] - [onl J{jy,1<iz;1y
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Kl Kn 1
Xz kn<rx1|---|xn| Pt ) = B

Tigy ..k

,,,,,

p
X‘f(yl, R 7yn)‘ dyi - - dyn> dxr1---dx,

R |

ki=—00 kn=—00 Chy

1
( |b(y1> s 7yn) - bkl,...,kn’
kn

,,,, ol ool o
p

Xf(yl,,yn)‘dyldyn> dri---dx,

=I+J

El término I puede ser estimado usando la desigualdad de Holder como sigue

K Kn
r<c Y Y 2—<k1+~--+kn>p/ b(z1,. .., n) — bay.... i [P day -+ day
k1=—00 kp=—00 Ckl ’’’’’ kn
k1 kn b
A XX [ e,
ji=—00 Jn=—00 Ciyeensin
K1 Kn
)\7
§C||b||£Mop,A Z Z | Iy gy | DPH
ki=—o0 knp=—0o0
k1 En 1/p p
/
S S e an]
ji=—c0  jn=—o00 L 1irin
K Kn oy kn b
A— A
e LT 17 SRR ST SRS Ll I DERT S T
k1=—o00 knp=—0c0 Jj1=—00 Jn=—00
K1 Kn
A
el TN TR SRR ST S oas
ki=—00 kn=—0o0
A
<C Hb”iMOP’A ||f”%p,)\ |IK17~--7Kn|2 p—i-l’

donde la dltima desigualdad se satisface porque 2pA > —1.
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Para acotar J usaremos el Lema 3.3 y el hecho de que el méximo entre | I, K1k, k1 kn |)‘,

A A A L . A . . D)
‘Ijl’k27-~7knflykn‘ ’|Ij1aj2,~~7kn—1)kn| IR |Ij1,j2,...,jn71,kn’ y |I]17]27---7]n—lﬂn’ ) €8 |Ijl,327---73n—mn’
cuando k; > j;, ¢ = 1,...,n como sigue

Ky Ky, k1 kn
J<e S Y} 2—(k1+~.~+kn)p/ Sy / BWs o Un) — brrp]|
ki=—c0 kn=—00 Ckl ~~~~~ kn j1=—o0 jn=—00 le ----- Jin

p
X|f(y1,...,yn)|dy1 dyn) dxy---dxz,

K1 Kn kl kn
<C Z Z 2(k1+---+kn)p/ Z Z / b1, - Yn) — iy
k1=—o00 kp=—00 Ckl ..... kn j1=—o00 Jn=—00 Iji,..., Jn
p
Kl Kn kl kn
<cy Y 2—(k1+‘..+kn)p/ DY / b ) — by |
k1=—00 kp=—00 Chyekn j1=—00 Jn=—00 Ty ssin

p

Kl Kn kl k'n
p e —(k14+-+kn)p e : A
LN SIS SEE RS A D SIS DRy AN P
k1:—OO kp=—00 k1yeees kn ji=—00 jn=—00 Jlseees Jn
p
=Ji+ Jo.
De nuevo por la desigualdad de Holder tenemos
K1 Kn k'l k?n
Jl S C Z Z ’Ikl,...,kn’_p/ Z Z [/ |b(y1,,yn) _bj1,...,jn‘p
k1=—o00 kp=—00 Ckpoonskn ji=—o00 Jjn=—00 Tiy,vin
1/p' 1/p\ P
xdyl...dyn] [/ |f(y1,...,yn)|pdy1'--dyn] dxy---dxy,
Ljyein
Kl Kn kl kn
— )\ 1 /
< CHf”I;gp,A Z Z |Ik1,---7kn| p/ Z Z |Ij1:'~~7jn| /e
k1=—00 kn=—00 Chy,bn Jj1=—00 Jn=—00
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1/p\ P
X / (Y1, -5 yn) = bju,g | dyr -+ - dym dry - dry
Tjyssin
K1 Kn k1 kn P
—p+1 22+1
SOOI o 11150 oo Y ek DD D P
ki=—oco  kp=-o0 J1=—00  jn=—00
p p 2Ap+1
<CIIP o 171, S S M
ki=—o0 knp=—0o0
< CBIE oo 1M M, [P
Finalmente, Jo se puede estimar de la siguiente forma
k1 kn
P —(k14-+kn)p ALY
PRI SRED SIESCEST N D DD DI
k1=—oc0 kp=—00 klyoskn \ji=—00  jn=—00
1/p\ P
X / |f(y1,...,yn)|pdy1'--dyn] dxy---dxy,
Ly, . in
1\ ?
< CUIE i 1 g Z Z | p/ <\fk1,...,kn\2 “) dxy -+ day,
kl——oo kp=—0c0 Uiki, kn
p . & 2Ap+1
< O g I ZOO 3 i
1= n=——
A
<C HprMOpA ||f”Bp,)\ |IK1 ,,,,, Kn|2 p+1>
lo cual completa la prueba del Teorema 3.4. |

3.2. El operador de Hausdorff en Q),(R")

En esta seccién consideraremos el operador de Hausdorff

Hf(x) = / B f(rA(w) du (3.5)
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donde ® es una funcién medible y A = A(u) es una matriz de n X n cuyas componentes
A; j(u) son funciones medibles en la variable u. Ademas, A puede ser degenerada a
lo més en un conjunto de medida cero y xA(u) es el vector renglén que se obtiene al
multiplicar el vector renglén x por la matriz A. Este operador ha sido estudiado por

varios autores, en particular, fue tratado por E. Liflyand en el articulo [32].

El operador de Hardy H, que mencionamos en la seccion 2.2, puede verse como

un caso particular del operador (3.5). Recordemos que

Hyf(z) = [ f(tx)p(t) dt, (3.6)

o —

de forma que si en (3.5) tomamos n = 1, A(u) = uy ®(u) = x(0,1)(u)@(u) obtenemos
(3.6).

A. Lerner y E. Liflyand probaron en [31] la continuidad del operador (3.5) en el
espacio BMO(R™). Por la forma en que hemos desarrollado este trabajo, resulta na-
tural preguntarnos jpor qué no estudiar este operador en los espacios BP y CMOP’A
que presentamos en la seccién anterior? La razén es que la transformacién lineal defi-
nida por A no preserva la simetria de los dominios de integracién que aparecen en la

definicién de estos espacios. En su lugar, estudiaremos la accién de H en los espacios

Qa(R™), a € R.

Los espacios Q. (R™) fueron definidos por M. Essén et al. en [19] y generalizados
después por otros autores, entre ellos D. Yang y W. Yuan (ver [41]). Los espacios
Qq(R™) estan definidos por la siguiente condicién: una funcién medible f pertenece

a Qq(R™) siy solo si

1 f _f 2 1/2
Ifla. = o ( otz [, [ 2 H i dety) <o @)

donde el supremo se toma sobre todos los cubos en R™ con lados paralelos a los
ejes coordenados. Estos espacios son espacios de Banach, después de identificar to-

das las funciones que difieren por una constante casi en todas partes, ademds estan
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continuamente incluidos en BMO(R™).

En [19], Essén et al. probaron que Q,(R"™) = BMO(R"™) para a < 0. Para n > 2
ya>1l,on=1ya>1/2 Q.R") se reduce a las funciones constantes. Mds atin,

para a € [0,1), Qn(R™) es un subespacio de BMO(R"™).

En este trabajo, nos restringiremos al caso a € [—n/2,n/2]. Las razones por las
cuales hemos tomado esta restriccion seran claras més adelante. El primer problema

que abordaremos es qué podemos decir de la funcién
F(,u)(z) = f(zA(u))

cuando f € Q,(R™) y fijamos u € R".

Antes de empezar, notemos primero que si ) es un cubo con lados paralelos a
los ejes coordenados y denotamos por Q4 al cubo con lados paralelos a los ejes mas
pequeno que contiene al paralelepipedo QA, entonces

o, < |Alltq, (3.8)

donde £g, y fq denotan las longitudes de los lados de los cubos Q4 y @ respectiva-

mente, y
[A]l = [|A(w) || = méx{[A1j(u)| + - -+ [Anj(u)] : 1 <j < n}.
Lema 3.5. Para a € [-n/2,n/2], u € R" y f € Qa(R"), la funcion
F(,u)(z) = f(zA(u))
pertenece a Qqo(R™) y

IEC u)llgn < (V) 2+ det A7 W)l [If .. (3.9)
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Demostracion. Usando (3.8) y un cambio de variables podemos obtener

1 |f(zA(uw)) — f(yA(u))[? 1/2
<|Q|12a/n /Q/Q |z — y[n+2e dxdy)

1/2
fw)? 12
detA™ " (u)|* dzdw 3.10
(@1 7 o o T Azl ) (3.10)

9 1/2
S "A(u>”§_a‘det‘4_l(u)’ (’Q |1 2a/n /QA /QA (1‘71)—‘1—204 dZdw> '

Ahora notemos que

|z —w| = |(((z —w)A~") A)'|
— |A((z — w) A Y| (3.11)
<[ AMlopl(z — w) AT

donde
[A%|op = sup A"z = || Allop- (3.12)

|zt|=1
Dado que
[ Allop < \/ﬁ sup |Az'|y < v/nl|Al,

ztli=1
con [(B1, ..., Bn)l1 = 2251 B, usando (3.11) y (3.12), podemos estimar (3.10) por

1A(w) |2 ~0det A~ ()| (Vall A() ) 211 f .

con lo cual obtenemos la desigualdad (3.9). [ |

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente teorema.
Teorema 3.6. Supongamos que o € [—n/2,n/2] y que
Can = [ ldetA™ @If0(w)]A]" du < .
Rn

entonces, el operador de Hausdorff H es acotado en el espacio Qu(R™) y su norma

satisface

[H|gu—0a < (VR)2TCas.
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Demostracion. Supongamos que f € Q4 (R™) y sea @ un cubo con lados paralelos a los
ejes coordenados. Usando el Lema anterior y la desigualdad de Minkowski podemos

obtener la siguiente estimacién

( 1 /QQ\Hf(x)—Hf(y)l2dxdy)l/2

’Q‘I—Qa/n |x _ y|n+2a

- <|Q|112a/" /Q/Q

< [ (gt [, [ A TR 4oy " o

< [ R@lIFC0lg.du
< WFflg. [ ldeta” @lRIIAI" du

1/2
2 dxdy /
|z — y[rt2e

[ pwlseaw) - fpa@w)

= (V) ECaal fllons

con lo que se concluye la demostracién. |

Para finalizar esta seccién observemos que cuando o« = —n /2, tenemos que Q,(R™)) =
BMO(R™) y de acuerdo al resultado probado en [31], el operador de Hausdorff H es
acotado en BMO con

1] Bmo—Bro < Cas.

Puesto que esta es la misma cota que obtuvimos para la norma de H en el Teorema

3.6, nuestro resultado incluye el caso BMO(R") considerado en [31].



64

Operadores de tipo promedio en otros espacios




Bibliografia

1]

[5]

W. Abu-Shammala y A. Torchinsky. Spaces between H'! and L'. Proc. Amer.
Math. Soc., 136:1743-1748, 2008.

J. Alvarez, M. Guzman-Partida, y J. Lakey. Spaces of bounded A-central mean
oscillation, Morrey spaces, and A-central Carleson measures. Collect. Math.,

51(1):1-47, 2000.

A. Beurling. Construction and analysis of some convolution algebras. Ann. Inst.

Fourier (Grenoble), 14:1-32, 1964.

S. Campanato. Proprieta di hélderianita de alcune classi di funzioni. Ann. Scuola

Norm. Sup. Pisa, 17(3):175-188, 1963.

L. Carleson. A counterexample for measures bounded for HP for the bi-disc.

Mittag-Leffler Report, 7, 1974.

C. Carton-Lebrun y M. Fosset. Moyennes et quotients de Taylor dans BMO.
Bull. Soc. Roy. Sci. Liége, 53:85-87, 1984.

65



66

BIBLIOGRAFIA

[7]

8]

[10]

[11]

[12]

D. C. Chang y C. Sadosky. Functions of bounded mean oscillation. Taiwanese

J. Math., 10(3):573-601, 2006.

S.-Y. A. Chang y R. Fefferman. A continuous version of the duality of H' and
BMO on the bidisk. Ann. of Math., 112:179-201, 1980.

S.-Y. A. Chang y R. Fefferman. Some recent developments in Fourier analysis

and HP theory on product domains. Bull. Amer. Math. Soc., 12:1-43, 1985.

Y. Chen y K. Lau. Some new classes of Hardy spaces. J. Funct. Anal., 84:255—
278, 1989.

M. Christ y L. Grafakos. Best constants for two nonconvolution inequalities.

Proc. Amer. Math. Soc., 123(6):1687-1693, 1995.

R. R. Coifman, R. Rochberg, y G. Weiss. Factorization theorems for Hardy
spaces in several variables. Ann. Math., 103:611-635, 1976.

M. Cotlar y C. Sadosky. Two distinguished subspaces of product BMO, and
Nehari-AAK theory for Hankel operators on the torus. Int. Eq. Op. Th., 26:273—
304, 1996.

J. Duoandikoetxea. Fourier analysis. American Mathematical Society, 2001.
C. Espinoza-Villalva. A note on rectangular Morrey-Campanato spaces.

C. Espinoza-Villalva. Central mean oscillation and rectangularly defined spaces.

Electron. J. Math. Anal. Appl., 5(2):116-128, 2017.

C. Espinoza-Villalva y M. Guzman-Partida. Average operators on rectangular

Herz spaces. Tatra Mt. Math. Publ., 65:61-70, 2016.

C. Espinoza-Villalva y M. Guzméan-Partida. Continuity of Hardy type operators
on rectangularly defined spaces. J. Math. Anal. Appl., 436:29-38, 2016.



BIBLIOGRAFIA 67

[19]

[20]

[21]

[24]

[27]

[28]

M. Essén, S. Janson, L. Peng, y J. Xiao. @ spaces of several real variables.

Indiana Univ. Math. J., 49(2):575-615, 2000.

C. Fefferman y E. M. Stein. HP spaces of several variables. Acta Math., 129:137—
193, 1972.

H. Feichtinger. An elementary approach to Wiener’s third Tauberian theorem
on Euclidean n-space, Proceedings, Conference at Cortona 1984. Sympos. Math.

29, Academic Press, 1987.

S. H. Ferguson y M. Lacey. A characterization of product BM O by commutators.
Acta Math., 189:143-160, 2002.

S. H. Ferguson y C. Sadosky. Characterizations of bounded mean oscillation
on the polydisk in terms of Hankel operators and Carleson measures. J. Anal.

Math., 81:239-267, 2000.

Z. W. Fu, Z. G. Liu, S. Z. Lu, y H. B. Wang. Characterization for commutators
of n-dimensional fractional Hardy operators. Sci. China (Ser. A), 50:1418-1426,
2007.

J. Garcia-Cuerva. Hardy spaces and Beurling algebras. J. London Math. Soc.,
39(2):499-513, 1989.

J. Garcia-Cuerva y M. J. Herrero. A theory of Hardy spaces associated to Herz
spaces. Proc. London Math. Soc., 69(3):605-628, 1994.

J. Garcia-Cuerva y J. L. Rubio de Francia. Weighted Norm Inequalities and
Related Topics. North-Holland, 1985.

G. Hardy, J. E. Littlewood, y G. Polya. Inequalities. Cambridge Univ. Press,
1999.



68

BIBLIOGRAFIA

[29]

[30]

[31]

C. Herz. Lipschitz spaces and Bernstein’s theorem on absolutely convergent

Fourier transforms. J. Appl. Math. Mech., 18:283-324, 1968.

F. John y L. Nirenberg. On functions of bounded mean oscillation. Comm. Pure

Appl. Math., 14:415-426, 1961.

A K. Lerner y E. Liflyand. Multidimensional Hausdorff operators on the real
Hardy space. J. Aust. Math. Soc., 83:79-86, 2007.

E. Liflyand. Hausdorff operators on Hardy spaces. Eurasian Math. J., 4(4):101—
141, 2013.

S. Lu y D. Yang. The central BMO spaces and Littlewood-Paley operators.
Approz. Theory Appl., 11:72-94, 1995.

S. Lu y D. Yang. The local versions of HP(R™) spaces at the origin. Studia
Math., 116(2):103-131, 1995.

C. B. Morrey. On the solutions of quasi-linear elliptic partial differential equa-

tions. Trans. Amer. Math. Soc., 43(1):126-166, 1938.

S. Shi y S. Lu. Characterization of the central Campanato space via the com-

mutator operator of Hardy type. J. Math. Anal. Appl., 429:713-732, 2015.

G. Stampacchia. £®Y-gpaces and interpolation. Comm. Pure Appl. Math.,
17:293-306., 1964.

N. Wiener. Generalized harmonic analysis. Acta Math., 55:117-258, 1930.
N. Wiener. Tauberian theorems. Ann. of Math., 33(2):1-100, 1932.

J. Xiao. LP and BM O bounds of weighted Hardy-Littlewood averages. J. Math.
Anal. Appl., 262:660-666, 2001.



BIBLIOGRAFIA

69

[41] D. Yang y W. Yuan. A new class of function spaces connecting Triebel-Lizorkin

spaces and @ spaces. J. Funct. Anal., 255:2760-2809, 2008.





