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Resumen

Esta tesis es el resultado de tres trabajos distintos pero todos relacionados con los
productos de graficas. En una primera parte, el trabajo realizado consistié en buscar
cuéles de los 256 productos de gréficas existentes podian asociarse al grupo K (G)
en vista de obtener una estructura de anillo. Luego se desarrollé el mismo trabajo
para el grupo K4 (G). En ambos casos el resultado fue que exactamente 6 productos
cumplian y por dltimo se mostré que cada uno de los anillos formados sobre K,(G)
es isomorfo a algtn anillo formado sobre K (G).

En una segunda parte, la pregunta planteada fue: ;En qué casos es posible calcular
el polinomio de completas de un producto de graficas en términos de los polinomios
de completas de sus graficas factores 7 Se analizaron todos los casos proporcionando
la férmula en los casos afirmativos y un contraejemplo en los casos negativos.

La tercera y ultima parte de este trabajo se centra en la particion dimensional
de uno de los productos de graficas. Este estudio permitié encontrar cotas asi
como en algunos casos el valor exacto de la particién dimensional del producto
lexicografico para graficas arbitrarias y ciertas familias especificas de graficas como
las trayectorias, los ciclos, las graficas completas y los conjuntos independientes.
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Abstract

This thesis is a set of three separate works, all of them related with graph products.
In the first part, the work done was to search which of the 256 products could be
associated to the K (G) group in order to form a ring structure. The same work
was then applied for the K (G) group. In both cases, the result was that exactly
6 products complied and ultimately it was shown that each one of the rings formed
over K (@) is isomorphic to some ring formed over K (G).

In the second part, the question raised was: In which case it is possible to calculate
the clique polynomial of a graphs product in terms of the clique polynomials of its
factors graphs? We analyzed each case, giving the formula in the affirmative cases
and a counterexample in the negative ones.

The third and last part of this work focuses on the dimensional partition of one of
the graphs product. Here we found boundaries or, in some cases, the exact value of
the dimensional partition of the graphs product for the general case and for certain
specific graphs families, such as the clique ones, the trajectories, the cicles or the
independent sets.
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Introduccién

La palabra grafica proviene del latin graphicus y ésta a su vez, del griego grafikds
(vpapikds), la cual significa “relacionado con la escritura” o “escribir”. En el
lenguaje cientifico actual, la teoria de graficas es una rama de las matematicas cuyo
origen suele situarse en el famoso problema de los “siete puentes de Konigsberg”,
el cudl fue resuelto por Leonhard Euler en 1736 [41]. Este problema consistia en
encontrar un camino para recorrer toda la ciudad de Konigsberg, pasando una sola
vez por cada uno de los siete puentes que existian en la ciudad (ver Figura 1). Euler
demostré que no exisitia tal camino. En su demostracién representd las zonas ter-
restres por puntos y los puentes por lineas, obteniendo de este modo la grafica de
la Figura 2, la cudl es frecuentemente considerada como la primera gréafica de esta
teoria.

Figura 1: La ciudad de Koénigsberg en la época de Euler

Figura 2: La grafica de Euler para el problema de los siete puentes



2 Introduccién

Afios més tarde, en 1847, Gustav Kirchhoff utilizé las gréaficas para modelar los
circuitos eléctricos, asociando los componentes eléctricos de un circuito a vértices y
aristas de una grafica. Luego a cada componente del circuito le asocié un peso y
aplicando sus leyes a cada uno de los vértices de la grafica, obtuvo un sistema de
ecuaciones. El trabajo de Kirchhoff consistié en determinar un sistema reducido y
equivalente de dichas ecuaciones. Para ello, tuvo que estudiar también las graficas
en si mismas, iniciando de esta manera el estudio de lo que conocemos ahora como
las graficas conexas. su trabajo se considera la primera aplicacién de la teoria de
graficas a un problema de ingenieria.

Figura 3: Ejemplo de grafica representando un circuito eléctrico

Media década después, se planted el célebre problema de la coloracién de mapas,
conocido como el Problema de los Cuatro Colores. En una carta enviada a William
Hamilton, Augusto de Morgan le comenté que un estudiante suyo, Francis Guthrie,
le habia preguntado si cualquier mapa se podria colorear con 4 colores. El problema
fue resuelto en el ano 1976 por Kenneth Appel y Wolfgang Haken, después de mas de
un siglo de pruebas y contraejemplos erréneos. Para resolverlo, utilizaron la teoria
de gréficas, reemplazando los paises por vértices y poniendo una arista entre dos
vértices si los paises correspondientes si tienen una frontera en comun. El problema
fue muy famoso debido a la polémica que generd en su época ya que Appel y Haken
utilizaron tres computadoras para resolver unos miles de casos que no pudieron re-
solver andliticamente.

Segun el tipo de problema se utilizan distintos tipos de graficas. Por ejemplo, pode-
mos citar entre otras las gréaficas dirigidas, en las cuales las aristas tienen una di-
reccion. Otro tipo de gréficas son las multigraficas en las cuales las aristas no son
subconjuntos de dos elementos del conjunto de vértices de la gréfica, sino subcon-
juntos de tamano arbitrario. De igual manera se distinguen las gréaficas con pesos o
sin pesos en las aristas y aquellas que admiten lazos, es decir, aristas de un vértice
hacia si mismo. Por dltimo es importante mencionar aquellas graficas que son el
principal interés de este trabajo: las graficas simples, es decir, graficas sin lazos, ni
pesos, ni direcciones (para una definicién precisa ver apéndice ).

Hoy en dia, el uso de las gréaficas ha incrementado notablemente asi como sus apli-
caciones en diversas areas de la ciencia y la investigacién. Por sélo citar algunas,
ademés de los ya mencionados circuitos eléctricos, podemos mencionar el uso de
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las graficas en los arboles genealdgicos, la distribucion de espacios arquitecténicos,
los emparejamientos de objetos, la biologia molecular (decodificacién del ADN), la
programacién de actividades, los sistemas de localizacién, el andlisis de estructuras,
los cédigos de barra, los resultados de torneos, la estadistica, el andlisis lingiiistico,
los juegos, el estudio de datos en las redes sociales, los algoritmos de busqueda en
Internet (google), etc... La teoria de graficas se ha visto también relacionada con
ramas como la topologia (el problema de los cuatro colores o de los siete puentes son
unos ejemplos de esto), la estadistica, la probabilidad, la combinatoria, la geometria
de poligonos, la aritmética y el dlgebra, en el cual podemos destacar los estudios de
las operaciones con graficas como productos, uniones y suma.

Un posible enfoque para el analisis es el estudio de la estructura del producto de
las gréaficas en si mismo. Hay una amplia bibliografia sobre el reconocimiento de
productos de gréficas, solo por citar algunos [53] [54] [55] citejanez[57] [47]. Un
segundo enfoque estd relacionado con el estudio del comportamiento de algunos
invariantes de graficas productos. Un ejemplo de este tipo de estudio lo coforma la
conjetura de Vizing [58] [59] [60] [61] que estd vinculada con lo siguiente: un conjunto
dominante es un conjunto de vértices de una grafica G, tal que todos los vértices
fuera del conjunto tienen un vecino en el conjunto dominante. El nimero dominante
~v(G) es el menor cardinal de un conjunto dominante de G. La conjetura de Vizing
plantea que para dos graficas G, H, v(GOH) > v(G)y(H) donde [J representa el
producto cartesiano de graficas, un producto que estudiaremos méas detenidamente
en esta tesis. Otros pardmetros, tales como la conectividad, la coloracién, el tamafio
de las subgréficas completas o de los cliques, entre otros, han sido también objeto
de desarrollo.

En este trabajo estudiaremos varios aspectos de diversos productos de graficas. Mds
precisamente, en una primera parte, nos proponemos estudiar las propiedades de
los productos de graficas haciendo uso de la teoria de grupos y de anillos. En una
segunda parte, nos interesaremos por la estructura de las gréaficas productos y su
reconocimiento a través de los polinomios de completas. Por ultimo trabajaremos lo
concerniente a la particién dimensional y analizaremos su comportamiento cuando
se tiene el producto lexicografico de dos graficas.

Productos de graficas

Los productos de gréficas fueron introducidos por Whitehead y Russell en 1912 y
redescubiertos por Gert Sabidussi en 1960 [9]. Con el desarrollo cada vez mas no-
torio de las ciencias de computacién, los estudios y las aplicaciones de estos tipos
de gréficas han resultado ser cada véz mas numerosos, véase por ejemplo [42], [43],
[44], [45]. Un producto de dos graficas G = (V(G),E(G)) y H = (V(H),E(H)) es
otra gréfica cuyo conjunto de vértices es V(G) x V(H) y cuyo conjunto de aristas
esta totalmente definido por las adyacencias y no adyacencias en G y H. Como
veremos mas adelante, existen 256 productos distintos, sin embargo, algunos son
mas estudiados que otros por tener propiedades maés interesantes como por ejemplo
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Figura 4: Ejemplo de producto cartesiano

la asociatividad, conmutatividad, etc... Podemos destacar el producto cartesiano,
el producto fuerte, el producto lexicografico, el producto tensorial (o categérico) y
el producto modular, para los cuales hay una amplia bibliografia, entre otros: [46],

[47), [49], [50], [51], [52], [48], [39], [40].

Por ejemplo, veamos el caso del producto cartesiano. Para dos graficas G = (V(G),
E(G)),H=(V(H),E(H)), el producto cartesiano se define como la grafica GOH =
(V',E") donde V' = V(G) x V(H) y (g1, h1)(g2, he) estdn en E’ siy sélo si Ig; = go
y hiha € E(H)) o (h1 = h2 y 9192 € E(G)) (ver Figura 4).

Este producto es uno de los més estudiados. Las investigaciones se enfocan en general
en la caracterizacién de las graficas productos: por ejemplo se sabe que si una gréfica
es un producto cartesiano de graficas, entonces puede ser factorizada inicamente en
dos gréficas factores primas, es decir graficas que no pueden ser factorizadas como
producto de dos gréficas factores [9]. También se sabe que un producto cartesiano
de graficas es transitivo por vértices si y solo si sus graficas factores también lo son
[7]. Otro punto de interés en el estudio de los productos de graficas estd represen-
tado por los invariantes. Podemos citar entre otras la antes mencionada conjetura
de Vizing. También se sabe que el nimero cromético x (el minimo nimero de col-
ores necesarios para tener una buena coloracién) del producto cartesiano cumple
X(GOH) = max{x(G), x(H)} [62] entre otros estudios.

En esta tesis, trabajaremos en un primer tiempo con todos los productos de graficas
v luego estudiaremos detenidamente un invariante: la particién dimensional.
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Organizacion de la tesis

En el primer capitulo, con el objetivo de obtener una estructura de anillo, estudi-
aremos las propiedades de los productos de graficas, en especial la distributividad
respecto a dos otras operaciones: la uniéon y la suma de graficas. En el segundo
capitulo intitulado Polinomios de productos de gréficas, analizaremos cada uno de
los productos con el fin de encontrar cuando podemos calcular el polinomio de com-
pletas Poam () de un producto A de dos graficas arbitrarias G, H independientement
de las gréaficas. Por ultimo, en el capitulo denominado Sobre particiones resolventes
para el producto lexicografico, estudiaremos la particion dimensional del producto
lexicografico. En particular, daremos cotas para el caso general y para familias es-
pecificas de graficas. A continuacién se expone mas en detalle lo que se realizard en
cada capitulo de esta tesis:

Capitulo 1: La unién es una operacién bdsica de la teoria de graficas. En [6],
utilizando como operacién la operacién unién, los autores construyeron el grupo de
Grothendieck sobre el conjunto de graficas finitas que denotaron por K(G). En este
capitulo retomamos este trabajo con la idea de ver cudl de los productos de graficas
se pueden agregar a K(G) para obtener una estructura de anillo. Nuestro primer
resultado fue que exactamente 6 de los 256 productos podian ser agregados a K(G)
para formar una estructura de anillo. De manera andla al trabajo hecho con la op-
eraciéon unioén, en la segunda parte de este capitulo se realiza el mismo analisis pero
esta vez con la suma de graficas. La operacién suma de dos graficas G, H consiste en
agregar todas las aristas con un vértice en G y el otro en H a la grafica GUH. Otra
vez, el resultado obtenido fue que 6 productos, distintos a los encontrados en el caso
de la unién, pueden asociarse a K (G) (el grupo de Grothendieck construido con la
suma de graficas) para obtener una estructura de anillo. Por ltimo, encontramos
que estos anillos son isomorfos por pares, es decir, cada uno de los 6 anillos formados
con la operacién unién es isomorfo a uno de los anillos formados con la operacién
suma.

Capitulo 2: Esta seccién estd dedicada al estudio de los polinmios de completas.
El polinomio de completas de una grafica G se define como Pg(x) = Zaixz +1
=1

donde los coeficientes a; representan el niimero de completas de tamafno ¢ en G.
El problema abordado en este capitulo se puede plantear de la siguiente manera:
dado dos polinomios de graficas (sin las gréficas)? cuéles son los productos para los
que se puede calcular el polinomio de completas de la gréfica resultante? En otras
palabras, para dos graficas G, H, jpara cudles productos de gréaficas A se puede cal-
cular Pgap () en términos exclusivamente de Pg(x) y Py (x) ? En la literatura, solo
se encuentran las férmulas de polinomios de completas de 2 productos de graficas:
la del de polinomio del producto cartesiano de graficas [11] y la del producto lex-
icografico [38]. En esta parte, se ha revisado para cada producto de graficas si el
calculo es posible 0 no: en caso de respuesta afirmativa, se da la férmula que permite
calcularlo y en caso contrario, se proporciona un contraejemplo. Por contraejemplo,
entendemos lo siguiente: para un producto A proporcionamos 4 graficas G,G’, H, H’
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con Pg(x) = Pg(z) y Pu(X) = Pg/(z) pero para las cuales Poag # Porapr. El
resultado principal de esta seccién es que encontramos 29 productos para los cuales
se puede calcular el polinomio resultante en el sentido antes mencionado y para los
que damos la férmula ademés de proporcionar un contraejemplo para los 227 casos
restantes.

Capitulo 3: La tercera y 1ltima parte de esta tesis se centra en la particién dimen-
sional pd (un invariante) del producto lexicografico de graficas que denotaremos por
o. La particién dimensional (Pd) de gréficas ha sido estudiada en varias investiga-
ciones, por Chappell, Gimbel y Hartman en [15], por Chartrand, Salehi y Zhang
en [18], por Fehr, Gosselin y Oellermann en [20], por Rodriguez-Veldzquez, Yero
y Kuziak en [27], por Tomescu, Imran y Slamin en [30], [31] y [32], y por Yero y
Rodriguez-Veldzquez en [33]. Mds detalladamente, Chappell, Gimbel y Hartman
obtuvieron varias relaciones entre la particién métrica, la particién dimensional, el
didmetro y otros pardmetros en [15]. Chartrand, Salehi y Zhang mostraron que
para cualquier grafica no trivial G, se tiene pd(G) < pd(GOK3), donde [J representa
el producto cartesiano de graficas. También mostraron que para una subgréfica
inducida H de una grafica conexa G, el ratio r, = pd(H)/pd(G) puede ser arbi-
trariamente grande [18]. La particién dimensional de algunas familias especiales ha
sido estudiado luego en varios articulos. Por ejemplo, las gréaficas de Caley fueron
estudiadas por Fehr, Gosselin y Oellermann en [20], las gréficas infinitas (Z2,&4) y
(72, &3), donde el conjunto de vértices es el conjunto de puntos del plano R? con
entradas enteras y el conjunto de aristas el conjunto de todos los pares de vértices
cuyas distancias de bloque de ciudad y de tablero de ajedrez son 1, fueron estu-
diadas por Tomescu [30]. Otras graficas infinitas fueron estudiadas en [31]. El
producto corona de gréficas fue estudiado por Rodriguez-Velazquez, Yero y Kuziak
en [27] y los productos cartesiano y fuerte fueron estudiados en [19] y [33]. En
este capitulo, el trabajo se centré en encontrar cotas para la particion dimensional
del producto lexicografico. Primero veremos el caso general, para el cual propor-
cionamos cotas en términos de la particion dimensional y de la cardinalidad de sus
factores. Después haremos un estudio detallado para familias de gréaficas especifi-
cas, en especial para los siguientes tipos de graficas factores: graficas completas,
conjuntos independientes, trayectorias y ciclos. Mas detalladamente veremos que
para el caso general, si G es de orden n; y H una grafica de orden ny entonces
pd(H)+1 < pd(Go H) <ng.pd(G) y que pd(G o H) < ni.pd(H + K;). Después del
caso general, estudiaremos familias especificas de gréaficas, iniciando con los casos en
los cuales una de los factores es una grafica completa K,. En particular veremos
que pd(Kp o H) = npd(H + K1) y que n+ 2 < pd(G o K,,) < n.pd(G). Luego,
verificaremos los casos en donde uno de los factores es una trayectoria F,, o un ciclo
Cin, en especial veremos que para cualquier grafica conexa G de orden r y cualquier
trayectoria de longitud n = 3m+1i con i € {—1,0, 1} se tiene pd(Go P,) < (m+ 1)r
y pd(P, o H) < m+ 2. Para cerrar esta seccién, daremos las cotas para los casos en
los cuales uno de los factores es un conjunto independiente de vértices



Capitulo 1
Anillos de graficas

Las estructuras algebraicas como los monoides, los grupos, los anillos o los cam-
pos son de suma importancia en el desarrollo de las matematicas y por esta razén
fueron objetos bastante estudiados desde que fueron descubiertos. Son ya muy
conocidos esos objetos algebraicos cuyos elementos pueden ser nimeros, matrices,
objetos geométricos, permutaciones, polinomios, etc... También existe un tipo de es-
tudios de grupos en gréficas, cuyos elementos por lo general son los vértices o las
aristas de éstas, pero hasta el trabajo presentado en este capitulo, no se habia dado
una estructura algebraica cuyos elementos sean graficas.

En [6] los autores constuyeron el grupo de Grothendieck K(G) sobre el monoide
(G,U) formado por el conjunto de todas las graficas, denotado por G, y la operacién
union de graficas, construccion que volveremos a presentar en esta tesis. El objetivo
del trabajo que se desarollard en este capitulo, es la construccion de anillos sobre
este grupo. En 1974, Wilfried Imrich y Herbert Izbicki encontraron cuales de los
256 productos de gréficas (concepto que definiremos a conitunacién) son asociativos
[8]. Aqui, encontraremos dentro de los 256 productos de graficas, cuales son dis-
tributivos respecto a la operacién unién con el objetivo de obtener una estructura
de anillo. También mostraremos que una construccion similar se puede obtener con
la operacion suma de graficas y otros productos de gréficas, obteniendo el mismo
numero de anillos. Por iltimo, mostraremos que a cada anillo formado con la unién
es isomorfo a uno de los anillos formados con la suma de graficas.

Este capitulo se divide de la siguiente manera. Primero, daremos las definiciones
necesarias, como anillo, unién de graficas, suma, y veremos como se forma el grupo
de grodethendieck. Luego, daremos la definicién de un producto de gréaficas y su
representacion matricial. En tercer lugar, mostraremos cuales productos forman
anillos con la operacién unién y cuales forman un anillo con la operacién suma. Por
ultimo, veremos la existencia de un isomorfismo de anillos entre pares de anillos.

1.1 Definiciones basicas

Una grdfica G es una pareja (V(G), E(G)) donde V(G) es el conjunto de wvértices
de G, y E(G) es el conjunto de aristas de G. Una arista es un subconjunto de dos
elementos de V. Una arista caracteriza entonces un vinculo entre dos vértices de una
grafica. En este trabajo trabajaremos con graficas finitas, es decir, graficas cuyo con-
junto de vértices es finito. Si no estan dados explicitamente, denotaremos por V(G)

7



8 Anillos de gréficas

el conjunto de vértices de Gy por E(G) el conjunto de aristas de G. Denotaremos
por Gy a la gréfica sin vértices. Si {u,v} € E (que denotaremos frecuentemente uv),
diremos entonces que u y v son adyacentes, o0 mas simplemente que u incide en v.
Siu eV yeée FE son tales que u € e, diremos que el vértice u es incidente en la
arista e, o también que u es un extremo de e. Sie,f € Ey e[\ f # 0, diremos que
las aristas e y f son adyacentes. Por ejemplo, en la Figura 3.18, Para la grafica G
tenemos que V(G) = {v1,ve,...,v7} vy E(G) = {vivg, v1v3, ..., 0607}

U2 Vg

U1 U7

V3 Ve
Figura 1.1: Ejemplo de una grafica G

El complemento de una grafica G = (V, E) se define como G = G¢ = (V, E°) tal que
xy € E°siysélosixzy ¢ E.

Una grafica G = (V, E) se dice completa si para cada par de vértices {x,y} implica
que xy € E. Denotaremos a una grafica completa de n vértices por K,. Un clan
es una completa que no estd contenida en ninguna otra completa. Por ejemplo en
Figura 3.18, {v1, va, v3,v5} forma un clan.

Diremos que un conjunto H de vértices de una grafica G es un conjunto independi-
ente si para cada u,v € H se tiene uv ¢ E(G). Denotaremos por K, a la grifica con
n vértices y sin ninguna arista. En la Figura 3.18, {v1,v4,v6} forma un conjunto
independiente.

Diremos que H = (V' E’) es subgrdfica de una griafica G = (V,E) si V! C V' y
E’ C E. Diremos que la subgrifica G' = (V”, E") es una subgrdfica inducida de
G = (V,E) si E" = E(V") donde E(V") es el conjunto de aristas de G restringido
al conjunto de vértices V”. D misma manera, si G = (V, E) es una grafica y S
un subconjunto de V(G). La subgréfica inducida por S se define como la grafica
G(S)=(V(S),E(S)) donde V(S) = Sy ay € E(S) siy sélosizy € E(G). Diremos
que G contiene una grafica G’ si existe una subgrafica inducida de G isomorfa a G’.
En el caso contrario, diremos que G no contiene G'. Por ejemplo, en la Figura 3.18,
la grifica G contiene a Ky la cual es la grafica inducida por {vy, ve, vs,v4}.
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Para un vértice u € V, designaremos por N(u) el conjunto de vértices de G ady-
acentes a u, y por N[u] el conjunto N(u)|J{u}. Usualmente a N(u) se le llama
vecindad abierta de u y a N[u], la vecindad cerrada de u. Si N[u] = V diremos
que u es un vértice universal, y la gréfica G, una estrella centrada en u. Por ejem-
plo, en la grafica G de la Figura 3.18 tenemos que N(vs) = {v1,v2,v3,v4,06} ¥
Nvs] = {v1, va, v3,v4,v5, 06}, sin embargo no G no contiene vértice universal.

Para u,v € V, llamaremos camino de u a v, a una secuencia {uy,ug, -+ ,u,} de
vértices de G con u = u; y v = u, tal que para i = 1,2,--- ,n — 1, tenemos
ujui+1 € E. La longitud de un camino es el nimero de vértices que contiene menos
uno, es decir n—1. Una cuerda de un camino es una arista compuesta de dos vértices
no consecutivos del camino. Si para todo u,v € V existe al menos un camino de u
a v, entonces diremos que G es conezxa. Se dice que un camino es una trayectoria si
todos los vértices del camino son distintos, denotaremos a una traycetoria de longi-
tud n por P,. En la grifica de la Figura 3.18, una posible trayectoria de v; a v7 es

{/Ula V2, V4, U7}'

Un ciclo es una sucesion {uj,ug, - ,u,} de vértices distintos de G tal que para
todo ¢ = 1,2,...,n tenemos u;u;+1 € F (considerando w, = wi). La longitud de
un ciclo es el nimero de vértices. Una cuerda de un ciclo es una arista compuesta
de dos vértices no adyacentes del ciclo. Un hoyo es un ciclo sin cuerda que tiene
longitud de al menos cuatro. Diremos que un camino, un ciclo, o un hoyo es par si
su longitud es par, e impar si su longitud es impar. Podemos observar en la Figura
3.18 que {vy4, v5, vg, v7} es un hoyo, mientras que {v1, vy, vs,v3} es un ciclo méas bien
no un hoy por contener la cuerda v vs.

La distancia de u a v es la distancia mas pequena entre todos los caminos de u a v
y se denota por d(u,v) por ejemplo si G es una trayectoria de n vértices y x1, z2 los
extremos, entonces d(z1,z2) = n—1. El didmetro de una gréfica G = (V(G), E(G)),
que denotaremos por diam(G), se define por:

diam(G) = max{d(u,v)|u,v € V(G)}

Por ejemplo, en la Figura 3.18, tenemos que d(v1,v) = 2 y diam(G) = 3

Una coloracion de una gréfica G es asignar un numero (color) a cada vértice de
G, en otras palabras, una coloracién es una funcién ¢ : V(G) — N. Una buena
coloracion de G es una coloracion de G tal que si dos vértices x y y son adyacentes
entonces ¢(z) # c(y). Una r-coloracion de G es una buena coloracién de G con r
colores. El ndmero cromdtico, denotado x(G), estd definido como el minimo n tal
que G tiene una r-coloracién. Una gréafica G es r-coloreable si x(G) < r y es r-
cromdtica si x(G) = r. Por ejemplo, para la grafica G de la figura 3.18 la coloracién
¢ definida por ¢(v1) = ¢(va) = ¢(vs) = 1, c(v2) = c(v7) = 2,¢(v3) = 3,¢(vs) = 4 es un
buena coloracion de G. Por otra parte, como G tiene K4 como subgrafica inducida
concluemos que x(G) = 4.
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Un isomorfismo entre dos graficas Gy H es una funcién biyectiva f : V(G) — V(H)
que preserva aristas, es decir g¢’ € E(G) siy s6lo si f(g)f(¢') € E(H). Diremos
que dos graficas G, H son isomorfas (G = H) si existe un isomorfismo entre ellas.
Denotaremos por G al conjunto de clases de isomorfismos de gréficas, i.e, dos graficas
estan en la misma clase si y sélo si son isomorfas, también denotaremos por G a la
clase de isomorfismos de gréaficas a la cual pertenece G.

1.2 Grupo de Grothendieck para unién y suma

Un monoide es un par (M, *) donde M es un conjunto y * es una operacién binaria
que cumple las siguientes tres propiedades:

1. Cerradura: =z xy € M para toda z,y € M
2. Asociatividad: % (y * z) = (z xy) x z para toda z,y,z € M

3. Elemento neutro: existe un Unico elemento e € M tal que exx =xxe ==

Ademas si se tiene xy = yx para toda x,y € M, diremos que M es un monoide
conmutativo. El ejemplo mas comun de monoide es (NU O, +).

La unién (o unién disjunta) U es una operacién binaria bésica en la teoria de graficas
definida de la siguiente forma:

Definicion 1.2.1. Sean G y H dos grdficas arbitrarias en G. Se define la union,
que denotaremos por G U H, como la grdfica

GUH:=(V(GUH)UE(HUH))
donde
V(GUH)=V(G)UV(H)
E(GUH)=E(G)UE(H)

Veamos que (G,U) es un monoide conmutativo. Claramente, para cualesquiera
G,H,M € G, se tiene

1. GUH eg
2. GUHUM)=(GUH)UM

3. GUG) = GyUG = G (donde Gy es la grafica vacia, i.e, la grafica que no tiene
vértices).

4. GUM =MUG
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Figura 1.2: Ejemplo: suma de las graficas

Por lo tanto (G, U) es un monoide conmutativo. De igual manera, veamos ahora que
(G,+) también es un monoide conmutativo.

Definicion 1.2.2. Sean G y H dos grdficas arbitrarias en G. Se define su suma,
que denotaremos por G + H, como la grdfica

G+ H:= (V(G+ H),E(G + H))

donde
V(G+ H) :=V(G)UV(H)

E(G + H) = E(G) UE(H) U {ghlg € V(G),h € V(H)}

Se cumplen trivialmente los axiomas de cerradura, conmutatividad y la existencia
del neutro para la operaciéon suma. Para la distributividad, vemos que

E(G+(H+M)) = EG)UEH+M)U{grlge V(G)yre V(H+ M)}
= E(G)UEH)UEM)U{ghlge V(G),he V(H)}
U{gmlg € V(G),m € V(M)}
U{mhlm e V(M),h € V(H)}
= E(G+H)+M).

Asi concluemos que (G, +) es un monoide conmutativo. Tomando como base estos
monoides, el paso siguiente es la construccién de grupos utilizando como idea la con-
struccién de Grothendieck. En [1], un trabajo sobre a geometria algebraica, Alexan-
der Grothendieck introduce una construccién llamada ”el grupo de Grothendieck”,
la cual utilizarermos a continuacion. La idea es definir clases de isomorfismo de
parejas de graficas, estudiando en primer lugar el caso de la operacién unién. Para
ello, definimos la relaciéon ~ en G X G

Definicién 1.2.3. Dados (G, H),(P,Q) € G X G, diremos que:

(G,H) ~ (P,Q) siysdlosi GUQR=HUP (1.1)
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Veamos que la relacién definida en 1.1 es una relacién de equivalencia. Sean G,G’, H,
H', M, M’ graficas:

1. reflexividad: Como GU G’ = G' U G, tenemos que (G,G) ~ (G,G’).

2. Simétria: Suponga que (G,G’") ~ (H,H'), entonces G U H' = H UG’ lo que
implicia que HUG' 2 GU H' y por lo tanto (H, H') ~ (G, G").

3. Transitividad: Si (G,G’") ~ (H,H')y (H,H') ~ (M,M’) entonces G U H' =
HUG y HUM' = M U H’, utilizando ambas igualdades, tenemos que G U
HUHUM =2 HUG UMUH’, lo que implica que GU M’ = M UG’. Por
lo tanto (G,G’) ~ (M, M’).

De esta manera vemos que ~ es una relaciéon de equivalencia. Este conjunto de
clases de equivalencia forma un grupo donde el (G, G) es el neutro. A este grupo lo
denotaremos por K(G) o simplemente K (G).

Definicién 1.2.4. (G,G’) y (H,H') dos elementos de K (G). Definimos la op-
eracion union U : Ky(G)xKy(G) = Ky(G) donde (G,G')U(H,H') = (GUH,G'UH’)

Veamos que la operacién estd bien definida. Denotaremos por [(G,G’)] a la clase
a la cual pertenece (G,G"). Sea (G1,G}) € [(G,G")] y (H1,H}) € [(H,H')], en-
tonces (G1,G}) ~ (G,G") y (Hy,HY) ~ (H,H') por lo que Gy UG 2 Gy UG y
H,UH' = H{UH. Juntando ambas ecuaciones tenemos que (G1UG’)U(HUH') &
(GYUG)U(H{UH), y como la operacién unién es conmutativa para graficas, obten-
emos que (G1UH;)U(G'UH') = (GYUH])U(GUH), entonces (G1UHy, Gy UH]) ~
(GUH,G'"UH") lo que implica que (G1,G}) U (H,H}) € [(G,G")U (H, H")] por lo
que la operacion esta bien definida. Ahora veremos que el espacio que construimos
es un grupo.

Recordemos que un un grupo es un par ordenado (S, e) donde S es un conjunto y e
una operacién binaria que cumplen los siguientes axiomas:

1. aeb € S para cualesquiera elementos a,b € S.
2. Para todo a,b,c € S se tiene a e (bec) = (aeb)ec.

3. Existe un elemento e € S tal que e @ a = a @ b = a para cada elemento a € S,
al elemento e se le llama elemento neutro.

4. Para todo a € S existe un elemento @’ € S tal que aea’ =d’ ea =e.

Verifiquemos que se cumplen estos axiomas para Ky(G). Sean (G,G'),(H,H’),
(M, M') € Ky(G).

1. Como G,G’', H, H' son gréficas, tenemos que (GU H,G' U H') € K(G).
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2. (G,GYU(H,HYUM,M"))=(G,GYU(HUM,H UM

GUHUM,G'uH UM

GUH,G'"UH)U (M,M)

(G,G"YU(H,H"))U (M,M").

3. El elemento ((),0) es el elemento identidad ya que (0,0) U (G,G") = (G,G") U
0,0) =(G,d").

4. El elemento (G',G) es el inverso de (G,G’), pues (G,G') U (G',G) = (G U
G, GUG) € [(0,0)]

o~~~ o~

Por lo tanto, concluimos que K(G) es un grupo. Veamos que la misma construccion,
la cual denotaremos por K (G), se puede hacer con la operacién suma de graficas,.
Ya vimos que (G, +) forma un monoide. Definimos ahora la relacién .

Definicién 1.2.5. Dados (G, H),(P,Q) € G x G, diremos que:
(G,H)~ (P,Q) siysdlosi G+Q=H+P (1.2)

Veamos que & es relacién de equivalencia. Sean G,G',H,H',M,M’ € G, como
G+ G =G +G, se tiene (G,G') = (G,G’). Ahora suponga que (G,G’) ~ (H, H')
entonces G+ H' =2 G'+ H por lo que H' + G = H + G’ y por lo tanto (H, H') ~
(G,G"). Por ultimo, suponga que (G,G') ~ (H,H') y (H,H') ~ (M,M’), en-
tonces G+ H 2 G+ Hy H+ M = H' + M juntando ambas tenemos que
G+M+H+H =G +M+ H+ H porloque G+ M =G + M y por lo tanto
(G,G") =~ (M, M'). Asi, ~ es una relacién de equivalencia.

Como lo hicimos en el caso de la unién, formamos el grupo (G,+), que deno-
taremos por K, (G). Para (G,G"),(H,H’) € K(G), definimos la suma + como
+: K (G) x Ky(G) = K(G) donde (G,G")+ (H,H') = (G+ H,G' + H'). Basta
seguir los mismos pasos que en el caso de la unién para ver que la suma esta bien
definida y que K4 (G) es un grupo.

Por ttlimo, veamos que los grupos construidos son abelianos. Para G,G’' € G
claramente se tiene G UG’ 2 G’ UG. Sean (G,G"),(H,H') € K,(G), tenemos:

(G,G"YU(H,H") = (GUH,G'UH')
= (HUG,H' UG
= (H,H)U(G,G).

Por lo que K(G) es grupo abeliano. De la misma manera se prueba que K (G)
también es abeliano:

(G,G)+(HH) = (G+HC +H)
= (H+G,H +@&)
= (H,H)+(G,G).
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————

Figura 1.3: Ejemplo de producto cartesiano

Ya hemos construido los dos grupos K(G) y K1(G). La seccién siguiente estd
dedicada a la definicién y el concepto de producto de graficas y su notacién con el
objetivo de ver cuales se pueden agregar a K,(G) y K(G) para formar un anillo.
Para evitar ambigiiedades, por “producto de graficas” nos referimos a las operaciones
para las cuales el conjunto de vértices es el producto cartesiano de las graficas factores
y las aristas dependen directamente de las adyacencias (no-adyacencias) también
dependen de las gréaficas factores.

1.3 Productos de graficas

La primera referencia que se tiene de los productos de graficas data de 1912 y fue
escrita por Alfred North Whitehead y Bertrand Russel [10] en su libro “Principia
Mathematica” donde definen el producto cartesiano. Se volvieron a definir de man-
era independiente en 1960 en el articulo “Graph multiplication” de Gert Sabidussi
[9], donde vuelve a definir el poducto cartesiano ademas del producto tensorial y el
producto fuerte de gréficas. Mds recientemente, Wilfried Imrich y Sandi Klavzar en
el ano 2000, publicaron un trabajo con algoritmo de reconocimiento de graficas que
provienen de algun producto cartesiano, fuerte, directo o lexicografico de gréficas [7].
Estos productos son algunos de los 256 productos de gréaficas que se pueden construir
pero fueron estudiados méas detalladamente puesto que cumplen con propiedades in-
teresantes que veremos a continuacién. Como no es factible dar un nombre a cada
uno de los productos, le daremos una representacién matricial que posteriormente
explicaremos. Antes de definir los productos de graficas de manera general, estudi-
aremos algunos ejemplos como el producto cartesiano y posteriormente generalizare-
mos el concepto.

Sean G = (V(GQ),E(G)) y H = (V(H),E(H)) graficas en G, se define el producto

cartesiano, que denotaremos por GLJH por:
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GOH = (V(GOH), E(GOH))

donde
V(GOH) = V(G) x V(H) = {(g9,h)|g € V(G)yh € V(H)} (1.3)

(g,h)(¢', 1) € E(GOH) siy sélo si
(9g=¢ vy W eEH)) o (h=h y gg €EQG))
En otras palabras, dos vértices son adyacentes en el producto si al proyectar sobre las
graficas Gy H, de un lado obtenemos un vértice y del otro lado una arista. La gréfica
1.2 representa el producto cartesiano de G, abajo y H a la izquierda. El vértice
(g1, h1) es adyacente a (g1, h2) ya que ambos vértices tienen a g; y hihy € E(H),

por otro lado (g1,h1) y (g2, h2) no son adyacentes ya que ni en G ni en H estamos
hablando del mismo vértice.

Nota que para cada ¢g; € G, se forma una copia de la grafica H y para cada
h € H se forma una copia de G, ademés cada arista aparece exactamente en una
copia de G o de H, por lo que podemos concluir que GUOH = HUOG, es decir, el
prdocuto cartesiano es conmutativo. El producto cartesiano también es asociativo,
veamoslo. Sean G, H, M € G, denotemos los vértices de GO(HOM) y (GOH)OM
por (g;, h;,m;), claramente, ambas expresiones tienen los mismos vértices. Una
arista (g, h,m)(g¢’,h',m") € GO(HOM) si y sblo si se cumple una de las siguientes
proposiciones:

1.g=¢y (hym)(h,m') € E(HOM)
2. (h,m) = (W'm') y g9’ € B(G)

Estas proposiciones se cumplen si y sélo si:

l.g=gy
e h=hymm e E(M) 6
e m=m'yhh' € E(H)

2. 99’ € E(G)y
e h=hymm e E(M) 6
e m=m'yhh' € E(H)

Que podemos reescribir como:

1.m=m'y

e g=g yhh e EH)6
e h="n"ygg € E(G)
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2. mm' € E(M)y

e g=¢g yhhW e EH)6
e h="h"ygq € E(G)

Lo que es lo mismo que:
I.m=m"y (g,h)(¢,}) € E(GOH) 6
2. mm' € E(M)y (g,h) = (g, ')

De lo anterior concluimos que (g,h,m)(¢’,h',m’) € E(GO(HOM)) si y sélo si
(g,h,m)(¢',h',m’") € E((GOH)OM), por lo que el producto cartesiano es asocia-
tivo y conmutativo. Utilizaremos estas propiedades en el momento de construir los
anillos.

Otro ejemplo de producto de graficas es el producto categorico, también conocido
como producto tensorial y se denota por x. Para dos graficas G, H lo definimos como
la grafica con V(Gx H) = {(¢9,h)|[g e V(G)yh e V(H)}y (9,h)(¢', 1)) € E(Gx H)
siy sélo si g¢’ € E(G) y hh' € E(H). Podemos ver en la grafica 1.3 un ejemplo de
producto categérico. Para ver que G x H y H X G son isomorfas, definimos la funcién
[:GxH — HxG como f(g,h) = (h,g), claramente, (g,h)(¢',h') € E(Gx H) siy
sélosi f(h,g)f(h,¢') € E(H x@G), por lo que el producto categdrico es conmutativo.
Veamos que también es asociativo. Tenemos que (g, (h,m))(¢’, (W',m’)) € E(G x
(H x M)) siy solosi g¢ € E(G) y (h,m)(h',m') € E(H x M) siy sélo si gg’ €
E(G),hh/ € E(H) y mm’ € E(M) lo que es equivalente a (g,h)(¢’,h') € E(G x H)
y mm/ € E(M), por lo que tenemos que (g, (h,m))(¢’, (h',m')) € E(G x (H x M))
si y sélo si ((g,h),m)((¢',1'),m") € E((G x H) x M).

Veamos por ultimo dos otros ejemplos de productos de graficas. El producto lexi-
cogrifico, denotado por e y definido como la grafica V(GeH) = {(g,h)|g € G,h € H}
y (g,h)(¢',h) € E(Ge H) siysblosigg € E(G)6{9g=¢g yhh € E(H)}. Un
ejemplo de producto lexicografico se puede ver en la grafica 1.4.

Como ultimo ejemplo, veremos el caso del producto fuerte de graficas, denotado por
X. Se define la operaciéon G X H como la grafica con V(GR H) =V(G)UV(H) y
(g,h)(¢', 1) € E(GX H) siy sélo si se cumple una de las siguientes propiedades:

e g9 € E(G)yh=1

e hh € E(H)yg=y

e g¢ € E(G)y hh € E(H)
Veamos que es conmutativo y asociativo. Sean G, H gréficas, claramente V(GXH) =
V(H X G), ahora vemos que tanto E(G X H) como E(H X G) estdn compuestos
por todos los pares (g, h)(¢’, ') que cumplen una de las propiedades antes descritas.
por lo que (GX H) = (H X G). Para ver que el producto fuerte es asociativo, sean

G,H,M € G. Nota que E(GX (H X M)) estd compuesto por todos los pares de
ternas (g, (h,m)), (¢’, (h',m')) que cumplen con una de las propiedades siguientes:
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Figura 1.4: Ejemplo de producto categérico
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Figura 1.5: Ejemplo de producto lexicografico
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o ——&—— 0

Figura 1.6: Ejemplo de producto fuerte

e g=¢g vy (hym)(h,m') e E(HX M)
i (h>m) = (h/>m/) Yy gg/ € E(G)
e (hym)(W,m')e E(HR M)y gg € E(G)

Separando por casos obtenemos las adyacencias segin las propiedades siguientes:

o g=g y it € E(H) y mm' € E(M)

e g=¢g yh=hnymm' € E(M)

e g=g' ym=m'yhh' € E(H)

e h=hym=m'ygg € E(G)

e h=h"ymm' e E(M)y gq € E(G)

e m=m'yhh' € E(H)y g9 € E(G)

e g7 € E(G) y hi' € E(H) y mm' € E(M)

Estas adyacencias son las mismas que las de ((GX H) X M), por lo que concluimos
que el producto fuerte es asociativo.

Después de estos varios ejemplos de producto de graficas, daremos ahora una definiciéon
mas general. Un producto de grdficas A es una operaciéon binaria entre dos gréficas
G y H del cual resulta otra grafica G A H con la siguiente construccion:

e V(GANH)={(g9,h)|lg € G,h € H}.

e Dos vértices (g,h), (¢', h') son adyacentes si y s6lo si cumplen condiciones es-
pecificas del producto. Estas condiciones estdan dadas en términos de adyacen-
cias, no adyacencias o igualdad de los vértices g, ¢’ y h,h’ en sus respectivas
graficas.
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E(G) es el conjunto de aristas de G, C(G) el conjunto de pares de vértices no
adyacentes de G y A(G) al conjunto de pares de forma (g, g) con g € G. Entonces un
par de vértices (g, h), (¢', h’) estd contenido en E(GAH), A(GANH) 6 en C(GANH),
dependiendo de las adyacencias entre g,g' en G y h,h' en H. Los 9 casos para
determinar la adyacencias son los siguientes:

(AE g=¢,hh € E(H)

(AC g=4¢,hh' ¢ E(H)

(EA g9’ € E(G), h="H1

)
)
)

) g9 € E(G), hi' € E(H)
(EC)  g¢ € BE(G), hit' ¢ E(H)
)

)
)
)

Notamos que en el iltimo caso, la arista que se deberia agregar es un lazo, por lo que
no lo tomaremos en cuenta. Los productos de graficas son entonces combinaciones
de los 8 primeros criterios. Como en cada uno de los casos, se puede elegir agregar
o no la arista, tenemos 2% = 256 maneras de definir un producto de gaficas. Como
no es viable tener un simbolo especial para todos, utilizaremos el modelo popuesto
en 1974 por Wilfried Imrich y Herbert Izbicki en [8].

Para dos gréaficas G, H, nos fijemos en los conjuntos E,A,C de cada una de las
graficas, entonces podemos representar estos casos en una matriz como se muestra
enseguida:

E A C
E ([ E> EA EC
Al AE A% AC (1.4)

C\CE CA (?

Las entradas de la matriz (1.4) son denotadas por E si se agrega la arista para el
caso dado y por C si no se quiere agregar la arista. Para un producto G A H por
convencion tomaremos los reglones como los conjuntos de la grafica G y las columnas
para H. Por ejemplo, recordando que una arista estd en el producto cartesiano de
graficas GOH siy sélosi (9=¢' y hh' € E(H)) o (99’ € E(G) y h = h'). Entonces
su representacion matricial estd dado por:

¢ E C
E A C
c ¢ C
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De acuerdo con la notacién introducida para representar un producto de graficas
por medio de la matriz (1.4), los productos categérico, lexicografico y fuerte se rep-
resentan por medio de las matrices:

E C C\ ([E E E\ ([E E C
c AC||lEAC||EAC (1.5)
c cc)\c cc)\ccc

Esta representacion tiene varias ventajas, la principal es que podemos dar propiedades
de los productos en términos de prodpiedades de matrices. Por ejemplo, es facil ver
que un producto es conmutativo si la matriz que lo representa es simetrica, veamoslo.
Recordemos que una matriz (a;j) es simétrica si es una matriz de n x n para cual
se cumple a;; = aj; para toda i,j, en otras palabras, una matriz es simétrica si es
igual a su matriz transpuesta, entonces si la entrada a;; es igual a la entrada aj;,
las aristas presentes en G A H son las mismas que en H A GG, por lo que el producto
es conmutativo. Como nuestras matrices son de 3 X 3 y que la entrada central es
despreciable, hay 5 entradas libres y 3 dependientes, por lo que existen 2° = 32
productos conmutativos.

Dado un producto de graficas A, definimos el producto complementario V como :
GV H = G A H. Vemos que si tenemos una grafica G y queremos calcular G A H
es equivalente a calcular G A’ H, donde A’ es la matriz resultante de intercambiar
el primero y el dltimo renglon de la matriz de A. Analogamente, calcular G A H es
equivalente a calcular G A\” H dond A" es la resultante de intercambiar la primera y
utlima columna. Por ttlimo, si queremos calcular G A H, es equivalente a calcular
G N H donde A" es la matriz que resulta al intercambiar en A las E por C y
vice versa. Por lo que, dado la matriz de un producto A, para encontrar la matriz
de su producto complementario, basta con tomar la simetria respecto al centro
de la matriz y luego intercambiar cada E por una C' y cada C por una FE. Por

EFE E C F EF FE
ejemplo, el producto complementariode | E A C | estddadopor | E A C
Cc C C E C C

En particular, el producto lexicogréfico es auto-complementario.

En las proximas secciones vamos a analizar los productos de gréficas que pueden ser
agregados a K j(G) para formar una estructura de anillo. Para ello, y puesto que
ya vimos que K (G) es un grupo abeliano, tenemos que ver cuales productos son
asociativos y distributivos. Para ello, enunciamos primero el lema siguiente:

Lema 1.3.1. Si A es un producto conmutativo o asociativo entonces su producto
complementario V también lo es.

1.4 Anillos con la unién de graficas

Recordemos la definiciéon de un anillo:
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Un anillo R es un conjunto con dos operaciones binarias generalemente llamadas
adicién y multiplicacién, las cuales cumplen que:

e R es grupo abeliano respecto a la adicion.
e La multiplicacion es cerrada y asociativa.

e La multiplicacién es distributiva por derecha e izquierda respecto a la adicion.

En nuestro caso, la adicién es la unién de graficas y la multiplicacién algin producto
de gréaficas. En esta seccion veremos cuales son las condiciones para que un producto
sea distributivo por la derecha y la izquierda respecto a la unién. También veremos
que la propiedad distributiva se puede extender a los elementos de K(G).

Lema 1.4.1. Un producto de grdficas N\ es distributivo por la izquierda respecto a
la union de grdficas si y sélo si su matriz asociada es de forma

_ - C

_ A C

_ - C
Demostracion: = Sea A un producto de graficas. Sea G una gréifica que con-
tiene 3 vértices go, 91,92 con gog1 € E(G) y q192 ¢ E(G). Suponga que G es
distributiva por la izquierda, entonces G A (H U M) = (G AN H)U (G AN M) para

cualesquiera graficas H, M. Nota que para cualquier producto A , se tiene que
(9,h)(¢g',m) ¢ E((GANH)U(GA M)), incluyendo tambien el caso en que g = ¢’ .

Suponga que para el producto A se tiene AC = E. Entonces para h € Hymée M
se tiene hm ¢ H U M, entonces (go, h)(go,m) € E(G A (H UDM)), una contradiccion.

Suponga que para el producto A se tiene EC' = E. Como gog1 € E(G) entonces
(g90,h)(g1,m) € E(GA(HUM)), para toda h € H,m € M, una contradiccion.

Suponga que para el producto A se tiene C? = E. Como g1g2 ¢ F(G) entonces
(91,h)(g2,m) € E(GA(HUM)), para toda h € H,m € M, una contradiccion.

Para terminar, notamos que (GA H)U(GAM) CGA(HUM).

< Suponga que en A se tiene AC = EC = C? = C. Vemos que las tinicas aristas
que pueden ser distintas entre las graficas (GAH)U(GA M)y G A (H U M) son
las de la forma (g, h)(g’,m), pues para los pares de vértices de tipo (g,h), (¢', ') se
tiene que (g,h)(¢’,h') € E(GANH)U(GAM)) siysélosi(g,h)(g',h) € E(GNH)
siy sélosi (g,h)(¢',h') € E((GA(HUM)). El caso (g,m), (g, m') es andlogo. Ya
vimos que para toda g, ¢, h, m se tiene (g, h)(¢’,m) ¢ E((GANH)U(GAM)). Luego
como AC = EC = C? = C , tenemos que (g,h)(g’,m) ¢ E((G A (H U M)) para
toda g,¢’, h,m, por lo tanto GA(HUM) = (GANH)U (GAM). O



22 Anillos de gréficas

Lema 1.4.2. El producto cartesiano A es distributivo por la derecha respecto a la
union de grdficas, si y solo si su matriz asociada es de forma

A
c C C
Demostracion: La demostracién es totalmente andloga a la del lema anterior. [

Utilizando los dos lemas anteriores, obtenemos el resultado siguiente:

Teorema 1.4.1. Un producto cartesiano A es distributivo respecto a U si y sélo st
su matriz asociada es de forma

- - C
- A C
c C C

Entonces, concluimos que los productos de graficas distributivos son los siguientes:

QaQm QA
Qbm Qb Q
QaQqQ Qaq
QxEm QaQm
Qb Qb Q
QaQqQq Qaq
QA QaAAq
Qbmy Qbd
QaQqQ aQaq
QFEm QmQ

Qbm Qb Q
QQQ Qaq

Hemos probado que estos 8 productos de graficas son distributivos respecto a la
unién de gréficas. Recordamos que los elementos de nuestro grupo K (G), son pares
ordenados de graficas. Extendemos la operacién A para elementos del grupo de
Grothendieck de la siguiente forma: para [G,G'],[H,H'] € Ky(9),

G,G'|NH,H|=[(GANH)U(G'ANH"),(GANH)U(G'"ANH)).
Para concluir la parte de distributividad, necesitamos el lema siguiente:

Lema 1.4.3. Si un producto de grdficas N es distributivo respecto a la union de
graficas, entonces tambien distribuye la union respecto a los elementos de K (G).

Demostracion: Sean [G,G'], [H,H'], [M,M’'] € K(G). Entonces, por la definicién
de la operacion U, en K(G) tenemos que:

[G,G'I A ([H,H'|U[M,M") = [G,G') N\[HUM,H U M.
Por la definicién de la operacién producto A en K(G), se tiene:

G, G| A (H,H'|U[M,M]) =



Anillos de gréaficas 23

=[((GAHUM))U(G'AH' UM)),(GA(H' UM))U(G' AN (MUH))].

Por la propiedad distributiva del producto A respecto a la unién de graficas U,
[GvG/] N ([Ha HI] U [M7 M/]) =

= [(GAH)U(G'ANH"YU(GAM)U(G'AM"), (GAM"YU(G'AM)U(GAH"YU(G' ANH)).

Otra vez, por la definicién de la operacién unién U,
[GvG/] A ([H7 HI] U [MvM/]) =

=[(GANH)U(G'ANH"), (GANH"YU(G' NHU[(GAM)U(G'AM'), (GAM"YU(G' AM)].

Por la definicién del producto de graficas A,

G, G'|N(H,H U [M,M) = (G,GNN[H,H)U([G,G] A [M,M).
O

En los ejemplos vistos anteriormente, vimos que mientras el producto cartesiano,
fuerte y categdrico son conmutativos, el producto lexicografico no lo es. También ya
vimos cuales son los productos distributivos respecto a la unién. Para completar la
construccion de nuestros anillos falta ver cuales de los productos distributivos son
tambien asociativos. En [7], Wilfried Imrich y Herbert Izbicki caracterizaron todos
los productos de graficas que son asociativos, los cuales resultaron ser 20. Veamos
la demostracién. Para ella recordamos la matriz 1.4 de la definicién de producto de
graficas ya que usaremos esta notacién en la prueba.

E? EA EC
AE A AC
CE CA (?

Lema 1.4.4. Si un producto de grdficas es asociativo entonces se cumplen las sigu-
ientes implicaciones:

(1) E*=C=C*=C C’=E=FE>=F
(2) EA=C=CA=C CA=E=FEA=F
(3) AE=C= AC=C AC=E=AE=F
(4) E*=C = EC =CE C?=E=EC=CE

Demostracion: La columna de la derecha representa las mismas condiciones que la
columna izquierda en el producto complementario, por lo que tinicamente probare-
mos las implicaciones de la columna izquierda ya que se resuelven analogamente.
Suponga que el producto que estamos estudiando es asociativo.

Si E?2 = C entonces E?C = C? luego por asociatividad tenemos C? = E?C =
(EE)C = E(EC), tenemos dos casos para el término EC: si EC = E entonces
C? = EE = C y si EC = C entonces C? = EC = C, por lo que si E? entonces
C? = C, y queda demostrada la primera implicacién. Suponga que EA = C entonces
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CA = (EA)A = E(AA) = EA? = EA = C por hipétesis, y queda demostrada
la segunda implicacién.Para la terecera implcacion, suponga que AE = C entonces
AC = A(AE) = (A?)E = AE = C. Por 1ltimo, suponga que E? = C entonces
EC =E(EF)=(FE)E=CE. O

Buscaremos ahora los productos candidatos a ser asociativos utlizando las implica-
ciones del lema anterior, considerando cada posibilidad de resultado para AE y FA.

Caso 1: AE = EA = C. Se tiene que AC = CA = C por las implicaciones (2)
y (3). Calculemos CE = (AE)E = A(EE), si EE = C entonces CE = AC = C
y si FE = E entonces CE = AE = C por lo que CE = C. Por otra parte,
C? = (AE)C = A(EC) = C ya que si EC = C se obtiene A(EC) = AC =C'y
si EC = E tenemos A(EC) = AE = C.Por ttlimo EC = E(EA) = (EE)A =C
independientemente del valor de FE. No hay implicacién que permita calcular el
valor de E? por lo que obtenemos las dos posibilidades siguientes:

¢ ¢ C\ (E C C
c A C c A C
c ¢ C c ¢ C

Caso 22 AE = C y EA = E. Por la implicacién (3) se tiene que AC = C.
Tambien tenemos que CA = (AE)A = A(FA) = AE = C y de misma forma
calculamos C? = C(AFE) = (CA)E = CE = C. Para el caso de CFE se tiene que
CFE = (AE)E = A(FEE),si EE = C entonces CE = AC = C'y si EE = E entonces
CE = AE = C, por lo que CE = C. Por tutlimo tenemos que EC = F(AFE) =
(EA)E = E2. Por lo que para este caso, tenemos los dos productos siguientes:

¢ E C E E FE
c A C ¢ A C
c C C ¢ C C

Caso 3: AE = E y EA = C. Por la implicacién (2) se tiene que CA = C.
Calculemos, AC = A(FA) = (AE)A, luego si AE = C o AE = E se tiene que
AC = C. EC = E(EA) = (EE)A, si EE = C entonces EEA = CA = C y si
EFE = F entonces EEA = EA = C por lo que EC = C. Luego, C?> = CC =
C(EA) = (CE)A, si CE = C se tiene C? = CA = C y si CE = E entonces
C? = EA = C por lo que C? = C. Por ttlimo, E? = E(AE) = (EA)E = CE, por

lo que los productos resultantes son:

c C C E C C
E A C E A C
¢ C C E C C
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Caso 4: AE = FEA = E. Dividiremos este caso en 5 subcasos.

Subcaso 1= E? = C. Por las implicaciones (1) y (4) tenemos que C? = C' y
EC = CE . Calculamos CA = E?A = E(EA) = E? = C. Por otro lado,
AC = AE? = (AE)E = E? = C. Por lo que las matrices resultantes son:

¢ E C ¢ E E
E A C E A C
¢ C C E C C

Subcaso 2: E? = E'y EC = CE = C. Luego, AC = A(EC) = (AE)C = EC = C.
También CA = (CE)A = C(EA) = CE = C. Por lo que las soluciones posibles

son:
E E C E E C
E A C E A C
c C C ¢ C FE

Subcaso 3: AE = EA =E, E> = E, EC = E y CE = C. Calculando, tenemos
que CA = (CE)A = C(EA) = CE = C, y por otro lado C? = (CE)C = C(EC) =
CFE = C por lo que las posibilidades son:

E FE FE EF E FE
E A C EF A F
c C C ¢ C C

Subcaso 4: AE=FEA=FE,E?=FE EC =CyCE =E. Se tiene AC = A(EC) =
(AE)C = EC =C y C? = C(EC) = (CE)C = EC = C. Por lo que las posibles

matrices son:
E E C E E C
E A C E A C
E C C E E C

Subcaso 5: AE = EA = E, E> = Ey EC = CE = E. Con estas condiciones no
hay maneras de determinar los valores de AC,CA y C?. por lo que estudiaremos
los casos uno por uno. Sabemos que la matriz es de forma:

EFE EF FE
E A
E -
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Figura 1.7: contraejemplo de la asociatividad de los productos

Por que tenemos 22 = 8 posibilidades para este caso. Mostraremos con un contrae-
jemplo que los casos

E EF FE EFE E FE

E A C EFE A F
E E C E C C

no son asociativos. Para esto, utilizaremos las gréificas Ko y Kj.

EF FE FE
Para el producto | E. A E |, si calculamos (Ko A K3) A Ko y Ko A (Ko A K>)
E C C

obtenemos las graficas de la Figura 1.6, las cuales no son isomorfas ya que en la
grafica de la izquierda, cada vértice tiene grado 5 mientras que en la grafica de la

E FE FE
derecha, cada vértice tiene grado 6. Para el producto | £ A C' |, obtenemos en
E E C

el mismo orden las gréficas de la imagen 1.6 calculando primero KoN(KoNKs)y
luego (K2 A Ko) A\ K.

Entonces tenemos 20 productos candidatos a ser productos asociativos. Afirmamos
que los 20 casos alojados son productos asociativos. Las demostraciones para ver
que en efecto son productos asociativos son andlogas, para més detalles ver [7]. Ver-
emos la demostracion para 6 productos, en los cuales tenemos especial interés para
lo que sigue en esta tesis.

Sean G, H, I graficas, para cualquier producto es obvio que el nimero de vértices
siempre es |G||H||I|, por lo que analizaremos las adyacencias de cada uno. Deno-
taremos por g, h,i a los vértices de GG, H, I respectivamente.
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c C C
- Para el producto (C A C) , si calculamos (GAH)ANI o GA(H AI) siempre
c C C

obtenemos una gréfica sin aristas, por lo tanto este producto es asociativo.

E C C
- Para el producto [ C A C'| veamos que (g,h,i)(¢',h',i") € E(GANH) ANI)
c C C
S

siy sélo si {(g,h)(¢',h) € E(GANH)} y {it/ € E(I)} siy sélosi{gg € E(G) y
hh' € E(H)}yiu' € E(I)siysolosigy’ € E(G)y{hh' € E(H)yii' € E(I)}siysélo
sigg € E(G)y (h,i)(W,i') € E(HAI)siysolosi(g,h,i)(g',h,i') € E(GN(HANI)).
Asi, una arista estd en G A (H A1) siy sélo si estd en (GA H) A I Por lo que el
producto es asociativo.

cC E C
-Para el producto | C A C'| se tiene que (g, h,i)(¢’,h',i') € E(GANH)ANI) siy
c C C
sélosi{(g,h)(¢',h') € E(GANH)}yi=1, siysolosi{gg € E(G)yh=h}yi=1,si
ysolosigy € E(G)y{h=Nyi=1i},siysblosigg € E(G)y (h,i)= (I,i),siy
sélosi (g, h,i)(¢', 1 ,i") € E(GA(HAI)). Porlo que E(GANH)AI) = E(GA(HAI))
y el produto es asociativo.

c C C
-Para el producto | E A C'] tenemos que:
c C C
(9,h,i) (g, W) € E(G A (H A T))
< g=gy hi)W,i') € E(HNI)
Sg=4y {h hyii' € E(I)}

)
S {g=4gyh="n'"}yii' € E(I)

 (9,h) = (¢',h) y i’ € E(I)
& (g,h,i)(g', W, i") € E((GNH)AT)

C E C
-Para el producto (E A C’) calcularemos E(GA (HAI))y E((GNH)ANI) por
c C C

separado.

(g, b, i) (g W) € EGAHEHAD) < [{g = ¢ v (hi)W,i) € E(HAD} o
{99 € E(G)y (hyi) = (W,i)}] & [{g=¢ vy h= h yit € EN)} o{g =gV
hh'e E(H)yi=1i}o{g99g € E(G)yh=hWyi=1i}].

(9,h,i)(g',W,i") € E((GANH)ANI) < [{(g,h)(¢,h) € E(GANH) yi=1i}o
{(g,h) = (¢",1) yii' e E(I)}] < {g=9¢ yh € E(H)yi=1i'} o {99 € E(G)y
h=Wyi=i}o{g=¢g yh=1Nyii' € E(I)}]
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Las condiciones de adyacencias son iguales en los dos casos, por lo que el producto
es asociativo.

E E C
- Para el producto | E A C'| tenemos que: (g,h,i)(¢,h,i') € (GANH)NIsiy
c C C

sélo si succede uno de estos casos:

- (g,h)(¢',h) e E(GANH) yii' € E(I)
- (9. M) (g W) e E(GNH) yi=1

- (9,h) = (g, h) y it" € E(I)

las cuales son equivalentes a:

1. - g9’ € e(G) y hh' € E(H) y i’ € E(I)
-g=g¢ yhh € E(H)yii e E(I)
-99 BE(G)y h="1"yii' € E(I)

2. -9 e E(G)yhh e E(H)yi=1
-g=g yhhWeEH)yi=1i
-9 e E(G)yh=Nyi="4

3. -g=¢ yh=Nyi'eEN)

Reacomodando estos 7 casos de adyacencia, obtenemos que son equivalentes a:

-g99 € E(G) y (h,d)(W,i) € E(HAI)

-9= gl y (h7l) /¢i,) € E(H/\I)

- g9 inE(G) y (h,i) = (h',i) los cuales a su vez son equivalentes a que (g, h,4)(¢', h',i’) €
E(GAN(HANI)).

De los 8 productos distributivos, hemos demostrado que los 6 productos siguientes
son asociativos:

c c c\ (Cc CcC\ [CEC
c AcC|,|E A C|,|C A cC),
c ccl \¢c cc) \c cc
E C C\ (C EC\ [(EFEC
¢ Acl,|Eac),|[EacC
c ccl \¢c cc) \c cc

Para completar el estudio de los productos candidatos a ser utilizados para formar un
anillo, notamos que los dos productos siguientes aunque son distributivos respecto
a la unién, no son asociativos.

E E C E C C
c A C|.|E A C
c C C c C C
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Por lo que concluimos que de los 256 productos posibles, solo 6 son asociativos
y distributivos respecto a la unién de graficas. Lo tnico que nos falta para la
construcciéon de los anillos es ver que si un producto es asociativo respecto a la
unién de gréficas, tambien lo es para los elementos del grupo K (G).

Lema 1.4.5. Si A es un producto cartesiano de grdficas asociativo, entonces es
asociativo respecto a los elementos de K,(G).

Demostracion: Sean (G,G'),(H,H"),(M,M') € K,(G)
(G,G")N[(H,H") A (M, M')]

= (G,GYN[(HANM)J(H ANM),(HANM)U(H AN M)]

=[(GA(HAM)UH' AM)))U(G' AN(HANMYU(H AM))),
(GA(HAMYUH AM))U(G'AN((HANM)U(H' AM))))

=[(GANHAMYU(GANH AMYU(G' NHAMYU(G'ANH' AM),

(GANHAMNYU(GANH' ANM)U(G'ANHAM)U (G'ANH' NM")]

=[((GAH)U(G' ANH)YAM)U((G'UH)U(GANH))AM),

(GANH)U(G ANH)ANMYU((GANH)U(GANH'))ANM)]

=[(GANH)U(G'ANH'),(G"NH)U(GANH")| N (M, M)

(G,G"YU (H,H"] A (M, M")
O

Teniendo en cuenta los lemas y teoremas anteriores, concluimos la construccién de
los anillos de forma (G, U, A) anunciando el siguiente teorema:

Teorema 1.4.2. (G,U,A) es un anillo si y sélo si \ es uno de los siguientes pro-
ductos:

Qam aQaQa
Qba Qb AQ
QaQQ QQaq
QA QmaQ
Qbm Qb QA
QaQqQ aOaQaq
QEm QQQ
Qbmy Qbo
QaQqQ QQaq

en orden, el producto vacio, el producto de capas, el co-producto de capas, el producto
cartesiano, el producto categorico y el producto fuerte.
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1.5 Anillos con suma de graficas

El objetivo de esta seccién es determinar para cuales productos de graficas V,
(G,+,V) es un anillo. Recordamos que la suma de dos gréificas G, H se define
como V(G+H)=V(G)xV(H)y E(G+H)=FE(G)UE(H)U{gh/g € G,h € H}.
En secciones anteriores hemos construido K, (G) y demostramos que es un grupo
conmutativo. Podemos hacer el mismo andlisis que hicimos para la construccién de
los anillos de gréficas con unién, el cual nos daria también 6 productos posibles para
formar anillos. Estos 6 anillos resultan ser isomorfos a los anillos construidos con la
union, por lo que decidimos poner unicamente las demostraciones relevantes.

Teorema 1.5.1. Un producto de grifica A es distributivo respecto a la suma de
grdficas + si y solo si su matriz asociada tiene la siguiente forma:

E EF FE
E A
E -

Demostracion: Primero probaremos que un producto de grafica A es distributivo
por la izquierda si y sélo si su matriz asociada tiene la siguiente forma:

E _ _

E A _

E _ _
Sea G una gréfica con 3 vértices go, g1, g2 tales que gog1 € E(G) vy g192 ¢ E(G).
Suponga que A es distributivo por la izquierda respecto a la suma de graficas+,
entonces G A (H+ M) = (GANH)+ (G A M) para cualesquiera graficas H, M.
Nota que para cualquier producto de graficas A y cualesquiera graficas H y M, si
g€ V(G),he V(H)yme V(M), entonces (g,h)(¢’,m) € E(GANH)+ (GAM)),
incluyendo el caso g = ¢'.

(a) Si EE = C, entonces gog1 € F(G) implicaria que (go, h)(g1,m) ¢ E(G A (H +
M)), una contradiccién.

(b) Si AE = C, como hm € E(H + M) para cada h € H, m € M, implicaria que
(90, h)(g0,m) ¢ E(G A (H + M)), una contradiccion.

(c) Si CE = C, entonces g192 ¢ E(G) implicaria que (g1,h)(g2, m) ¢ E(GAN (H +
M)), una contradiccién.

Por otra parte, suponga que A es un producto de graficas con una latriz asociada de
forma:
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Notamos que cada par de vértices g,¢" € V(G), h, k' V(H) se tiene que (g, h)(¢',h') €
E(GAN(H+M)) siysolosi(g,h)(¢g',h') € E(GANH) siysélosi (g,h)(¢',h') € E(GA
H)+ (GAM)). El caso (g,m)(¢’,m’) con g,¢9' € V(G), m,m' € V(M) es anédlogo,
entonces, las tnicas posibles aristas distintas entre las gréficas (GA H) + (G A M)
y G A (H + M) son de forma (g, h)(¢’, h'). Esté claro que (g,h)(¢’,h') € (GANH) +
(G AN M), ademds como EE = AE = CE = E'y hym € H + M, se tiene que
(g,h)(¢',m) e GA(H+ M)y porlo tanto GA(H+M)=(GANH)+ (GAM).

De igual manera probamos que un producto de graficas A es distributivo por la
derecha respecto a la suma de graficas si y solo si su matriz asociada tiene la siguiente
forma:

y por lo tanto el teorema queda probado. O

De la misma forma que verificamos que las 6 matrices encontradas anteriormente
para la unién forman un anillo, podemos verificar que las 6 matrices a continuacion
forman un anillo junto con la operacién suma. Resumiremos este hecho en un
teorema:

Teorema 1.5.2. (G,+, ) tiene estructura de anillo si y sdlo si A\ tiene asociado
una de las matrices siguientes:

E E E\ (E E E\ (E E E
EAC|,|EAC|,|E A E
Ecc] \E c E] \F CE
E E E\ (E E E\ (E E E
EAC|,|E A E|,|E A E
E E FE) \F E C)] \E EE

Para terminar esta seccién, mostraremos que los 6 anillos construidos utilizando la
operacion unién son isomorfos a los 6 anillos construidos con la operacién suma.

Proposicién 1.5.1. Eziste un isomorfismo W entre los anillos de grdficas (G, U, N\)
y (g7 +7 \/) .

Demostracién: Notamos que GUH = G + H para cualesquiera graficas G, H. Defin-
imos ¥ : (G,U,A) — (G,+,V) como ¥([G,G'|,) = [G,G']4+. Claramente, ¥ es
biyectiva. Entonces el resultado es producto de esas igualdades:
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V([G,G'|N[H,H') = Y([(GAH)U(G'ANH),(G'NH)U(GAH"))
YU(G'NH"),(G'"NH)U (G AN H)]
(G'NH"),(G"NH)+ (G AN H")]
(G'VH),(G'VH)+ (GvV H)))
7]

U([H, H').

Q\
S\
- E\ + +

(G, GU[H H)) = VGUHG UH)
= [GUH,GUH
= [G+H,G'+H
U([G,G']) + Y([H, H). O




Capitulo 2

Polinomios de productos de graficas

En este capitulo, quise abordar un problema de conteo que involucra esencialmente
dos cosas: los productos de gréficas que ya hemos definido en el capitulo anterior
y los polinomios de completas (Clique Polynomial). Existen muchos polinomios
definidos sobre gréficas como lo son el ”Tutte polynomial”, el ”chromatic polyno-
mial”, el ”Weighted graphs polynomial”, el ”Chain polynomial”, el ”characteritic
polynomial”, el ”matching polynomial”, el ”independent set polynomial”’, el ” vertex
cover polynomial”, el "Edge cover polynomial”, el "Martin polynomial”, el ”Inter-
lace polynomial”, el ”Go polynomial”, el ”Stability polynomial” entre varios otros.
No hay una razén especifica de haber escogido estudiar el polinomio de completas en
vez de algun otro, pero una de ellas seria que existe un homomorfismo de los anillos
de gréficas construidos en el capitulo anterior hacia los polinomios de completas.

En 1990, Fisher y Solow definen el polinomio de dependencia (dependence polyno-
wG

mial) como Dg(x) =1+ Z(—l)iaixi (ver [4]). Este polinomio surgié del problema
=1

de contar palabras formadas con un alfabeto en el cual se admiten ciertas condi-

ciones de conmutatividad de las letras. Unos anos después, en 1994, Cornelis Hoede

y Xueliang Li definieron el polinomio de completas (clique polynomial) de la sigu-
w(G)

iente manera: para una gréfica G, Pg(x) := 1+ Z giz', donde g; es el nimero
i=1

de subgrificas completas de tamanio ¢ contenidas en G y w(G) es el tamano de la

subgrafica completa més grande contenido en G (ver Figura 2.1). Asi tenemos que

D¢ (z) = Pa(-x).

Como vimos en el capitulo anterior, existen 256 maneras distintas de definir un pro-

Figura 2.1: Una grafica G con Pg(z) = 2° + 521 + 1223 + 142% + Tz + 1

33
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ducto de graficas. La pregunta que se contestard continuacién en este capitulo es
la siguiente: si G, H son gréficas de las que unicamente conocemos los polinomios
de completas, ; para cudles productos A de los 256 posibles se puede calcular el
polinomio resultante de G A H en términos de los polinomios de completas de las
graficas factores?. Ademads, siempre que el calculo es posible daremos la féormula del
polinomio resultante y en caso contrario, un contraejemplo.

2.1 Resultados preliminares

Lema 2.1.1. Sea A un producto de grdficas y M su representacion matricial. Si N
es el producto que tiene como representacion la matriz simétrica respecto al seqgundo
reglon entonces: GANH =GN H.

Demostracion: Sea A un producto de graficas y M su representacién matricial. Al
tomar simetria respecto al segundo reglén de My, estamos cambiando la propiedad
99" € E(G) por la propiedad g¢’ ¢ E(G), por lo que, tomando el complemento de
G tenemos que la propiedad gg’ ¢ E(G) es equivalente a gg' € F(G). O

Lema 2.1.2. Sea A un producto de grificas y Ma su representacion matricial. St
N es el producto que tiene como representacion la matriz simétrica respecto a la
sequnda columna entonces: GANH =G N H.

Demostracion: Andlogo al lema anterior.

Lema 2.1.3. GM\H = HM!G donde M} es la matriz transpuesta de M.

Nota: si queremos calcular GMAH y M, es simetrica respecto al segundo reglonm,
entonces sélo importa el orden de V(G) y no sus adyaciencias. Andlogamente, si
My es simetrica respecto a la segunda columna, sélo importa el orden de V (H).

Lema 2.1.4. Pg(z) = Z (T;) "= (1+2)" siysdlosiG=K,
i=0

Demostracion: Si G = K, esta claro que Pg(xz) = (1+ x)™. Por otra parte supong-
amos que Pg(z) = (1+2)" =a"+ (" )2" ' +...+ (5)2® + (])z + 1, entonces G
debe ser una grafica con una completa de tamao n con n vértices y la tnica grafica
que cumple estas condiciones es K,,, por dltimo vemos que los demas coeficientes
coinciden, por lo que G = K, O
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2.2 Polinomios de productos de graficas

En esta seccién damos una lista de todos los productos posibles. Para cada producto
A proporcionamos una férmula para calcular el polinomio de completas Poap(x) de
dos graficas arbitrarias G, H en términos unicamente de Pg(z) y Pg(x) siempre
que sea posible. En caso contrario damos un contraejemplo, es decir dos pares
de graficas G,H y G',H' tal que Pg(x) = Pg/(z) y Py(x) = Pg/(z) pero con
Poam(z) # Porapr(x). En efecto si algo asi sucede, no podemos calcular el polinomio
de completas resultante del producto en términos de los polinomios de completas
de sus graficas factores, pues tendriamos un resultado diferente con polinomios de
factores iguales. Veamos como ejemplo el producto ® cuya representacion matricial
es la siguiente:

E C C
c A C
¢ C E

Sean Gy M las graficas de la Figura 2.3 y K3 la grafica que consta de 3 vértices
sin aristas. Notamos primero que Pg(z) = 222 + 4z 4+ 1 = Pys(z). Por otro lado,
si calculemos Pr= () v Pg; o) (7) vemos que son distintos (ver Figura 2.2), por
lo que no se puede dar una formula que aloje el polinomio de completas de este
producto.

Figura 2.2: Pr—_o(7) = 242% + 120 + 1y P, (x) = 62° + 242° + 1220 + 1

Para lo que resta de este capitulo, utilizaremos la notaciéon e para referirnos a los
productos de graficas, esto para no confundir los productos estudiados en la seccién
anterior. También, para los casos en los que se proporciona la férmula, utilizaremos

siempre las graficas G', H' con Pg/(x) = Zgixi y Por(z) = Z hia'.
i=1 i=1
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Teorema 2.2.1. Si G y H son dos grdficas con polinomios de completas Pg(x) y
Py (x) respectivamente y A un producto de grdficas, entonces el producto de poli-
nomios no depende de las grdficas factores que representan si y sélo si A\ es uno de
los 29 productos presentados a continuacion con su respectiva formula:

° (ggg) P, H(J}): 1thizx+1
coe GA g
ECC .
e (CAC Poppg(x) = 7-1: i!gihiﬂfZ
ccc =0
CEC
. (gég) Porp(r) = g1 P(r) — g1 + 1
ccc
] (g%g) PG/\H(I'):hlpg(.’L‘)—hl—i-l
CFEC
. (ggg) Ponn(x) = mC(G,x) + 1C(H, ) — (h1 + g1 + g1haw) + 1
CEC
° (C’AC) Popp(z) =h1(14+2)9 —h; +1
CEC
ccc
« (BEE)  Pol@ =g+ o) g1
ECE h
CEED Rt - Lkl e
ECC
* (5e8) Ponnr(@) = th(m §o' 1
EEC " & .
° (CAC) PG/\H(x):Z(gih1+giz!2hj)x’+glh1+1
cece i=2 j=2
ECC - : -
° (ggg) PGAH(x):Z(hig1+hii!Zgj)x’+hlgl+1
i=2 j=2

. (ggg) PGAH(J:):ZZ@B 1+ z)¥ donde §; = Zgl<> 1)its

=0 j=0

CFEC
* (g g g) Porm(x) =g1(1+ :c)hl + hiPg(x) — higiz —g1 — h1 + 1
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CEC
. (g 5 g) Popm(r) = hi(1+2)%" + g1 Pu(z) — githizx —h1 — g1 + 1
EEE o
° (ggg) PG/\H(I'):;gihzll'Z
-
ECC n o
=
EEE
. (g 4 g) Popu(x) = hiPg(x) + g1 Py (x) — (h1 + g1 + higiz) + 1
EEC
. (g 2 g) Popr(z) = g1Pr(z) + MiPe(z) — (g1 + b1 + g1lnz) + 1
ECE N
° (ggg) PGAH(x):gl(l—i—:c)'hl'—i—Zaixl—gl—i—ldonde

=2

Bt £ (E)O) ()

T1+T‘2+...Tj:i

hy
C ,
C) Panu(x) :h1(1+x)|gll + E a;x" — hy + 1 donde
© i=2

ai:ih]‘( > (ii) (91;T1>“.<91_(T1+7Z+...7’j—1)>)

Jj=2 ri+re+..rj=1i

CEC B Iy o B
. (g%g) Poru(x) = g1(1+2)™ + hi(1+2) — gihiz — giha + 1
ECE & g
° (CAC) Popp(z) = Z < ,1>Pz~h1+1
ECE i=li<h N
EEE n .
* (E4E) Panu(x) = g1(1+2)" + > aa’ — g1 + 1 donde

=2

S s ()60
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EEC " ,
. (g % g) Popp(x) = hi(1 + )9 —i—;aix’ — hi +1 donde
: g1 g1 g1
S X (0))-()
j= J
r1+m+r]-:i
EEE )\
. (658) PGAH(@:;(Jhéx@
h1
CEED) ro =20 (7)ol
EEE
EAC P, = (P g1
 (EEE)  Poun(e) = (Pu(w)
EEE
. (Eég) Pann (@) = (Pa(x)M!
EEE
i (5@5) Popu(z) = (1+ z)9™

Demostracion: En la primera parte de la demostracién veremos como se calcularon
las féormulas de los productos mencionados en el teorema. Todas provienen de
calculos, mas o menos evidentes segin los casos por lo cial estas pruebas son méas
bien explicaciones de como se obtuvieron los resultados y se omitieron en los casos
mas obvios. En una segunda parte daremos una lista de contraejemplos clasifica-
dos por la cantidad de ” E” que aparecen en su forma matricial en forma creciente,
es decir, primero veremos los productos que contienen una E en su representaciéon
matricial, seguiremos con los que contienen 2 y asi sucesivamente, para que asi sea
mas facil la busqueda de algiin producto en particular. Denotaremos por P} al
nimero de permutaciones de m elementos en un conjunto de cardinalidad n, esto
es, P" =n!/(nm)! y por P, a la trayectoria de tamano n.

c C C
e [C A C|. Para dos graficas arbitrarias G’, H', Este producto siempre
c C C

aloja un conjunto independiente de tamano |G'||H’|, por que el polinomio
resultante es Pgrep/ () = g1h1x + 1.

c C C
e | E A C|. Para dos graficas arbitrarias G', H' se tiene: Pgropy:(z) =
¢ C C

91 P () —g1+1. El célculo es sencillo ya que la géfica resultante estd formada
por g1 copias de H'.
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¢ E C
C A C|. Para dos gréificas arbitrarias G’, H' se tiene: Pgreps(z) =
¢ C C
hiPg(x)—h1+1. El célculo es sencillo ya que la géfica resultante esta formada
por hy copias de G’.

E C C n

C A C|. Para dos graficas G', H' se tiene Pgrop/ () = Zi!gihixi. No-

c C C i=0
tamos que aparecen aristas Unicamente cuando hay aristas en ambas graficas
factores G’ y H', por lo que es suficiente contar cliantas subgraficas completas
se forman para cada par de completas de tamano i en G’ y H’'. El resultado
alojado fue de ¢! completas.

C E C

E A (C|. Parados gréficas arbitrarias G', H' tenemos Pgrep/ (2) = h1 P+

c C C
91 P —(h1+g1+g1h1x)+1. Este célculo es sencillo ya que la grafica resultante
estd formada por g; copias de H', hy copias de G’ y que no se forma ninguna
completa entre ellas.

cC FE C

C A C|. Parados gréificas arbitrarias G', H', se tiene P/ () = h1(1+

cC E C
x)9 — hy + 1. Notamos que la arista (g, h)(g’,h’) estd en el producto si y sélo
si h = I/. Entonces para cada h € H' se forma una completa de g, vértices en
el producto. Ademads cada una de estas completas son ajenas, asi, ajustando
el término constante, obtenemos la ecuacién mencionada.

c C C
E A E|. Para G', H' arbitrarias, Pareg(2) = g1(1 +2)" — g + 1. La
c C C

demostracién es anédloga al caso anterior.

E C FE
C A (C|. Para dos graficas arbitrarias G’, H' se tiene
c C C

PG’OH’ ({B) = ZglP(};Lll_z)xl +1
i=1

Si g1 — 4 < 0 entonces P(ggll_i) = 0. En este caso se tiene que (g,h)(¢’, )
estd en el producto si y sélo si gg' € E(G') y h # h/. Ademés, K, estd en el
producto si y sélo si su preimagen en G es una completa de n vértices, es decir
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no influyen las aristas de H’, por lo que suficiente contar ctiantas completas se
forman para cada completa en G’.

E C C
C A C|. Para G',H' arbitrarias, Pgrep:(x Zh Pg1 x + 1. Si
E C C

g1 — 1 < 0 entonces P(ggll_i) = 0. La demostracion es analoga al caso anterior.

E E C
C A C|. Para dos gréficas arbitrarias G', H', se tiene Pgeg/(z) =
c ¢ C

n 7

Z(gihl + g;i! Z hj)z" 4+ gi1hiz+1. En este caso se tiene que (g, h)(g’, h') estd
i=2 j=2

en el producto si y sélo si g¢' € E(G') y (hh' € E(H') 6 h = k') por lo que
es suficente contar ciiantas completas se forman para completa de G’ y cada
completa de H' teniendo en cuenta que para cada vértice en H se forma una
copia de G’ por lo que debemos contar estas completas por separado por el
caso en que H’ fuese un conjunto independiente. La otra parte del célculo es

ECC
similar al caso (C A C).
ccc
E C C
E A C|. Para dos graficas arbitrarias G’, H' se tiene:
cC C C

n

7
PG/.H/(J,‘) = Z(higl + hll' Zgj)xi + h1g1 +1
i—2 =2

. La demostracién es andloga al caso anterior.

EF E C
E A C| Para dos graficas arbitrarias G’ y H' se tiene Pgreps(z) =
c C C
n m
Z Gihj( —I—a:” donde
i=0 j=

s En(ern o

En este caso el calculo se realiza mas facilmente haciendo un cambio de base
n

y expresar Pg(z) cmomo Z Gi(1 + )" donde g; € Z y utlizando el hecho que
i=0

en este producto para cada par de completas se tiene K,, e K,, = K,,,, y por

dltimo que es un producto asociativo.
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C FE C

E A FE|. Para dos grificas arbitrarias G’ y H' se tiene Pgreps(z) =

c C C
g1(1 + :r)hl 4+ hiPg — higiz — g1 — h1 + 1. En este producto se tiene que
la arista (g,h)(¢’,h’) estd en el producto si y sélo si g = ¢ o (h = Ry
g9’ € E(G")). Para cada vértice de G’, se forma una completa de tamano hy
y esas completas son ajenas, por lo que lo podemos calcular como gy (14 ).
También, para cada vértice de H’, se forma una gréfica G’, todas ajenas entre
si, lo que se puede escribir como h; Pgr. Cémo las tnicas intersecciones entre
los dos tipos de completas son vértices aislados y que hemos contado dos ve-
ces los vértices, obtenemos g1 (1 + )" + hi P — higiz. Luego ajustando el
término independiente, se obtiene la férmula mencionada.

C E C n .
E A (. Para dos graficas arbitrarias G', H' con Py/(z) = Zhixz se
¢ £ C i=0

n
tiene: Pgrep(x) = h1(1 4+ z)9* + Z higi — h1 + 1. La prueba es andloga a la
=2
del producto anterior.

F E E
C A (C|. En este producto se tiene que K, estd en el producto si y sélo
c C C
si su imagen en G’ es también K. Como para cada K, en G se forman hj
completas de tamano s en el producto, entonces el polinomio resultante para

n
graficas arbitrarias G’ y H' es Pgrop:(v) = Zgihﬁmi.
i=1

E C C
E A (C]. Para dos graficas arbitrarias G’ y H' se tiene Pgrep/(z) =
E C C

n
Z higia:i + 1. La prueba es andloga a la del producto anterior.
i=1

F FE FE
E A C|. Para dos gréficas arbitrarias G’ y H' se tiene Pgiag/(x) =
c C C

Pg/(Pr/(z) — 1). Demostracion en [3].

E E C
E A (C|. Para dos graficas arbitrarias G’ y H' se tiene Pgag/(x) =
E C C

Py (Pgr(z) — 1). La prueba es analoga a la del producto anterior.
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E C FE
e [E A E|.Sean G’, H' dos gréficas arbitrarias. En este producto, tenemos
c C C
aristas (g,h)(g’,h') siy s6lo si {99’ € E(G') y h # W'} o g = ¢’ por lo tanto,
para cada subgrafica completa en G’ se forman completas en G’ @ H'. Si G’ es
una grafica con n vértices y sin aristas, entonces Pgrerr = n(1+ x)'H T—n+41,
por lo que el término (1 —|—m)|H 'I'debe aparecer en el polinomio, luego contando
cuantas completas se forman en G’ @ H' para cada completa en G’ tenemos
n
que Pgregr = n(1 + x)'Hl‘ + Zaixi —n+ 1 donde
i=2
;
hl hl—Tl hl—(r1+r2+...r'_1)
ai=y g Y ( >< | )
— .\ T2 Ty
7j=2 ri+re+..rj=1i
E E C
e | C A (|. Utilizando los mismos argumentos que en el producto anterior
E E C
n
tomando |H'| = n tenemos que: Pgregr = n(1+ z)9" + Z a;x" —n+ 1 donde
i=2
;
hl g1 — T gl—(?”1+7“2+...7"'_1)
a; = hj( Z (’r > < r e ’]"- J )
j=2 ri+rot..ri=1 1 2 J
C FE C
e [E A FE|. Sean G',H' dos gréficas arbitrarias. En este producto, las

cC E C
aristas (g, h)(¢’, h’') que aparecen son las para las cuales g = ¢’ 0 h = A/ sin
importar sus adyacencias en G’ 0 en H’'. Por lo que el polinomio resultante es
Perer(z) = g1(1 + 2)9 + g1 (1 + 2)9* — grhix — g1hy + 1.

E C FE

C A C|. Sean G',H' dos gréficas arbitrarias. En este producto, las

E C E
Unicas aristas (g,h)(g’,h’) que no aparecen en el producto son las para las
cuales g = ¢’ o h = h/ por lo que el polinomio resultante depende unicamente
del nimero de vértices de las graficas. Por lo tanto, el polinimo resultante es :

g1
Pgremi () = Z <g,bl> P! 41 donde P son las permutaciones de i en |H'|.
i=1,i<hs
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E E FE

E A E|. Sean G’, H' dos graficas arbitrarias. En este producto aparece

c C C
la arista (g,h)(¢’,h’) siy sdlosi g¢’ € E(G') o g =¢'. Si G’ es una conjunto
independiente de vértices y H' una grafica arbitria, entonces la férmula debe
contener al término g1 (1+2)™ — g; + 1. Luego, para cada arista g1go € E(G")
aparecen todas las aristas de forma (g1, h)(g2, h), para cualquier h € H', por

n

lo que el polinomio resultante es: Parop () = g1 (1 4 )™ + Z a;r’ — g1 + 1

=2
donde
: h\ (b h
a1:Zg]( Z <T1><7’2>'”<T->)'
j:2 T1yeens T4 J
r1+“.+7‘j=z
E E C

E A C | Sean G',H' dos gréficas arbitrarias. Este producto es equiva-
E E C
lente al tomar el producto anterior y intercambiar G’ por H’, por lo que se
n

tiene que el polinomio resultante es: Pgrepm () = h1(1+2)% + Z aix’ —hi+1
i=2
donde

EF E FE

C A C|. Sean G, H' graficas arbitrarias. En este producto hay aristas

E F FE
(g,h)(g', 1) siy sélo si g # ¢, es decir, son irrevelantes las adyacencias en las
graficas G’ y H', ya que la gréifica resultante sera siempre la grafica multipar-
tita completa Kp, p, ..p, (donde hy se repite g veces). Por lo que el polinomio

g1
resultante es Pgrep () = Z (g,l) hia'.
1

=1
E C FE
E A FE|. Como en el producto anterior, para dos graficas arbitrarias
EFE C FE

G', H' hay aristas (g,h)(g’,h’) si y s6lo si h # k', por lo que son irrelevantes
las adyacencias en las gréficas G’ y H'. En este caso, la grafica resultante
es la grafica multipartita completa Ky, 4,4, (donde g se repite h; veces).

h1
B\ .
Entonces su polinomio de completas es Pgrep () = E ( ,1> giz'.
i
i=0
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E E E
e [E A C| Sean G',H' dos gréficas arbitrarias. Notamos que este pro-
E E E

ducto es equivalente a tomar g veces la grafica H' y poner todas las aristas
posibles entre las copias de H’, por lo que la grafica resultante es de forma
H' + H'+ ...+ H'. El polinomio que resulta de sumar g; veces la gréfica H’

es Porenr (33) = (PH/(.’I}))gl.

F E E
e | E A F | Utilizando el mismo argumento que para el producto anterior,
E C E

tenemos que para dos graficas G', H', Pareg(z) = (P ().

F FE FE
E A E | Para dos gréficas arbitrarias G', H', se tiene Pgrep(z) = (1 +
F FEF FE

x)hlgl. En este producto estan todas las aristas posibles, por lo que el poli-

nomio resultante es el de una grafica completa de hig; vértices.

Para los productos restantes, mostraremos en cada caso un contraejemplo, en cada
uno de ellos utilizaremos algunas de las graficas siguientes:

H G M

Figura 2.3: Graficas utilizadas en los contraejemplos

2.2.1 Representacion matricial con 1 E

c C C
C A C|. Poeg,(z) =42 + 42+ 1y Prrer, (z) = 2° + 42 + 4o + 1.
C E C
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. Prrec(®) = 42% + 42+ 1y Prjem(x) = 23 + 4% + 42 + 1.

. Priec(z) = 2422 + 120 + 1 y Pryen(7) = 623 + 2422 + 120 + 1.

. Poerc, (1) = 2422 + 122 + 1 y Pyrer,(z) = 623 + 2422 + 122 + 1.

: PG.E(x)=24x2+12x+1 y PM-E(I):6x3+24x2+129:+1-

Qb Qaba aba aba

QOO mQQ O aaAQ
HQQ QOO0 O QmQ

2.2.2 Representacion matricial con 2 E

. Prreg(z) =42 + 4z + 1y Priem(z) = 2° 4+ 42> + 4o + 1.

- Poere, (x) = 42% + 4z + 1y Pyer, (x) = 2° + 427 + 4z + 1.

. Poerc, (v) = 42% + 42 4+ 1 y Prrer, (x) = 23 + 4% + 4o + 1.

. Pgaps (¥) = 242% + 1224+ 1y Phep,(7) = 62% + 2422 + 122 + 1.

. Ppyec(z) = 242% + 122 + 1 y Ppyen(z) = 623 + 2422 + 122 + 1.

. Prec(w) =42% + 42 + 1y Prop(7) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Ppyeg(z) = 162°+3222+122+1y Ppyeps () = 220343222 + 122+ 1.

. Prlec(7) = 42?2 + 424+ 1y Prjenm(7) = 23 + 4% + 4z + 1.

. Pgep,(z) = 1623+ 3222+ 122+ 1y Puep, () = 222343222+ 122+ 1.

EEmQ QA QA A QA QA A QA QAAQAQ
Qb Qb Qb QbQ Qb Qb mba b Qb
QQQ Qg QA I Qg 5QQ O O QmQ



46

Polinomios de productos

QO QA QO QA A A HQQ Ay QO QG QA

mHbQ mPbPQ Qb Qbm QPbPQ QbQ QbQ Qb Qb mbaQ mbQ

. Poerc, (2) = 42% + 42 4+ 1y Prrer, (v) = 23 + 4% + 4a + 1.

. Poek, (z) =42° + 4z 4+ 1y Prrek, (z) = 23 + 42° + 4z + 1.

- P q() = 2422 + 122+ 1y Preoy(t) = 623 + 2422 + 122 + 1.

. Prrec(®) = 42? + 42+ 1y Prrem(x) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Prreg(z) =422 + 4z 4+ 1y Prepr(z) = 23 + 422 + 4z + 1.

. Pryec() = 224823 4122248241y Prpers () = 423 +122% +8x+1.

. Pgeg, () = 224823 +1222 48241y Parex, () = 423 +1222+8z+1.

. Poek, (2) = 42% + 42 + 1y Prrer, (x) = 2° + 42% + 4o + 1.

- Pger, (z) = 42% + 42 + 1y Pyex, (v) = 2% + 4a® 4 4o + 1.

QO O QO O O mQQ A AOFFQ QQ 8 QaQ

2.2.3 Representaciéon matricial con 3 E

HEmQ QQQ
mHbQ Qb X

E ). Preg(z) =42 + 4z + 1y Prep(x) = 2° +42” + 4z + 1.

. Pgex, (1) = 42% + 42 + 1y Pher, (z) = 23 + 42 + 42 4 1.



Polinomios de productos 47

HAQAQ QO QA mHAQAQ Q0 QA A QaAQ

ara arafaral sl e b bE b0 QAFPQ IbE IEQ IO

—_

[

[

. Prlec(x) = 42% + 42+ 1 y Prien(x) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Poer, (%) = 42% + 42 + 1y Pprer, () = 23 + 42% + 42 + 1.

. Prreg(z) =42 + 42 + 1y Priem(w) = 2% + 42 + 4o + 1.

. Prrec(z) =4a? + 42+ 1y Proy = 2% + 422 + 42 + 1.

. PG°K1(33):4332+4$+1}7PM.K1 =23 +42? + 42 + 1.

. PM.K2 = 2$4+10$3+16$2+8$+1 y PG.K2 — 2x4+8x3+16x3_’_8$+1

. Pryeq(z) = 282° 43622 +122+1y Penr() = 322343622 +12241.

. Pger,(7) = da* + 1623 +202% + 82 + 1 y Pyrer, (v) = da* + 1823 +

. PG.E(JJ) =4z* + 1622 + 2022 + 8z + 1y PM.E(fE) = 424 + 1823 +

: PKQ.G(x) = 2z + 83 + 1622 +8x+1y PKQ.M(JJ) = 274 + 1023 +

. Pgerc, () = 282343622 +1224+1y Prrer, () = 3223 +3622+12241.

. Pryec(z) = 42 + 1623 + 2022 + 87 + 1 v Prenr(z) = 42t + 1823 +

. PE.G(QU) = 42?4+ 1623 + 2022 + 8z + 1y PE.M(l') = 4% +182°% +
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2022 + 8z + 1.

QA QA QA QA AN QQQ Qg QAQQ I A A mQQ AaAy
Qbm Qbm QbQ mbQ QbQ b mbQ Qbmn Qbm Qbm mbQ mbQ Qbl
HQQ HQQ Qg QO Ox3Q Qg QO ImQ 00 a0 maQ A AamQ

. Prec(z) = 1622 + 82 + 1y Pryen(x) = 423 + 1623 + 8z + 1.

. Prreg(z) =42 + 4z + 1y Prem(z) = 2% 4+ 42 + 4z + 1.

. Poerc, (7) = 42% + 42 + 1y Pprer, () = 23 + 42% + 4z + 1.

. Pryec(z) = 2204482341622 4+-82+1y Pryens(2) = 423 +1622+8241.

. Poerc,(z) = 224 +823 41622482 +1y Pyrer, (v) = 43 +1622+87+1.

. Prreg(z) =42 + 42 + 1y Priem(w) = 2% + 42 + 4o + 1.

- Pger (z) =42 + 4z + 1y Pyek, () = 2% + 42 + 4o + 1.

. Prreg(z) = 42?4+ 42 + 1y Prjen(w) = 2° + 42 + 4o + 1.

. Pryec(r) = 1222 + 82 + 1y Pryens(z) = 223 + 122 4 82 + 1.

. Poer,(z) = 422 + 4z 4+ 1y Prreg, (z) = 23 + 42 + 4z + 1.

- Prrag(®) = 22 4+823 41202+ 82 +1y Pry (2) = 42341222482 +1.

- Pooi; (1) = 204807 +122% 482+ 1y Py () = 40 +122°+8z+1.
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HAQQ Q5 QOQ QAN A QA A QA QA QA QQ QA QQHn QX
QAQbm mPbPQ mPbQ QbQ QbQ Qb Qb Qb Qb Qb b QbQ mbQ Qb Q
QFQ Q0 OFQ QA mQQ HQy QO Qg Q8 OO Q8 I Q HQQ mAQQ

. P

. Poer, (%) = 42% + 42 + 1y Pprer, () = 23 + 42% + 42 + 1.

. Prrec(®) = 42% + 42 + 1y Prrem(x) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Poer, (z) = 42% + 42 + 1y Pyjeg, (z) = 23 + 42% + 4z + 1.

. Pryeq(7) = 22 4+623+12224+-82+1y Prens(7) = 423 +12224+-82+1.

. Pger, (7) = 2044623 +12224+-82+1y Prrer, (z) = 423+1222 +8x+1.

. Prreg(z) =42 + 4z + 1y Prrem(z) = 2% 4+ 42 + 4o + 1.

. Pyep(x) =223 + 1822 + 122 + 1y Pgen(r) = 1822 + 127 + 1.

. Pryec(z) = 2422 + 120 + 1 y Praen(x) = 623 + 2422 + 122 + 1.

Gorc; () = 2427 + 120 + 1y Py (x) = 62° + 242 + 122 + 1.

- P yq() = 2422 + 122+ 1y Pre () = 623 + 2422 + 122 + 1.

. Purer,(z) = 4a® + 1222 + 82 + 1y Pger, () = 1222 + 82 + 1.

. Poer, (z) = 42% + 42 + 1y Pyeg, (z) = 23 + 42% + 4z + 1.

. Prrec(z) = 42 + 42 + 1y Pren(x) = 2% 4 42 + 4o + 1.



50

Polinomios de productos

QO QQQ QN QA HAQAQ QA IxQ AQam QFQ
mHbQ Qb b Qb QbQ QbQ QbQ Qb Qb
HAQH Oy QOQQ QOQQ 3mQ Qg mQQ Qg §5AQQ

. Pryeq(7) = 22 4+823+16224+-82+1y Prens(7) = 823 +1622+8z+1.

- Poog () = 2422 + 120 + 1y Py (2) = 6% + 242 + 122"

. Prrec(®) = 42% + 42 + 1y Prrem(x) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Prrec(®) = 42? + 42 + 1y Prrem(x) = 23 + 42% + 42 + 1.

. PG.E(w) = 2044823 4+122% +8x+1y pM.E(w) — 42341222+ 82 +1.

- Pger (z) =42® + 4z + 1y Pyek, () = 2% + 42 + 4o + 1.

. Pg,E(fL’) = 224+ 823 +1622+8z+1y PM.E(w) = 62341622482 +1.

. Pger, () = 42% + 424+ 1y Prrex, (z) = 2® + 42% + 40+ 1.

2.2.4 Representaciéon matricial con 4 E

Q&

B mQQ §mQ Q

HbQ mbQ mbQ Qb .
QQQ mmQ mQQ A=y

. Prreg(z) =42® + 424+ 1y Prep(z) = 2% + 42 + 4z 4 1.

. Pger, (z) = 42® + 4z + 1y Phex, (z) = 3 + 42® + 4z + 1.

. Prrec(z) =42 + 42 + 1y Prren(z) = 23 + 42 + 4o + 1.

- Pger,(z) =4a® + 42 + 1y Pheg, (z) = 2% + 427 + 4o + 1.
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. Prlec(x) = 42% + 42+ 1 y Prien(x) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Pger, (2) = 42® + 42 + 1y Phex, (z) = 23 + 42 + 4z + 1.

. Pgek, (7) = 2244823 +16224+872+1y Prer, (z) = 823+162%+8x+1.

- P q() = 2422 + 122+ 1y Pre () = 623 + 2422 + 122 + 1.

. Pryeq(z) = 22 +823 +1622+82+1y Pr,er () = 823+162%+82+1.

. Poeg, (2) = 42 + 4z + 1y Pyek, () = 2% 4+ 42 + 4z + 1.

. Poer, (%) = 42% + 42 + 1y Pprer, () = 23 + 42% + 42 + 1.

. Prreg(z) =422 + 4z 4+ 1y Prepr(z) = 23 + 422 + 4z + 1.

. Prreg(z) =42 + 4z + 1y Prrem(z) = 2° + 42 + 42 + 1.

. Pryec(z) = 42 + 1623 + 2022 + 82 + 1y Pryem(x) = 42t + 1823 +

Qm QQ HQQ 3TQQ AN EEE EFEH QA QO QQQ QA
Qbm QbQ Qb mbaQ mba Qba aQaba abg abm mba Qby

E
FE
E
FE
E
E
E
C
C
E
C
E
E
C
C
C
cl. PG.E(CU) =242+ 122+ 1y PH.E($) = 623 + 2422 + 122 + 1.
E
o
C
E
E
C
E
E
E
E
E
E
E
C
E
C
+

E A C|. Pger,(z) = 42* + 1623 + 2022 + 87 + 1 v Pprer, (z) = 62* + 1823 +
C E C
2022 + 8z + 1.
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C FEF FE
E A FE|. Pryec(z) = 82 + 3223 + 2422 + 8x + 1 y Pryen(x) = 28 + 82° +
c C C

24x* + 3423 + 2422 + 82 + 1.

: PK1°G(x):4x2+4x+1yPK10M(~T):-T3+4x2+4x+1.

. Pger, (%) = 422 + 424+ 1y Pyreg, (2) = 2 + 42% + 42+ 1.

. Prlec(7) = 42% + 424+ 1y Prjenm(7) = 23 + 42?2 + 42 + 1.

. Poere, (7) = 42% + 42 + 1y Pprer, (v) = 23 + 42% + 4z + 1.

. Poerc,(x) = 8t + 3223 + 2422 + 8x + 1 v Prrek, (z) = 26 + 845 +

EEHQ BEQ QO AamaQ QaaAa
Sy mbQ 8bm mbQ mbX
QQQ QO B BEEmQ QEy

24x* + 3423 + 2422 + 8z + 1.

- Pogg (7)) = 1202 +8x+ 1y Py () = 223 + 1222 + 8z + 1.

. Prreg(z) =42 + 4z + 1y Prrem(x) = 2% 4+ 42 + 4z + 1.

. Pryeq(x) = 228 +823+ 1622 +82+1y Prens(v) = 423+ 122482+ 1.

. Poer,(z) = 422 + 4z 4+ 1y Ppreg, (z) = 23 + 42 + 4z + 1.

QFmQ A A A Qam Q-
Qbm mwbm @wbQ Wby mWbEm Wb Q
HEmQ HQQ Oy QOQm OmQ QAmQ
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. Pger, (1) = 22 4+823+16224+-82+1y Parer, (v) = 423 +1622+8z+1.

- Prreg(z) =42 + 4z + 1y Prrem(z) = 2% + 42 + 42 + 1.

. Prreg(z) =422 + 4z 4+ 1y Pryenr(z) = 23 + 422 + 4z + 1.

. Prrec(7) = 42% + 42+ 1y Prrem(x) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Poer, (%) = 42% + 42 + 1y Pprer, () = 23 + 42% + 42 + 1.

. Paeg, (x) =42° + 42 + 1y Pyjeg, (v) = 2 + 42 + 4z + 1.

Fams 0am mam mam mas maq mma
HQn HQy QOO HmQ Qg QOmQ QmQ

+
~QbQ mbAQ mbQ QbQ QbQ mbh Qbl

—_

Q
Q

Pryec(z) = 624+ 2423 + 30202 + 120+ 1 v Prgen () = 1423 +302% +

Se
Qb
o QN

122 + 1.

).
).
).

Phyge (@) = 624 +2423 + 3022 + 120+ 1 y Py () = 142°+ 3022+

HQQ

C FE
c A

E C
122 + 1.

PGerc, (1) = 62* 42423 + 3022 + 122+ 1 y Pyrex, () = 1423 + 3022 +

o QN

F FE FE

C A C

C E C
1622 + 8z + 1.

P () = 22* + 82° + 1622 + 82 + 1 y Py oz () = 22 4 1023 +
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C’
. Pr ) =22 + 823 + 1622 + 8z + 1 y Pr .M()—2a:4—|—10:c3+
E C C’
1622 + 8z + 1.
C E C

C A C|. Pgp;lz
EF FE FE

2022 + 8z + 1.

¢ C FE

E A FE . Pre

C C FE
2022 + 8z + 1.

EF E C
E A C
C C’ E

y Pu(z) = Po(x

PG.KQ

HEHQ 3®HQ mQQ Qam
Qb mbaQ Qbm =mbQ

c
E
E
E
E
C
E
C
C
C
E
E
+

2022 + 8z + 1.

C EF FE
c A C
C E FE
2022 + 8z + 1.

E E C
C A FE
Cc C FE

=4x* +162% + 2002 + 8z + 1y Py (@) = 4zt + 1823 +

) = 4a* + 1623 + 2022 +8x+1y P

a() = 4ot + 1823 +

= 221+ 823 41222 + 82+ 1y Py (T) = 423 +1222+8x+1

. Poek,(z) = 42% + 424+ 1y Prrek, (z) = 23 + 42 + 4z + 1.

. Prreg(z) =422 + 4z 4+ 1y Prepr(z) = 23 + 422 + 4z + 1.

. Poer,(z) = 422 + 4z 4+ 1y Ppreg, (z) = 23 + 42 + 4z + 1.

- Pouey () = 4% + 1605 + 2002 + 82+ 1 y Py (@) = da* + 1823 +

- Pragg (@) = 2084823 +1622 480+ 1y Py (x) = 40 +162°+82+1.
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QO Q@ mQQ =mEQ

HAQ QO QQn Q=
mbQ Qbm =mbQ &b QA
QmQ Q= Q=g QA

HbD mpPbQ mbQ Qb

. Pger, (1) = 22 +823 +1622+82+1y Phex, (z) = 423+162%+82+1.

. Prrec(r) =42% + 42+ 1y Pr em(z) = 2% + 42 + 1.

. Paerc, (z) = 42% + 42 + 1y Phek, (z) = 2% + 42% + 4z + 1.

. Pgek,y(7) = 22% + 823 + 1622 + 87 + 1 y Puyrex, () = 22* + 102 +

. Paer, (7) = 4a* + 162 + 2022 + 8z + 1 y Pyrex, (v) = 4a* + 1822 +

- Prrog(a) = 4ot + 1623 +2022 + 8z + 1y Preyyi(2) = Aot + 1823 +

. Poer, (%) = 42* + 1622 + 2022 + 82 + 1 y Pprex, (v) = 4a* + 1823 +

. Poer, (z) = 42% + 42 + 1y Pyex, (z) = 23 + 422 + 42 + 1.

. Prreg(z) =422 + 4z 4+ 1y Prenr(z) = 23 + 422 + 4z + 1.

. Prrec(®) = 42% + 42+ 1y Prrem(x) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Prrec(z) = 42 + 42 + 1y Prren(x) = 2% 4 42 + 4o + 1.
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. Prreg(z) =422 + 4z 4+ 1y Prepr(z) = 23 + 422 + 4z + 1.

. Poer, (%) = 42% + 42 + 1y Prer, () = 23 + 42% + 42 + 1.

mHbQ Qb Qby Qb N
HAQy §HQy §mQ §QQ

QQ AFQ maQQ =mEmQ

2.2.5 Representacion matricial con 5 E

. Poery(z) =42 + 4z 4+ 1y Prrer, (7) = 23 + 42° + 42 + 1.

. Priec(z) =42? + 424+ 1y Prep(z) = 2% + 42? + 4z + 1.

. Prreg(z) =42 + 4z + 1y Prrem(z) = 2% 4+ 42 + 4o + 1.

. Poere, (%) = 42% + 42 + 1y Pprer, () = 23 + 42% + 42 + 1.

. Prreg(z) =422 + 4z 4+ 1y Prepr(z) = 2° + 422 + 4z + 1.

. Poep(z) = 42 + 202 + 2622 + 122 + 1 y Pryen(z) = 42t + 223 +

L O QO i mQQ Q0 mmAQ
Qbm Qbm mbQ mbQ mbm mbQ
QQ@ Doy §5QQ Dog 5y 3EHAQ

2622 + 12z + 1.
) Paerc, (z) = 422 + 42 + 1y Pyrerc, (z) = 23 + 422 + 42 + 1.

Pty (7) = 22 4823 +160° + 82+ 1y Py () = 82+ 162 +8x+1.

HAQy §AQy
Qbm &b AQ

HQy Ay
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. Prreg(z) =42 + 4z + 1y Prrem(z) = 2% 4+ 42 + 4z + 1.

. Pryec(z) = 2244823 4+16224+-82+1y Pryens(v) = 423 +1622+82+1.

. Prrec(®) = 42% + 42+ 1y Prrem(x) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Poer, (7) = 42% + 42 + 1y Prer, () = 23 + 42% + 42 + 1.

. PG-E(x) = 2044 823 4+1622+8x+1 yPM.E(x> — A3 +16224+82+1.

. Pryog(®) = 162% +322% + 2422 + 8z + 1 y P, (7) = 2® + 827 +

QAFQ =IHxQ QFn QA QDA mQDn DEx
HbEm Qb mPbQ mbm mbEm QbQ Qb Q
HEmQ IHmQ Q=g OQ Qg Hnmg Ay

24x* + 3423 + 2422 + 8z + 1.

E E C

E A FE|. Pr,ec(z) = 42* + 1623 + 2022 + 82 + 1y Pr,enr(z) = 42* + 1823 +
C E C

2022 + 8z + 1.

C E E
E A E|. Pg,eq(v) = 162* + 3223 + 2422 + 82 4+ 1y P, enr(z) = 28 4+ 82° +
cC E C

24x* + 3423 + 2422 + 8z + 1.

C E C

E A E|. Pger,(z) = 162* + 3223 + 2422 + 8z + 1y Pprex,(v) = 28 + 825 +
E E C

24z + 3423 + 2422 + 8z + 1.

C E E
E A C|. Pger,(z) = 22 4+823+122° 48241 y Parex, (z) = 423 +1222+8z+1.
E C E
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E FE C

C A E|. Prec(z) =422+ 42+ 1y Priem(z) = 2% + 42 + 42 + 1.
E C F

E C F

E A C|. Poegy(z) =422 + 42 + 1y Prrer, (x) = 2% + 42% + 4o + 1.
C FE FE

E C F

C A E|. Poeg,(z) =42 + 42 + 1y Prrer, (x) = 2% + 42% + 4o + 1.
E E C

c C E

E A E|. Prec(z) =42 + 1623 + 2022 + 87 + 1y Prjens(z) = 42t + 1823 +
E C F

2022 + 8z + 1.

E C E
E A E) - Prog() = 42t +162% + 2022 + 82 + 1 y Pr,y (2) = 4ot + 1827 +

C
E A E |. Pryec(z) = 22 + 823 + 1622 + 82 + 1 y Pryen(z) = 221 + 1023 +
E C FE
1622 + 8z + 1.

E
E) - P oa(@) = 2200 4+ 823 + 1627 + 8¢ + 1y Pi, ), (2) = 207 + 102° +

Q

1622 + 8z + 1.

E
0) Poek, (7) = 20* + 823 + 1622 4+ 87 + 1 y Purer,(z) = 22* + 1023 +
E

QA

) PG.E(QZ‘) = 2:1;‘4 + 8x3 + 16332 +8xr +1 y PMOE(x) — 2334 4 10563 +

161‘ +8:r:+1.

F E FE
2022 + 8z + 1.

E
0 A C) Paer, (7) = 42* + 162 + 2022 + 82 + 1 y Pprex, (v) = 4a* + 1823 +
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E FE C
C A C). Pggglz)= 4o + 1623 +2022 +8x+ 1y Py (@) = 4zt + 1823 +
EF F FE

202? + 8z + 1.

. Poer, (z) = 42% + 42 + 1y Pyer, (z) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Pger, (%) = 422 + 424+ 1y Pyreg, (2) = 2 + 42% + 42+ 1.

. Poere, (%) = 42% + 42 + 1y Pprer, (v) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Prrec(®) = 42% + 42+ 1y Prrenm(x) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Prreg(z) =422 + 4z 4+ 1y Prepr(z) = 23 + 422 + 4z + 1.

. Prreg(z) =42 + 4z + 1y Prrem(z) = 2% + 42 + 42 + 1.

. Poer, (%) = 42% + 42 + 1y Pyrer, () = 23 + 42% + 42 + 1.

. Paerc,(x) = 162 + 322° + 242% 4+ 8z + 1 y Pyrer, (v) = 25 + 82° +

HEHQ EQ QA 3QQ ¥y QO Ol B 3Qn BEAQ
Hby mbQ mPbQ Qb Qb Qb Qb mbQ b Q &b QA
QO Oy By By QO DA HAQQ QOO IHQ =maAQg

2424 + 3423 + 2422 + 8z + 1.

E E C
E A C|. Pgpua(®) =22"4823+160°+82+1y Pr, ), () = 42 +162°+82+1.
C E E
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E FE C

E A E|. Pog;(z)= 224 +823+16224+-8z+1y Py (@) = 423 +162%+8x+1.
c C E

C E FE

E A E|. Pgeq(v) = 162* + 3223 + 2422 + 82 + 1y Pren(z) = 28 +82° +
E C C

24zt 4 342® + 2427 4 8z + 1.

C FE FE

C A E|. Prec(z) =422+ 42+ 1y Priem(z) = 2% + 42% + 42 + 1.

E E C

E C C

E A E|. Pger,(z) =42% + 42+ 1y Pprer, (z) = 23 + 422 + 42 + 1.

C FE FE

E E C

C A E|. Pgeg(r) =422 + 420+ 1y Prem(7) = 23 + 422 + 4 + 1.

C E FE

E EF FE

C A E|. Pger,(v) = 22 + 823 + 1622 + 87 + 1 y Purrex,(7) = 22* + 102° +
Cc E C

1622 + 8z + 1.

E E FE
E A 0) - Poo () = 22t 4+ 82% + 1627 + 82 + 1y Py (2) = 2% + 102° +

c
E A E) - Prg (@) = 220 4+ 823 + 1627 + 8¢ + 1y Pi, ), (2) = 207 + 102° +
c

1622 + 8z + 1
E C C
E A E|. Poeg,(z) =42 + 42 + 1y Prrer, (x) = 2% + 42 + 42 + 1.
E E C
C E FE
E A E|. Pgoz) =4' +160° + 2022 + 82 4+ 1y Pre,y,(x) = 4o +182° +
cC C FE
202% 4+ 8z + 1

cC C FE
E A E).Pg.Kl(m)4m2+4m—|—1yPM.Kl(x)m3+4x2+4x+1.
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cC E C
E A C). Pggglz) = 4o + 1623 +2022 +8x+ 1y Py (@) = 4zt + 1823 +
EF F FE

202? + 8z + 1.

Cc E C
C A E|. Pgeg(r) =422 + 42+ 1y Prem(7) = 23 + 422 + 4 + 1.
E E FE

2.2.6 Representacion matricial con 6 E

E C C
E A FE|. Pxyec(x) =22 + 823 + 1622 + 82 + 1 y Prjen(v) = 22* + 1027 +
E E F

1622 + 8z + 1.

E E FE
E A E|. Pgle) = 22" +82% +162° + 82 + 1 y P,y (x) = 22" +102° +
E C C

1622 + 8x + 1.
c C E
E A E|. Pger,(z) =422 + 42 + 1y Phex,(x) = 2% + 42% + 4o + 1.
EFE EF F
E EF FE
E A E|. Pgep,(z) = 205 4+ 1225 + 322% + 4823 + 3822 + 122+ 1 y Phep,(v) =
c C E

220 4+ 1425 + 362* + 4623 + 3822 + 12z + 1.

. Pryec(z) = 224 482341622 4+82+1y Pr,er(z) = 423 +162%+8x+1.

. PE.G(Z’) = 224+ 823+1622+8x+1 y PE.H(QT) — 423 +1622+82+1.

. Prrec(®) = 42% + 42 4+ 1y Prjem(x) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Priec(z) =42® + 42+ 1y Pren(z) = 2% +42° + 42+ 1.

. Pger,(z) =42? + 42+ 1y Phek, (x) = 23 + 42% + 42 + 1.

QA QO Q8 Qg IEQ
SbQ by bm mbm b &
Dy BEmQ QO DA Ay
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. Poer, (%) = 42% + 42+ 1 y Prer, () = 23 + 42% + 42 + 1.

. Paerc, () = 224 482341622 4-82+1y Phex, (z) = 423 +162%+8x+1.

- Phyig () = 204807 +1622 48041 y Py () = 4o 41622 +8x+1.

Pher,(®) = 22° + 302% + 3023 + 2422 + 82 + 1 ¥ Prer,(z) =

HEQ Dy BEQ ODEx
mHbm Qbm Qbm Wb Q
HEQ B3 Q By QO

162* + 3223 + 2422 + 8z + 1.

C E E
E A E|. Pryen(r) = 22° 4 302" + 3023 + 2422 + 87 + 1 y Prec(z) =
C E E

162* + 3223 + 2422 + 8z + 1.

. Prrec(7) = 42% + 42+ 1y Prem(x) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Poer, (%) = 42% + 42 4+ 1 y Prer, () = 23 + 42% + 42 + 1.

. Poer, (%) = 42% + 42 4+ 1 y Prer, () = 23 + 4% + 42 + 1.

. Poer,(z) = 422 + 4z 4+ 1y Pheg, (z) = 2% + 42 + 4z + 1.

. Prrec(®) = 42% + 42 4+ 1y Prjem(x) = 23 + 42% + 42 + 1.

- Poog(2) = 2014823 +162°+8z+1y P () = 423 4+16x%+8z+1.

. Poer,(z) = 6t + 3223 + 2422 + 8x + 1 Y Prex,(z) = 28 1+ 85 &

HmQ D QN D QN QD =IOl
Sbm Qbm Qbm mPbQ mbQ mbwy mbE
Qg Qg oy Qg 3o Q=g Q= Q

24zt + 3423 + 2422 + 8z + 1.



Polinomios de productos

63

E FE C
E A FE
C E FE

. PG.E(x) =62t +3203 + 2422 +8x + 1y PH.E($) — 26 4 825 +

242 + 3423 + 2422 + 8z + 1.

B QA mQQ
S mbm b

E
E
E
E
E
E
C
C
E
+ 1.

2022 + 8z

E EF FE
E A C
E E C

1622 + 8z + 1.

. Prrec(®) = 42% + 42+ 1y Prjem(x) = 23 + 42% + 42 + 1.

. Prieq(z) = 42® + 4z + 1y Prrep(x) = 23 4 422 + 4z + 1.

PG.KQ( x) = 4zt + 1623 + 2022 +8x + 1y PM-[TQ(J:) — Azt + 1823 +

2.2.7 Representaciéon matricial con 7 E

C FE FE
E A FE
E EF F

2422 + 8x + 1.

E E C
E A FE|.

E EF FE

2022 + 8z + 1.

E EF FE
E A FE|.

C E FE

2022 + 8z + 1.

E
EAE.

E E C

2022 + 8z + 1.

. Pryerr(x) = 2621 + 3423 + 2422 + 82+ 1 y Prec(x) = 162 + 3223 +

Pryer () = 621 + 1823 + 2022 4+ 87 + 1 y Pr,eq(w) = 42 + 1623 +
P

E.H(JL‘) =62 + 182% + 2022+ 8z + 1y PE.G(x) — 424 + 1623 +

Ppoi (@) = da* 4 162% + 2022 + 8z + 1 y Py g (x) = 62 + 182° +
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E E E

C A E|. Pryen(z) = 242 + 3422 +200° + 8z + 1 y Prec(x) = 162* + 3223 +
E E E

2022 + 8z + 1.

E C E

E A E|. Paer,(z) = 160* +3203 42422 +- 82+ 1y Pher, (v) = 24x* + 3423 +
E E E

242% + 8z + 1.



Capitulo 3

Sobre particiones resolventes para el producto
lexicografico

3.1 Introduccién y definiciones

Los conceptos sobre problemas de conjuntos resolventes 6 de localizacién en graficas
fueron descritos de manera independiente por Harary y Melter [21] y por Slater [29]
, iniciando desde entonces varias investigaciones sobre el tema. Numerosos trabajos
estan ligados a ciertas propiedades métricas. Uno de esos casos son las particiones
resolventes. Tales particiones resolventes fueron introducidas por Chartrand et al
en [18] para tener una visiéon més clara de lo que era su predecesor, la dimension
métrica. Después de esta publicacién, algunos buenos resultados fueron obtenidos
en [15], [20], [30] y [27]. Como vimos en la introduccién, también se ha calculado la
particién resolvente de varios productos de gréficas.

Si G = (V, E) es una gréfica conexa y Il = { Py, P, ..., P,} un particién ordenada de
los vértices de G, la representacion particional de un vértice v € V(G) con respecto
a II es el vector:

r(v|Il) = (dg(v, P1),dg(v, P2),...,dg(v, P,))

donde dg(v, P;), con 1 < i < n representa la distancia del vértice v al conjunto P;,
eso es dg (v, P;) = mingep {dg(v,u)} donde dg(v,u) denota la longitud del camino
mas corto entre u y v. Si en el contexto estd claro la grafica G a la cual nos
referimos, denotaremos simplemente dg(u,v) por d(u,v). Diremos que II es una
particion resolvente si para cada par de vértices distintos u,v € V(G) se tiene
r(u|Il) # r(v|I). La particion dimensional de G es el minimo nimero de conjuntos
necesarios para que II sea una particién resolvente, y se denota por pd(G).

Por ejemplo, en una grafica completa K,,, como la distancia entre cualesquiera
vértices u y v es uno, cada vértice tiene que pertenecer a un conjunto distinto de la
particién, por lo que pd(K,,) = m. Si G = P,, una trayectoria de longitud m > 2,
entonces pd(P,) = 2, ver Figura 3.1

El producto lexicografico de dos gréficas G = (V1, E1) y H = (Va, Ha), es la grafica
GoH = (V,E) donde V = V; x V5 y donde dos vértices (a,b),(c,d) € V son
adyacentes si y sélo si ac € E1 o (a = ¢) y bd € Ey (ver ejemplo en la figura 3.2).
Las graficas G y H son llamadas factores del producto. Siguiendo la notacién del

65
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Al A2

Figura 3.1: Una particién resolvente para una trayectoria P,

capitulo anterior, tenemos que la representacion matricial del producto lexicografico
es:

E FE FE
E A C
c ¢ C

Figura 3.2: La grafica Py o Ps.

Sea G A H un producto de gréaficas, con G y H factores y u € V(G), el conjunto
de vértices {(u,z) : x € V(H)} es llamado una capa de H y se denota por “H. De
la misma manera, para v € V(H), el conjunto {(z,v) : z € V(G)} se llama una
capa de G y es denotado por GV (ver ejemplo en la grafica 3.3). En el caso del
producto lexicografico, es facil ver que las subgraficas inducidas por las capas de H
son isomorfas a la grafica H, de la misma forma, las subgraficas inducidas por las
capas de G son isomorfas a la gréafica G.
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G’U

G

Figura 3.3: Ejemplo de capas de Gy H

3.2 Resultados generales

Iniciamos esta seccién con unas observaciones basicas, las cuales utilizaremos a lo
largo de este capitulo.

La primera observacion que haremos es que el producto lexicografico no es una op-
eracién conmutativa, por ejemplo la grafica K3o Ky contiene 12 aristas mientras que
la grafica Ky o K3 tiene 6 aristas. Sin embargo, es facil ver que un producto lexi-
cografico Go H es una grafica conexa si y sélo si G es conexa, veamoslo. Sea GG es una
grafica conexa, y (g, h), (¢', h') vértices en Go H, como G es conexa, existe un camino
de g,91,92,---,9n, 9 en G, luego podemos formar el camino (g, h), (91, h), (g2, h), ...,
(gn,h),(¢',h') en Go H, por lo que Go H es conexa. Por otro lado, sea g,¢' € V(GQ) y
supongamos que G o H es conexa, entonces existe un camino (g, h), (g1, h)(g2,h), ...,
(gn,h),(¢g',h) en G o H por lo que podemos formar el camino g, g1, 92,...,9n, g en
G, por lo tanto G es conexa.

Observacion 3.2.1. Sea G o H el producto lexicogrdfico de dos grdficas G y H. Si
x,y pertenecen a la misma capa “H entonces d(x,v) = d(y,v) para toda v que no
pertenece a “H

Demostracion: Sea G o H el producto lexicografico de dos graficas G y H. Sean
(g0, ho), (g0, h1) € 9°H y (¢',h') ¢ 9°H. Suponga que dgom((g0,h0),(¢',h')) = t,
entonces existe un camino (go, ho), (91, ko), (g2, ho), - - -, (gt—1, ho), (¢', ') de longitud
t, luego notamos que (go, ho) (g1, ho) € E(Go H) implica que (go, h1)(g1,ho) € E(Go
H) por definicién del producto lexicogréfico, por lo que podemos construir el camino
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(g90,h1), (91, h0), - -, (9t—1, ho), (¢, 1) que ademés tiene que ser minimo, por lo que
daon((g90, h1), (¢', 1)) =t -

Observacién 3.2.2. Sea G o H el producto lexicografico de una grifica conexa G y
una grifica arbitraria H. Sixz € "H entonces d(x,y) =1 0 2 para caday € "H—{z}

Demostracion: Sea G o H el producto lexicografico de G y H con G conexa y
(9,h0),(g,h1) € 9H. Como G es conexa existe ¢’ € G tal que g¢’ € E(G), luego
por definicién del producto lexicogréfico tenemos que (g, ho)(g’,ho) € E(Go H) y
(g,h1)(d’, ho) € E(GoH). Luego, si hohy € E(H) entonces dgom((g, ho), (g, h1)) =1
y si hohy ¢ E(H), entonces podemos formar el camino (g, ho), (¢', ho), (g, h1) y por
lo tanto dgorr((g, ho), (g, h1)) = 2. O

Observacion 3.2.3. Sea G o H el producto lexicogrifico de una grifica conexa G
y una grdfica arbitraria H y sea u,v € V(G) con u # v. Si dg(u,v) =t entonces
daor((u, ), (v,y)) =t para toda x € “H y today € "H.

Demostracion: Sea G o H el producto lexicogrifico de G y H con G conexa y
(g,h),(¢",h') e V(GoH), g # ¢,y supongamos que dgor ((g,h), (¢',h')) =t. Por la
Observacién 3.2.1, se tiene que dgor ((g, hi), (¢', h')) =ty que dgorr ((g, h), (¢', hi)) =
t para cualquier 7. Luego, aplicando otra vez la Observacién 3.2.1, se completa la
prueba. O

Los resultados que siguen en esta seccién son cotas para la particion dimensional
del producto lexicografico de dos graficas arbitrarias. Es un resultado conocido que
para una grafica G, pd(G) = 2 si y s6lo si G es una trayectoria P, con n > 2 (ver
[18]). Entonces, si pd(G o H) = 2 concluimos que G o H es una trayectoria, lo cual
solo puede ocurrir si G es una trayectoria y H es la grafica trivial K o viceversa.
Por lo que podemos hacer la observacién siguiente:

Observacion 3.2.4. Si G y H son grdficas no triviales, entonces pd(Go H) > 3

El préximo resultado trata sobre la relacién entre la particion dimensional de un
producto lexicografico y de las particiones dimensionales de sus factores.

Teorema 3.2.1. Si G es una grifica conexa de orden ny y H una grdfica de orden
no entonces
pd(H) 4+ 1 < pd(Go H) < ny.pd(G)

ademds, si H tiene didmetro 1 o 2 entonces
pd(Go H) < njy.pd(H)

Demostracion: Primero mostraremos la cota inferior tomando una particiéon resol-
vente arbitraria para pd(G o H) y construyendo a partir de ella una particion re-
solvente para H. Sea GG una grafica conexa, H una grafica arbitraria no trivial y
IT = {A1, Ay, ..., A} una particién resolvente para G o H. Para algin u € G defin-
imos la particién de la capa “H generada por II, I, = {A;N “H, AsN “H, ..., AN
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“H}. Nota que en esta particién tomaremos en cuenta tinicamente los conjuntos
A;N " H no vacios. Ahora veamos que II, es una particién resolvente para H.

Primero recordamos que “H es isomorfa a H para cada v € G. Sean z,y € Al'H,
como II es una particién resolvente para G o H, existe un conjunto A; € II tal
que dgor(z, A;) # daor(y, Aj), y por la Observacién 3.2.1 se tiene que z,y tienen
la misma distancia a cualquier otro vértice de G o H que no pertenece a “H, por
lo que la diferencia de distancia con A; debe de ocurrir en A;N “H. Como G es
conexa, también lo es G o H y por la Observacion 3.2.2 se tiene que dgom(z, A;N
“H)=162. Sin pérdida de generalidad, supongamos que dgop(x, A;) = 1 entonces
dgon(y,A;) = 2 y por lo tanto dg(z, A;N “H) =1y du(y,A;N “H) > 2. Asi
concluimos que r(z,11,) # r(y,IL,) y por lo tanto II, es una particién resolvente
para H y como consecuencia, pd(H) < pd(G o H).

Ahora supongamos que pd(H) = pd(G o H) y sea II la misma particién resolvente.
Notamos que cada interseccion de conjuntos A; con cada capa de H es no vacia, pues
de no ser asi, existiria u € Gy A; € II tal que A;N"“H = (), entonces |IL,| < pd(H) y
II, es una particién resolvente para H, una contradiccién. Sean a,b € G dos vértices
adyacentes, entonces existen dos vértices adyacentes (a,z) € °H y (b,y) €°H, y por
construccion del producto lexicografico tenemos (a, h;)(b, hj) € E(G o H) para toda
i,j, esto implica que dgom((a,x), A;) = dgor((b,y), Ai) = 1 para toda 1 < i < r,
lo que es una contradiccién. Por lo tanto pd(H) + 1 < pd(G o H) y la cota inferior
queda demostrada.

Para la cota superior, sea V(H) = {v1,v2,...,vp,} €l conjunto de vértices de H
y lIg = {4, Asg,..., A, } una particién resolvente de G. Consideramos ahora la
particion IT = {A; x {v;} : 1 <i <ry 1< j < ng}, veamos que es una particién
resolvente para G o H (ver Figura 3.4). Sea (a,b),(c,d) € A; x {v;} para alguna
ie€{l,...,r} yalguna j € {1,...,na} dos vértices distintos de G o H. Notamos que
b=d=v; ya#c Como llg es una particién resolvente de G existe un conjunto
Ay € Il tal que dg(a, Ax) # da(c, Ag), luego por la Observacién 3.2.3 tenemos que
dGOH((a7 b)? (Ak X {U]})) = dG(a’7 Ak‘) # dG(b7 Ak) = dGOH((Cv d)? (Ak X {Uj}))v lo que
implica que 7((a, b)|II) # r((c, d)|II) por lo que II es una particién resolvente para
G o H y como |II| = ng.pd(G) entonces pd(G o H) < ng.pd(G) y la cota superior
queda demostrada.



70

Particiones resolventes

(1 DOCOE

Figura 3.4: Ilustracion de la particién I1
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SITE
0]00 ¢

Figura 3.5: Ilustracién de la particién II’

Por ultimo, suponga que H tiene didmetro dos. Sea IIg = {Y1,Ys,..
particién resolvente para H. Consideramos la particién II' = {{u;} xY; : 1 <i <mny
y 1 < j <t} (ver Figura 3.5). Sean (u;,v), (uj, w) € {u;} x Y; dos vértices distintos
de Go H para alguna 1 <i<mn;y1<j <t Como v # wy llg es una particién
resolvente de H, existe un Yy con k # j tal que dg (v, Yy) # di(w,Yy). Notamos que
como H tiene didmetro 2, se tiene dy(a,b) = d¢GoH }((u;,a)(u;b)) para cualesquiera

a,b € V(H), por lo que tenemos lo siguiente:
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dGorr ((wi,v), {ui} x Yi) = a{nreli;i{dGoH((uu v), (ui, )}

= dH(U, Yk)
# dy(w, Yy)

= in{d
gégg{ (w, )}

= géi}%{dGoH((Ui, w)? (u“x))}
= dgom ((us, w), {u;} x Yy).

Por lo tanto, IT" es una particién resolvente para G o H y como |II| = n;.pd(H), se
tiene que pd(G o H) < ny.pd(H). O

Notamos que las cotas superiores no son mejorables para el caso general, pues
se alcanzan tomando las graficas completas K, y K,, para las cuales se tiene
K, oK, = Ky, y por lo tanto pd(K, o K,,) = nm ya que esté claro que pd(K,,) = n.

Recordamos que dado una grafica H = (V, E) y K1 = (u, (), la grafica H 4+ K; es la
gréfica con conjunto de vértices V(H) U {u} y conjunto de aristas E(H)U{uv :v €
V(H)} (ver Figura 3.6).

En el teorema que sigue se quiere ilustrar la relacion que hay entre un producto
lexicografico Go H y la grafica H+ K;. En efecto, vimos en la Observacién 3.2.1 que
para dos vértices de una misma capa de H, sus distancias respecto a cualquier otro
vértice de la grafica fuera de la misma capa son iguales entre si, por lo que podemos
interpretar la parte fuera de alguna capa de H como un solo vértice, veamos eso
més detenidamente. Sea G = (V, E) una grafica y u el vértice de K. Si Il =
{A1, Ag,..., A,} es una particién resolvente de K; + G entonces o bien VN A; # ()
para cada A; € II o bien u estd en un conjunto de cardinalidad uno, esto es, si existe
un conjunto A; € II tal que A;NV(G) = 0 entonces este conjunto consta tnicamente
de u. Nota que en ambos casos, la distancia de cualquier vértice al conjunto que
contiene u es 1 por que u no es relevante en el momento de encontrar una particién
resolvente de H + K;.

Teorema 3.2.2. Para cualquier grdfica conexa y no trivial G con |G| = n y
cualquier grdfica no trivial H,

pd(Go H) < n.pd(H + K)

Demostracion: Sean Gy H dos graficas no triviales con G conexa y sea II =
{41, Ag, ..., A, } una particién resolvente de H+ K. Paracadai € {1,...,n} defini-
mos II; = {4;N % H : 1 < j <r}. Demostraremos que II' = (", II; es una particién
resolvente de pd(GoH), nota que |II'| = n.pd(K1+ H). Sean (a,b), (¢, d) dos vértices
diferentes de GoH tales que (a, b), (¢,d) € A;N 9% H. Notamos que por la construccién
de II;, se tiene que a = ¢ = gj. Como II es una particion resolvente de H + K existe
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K;

H H+ K

Figura 3.6: Las graficas H y H 4+ K;

un conjunto Ay € II tal que dpy4x, (b, Ax) # duik, (d, Ax), ademds por lo visto en
el predmbulo del Teorema, A no puede ser el conjunto formado por el vértice de
K. Nota que dgix, (h, Ax) = du+x,((g,h), AxN 9H) para cada h € V(H) y cada
g € V(G), pues toman ambas el valor uno si existe z € Ay tal que he € E(H)
y dos en otro caso, por lo que se tiene: dgom((a,b), AxN % H) = dyik, (b, Ax) #
dpir,(d, Ar) = dgop ((c,d), AN 9% H), asi r((a,b)|IT") # r((c,d)|IT') y por lo tanto
IT" es una particién resolvente de G o H y pd(G o H) < n.pd(H + k1) O

3.3 Familias especificas de graficas

En la secciéon anterior hemos dado resultados sobre el caso general de la particion
dimensional del producto lexicografico. En esta seccion estudiaremos la particion
dimensional del producto lexicografico de ciertos tipos de familias de graficas: las
graficas completas, las trayectorias, los conjuntos independientes y los ciclos. Inici-
amos esta seccién con el caso del producto lexicogréifico de dos gréaficas completas
K, v K,, lo cual es trivial. Para tal caso, como K, o K,, &£ K,,, tenemos que
pd(K,, o K,,) = nm. Por lo tanto estudiaremos los casos para los cuales uno de los
dos factores es una grafica completa, iniciaremos con el caso K, o H.

Teorema 3.3.1. Sea H una grdfica conexa no trivial y no completa. Entonces, para
cada entero n > 3 se tiene:

n.pd(H + K1) —n < pd(K, o H) < n.pd(H + K)

Demostracion: Sean {u1,ug, ..., uy} los vértices de la grafica K, y {vi,v2,...,vm}
los vértices de una grafica conexa no trivial H. Por el Teorema 3.2.2 se tiene que
pd(KpoH) < n.pd(H+ K7). Queremos ahora demostrar que pd(K,,0oH) > n.pd(H +
K). Seally = {Bj, Ba, ..., Bs} una particién resolvente para K, o H. Notamos que
en K,0H cada par de vértices de forma (u;, vj), (us, v;) tiene distancia uno a cualquier
otro vértice (ug,vy) con g # i, por lo que si (uj,vj), (ui,v;) € Bs debe existir un
conjunto By € Il tal que By N ({u;} x V(H)) # 0y ademds By N ((V(Ky) —{ui}) x
V(H)) = 0, pues de no ser asi, ambos estarfan a distancia 1 de By, una contradiccén.
Sea IT} la particién II restringida a {u;} x V(H), i.e II{ = {B, N ({u;} x V(H)) :
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1 < r < s}, entonces, IT} es una particién resolvente para H en la cual todas las
distancias posibles toman el valor de uno o dos. Entonces, los conjuntos de IT} juntos
con un vértice x adyacente a cada uno de los vértices de 9 H forman una particion
resolvente para 9 H + K y por lo tanto pd( 9% H + K1) < |II}| + 1. Nota que cada
conjunto anadido en la particién resolvente de 9 H 4+ K que corresponde al vértice
de K estd contado como algun vértice u; € V(K,,), por lo que tenemos:

pd(K, 0 H) = |y = > [T5] > " (pd(" H + K1) — 1) = n = n.pd(H + K1)
=1 i=1

y el teorema queda demostrado. O

Para la proposicién siguiente, primero notamos que el producto lexicografico no es
una operacién conmutativa, pues por ejemplo podemos ver en la Figura 3.7 que las
graficas Ky o0 K3y K30 Ky no son isomorfas. Por lo que a continuacién estudiaremos
el caso G o K, para una grafica conexa arbitraria y no completa G.

Proposiciéon 3.3.1. Sea G una grdfica conexa no trivial y no completa, entonces
para cualquier nimero entero n se tiene:

n+2 < pd(GoK,) <npd(G)

Demostracion: Sea G una grafica conexa, no trivial y no completa. Por el Teorema
3.2.1, para cualquiera grafica H con |H| = n, se tiene que pd(G o H) < n.pd(G),
por lo que en especial tenemos pd(G o K,,) < n.pd(G) y queda comprobada la cota
superior. Para la cota inferior también haremos uso del Teorema 3.2.1, que nos dice
que para cualesquiera graficas conexas se cumple pd(H) + 1 < pd(G o H), aplicando
ese resultado al caso H = K, se tiene pd(GoK,,) > pd(K,)+1 = n+1. Supongamos
que pd(Go K,) =n+1yseall = {A], As,..., A} una particién resolvente de
G o K,,. Utilizando un argumento similar que en la prueba anterior notamos que
para dos vértices (g,h)(g,h’) € G o K, sus distancias a cualquier otro vértice de
la gfafica son iguales, ademas dgok, ((g,h), (9,h')) = 1 para toda h,h' € V(K,),
por lo que para cada u € V(G), la restriccién 11, de II a un “K,-capa contiene al
menos n conjuntos. Como K, tiene exactemente n vértices, se sigue que II, tiene
exactamente n conjuntos, cada uno formado por un solo vértice.

Como pd(G o K,) =n+ 1y G es conexa, debe de existir dos vértices v,w € V(G)
tales que las restricciones 11, y II,, de las capas YK, y Y K,, difieren exactamente de
un conjunto. Ademés como n > 2, existen dos vértices (v,a) €K, y (w,b) €K,
que pertenecen al mismo conjunto de la particion resolvente 11, digamos A;. Con
esta construccién, notamos que la subgrafica inducida por Y K,U" K,, es isomorfa a
la grafica completa Ks, y ademas A; NV K,UYK, # 0 para cada 1 < i < r. Como
consecuencia, (v,a)y (w,b) tienen la misma distancia (distancia 1) a cada conjunto
de la particién 11, por lo que r((v,a)|II) = r((w, b)|II) = (1,1,...,1), lo que es una
contradiccién. Por lo tanto pd(G o K;,) > n + 2. O

Continuamos nuestro estudio para los casos G o K,, donde G es una trayectoria o
un ciclo. Para ello haremos uso de resultados previos que utilizan el producto fuerte
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Kg EOK:;
° ° Ky
°
Ky K0 Koy
°
VK?,

Figura 3.7: Las graficas Koo K3y K30 Ko
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de gréaficas. Recordamos que el producto fuerte de dos graficas G, H se denota por
G X H y se define como la grafica cuyo conjunto de vértices es V(G) x V(H) y
(g,h)(¢',h) e E(Gx H)siysolosi (9=¢" yhh' € E(H)) 6 (g9 € E(G) y h="h)
6 (99’ € E(G) y hh' € E(H)) (ver Figura 1.5), por lo que su matriz asociada es

E E C
E A C
c C C
H GXH

Figura 3.8: Ejemplo de un producto fuerte de graficas

En [19], los autores probaron los resultados siguientes para el producto fuerte:

Proposicién 3.3.2. [19] Sean n,m € Z con n,m > 2, entonces

2n st om=2
pd(meKn):{n+2 si m>3

Proposicién 3.3.3. [19] Sean n,m € Z con n,m > 3, entonces

3n st m=3

pd(Cry ®KKp)=4¢ n+3 si m=4,5
n+2 st m>6

Notamos que para dos graficas G, H, la tnica diferencia entre el producto fuerte y el
producto lexicografico es que el producto lexicografico admite las aristas (g, h)(¢’, h')
cuando gg € E(G) y hh' ¢ E(H), sin embargo , para el caso donde el segundo factor
es una grafica completa, no aparecen tales aristas, por lo que podemos concluir que
para cualquier grafica G tenemos G X K, = G o K,. Utilizando este hecho y los
resultados anteriores, tenemos los corolarios siguientes:
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Corolario 3.3.1. Sean n,m € Z con n,m > 2, entonces

pd(Pm © Kn)

2n st m =
n+2 st m>3

Corolario 3.3.2. Sean n,m € Z con n,m > 3, entonces

3n st m=3
pd(CnoKp)=4¢ n+3 si m=4,5
n+2 st m>6

Continuamos nuestro estudio analizando los casos en los cuales uno de los dos fac-
tores es una trayectoria.

Proposicion 3.3.4. Sea H una grdfica de orden m > 2, entonces para cualquier
numero entero n > 3,

pd(Pp,oH) <m+2

Demostracion: Sea {g1,92,...,9n} y {h1,ha,...,hy} los vértices de las graficas
P, y H respectivamente con ¢;g;+1 € FE(P,) para 1 < i < n—1. Sea Il =
{A1,As, ..., A, B1,Bs} la particién de P, o H donde By = {(g1,h1)} , B2 =
{(gn,P1)}, A1 ={(gi,h1) :2<i<n—1} yparajec{2,3,....,m}, A; = {(gi, hj) :
1<i<n}

Notamos que los tinicos casos que debemos verificar son para vértices que pertenecen
al mismo A;, es decir, pares de vértices de forma (g;, h;)(gk, hi) con j # k. Notamos
que para este caso se tiene que o dp,on((g;, i), (91, 1)) # dp,or((9j, i), (91, 1))
o bien dp,om((gj, hi), (gn,h1)) # dp,or((gj, i), (gn, k1)), por lo que los vértices
(95, hi) ¥ (gk, hs) son resueltos por By o por By (resueltos en el sentido que no tienen
la misma distancia), por lo que II es una particién resolvente de P, o H y por lo
tanto pd(P, o H) < m + 2. O
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B Aq By
| O DO

Figura 3.9: La particién 1I de la Proposicién 3.3.4

Proposicion 3.3.5. Para cualquier grdfica conexa G de orden r y cualquier trayec-
toria de longitud n =3m +1i con i € {—1,0,1} se tienen:

pd(GoP,) < (m+1)r

Demostracion: Sea G una grafica conexa con conjunto de vértices V(G) = {g1, g2, . . -,
gr} y sea V(P,) = {h1,ha,...,hy,} con hjhiy1 € E(P,) para 0 < i < n — 1. De-
scribiremos primeramente particiones para los casos n = 2,3, 4.

- Si n = 2, sea A1 = {hl}, A2 = {hn} y sea H2 = {BLl,BLQ,BQ,l,BQ?Q, . ,Bng}
donde B;; = {(g9i;,h) : h € A;} (nota que si G es una completa, tenemos que
G o P, = Ky, y por lo tanto pd(G o P,) = 2.

-Sin=3,sea Ay = {h1,ha} y A2 = {hp} y I3 = {B11,B12,B21,B22,...,Br2}
donde Bi,j = {(gl,h) che A]}

-Sin =4,sea Ay = {h1,ha}y Ao = {hn_1,hn} y s = {B11,B12,B21,B232,...,Br2}
donde Bi,j = {(gl,h) che AJ}

Notamos ahora que dos vértices (gi, hj), (¢, hi) € G o Py, tales que (g;, h;), (g:, hir) €
B 1 son resueltos por B; 9, y dos vértices (gi, hj), (9i, hi) € G o P, tales que (g;, hj),
(gi, hi) € G o B; 2 son resueltos por B; 1, por lo que I3 y II4 son particiones resol-
ventes de GG o P3 y G o Py respectivamente. El caso de Il es trivial ya que cada
conjunto de Iy contiene exactamente un vértice. Por lo que pd(G o P,) < 2r para
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n=3,4.

Supongamos ahora que n > 5y n = 3m+ i son ¢ € {—1,0,1}. Definimos las
particiones II5, II5 y II) en base a IIp,II3 y Il4.

Sin = 3m — 1, entonces sea A; y Az como en la particién Iy y Asio = {hss—1, hss,
h3sy1} para 1 < s < m — 1. Definimos II5 = {B1,1,B1,2,...,B21,...,by;} donde
Bij={(gi,h) : h € A;}.

Sin = 3m, entonces sea A1 y Az como en la particién I3y Agyo = {h3gs—1, has, h3st1}
para 1 < s < m — 1. Definimos Iy, = {By,1,B12,...,B21,...,by;} donde B;; =
{(gi,h) che A]}

Por 1ltimo, si n = 3m + 1 entonces sea Ay y As como en la particion 1ly y Agio =
{hgs_l, h35, h35+1} para 1 S S S m—1. Definimos H,Q = {Bl,17 BLQ, ey B2717 e 7br,l}
donde Bi,j = {(gl,h) :he A]}

En cada particién vemos que cada par de vértices (g;, h1), (¢i, h2) € B;,1 tenemos que
dgopr, ((9is 1), Bi3) =2y dgop, ((gi, h2), Biz) = 1 y por otra parte para dos vértices
(gis hn—1), (9, hn) € B2 tenemos que dgop, ((9is hn-1), Bim+1) = 1y dgop, ((9i, hn),
Bim+1) = 2. Por ultimo, para dos vértices (g;, hj), (gi, hi) € Bis, s # 1,2 se tiene
que sus distancias a uno de los conjuntos B; 1, B; 2, B;s 0 B;¢41 difieren. Por lo
que concluimos que II5,II5 y IT) son particiones resolventes de G o P, en cada caso
correspondiente y como para una m fija tenemos que |II5| = |II5| = |II}| = m + 1
entonces pd(G o P,) < (m + 1)r.

O]

Ay

Ay

Figura 3.10: la particion 1l
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Bi1 Bsi1 Bsi Bin

)| G

& OO

Py Bio B22 B3a Bip

g1 g2 g3 94

Figura 3.11: la particion I3

Bi1 Bsi Bsi Bap
) O O O O
) O O O O
Py Bio Bsp Bss Bis

[ ] [ ] [ ] [ ]

g1 g2 g3 94

Figura 3.12: la particién 11y

Continuamos nuestro estudio sobre familias especiales de graficas con el estudio del
toro C), o C, y del cilindro C, o P,, con n,m > 3. Notamos que sin = m = 3
entonces C3 0 C3 = Kg y por lo tanto pd(cs o C3) = 9. Consideraremos entonces los
casos para los cuales n > 3y m > 3.
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Teorema 3.3.2. Sea H una trayectoria o un ciclo de orden m > 3. Entonces para
cualquier entero n > 4,

m+3 st n=2,3

pd(C”OH)S{ m+2 si n>6

Demostracion: Sea {go,g1,---y9n-1}t y {ho,h1,..., hm—1} los vértices de C,, y H
respectivamente. Durante toda esta prueba las operaciones con subindices g; y h; se
hardan médulo n y modulo m respectivamente. Asumimos que g;g;+1 € E(C),) para
0<i<n—1yhihiy1 € E(H)para0<i<m—1si Hesuncicloo0<i<m-—2
si H es una trayectoria. Estudiaremos los dos casos por separados.

Caso I: n=40mn=>5. Sea Il ={A;,As,...,Ap_1,B1, Bs, Bs, B4} una particién
de los vértices de C,, o H con By = {(go,ho)}, B2 = {(g1,h0)}, Bs = {(g92,h0)},
By ={(gi,ho) :3<i<n—1} yparacadaje {1,2,...m—1}, A; = {(gi,h;) : 0 <
i <mn—1}. Sean (g;,hi), (gr, hi) dos vértices en A; con j # k entonces se cumple
uno de los tres casos siguientes:

d((gj, hi); (90, ho)) # d((gk, hi), (9o, ho))
d((gj, i), (g1, ho)) # d((gk hi) (91, ho))
(

d((gj, hi), (92, ho)) # d((gk, hi) (g2, ho))

Entonces (g;,hi) y (gk, hi) son resueltos por By, By o Bg y por lo tanto II es una
particién resolvente para P, o H y como consecuencia pd(P, o H) < m + 3.

Caso 2: n > 6. Sea Il' = {Ag, A1, ..., Am—1, B1, B2} una particién de C,, o H donde
Bl = {(907h0)}7 B2 = {(glahO)v (g25h0)7 (g3ah0)}7 AO = {(gluh()) 4 <i<n-— 1} y
para cada j € {1,2,...,m—1}, Aj = {(gs, hj) : 0 <i <n—1}. Sean (gj, hi), (gk, hi)
dos vértices en A; con j # k, estudiaremos por separado los subcasos i =0y i # 0

Subcaso 2.1: i = 0. Observamos que para cualquier par de vértices (g;, ho), (95, ho) €
By sus distancias a Ay o a By son dinstintas. Ahora sean (g;, ho), (9x, ho) € Ao.

Si d((g5, o) (90, ko)) # d((gksho), (g0, ho)) entonces (gj,ho) ¥ (gk,ho) son resuel-
tos por By. Por otra parte, si d((gj,ho), (90,h0)) = d((gk, o), (9o, ho)) entonces

d((gj, ho), (91, ho)) # d((gk, ho), (91, ho)) y Sid((g;, ko), (93, ho)) # d((gk, ho), (93, ho))-
Si suponemos sin pérdida de generalidad que d((g;, ko), B2) = d((g;, ho), (91, ho)) =
d((gk, ho), (93, ho)) = d((gk, ho), Bz) se sigue que d((g;,ho), (90, ho)) # d((gk, ho),
(90, ho)), 1o que es una contradicciéon. Entonces (g;, ho) ¥ (gk, ho) son resueltos por
Bs.

Subcaso 2.2: i # 0. Sean (g;, hi)(gk, hi) € Ai. Sij,k ¢ {1,2,3,4} entonces podemos
razonar de manera analoga al Subcaso 2.1 y concluir que (g;, h;), (g, hi) son resueltos
por Bj o por Bs. De la misma forma, sij € {1,2,3,4} y k ¢ {1,2,3,4} (o vice versa),
(g5, hi), (gk, hi) son resueltos por By o por By. Por lo que el dltimo caso que nos
falta verificiar es cuando j, k € {1,2,3,4}. Analizaremos los 6 casos por separado.
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gn-1,ho)) =1 # 2 =d((g1, hi), (gn-1, ho)) = d((g1), Ao).

(
(
(90, hi) vy (g2,hi) son resueltos por Ag ya que d((go,hi),Ao) = d((go,h:),
(gn-1,h0)) = 1 # 2 =d((g2, hi), (94, ho)) = d((g2), Ao)-

90, hi) vy (g1,h;) son resueltos por Ag ya que d((go,hi), Ao) = d((go, hi),

Como consecuencia de lo anterior, concluimos que II es una particion resolvente de
P, o H y por lo tanto pd(P, o H) < m + 2. O

3.4 Conjuntos independientes

Para continuar nuestro andlisis utilizaremos el hecho de que Go H es conexa si y s6lo
si G es una grafica conexa, aunque H no sea conexa. Entonces podemos estudiar los
casos para los cuales H es un conjunto independiente de vértices K,,. Para seguir
en este sentido necesitamos una definicién. Recordamos que la vecindad abierta de
un vértice = en una grafica G estd definido como N(z) = {y € V(G) : zy € E(G)}.
Siguiendo con esta definicién, diremos que dos vértices u,v € G son falsos gemelos si
N(u) = N(v). Notamos que si u y v son adyacentes entonces no son falsos gemelos.

Teorema 3.4.1. Sea G una grdfica conexa no trivial de orden n tal que G no
contiene falsos gemelos. Entonces, para cualquier m > 2 se tiene

pd(GoKy) <n+m-—1

Demostracion: Sea G una grafica conexa con V(G) = {g1,92,...,9n} su conjunto
de vértices y sea V(K,;,) = {hi1,ha,...,hy}. Consideremos la particién II de
G o K,, dada por Il = {Ay,Ay,..., Ay, Bo,Bs,..., By} donde A; = {(gi;,h1)}
y Bj = V(G) x {h;} con j € {2,...,m}. Sean (gi,h;),(gk,h;) € Bj. Si gj
y gr son adyacentes en G entonces se tiene que dg.z—((gi, 1)), (9, 1)) = 2y
daore((9k: hj), (gish1)) = 1y por lo tanto (gi, hj), (gk, hj) son resueltos por A;.
Supongamos ahora que g;, gr no son adyacentes en G, como G no contiene falsos
gemelos, g; y gr no pueden tener la misma vecindad abierta, por lo que debe existir
un vértice g, € G tal que, sin pérdida de generalidad, g, € N(gi) ¥ 94 ¢ N(gx), se
sigue que dg,z—((9i, 1), (9¢: M) = 1y dgoz-((9k, hj), (9g: h1)) = 2. Entonces los
vértices (gi, hj), (gk, h;) estan resueltos por el conjunto A, y como consecuencia, II
es una particién resolvente de G o K,,. Como II tiene cardinalidad n +m — 1, se
tiene que pd(G o K,) <n+m — 1. O
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El proximo caso que estudiaremos es donde el primer factor es una grafica completa
y el segundo un conjunto independiente de vértices. Notamos que como una gréfica
completa no tiene falsos gemelos, podemos aplicar el teorema anterior a este caso.

Teorema 3.4.2. Para cualesquiera n > 2 ym > 2, se tiene:

pd(KpoKpy)=n+m—1
Demostracion: Sea V(K,) = {g1,92,---,9n} ¥ V(Kn) los vértices del primero y
segundo factor, respectivamente. Por el teorema 3.4.1 tenemos que pd(K, o K,,) <
n +m — 1. Mostraremos ahora que pd(K, o K,;) > n +m — 1. Considere-
mos dos vértices (gg,x), (gk,y) € 9% H para algin 1 < k < n. Si k = j en-
tonces dp 7 ((gk, ), (95,0)) = dy 7 ((9k, ), (g5,v)) = 2y si k # j entonces
dy i (98, 7), (95, v) = dy 7 ((9k, ), (95,v)) = 1, lo que implica que cualquier
particién resolvente necesita m conjuntos para cubrir la capa % H (uno para cada
vértice). Ahora supongamos que dos capas 9 H y 9 H, i # [, estan cubiertas por los
mismos m conjuntos, digamos Aq, Ao, ..., Ap,. Entonces existe dos vértices distintos
(gi,2") €9 H y (g1,y") €% H tales que (g;,z'), (91,2") € Ag para algin g € {1,...,m}
y d((gi, "), Ay) = d((9:,v'), Ag) = 1 para cada q # ¢/, una contradiccién. Entonces,
para cubrir las capas 9 H y 9 H, necesitamos al menos m + 1 conjuntos distintos.
Como consecuencia, necesitamos al menos n +m — 1 conjuntos para cubrir K, o K,
por lo que pd(K, o K,,) > n+m — 1y por lo tanto pd(K, 0o K,,) =n+m—1. O

Los dos ultimos resultados tratan los casos donde el primer factor es una trayectoria
o un ciclo y el segundo factor un conjunto independiente de vértices.

Teorema 3.4.3. Sim >4 yn > 3 entonces

pd(P, o Kp) = m + 2

Demostracién: Por la proposicién 3.3.4 tenemos que pd(P,0K,,) < m+2. Mostrare-
mos ahora que pd(P, o K,) > m +2. Sea V(P,) = {g1,92,---,9n} ¥ V(Kp) =
{h1,h2,...,hy}. Consideramos una particién resolvente II = {41, Ag,..., A5} de
P, o K, de cardinalidad minimal. Primero notamos que por la Observacién 3.2.1
y el hecho de que K,, no tiene aristas, si (g,h;) € A; entonces para cada j con
1 <j<m,j#ise tiene (g,h;) ¢ A;. Entonces cada capa 9H intersecta con II en
exactamente m conjuntos, por lo que m < s.

Supongamos ahora que m = s. Por las observaciones hechas previamente, existen
dos vértices consecutivos g1,go € V(P,) y dos vértices h,h' € V(K,,) tales que
(g1,h), (g2, ') pertenecen al mismo conjunto A; para alguna j € {1,2,...,m}. Se
sigue que r((g1, b)) = r((g2,2")|1) = (1,1,...,1,0,1,...,1) (donde el 0 aparece
en la i-esima entrada), lo que es una contradiccién, por lo que m < s < m + 2.

Por tdltimo supongamos que m + 1 = s. Como m > 4, existe un conjunto Ay € Iy
tres vértices consecutivos gj, gj+1,gj+2 € V(P,) tales que "HN Ay # 0y 9,411 HN
Ay = 0, ademas, existen dos vértices h, ' € V(K,,) tales que (gj,h), (gj+2,h') € A,
para algin r € {1,2,...,m + 1}. Entonces se tiene que dp - ((g5:h), A) =
dp, i ((gj+2, 1), A) = 1 paracada A; # Ay y dp 7 ((95,h), A1) = dp 7 ((gj+2, 1),
A;) = 2 st A = Ay por lo que 7((g;, h)|II) = r((gj+2, h’)|I), lo que es una con-
tradiccién, por lo tanto s > m + 2, lo que completa la prueba. O
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Teorema 3.4.4. Sea m > 2 yn > 4 dos numeros enteros:

e Sin =4 entonces pd(Cyp 0o Kp,) = 2m + 1
e Sin=>5 o0n>8 entonces pd(Cp 0 Kp) = m + 2

o Sin=6o0n="7entonces m+2 < pd(CpoKy)<m+3

Demostracion: Sea V(Cp) ={91,92,---,9n} v V(Km) = {h1,ha, ..., by }. También
asumimos que g¢;gi+1 € E(C,) para i € {1,...,n — 1} y que ghoq1 € E(Cy).
Analizaremos primero el caso para n = 4, luego mostraremos que para n > 5 se
tiene pd(C,, o K,,) > m -+ 2 para luego demostrar que para n = 5 o n > 8 se
cumple pd(C,, o K,;,) = m + 2 y por tltimo veremos que para n = 6 o 7 se tiene
pd(Cp o Kp) <m+ 3.

Caso n = 4. Sea Il = {Ay,As,...,Aoyp—1,B1, Bo} una particién donde A; =

{(g1,h;), (g2, hy)} sij € {1,2,...,m}, vy Aj = {(93, hj—m), (94, hj—m)} si j € {m +
1,m+2,...,2m — 1} y por dltimo By = {(g3,hm)} ¥ Bs = {(g4, hm)} (ver Figura
3.13). Sean (z, h;), (y,h;) € A;, x # y entonces se tiene uno de los siguientes casos:

~de,orr (X hi), Br) = 1y dg, 7 ((y, hi), Br) = 2
‘d040m((l’7 hl)vBl) =2 y dC4oK7m((y7 hl)vBl) =1

En ambos casos se tiene que 7((x, hi),II) # r((y, hi),1I) por lo que II es una par-
ticién resolvente de Cyo Ky, y como |II| = 2m+1 se tiene que pd(Cyo Kpp,) < 2m—+1.

By By

SRIDIO

caG DG D
caG DG D4
claG DG D

N

Figura 3.13: La particién II para Cy o K,
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Por otra parte sea II' = {Ay, As,..., A} una particién resolvente de Cy o Kp,.
Sea (g1,z) € H. Notamos que dg, ,z-((91,2),(g1,y)) = 1sii =2064i =4,y
por otra parte, d¢ z—((91,%),(91,9)) = 2sii =167 = 3. Por lo que cada
vértice de 91 H debe pertenecer a conjuntos diferentes de IT' y por lo tanto r > m.
Ahora supongamos que existen dos vértices (g1,z) € H y (g3, w) €93 H tal que
(91, 2), (g3,w) € A; para alguna i € {1,2,...,r}. Si AN%2H # 0 6 AN9*H # ()
entonces dg, ;7z—((91,2), A1) = dg, ;7 ((g3,2), A1) = 1, también, si 4N2H = ()
y AiN%*H =  entonces dg, 7 ((91,2), A1) = d¢, 5 ((93,2), A1) = 2 por lo que
r((g1,2)|11") = r((g3, w)|II'), una contradiccién. Concluimos que dos vértices de 9* H
y 93 H deben pertenecer a dos conjuntos distintos de I, lo que implica que r > 2m.

Por simetria observamos que 2 vértices de 92 Hy 94 H deben pertenecer a conjuntos
distintos de IT". Supongamos ahora que los 2m vértices de 92 Hy 9 H estan cubier-
tos por los mismos 2m conjuntos que los vértices de 9'H y 93H. Entonces hay
exactamente 2 vértices en cada A; € II'. Sea (g1, h1) € A; y sin pérdida de general-
idad consideramos un vértice (go,hj) € A1. Notamos que dg 7—((g2,h;), Ai) =
1 para cada i # 1. Ademds, como A;N2H # 0y A;N%“H # () se sigue que
dc4ofm((gl,h1),Ai) = 1 para cada i # 1, lo que es una contridicciéon, pues ten-
emos r((g1,h1)[II') = r((g2, h;)|/1T'). Concluimos que debe de existir al menos un
vértice de 92H 6 de 9%4H que pertenece a un conjunto A, tal que A;N9'H = () y
Asn93H = (), lo que implica que r > 2m + 1 y pd(Cy o K,;) > 4. Por lo tanto
pd(C4 o) K7m) =4.

Caso n > 5. Sea Il = {A;,As,..., A} una particién resolvente de C, o K,,.
Observamos que para cada i € {a,2,...,n} se tiene que d((gi, h;), (ga,hs)) =
d((gi, hi), (9as hg)) siempre que (ga,hg) # (gi, hj), (gi, hi). Entonces los vértices
de 9¢H deben pertenecer a conjuntos distintos de II, entonces r > m.

Supongamos que pd(Cy, o K,,,) = m. Entonces existen dos vértices, digamos (g1, h;)
y (92, h;) tal que (g1,h:),(g2,h;) € Ai. En tal caso tenemos que r((g1,h;)|II) =
(0,1,1,...,1) = r((g2, hy)|II), una contradiccién, por lo tanto r > m + 1.

Supongamos ahora que pd(Cy, 0 K,,) = m+1. Como cada capa % H est4 cubierta por
exactamente m conjuntos, deben existir dos vértices consecutivos de Cy,, digamos sin
pérdida de generalidad g1, g2 tal que 9' H estd cubierta por m conjuntos de II, dig-
amos Ay, As, ..., Ay vy 92 H esta cubierta por m conjuntos de IT con un conjunto difer-
ente, digamos As, As, ..., Apy1. Notamos que si AjN 93 H # () entonces existen dos
vértices (g1,h) €9 H y (g3,h’) €98 H con r((g1,h)|II) = r((gs3, h)|II) = (0,1,...,1),
lo que es una contradiccién.

Entonces la capa 9 H estd cubierta por conjuntos {As, As, ..., Ayy1}. Haciendo
el mismo analisis, concluimos que la capa 9'H estd cubierta por los conjuntos
Ao, As, ..., Appr1. Otra vez, razonando de la misma forma concluimos que las

capas 9'H, | € {4,5,l.dots,l} estdn cubiertas por los conjuntos Ag, As, ..., Apy1
también. Entonces AjN9t # )y AN = () para | € {2,3,...,n}, ademds las ca-
pas 92H y 9" H estan cubiertas por Ao, As, ..., A; por lo que existen dos vértices
(Gn> hi), (g2, hs) con r((gn, hi)|II) = r((g2, hs)|1I), una contradiccién, por lo que que
pd(Cy, 0 Kp,) > m + 2.
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Tenemos ahora que analizar las cotas superiores, para tal efecto analizaremos tres
casos distintos como mencionado anteriormente.

Subcaso 2.1: n = 5. Consideramos la particién 115 = { By, By, B3, Ag, A3, ..., Ap}

donde By = {(glv h1), (93, h1>}7 By = {(92a hl)? (94, hl)}7 B3 = {(95, hl)} y para cada
i€4{2,3,...,m}, A = {(gj,hi) : 1 < j < 5}. Claramente, los vértices de By y Bo
estdn resueltos por B3. Cada A; estd formado por 5 vértices, los cuales tienen como
representacién particional:

(( ) = (2,1,1,1,...,1,0,1,...,1)
((g2, hj)|I5) = (1,2,2,1,...,1,0,1,...,1)
r((g3, h)|TI5) = (2,1,2,1,...,1,0,1,...,1)
(g4, h)|TT5) = (1,2,1,1,...,1,0,1,...,1)
(( )|s) = (1,1,2,1,...,1,0,1,...,1)

donde el 0 aparece en la posicién j en cada vector correspondiente. Vemos que cada
vértice tiene una representacién particional diferente, entonces Il5 es una particién
resolvente para Cj o K,, y por lo tanto pd(Cs o K,,) = m + 2.

- | OOOOO
—

Figura 3.14: La particién II5 para Cs o K,



Particiones resolventes 87

Caso 2.2: n =6 on = 7. Sea la particién Il (II7 respectivamente) de C,, o K,,
dada por HG = {B1, Bz, Bg, b4, AQ, A3, yooe ,Am} donde Bl = {(g1, hl)}, B2 =
{(92,h1),(g3,h1)}, Bz = {(g94,11)}, Bs = {(g5.71), (g6, )} sin = 6y II; =
{Bl, BQ, Bg, b4, AQ, A3, goos ,Am} donde Bl = {(gl, hl)}, B2 = {(gg, hl), (gg, hl)},
Bs = {(g4,h1), (g5, h1)}, Bs = {(g6,h1), (g7,h1)} sin =Ty partacadai € {2,3,...,
m}, A; = {(gj,h:) : 1 <j < 5}. Primero vemos que si n = 6, entonces los vértices
de By y By estan resueltos por By o B3. También, si n = 7 los vértices de Bs, B3, By
estdn resueltos por By, By, B3 0 B4. Ahora vemos si n = 6, cada A; estd formado
por 6 vértices de los cuales enumeramos a continuacion la representacién particional:

r((g1, h;)|e) = (2,1,3,1,1,...,1,0,1,...,1)
r((g2, b)) = (1,1,2,2,1,...,1,0,1,...,1)
r((g3, hj)|e) = (2,1,1,2,1,...,1,0,1,...,1)
r((ga, b)) = (3,1,2,1,1,...,1,0,1,...,1)
r((g5, h)|e) = (2,2,1,1,1,...,1,0,1,...,1)
r((ge, h;)|e) = (1,2,2,1,1,...,1,0,1,...,1)

donde el 0 aparece en la entrada j de cada vector. Por lo que Ilg es una particion
resolvente de Cg o Ky, y por lo tanto m + 2 < pd(Cg o K,;,) < m + 3. De la misma
manera, para los vértices de II; tenemos:

r((g1, hj)|7) = (2,1,3,1,1,...,1,0,1,...,1)
r((g2, hj)|l7) = (1,1,2,2,1,...,1,0,1,...,1)
(g3, hj) 7)) = (2,1,1,3,1,...,1,0,1,...,1)
r((g4,h)|T7) = (3,1,1,2,1,...,1,0,1,...,1)
(g5, hj) 7)) = (3,2,1,1,1,...,1,0,1,...,1)
(g6, hj) 7)) = (2,3,1,1,1,...,1,0,1,...,1)
r((g7,h)|7) = (1,2,2,1,1,...,1,0,1,...,1)

donde el 0 aparece en la entrada j de cada vector, por lo que II; es una particion
resolvente de C7 o K, y m + 2 < pd(C7 o K,,) < m + 3.
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Figura 3.15: La particién Il para Cg o K,

Figura 3.16: La particién II; para C7 o K,

Subcaso 2.3: n > 8. Consideramos ahora la particién IIg dada por IIg = { By, B, B3

aAQaASa"'

A} donde By = {(g1,h)}, B2 = {(92,h1), (g3, h1), (94, h1)},Bs =
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{(957 hl): (967 hl)a sy (gn7 hl)} Yy para cada 1 € {27 37 ) m}a AZ = {(gy, h’L) 1<
i < n}. Claramente los vértices de By estan resueltos por Bi, y también los vértices
de Bj estan resueltos por By o By ya que n > 8. Ahora, para los vértices en cada
A; ellgcon j € {2,3,...,n} se tiene:

r((g1,hj)Ilg) = (2,1,1,1,...,1,0,1,...,1)

r((g2, hy)|1g) = (1,1,2,1,...,1,0,1,...,1)

r((g3, hy)|1s) = (2,1,2,1,...,1,0,1,...,1)

r((g4, hj)[Ilg) = (3,1,1,1,...,1,0,1,...,1)

r((gs, hy)|11g) = (4,1,1,1,...,1,0,1,...,1)

r((gn-z, hj)|1g) = (2,2 +2,1,1,...,1,0,1,...,1),2 > 2

((gn-1,h;)|Ts) = (2,3,1,1,...,1,0,1,...,1)

r((gn, hj)|Ilg) = (1,2,1,1,...,1,0,1,...,1)

donde el 0 aparece en la entrada j de cada vector. Entonces esos 8 vértices estdn
resueltos por Bi, By 6 Bs. Observamos también que si 6 < i < n — 3 entonces
de, o7 ((9is 1j), (91, h1)) > 4, lo que implica que la primera posicién en los vectores
correspondientes es un entero mayor que 3, y d((gi, h;j)|B2) > 3. Ademas si existen
k,l € {6,...,n — 3} tales que d((gk, hj), (g1, h;)) = d((g1, hj), (91, hj)), es decir que
no estén resueltos por Bi, entonces se puede probar facilmente que estan resueltos
por Bs. Entonces Ilg es una particién resolvente de Cy,0 K, por lo que pd(Cy0K,,) <
m + 2y por lo tanto pd(C,, o K,,,) = m + 2.
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By By B3
RO I =

Figura 3.17: La particion Ilg para C, o Ky, n>8

O]

El 1dltimo resultado deja algunas preguntas obvias, que pasa en los casos n = 6 y
n = 7. j Existe un valor exacto o siempre existe la posibilidad de m +2 é m + 37. |,
Se podré caracterizar las familias de graficas que cumple los casos m+2 6 m+3 7



Conclusiones

En el trabajo presentado hemos abordado tres problemas que involucran productos
de graficas. El primer problema resuelto fue encontrar cuales de los productos,
anadidos los grupos K(G) y K4+ (G) forman una estrcutaura de anillo. El primer
resultado importante fue entonces que en ambos casos exactamanete 6 productos
cumplian con las propiedades. El segundo resultado de la primera parte fue que
cada uno de los 6 anillos formados con la unién es isomorfo a uno de los anillos
formados con la suma. Un posible trabajo futuro en este sentido es el estudio de
otros tipos de operaciones de graficas con el objetivo de formar objetos algebraicos.
También se prentende analizar mas propiedades de los anillos encontrados. Este
trabajo fue publicado en enero del 2016 [63].

En la segunda parte del trabajo se trabajo con polinomios de completas de graficas
y productos de géficas. El resultado principal fue encontrar en que caso se puede
calcular el polinomio de completas de un producto de gréaficas en términos de sus
factores. Se analizaron los 256 casos y se encontré que en 29 casos el calculo es
posible. Para estos 29 casos, se di6 la formula que permite calcularlo y en los casos
restantes se proporcion6 un contraejemplo. Siguiendo la idea de analizar polinomios
de productos de gréficas se pretende realizar a futuro el mismo tipo de investigacion
para diferentes tipos de polinomios.

En la tercera y ultima parte de este trabajo se estudié la particién dimensional del
producto lexicografico. En esta parte se dieron cotas para la particiéon dimensional
de este producto. El primer resultado fue ron las cotas para el caso general, es
decir, para dos graficas factores arbitrarias. Luego se estudiaron clases especificas
de graficas como las traycetorias, las graficas completas, los cilcos y los conjuntos
independientes. En un futuro se prentende estudiar la particion dimensional de
otros productos o operaciones entre graficas, también se prentende estudiar otros
invariantes como el nimero crématico métrico para el propducto lexicografico.
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